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RESUMO

Nos modelos ndo lineares t€ém-se os ajustes dos dados através de uma combinacdo ndo linear
dos parametros. A inferéncia bayesiana ¢ uma importante ferramenta que pode ser aplicada a
este tipo de modelo. Dados de crescimento sdo essencialmente ndo lineares, possibilitando
assim o uso dessa técnica em suas analises; haja vista que a teoria bayesiana tem grande
vantagem de propiciar a previsao de probabilidades de modo direto. Os municipios brasileiros
recebem recursos governamentais federais com base em dados estatisticos demograficos
coletados a cada dez anos pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) como
também, com levantamentos feitos periodicamente por amostragens em domicilios, obtendo-
se assim informagdes anuais sobre caracteristicas demograficas e socioecondmicas da
populacdo denominadas por Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios (PNAD). O
objetivo desse trabalho ¢ estimar o crescimento populacional brasileiro nos estados e distrito
federal referente aos anos de 2016 e 2020, tendo por base resultados demograficos dos Censos
relativos aos anos de 1991, 2000, 2010 ¢ 2012; fazendo-se uso de um modelo assintotico, o
exponencial com trés parametros, aplicando-se também o modelo bayesiano na analise dos
dados, no intuito de se estimar bem os parametros. Com a aplicagdo de tais técnicas foi
possivel obter previsdes de mudangas no contingente populacional brasileiro por estado, para
os respectivos anos (2016 e 2020). As regides Norte e Centro-Oeste demonstraram um
aumento significativo em suas populacdes. Taxas populacionais menores foram verificadas
em regides litoraneas.

Palavras-chaves: Inferéncia Bayesiana; Crescimento Populacional; Curvas de Crescimento.



ABSTRACT

In Non-Linear models, we have the data settings through a combination of non-linear
parameters. The Bayesian inference is an important tool that can be applied to this type of
model. The data growth are essentially non-linear, enabling the use of this technique in its
analysis; given that the Bayesian theory has a great advantage of providing predictable
probabilities in a direct mode. Brazilian municipalities receive federal governamental funding
based on demographic statistics collected every ten years by Brazilian Institute of Geography
and Statistics (IBGE) as well as surveys conducted periodically by sampling in households,
obtaining annual informations about demographic and socioeconomics characteristics from
the population called by National Sample Survey (PNAD). This paper aims to estimate the
brazilian populational growth in the states and the federal district according to the years 2016
and 2020, basing on the results of this demographic Census related to the years 1991, 2000
2010 e 2012; Making use of an asymptotic model, exponential with three parameters, also
applying the Bayesian model in the data analysis, in order to estimate well the parameters.
Applying such techniques was possible to obtain forecast changes in the Brazilian population
contingent by states, for the respective years (2016 and 2020). The North and Midwest
regions showed a significant increase in their populations. Lower rates were observed in the
coastal regions.

Keywords: Bayesian Inference; Population growth; Growth curves
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1 INTRODUCAO

Os municipios brasileiros recebem recursos governamentais federais com base em dados
estatisticos demograficos divulgados pelo IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica). Os mesmos sao coletados em intervalos de dez anos, bem como, por meio de
levantamentos feitos periodicamente através de amostragens em domicilios, onde se obtém
informacdes anuais sobre caracteristicas demograficas e socioecondmicas da populagdo
denominadas por PNAD (Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios). O intuito de tais
levantamentos ¢ atualizar e estimar o contingente populacional brasileiro (SOUZA, 2012).

Conforme Neto et.al (2013), na analise de dados de crescimento, a utilizacdo de funcdes
matematicas nao lineares tem se mostrado eficientes para descrever curvas de crescimento,
pelo fato de sintetizarem um grande nimero de medidas em alguns parametros com
significado biolodgico que colaboram na interpretacdo e entendimento do fendmeno. Uma
alternativa altamente eficiente para se trabalhar com dados desta natureza ¢ a Teoria
Bayesiana. Segundo Plentz (2003), esta teoria permite calcular a densidade a posteriori de
uma varidvel aleatoria desejada com base em sua densidade a priori e o conjunto de dados.

Neste trabalho, objetiva-se estimar o crescimento populacional no Brasil por estado para
os anos de 2016 e 2020, tendo por base resultados demograficos dos Censos referentes aos
anos de 1991, 2000, 2010 e 2012; fazendo-se uso de um modelo ndo linear com enfoque
bayesiano na analise dos dados.

Na revisdo da literatura (se¢do 2), sdo explanadas as teorias que embasaram o estudo, por
diversas oticas. Compreendendo temas que abrangem a modelagem bayesiana, tais como
funcdo de verossimilhanga, Teorema de Bayes e modelos de Regressdao ndo Linear. A secdo 3
¢ composta pela metodologia do trabalho, onde se ¢ aplicada uma curva nao linear assintotica
denominada por exponencial com trés parametros, fazendo uso também do modelo bayesiano
na andlise dos dados, para chegar as estimativas dos pardmetros. A secdo 4 traz a
apresentacdo dos resultados e discussdo dos mesmos, na secdo 5 apresentamos a conclusao

para em seguida apresentarmos as referéncias bibliograficas (secao 5).
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2. REVISAO DE LITERATURA

O crescimento demografico populacional tornou-se uma variante significativa em
estudos cientificos dos mais diversos tipos, a nivel global. Organismos como a ONU e
governos locais vém desempenhando grandes esfor¢os nesse sentido. Tudo isso porque esta
variavel esta diretamente relacionada com a utilizagdo racional dos recursos naturais, os quais
nas ultimas décadas vém se tornando cada vez mais escassos. O Brasil também acompanha
com bastante seriedade essa tematica, através de instituigdes como o IBGE; o objetivo ¢ a
promoc¢ao de maneiras inteligentes de gerenciamento estatal ou privado, na incessante busca

pelo desenvolvimento economico autossustentavel (ALVES, 2014).

2.1 Demografia e Crescimento Populacional

Segundo Baiense (2014), o acompanhamento do crescimento populacional mundial
sempre teve importancia para os governos em diversos momentos da historia, observando
seus efeitos tanto econdmicos quanto sociais; haja vista a existéncia de uma crenca de que a
promoc¢ao do desenvolvimento sustentavel das nagdes passa por essa Otica em sua logistica.
Em 2011, o Fundo de Populacdo das Nacgdes Unidas (UNFPA), anunciou que a populacao
mundial seria de 7 bilhdes de habitantes. Para a Organizagdo das Nagdes Unidas (ONU), em
2050 este numero chegard a 9,7 bilhdes de habitantes, o que dara um acréscimo de
aproximadamente 2,1 bilhdes de habitantes, alcangando uma taxa de crescimento de 0,33%
ao ano. Para 2100 a perspectiva ¢ de que a populacdo mundial chegue a 11,2 bilhdes de
pessoas. Entretanto, essa tendéncia de crescimento se dard de maneira diferente nos
continentes. Das 2,4 bilhdes de pessoas estimadas para ser adicionada a populacao global no
periodo compreendido entre 2015 e 2050, 1,3 bilhdes serdo na Africa. Por conseguinte, na
Asia se dara o segundo maior contingente, apresentando um acréscimo de 0,9 bilhdo de
pessoas. Segundo este mesmo relatorio, a populacao global esta distribuida da seguinte forma:
60% vivem na Asia (4,4 bilhdes), 16% na Africa (1,2 bilhdes), 10 % na Europa (738
milhdes), 9% na América Latina e no Caribe (34 milhdes), e os restantes 5 % na América do
Norte (358 milhdes) ¢ Oceania (39 milhdes). China (1,4 bilhdes) e India (1,3 bilhdo)
continuam a ser os dois maiores paises do mundo, ambos com mais de 1 bilhdo das pessoas,
representando respectivamente 19% e 18% da populagio do mundo (RELATORIO ONU,
2015).

Ainda de acordo com o relatério da ONU, no intervalo de 2015-2050, metade do

crescimento da populagdo mundial se concentrard em apenas nove paises: India, Nigéria,
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Paquistdo, Republica Democratica do Congo, Etiopia, Republica Unida da Tanzania, Estados
Unidos da América (EUA), Indonésia e Uganda, listados de acordo com o tamanho da sua
contribuigio para o crescimento total. Estima-se também que a populagio da India ir4 superar
a da China, atualmente a populacdo da China ¢ de aproximadamente 1,38 bilhdes, em
comparagdo com 1,31 bilhdes na india.

Lutz et.al (2010), enfocam a questdo do decrescimento das taxas de natalidade em
algumas regides do globo na metade do século XXI, apesar da Africa e Asia Ocidental,
apresentarem indices de fertilidade muito elevado. O que acarretara uma redugao
significativa do contingente populacional, sendo indicada por projecdes feitas para 2100.
Algumas estimativas da populagdo mundial total sdo apresentadas e traduzem tais
perspectivas: o aumento populacional em 2010 foi de 6.885 milhdes e 7,6 bilhdes em 2020,
8,2 bilhdes em 2030 e cerca de 9 bilhdes até 2050. Estes nimeros vislumbram nitidamente a
projetada desaceleracdo da velocidade de crescimento da populacdo mundial. Bongaarts
(2009) enfatiza que paises da Europa e da Asia enfrentam declinios populacionais
significativos, com taxas de natalidade caindo abaixo das taxas de mortalidade.

Em algumas regides do globo, a taxa de fecundidade total vem declinando
severamente desde 1950 até os dias de hoje. Na América Central, por exemplo, a taxa de
fecundidade total era de aproximadamente 6,7 filhos; 61 anos mais tarde, essa taxa caiu para
2,6, meio ponto percentual acima do nivel de reposicao que ¢ de 2,1 filhos. No Leste Asiatico,
a taxa de fecundidade total era de cerca de 6 filhos por mulher em 1950 e, hoje, ¢ de 1,6, bem
abaixo do nivel de reposi¢do. Em algumas partes da Africa, entretanto, houve apenas uma
modesta queda na fecundidade total que permanece atualmente em mais de 5 filhos por
mulher (UNFPA, 2011).

Ja o numero de pessoas com mais de 60 anos ¢ de 893 milhdes, porém no meio do
século este numero podera passar de 2,4 bilhdes (UNFPA, 2011). Estimativas feitas pelo U.S
CENSUS BUREAU em 2013 para os continentes (em milhdes), revelam percentuais
crescentes da populacdo que estardo acima de 65 anos para os anos de 2015, 2030 e 2050.
Observa-se que entre 2015 ¢ 2050 a Africa se destaca com menores percentuais que vai de
3,5% para 6,7%. A Asia passa de 7,9% para 18,8%, a Europa vai de 17,4% para 27,8%,
América Latina e Caribe saltam de 7,6% para 18,6%, por sua vez, América do Norte de
15,1% para 21,4% e Oceania de 12,5% para 19,5%.

Dados referentes ao crescimento populacional brasileiro, coletados e divulgados pelo
Instituto de Geografia e Estatistica (IBGE), entre 2009 e 2010 denotam sua evolugdo

demografica, com seguidos aumentos, seu contingente foi adicionado 1,29 vezes no
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respectivo periodo, apesar da velocidade desse crescimento apresentar redugdes progressivas
(IBGE, 2010).

Em 2014 o IBGE estimou a populagdo brasileira em 202,7 milhdes de habitantes
distribuidos pelos municipios que compdem as 27 Unidades da Federagdao. Sendo que os trés
estados mais populosos localizam-se na Regido Sudeste enquanto que os trés menos
populosos localizam-se na Regido Norte. Sdo Paulo aparece como o mais populoso com 44,0
milhdes de habitantes, representando 21,7% da populacdo total do pais, seguido por Minas
Gerais com 20,7 milhdes de habitantes (10,2% da populacao total) e Rio de Janeiro com 16,5
milhdes de habitantes (8,1% da populacdo total). O estado de Roraima ¢ o menos populoso
com 496,9 mil habitantes (0,2% da populacdo total), seguido do Amapa com 750,9 mil
habitantes (0,4% da populagdo total) e Acre com 790,1 mil habitantes (0,4% da populacdo
total) (IBGE, 2014).

No Atlas digital do IBGE (2010) tém-se informagdes censitarias relativas as Regides
Sudeste, Nordeste e Sul, que compreendem, respectivamente, 42,13%, 27,83% e 14,36% do
total da populagdo brasileira, demonstrando que as mesmas continuam sendo as mais
populosas do Pais, enquanto a Norte e a Centro-Oeste, apesar de apresentarem as maiores
taxas de crescimento populacional da tltima década, abrangem, respectivamente, 8,32% e
7,37% da populacdo nacional em 2010.

Entre 2000 e 2010, o crescimento populacional ndo aconteceu de maneira uniforme
entre as grandes regioes e unidades da federacdao. Sendo que as maiores taxas de crescimento
nesse periodo foram observadas nas regides Norte (2,09%) e Centro-Oeste (1,91%). As dez
Unidades da Federagdo que tiveram aumentos consideraveis em suas populagdes se
encontram nas seguintes regides: Amapa (3,45%), Roraima (3,34%), Acre (2,78%), Distrito
Federal (2,28%), Amazonas (2,16%), Para (2,04%), Mato Grosso (1,94%), Goids (1,84%),
Tocantins (1,80%) e Mato Grosso do Sul (1,66%). De acordo com o IBGE, a componente
migratdria contribuiu significativamente para esse crescimento (IBGE, 2011). Por outro lado,
observa-se que as populagdes das regides Sudeste e Nordeste cresceram a um ritmo anual
abaixo da média nacional: (1,05%) e (1,07%), respectivamente.

Conforme Avila et.al (2015), entre 1950 ¢ 2010, o Brasil passou por mudangas
interessantes em sua estruturagdo populacional, o percentual de jovens passou de 41,8 para
24,1. Os idosos passaram de 4,3% para 10,8%. A esperanca de vida ao nascer passou de 45,5
para 73,4 anos. A taxa de fecundidade foi de 6,2 filhos por mulher para 1,9. J4 a taxa de
mortalidade por mil habitantes foi de 19,7 para 6,1, ao passo que a taxa de natalidade que era

de 43,5 por mil habitantes foi para 16.
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A redugdo do crescimento populacional, que tem como um dos fatores, baixos indices
de fertilidade, leva necessariamente ao envelhecimento da mesma. Com base nas estimativas
do relatorio da ONU, a taxa de fertilidade globalmente deve cair de 2,5 criangas por mulher
no intervalo compreendido entre 2010-2015, para 2,4 no intervalo de 2025-2030 ¢ 2,0 em
2095-2100. Kuchemann (2011) diz que o Brasil ¢ um pais que estd envelhecendo
rapidamente. Em 2011, a populacdo idosa era de 20,5 milhdes, o equivalente a 10,8% da
populacdo total. Projecdes indicam que, em 2020, a populagdo idosa brasileira sera de 30,9
milhdes, representando 14% da populacao total.

O envelhecimento populacional, que se caracteriza pelo aumento da participacio
percentual dos idosos na populacao e redugao dos demais grupos etarios, ¢ um fenomeno ja
vivenciado em nosso pais, tendendo a se intensificar nas proximas décadas. Em 2004, pessoas
de 0 a 29 anos de idade eram maioria (54,4%) na populacdo, enquanto em 2014 este indicador
cai para 45,7%. Na contramado, a propor¢ao de adultos de 30 a 59 anos de idade aumentou no
periodo, passando de 35,9% para 40,6%, assim como a participa¢@o dos idosos de 60 anos ou
mais de idade, que era de 9,7% passou para 13,7%. Informagdes da Projecdo da Populacdo
por Sexo e Idade, realizada pelo IBGE, e divulgada em 2013 indicam a forte tendéncia de
aumento da propor¢do de idosos na populacdo: em 2030, seria de 18,6% e, em 2060, de
33,7%. Em 2060, a propor¢ao da populagdo com até 14 anos de idade seria de 13,0%; a de
jovens de 15 a 29 anos de idade de 15,3% e a de pessoas de 30 a 59 anos de idade, de 38,0%2
(IBGE, 2015).

2.2 Modelos de Regressao Nao Linear

Na literatura, o crescimento populacional ¢ ajustado na sua grande maioria por
modelos ndo lineares. Estes por sua vez, sio modelos aplicados na anélise de dados quando
nao se ¢ possivel fazer uso dos modelos classicos de regressdao, especialmente quando
algumas condi¢des de fundamental importancia ndo sdo possiveis de se observarem no
processo: a normalidade e a linearidade dos parametros (MATTOS, 2013). Aplicando estes
modelos Fernandes et.al (2014), estudaram o crescimento do fruto do cafeeiro através dos
modelos ndo lineares Gompertz e Logistico, ponderados (variancias amostrais heterogéneas) e
ndo ponderados. Machado et.al (2012), fizeram estimativas para o numero de espécies
bioldgicas denominadas macroinvertebrados bentonicos, por meio do modelo de regressao

nao linear, denominada Equagdo de Michaelis-Menten. Santos et.al (2007), avaliaram curvas
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de crescimento morfométrico de tilapias do Nilo em funcdo do peso corporal, aplicando os
modelos ndo lineares Gompertz, Brody, von Bertalanffy e logistico, encontrando nos mesmos
maneiras eficientes para a sua compreensdo. Oliveira et.al (2000) acompanharam o
crescimento e reproducao de vacas da raga Guzerd por um periodo de vinte quatro anos,
fazendo uso também dos modelos Gompertz, Brody, von Bertalanfty, logistico e Richards,
com o intuito de estabelecer um padrdao médio de crescimento para as mesmas. O modelo von
Bertalanffy sobressaiu-se sobre os demais na compreensao dos dados. Freitas (2005) ajustou
estas mesmas curvas de crescimento na produ¢do animal das seguintes espécies: camarao de
agua doce, ra-pimenta, coelho, frango, ovino, caprino, bovino e suino, logrando éxito em seus
objetivos.

Zeviane (2009) descreve o modelo de regressao nao linear como sendo aquele em que
uma variavel dependente Y ndo pode ser escrita como fungdes lineares de seus parametros.
Paula (2011) enfatiza a questdao de que estes modelos ndo podem ser linearizéveis por meio de
transformagdes, haja vista que admitem uma estrutura de erros aditivos. Khuri e Cornell
(1987), ressalta-se que uma transformag¢ao podera tornar-se insatisfatoria quando altera a
interpretagdo inerente do parametro e modificam a estrutura da distribui¢do do erro, ou seja,
caso estes satisfacam as condigdes necessarias de normalidade, independéncia e
homogeneidade da varidncia, os erros do novo modelo nem sempre satisfazem os
pressupostos necessarios.

Modelos de regressao nao linear também sdo aplicados quando alguma informagdo a
priori existe sobre o fendmeno, como por exemplo, que a curva seja sempre crescente, caso
tipico em curvas de crescimento/acumulo. Frequentemente, esses modelos tém parametros
com interpretacdo fisica, quimica e bioldgica e outros pardmetros ndo tém, porém estdo
presentes para conferir flexibilidade (ZEVIANI, 2012).

Mazucheli et. al (2002) discutem que um modelo de regressdao € ndo linear se pelo
menos um de seus parametros aparece de forma ndo linear. Crawley (2012) apresenta as

seguintes funcdes ndo lineares:
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Tabelal: Algumas equagdes aplicadas em modelos ndo lineares

ax
Michaelis-Mentem n= 1+ Bx
Assintotico Exponencial com 2 parametros | g = a(l — e ﬁx)
Exponencial com 3 parimetros | u = a — feV*
ea+bx
Logistica com 2 parametros | = —
1+ eathx
a
Sigmoide Logistica com 3 parametros n= m
Weibull u=a- ﬂe‘)’xs
Gompertz p=a—aeP"
F de Si = ae~IBx?
Arqueada (?rma ¢ 1.n0 p=ae 3
Biexponencial u=aeB*— ye=0x

Conforme Carvalho (1996) as curvas de crescimento geralmente possuem a forma
sigmoide com uma assintota superior e, as vezes, apresentam também assintota inferior. E
importante salientar que normalmente para projegdes de crescimento populacional € usual a
aplicabilidade de modelos assintoticos, tendo em vista que sempre se espera que haja certa
estabilidade da populacdo a partir de um determinado tempo. Nas equagdes assintoticas
apresentadas na tabela acima, quando se tem um aumento do tempo, a populacdo tende para
um valor a. Zeviani et. al (2013) dizem que as curvas sigmoides possuem formato de “S” ao
longo do tempo, ja as arqueadas apresentam concavidade. A escolha do modelo deve ter como

embasamento o comportamento da varidavel y em fun¢do do seu aumento.

2.2.1 Linearizacao

Conforme Calbo et.al (1989) o ajuste de curvas de crescimento pode ser desenvolvido
por meio de diversas equagdes, as quais podem ser enquadradas nas seguintes categorias:
lineares, intrinsecamente lineares e intrinsecamente ndo lineares. As primeiras sao ajustadas
através de regressao linear simples ou multiplas; as segundas podem ser linearizaveis com o
uso de transformagdes adequadas e, as terceiras sdo as que normalmente ndo devem ou nado
podem ser linearizadas por ajuste.

Pode-se fazer a linearizagdo de modelos de regressao nao linear através de alguma
transformagdo, este processo pode ser efetivado em modelos chamados de intrinsecamente
linear; um exemplo ¢ a equagao:

y = aexp (bx + €). (1)
Nesta equacgao, o erro experimental ou desvio exp(€) é multiplicativo; o que permite a

aplicacdo de logaritmo em seu processo de linearizagdo, tornando o problema em um simples
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caso de regressdo linear, ou seja: Iny =Ina + bt + €. Por outro lado, um exemplo de
equacao intrinsecamente nao linear ¢ dado na equagao
y = aexp (bx) + €. ()

O erro neste caso ¢ aditivo, o que impede a aplicagdo de logaritmo ou qualquer tipo de
transformagao para se chegar a sua linearizacao.

O objetivo da linearizacdo ¢, portanto, facilitar a obtencdo das estimativas dos
parametros, entretanto, alguns inconvenientes poderdo ocorrer, como ¢ o caso da perda de sua
interpretacdo intrinseca e possiveis alteragdes na estrutura e distribuicdo do erro; sendo
materializadas na quebra das suposi¢des de normalidade, independéncia e homogeneidade da

variancia (MAZUCHELI et. al, 2002).

2.3 Métodos de Estimacao (para modelos nao lineares)

Para Muianga (2014), modelos ndo lineares sdo aqueles em que pelo menos uma das
derivadas parciais em relagdo aos parametros do modelo sdo dependentes de um dos
parametros do respectivo modelo. De acordo com Ratkowsky (1983) citado por Carvalho,
(1996), as propriedades de estimacao diferenciam de maneira substancial os modelos nao
lineares dos lineares. Os pressupostos de normalidade e independéncia dos erros garantidos
tornam os estimadores para o caso linear, ndo tendenciosos, de varidncia minima e
normalmente distribuida. J& para o caso de modelos ndo lineares, ¢ necessaria a condi¢@o de a
amostra ser suficientemente grande.

Tem-se nesse método uma expansao em série de Taylor de primeira ordem para
aproximar o modelo de regressdo ndo linear com termos lineares, para finalmente, aplicar o
método dos minimos quadrados ordinarios a fim de se estimar os pardmetros.

Segundo Bjorck (1996), o algoritmo de Gauss-Newton, ¢ uma técnica usada para
resolver questdoes de minimos quadrados nao lineares. Este método possui a grande vantagem
de ndo se precisar fazer o calculo das derivadas segundas; que por vezes apresentam certo
grau de dificuldade em seu processo. E uma modificagio do método de Newton, para se
encontrar o minimo de uma fung¢do, ou seja, apenas ¢ utilizado para se minimizar uma soma

dos valores quadrados da fungao, vejamos:
Sendo m fungdes = (1, ..., 7)) de n varidveis B = (By,..,Bn )’ ; m =n, o algoritmo de

Gauss-Newton iterativamente encontra 0 minimo das somas dos quadrados.

m

S=® =) 2 ®

=1
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Tendo-se uma estimativa inicial f© para o minimo, di-se prosseguimento as

iteragdes
pEtD = O — () )" Y (BS)
onde
or;
- L p®
AL

¢ a Matriz Jacobiana de r ¢ J;. é a Matriz Transposta de J,..

Na montagem de dados, para os quais objetivo € encontrar os parametros f tais que
uma dada funcdo modelo y = f(x, ) ajuste melhor alguns pontos de dados (x;,y;), as
fungdes 7; sdo os residuos 7; (B) = y; — f(x;,B).

Entdo, o método de Gauss-Newton pode ser expresso em termos do Jacobiano da
funcdo fcomo

BED = B = Uplp )™ U (BY)

E valido frisar que a suposicilom >n na demonstragio do algoritmo ¢é

imprescindivel, visto que a matriz J.' ], ndo podera ser invertivel e as equagdes normais ndo

poderao ser resolvidas.

2.4  Inferéncia Bayesiana

De acordo com Mendes (2011), a inferéncia bayesiana pode ser aplicada em casos
onde se tem experimentos pequenos, com poucas medi¢des no tempo € que seriam inviaveis a
sua andlise com a estatistica cldssica. A autora ressalta ainda que tendo em vista que na
metodologia bayesiana os pardmetros sdo tratados como varidveis aleatérias dentro do
modelo, ird existir a necessidade de um menor nimero de dados; visto que os conceitos
probabilisticos envolvidos reduzem a dependéncia do ajuste do modelo em relagdo a
quantidade de observagdes utilizadas.

Nascimento (2009) traduz o desenvolvimento da Teoria Bayesiana como sendo
observagdes y, pertencentes a certa populagdo cujos valores sdo origindrios de distribuigdes
probabilisticas e descritos por uma fungdo densidade f (y|0). Por sua vez, 6 corresponde a
uma caracteristica da populagdo, que descreve o processo da distribuicdo da variavel. A ideia
de que o pesquisador disponha de algum conhecimento prévio sobre a caracteristica em
questdo 6 ¢ de fundamental importancia na Inferéncia Bayesiana, pois a subjetividade ¢ a base
dessa teoria; ela ¢ aproveitada e incorporada na analise através de uma distribuicao de

probabilidade p(0) denominada de distribuicdo a priori. A fungdo de verossimilhanga é
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determinada por L (8) = f(y|0) e também ¢é chamada de distribuicdo observacional da
amostra. Agregando esta com a distribuicdo a priori chega-se a distribuicdo de 8 apds
observar y, que ¢ chamada de distribuicdo a posteriori. Por conseguinte esta distribui¢do ¢

encontrada por meio do Teorema de Bayes, ou seja,

f (y18)p(6)
J£(y18)p(6)de’

Sendo o denominador uma constante em relagdo a 6. A densidade f(y|0)¢é a informagdo

n(8ly) =

proveniente dos dados (verossimilhanca), p(6) é chamada de probabilidade a priori (prévia)
do evento 8, m(6]y) é a probabilidade a posteriori (posterior) do evento 6 dado o evento y.
A distribuicao a posteriori pode ser também escrita da seguinte forma:
m(Bly) o f(y|6) p(6).

Arrabal (2012) afirma que a Inferéncia Bayesiana apresenta todas as formas de
incerteza em termos de probabilidade, o que ndo acontece na teoria classica. Para Rossi
(2011), a Inferéncia Bayesiana ¢ uma metodologia estatistica inovadora, que trabalha com a
analise de dados tendo como embasamento a probabilidade condicional. A teoria classica tem
em sua estruturacdo, estimativas alicercadas em informagdes presentes em amostras
aleatdrias. A teoria Bayesiana passa por essa perspectiva, porém uma diferenga fundamental
entre as duas € que na primeira o parametro 6 € visto como um escalar ou vetor desconhecido
e fixo. Ja na segunda 6 ¢ tido como um escalar ou vetor aleatorio desconhecido, e que ¢
quantificado em termos de probabilidade e formalmente designado por distribui¢do a priori.
Sdo exatamente as informacdes a priori € amostrais que permitem a modelagem e a
atualizagdo das estimativas dos parametros a posteriori através da regra de Bayes. Dentro
dessa perspectiva, o parametro no conceito bayesiano ¢ considerado como sendo aleatdrio;
podendo-se assim especificar uma distribui¢do de probabilidade, fazendo-se uso da
probabilidade subjetiva para o parametro, a qual ¢ denominada de distribui¢do a priori, que
em sua esséncia, reflete a crenca inicial que o pesquisador tem sobre o parametro 0

(DEVORE, 2006).



21

3 METODOLOGIA

Modelos de Crescimento sdo amplamente utilizados em estudos que acompanham o
desenvolvimento de certas populagdes, principalmente quando se trabalha no campo da
biologia. De certo que modelos ndo lineares permitem fazer uma analise dos dados com maior
eficiéncia e menores custos. Neste trabalho, a parte nao linear dos dados foi observada através
da equacdo exponencial de 3 parametros, apresentada na Tabela 1. As quantidades aleatorias
envolvidas no modelo foram trabalhadas por meio da metodologia bayesiana, a qual permite
chegar a excelentes previsoes (Rossi, 2011). Portanto, fazendo uso do software OpenBUGS

trabalhou-se a seguinte estrutura na analise dos dados:

W = o — By - eV )
yij = log (popi,i)
Vij ~ N (i ©) r1<j<M
ypred;; ~ N (p;;; T)
poppred;; = e¥Predii )

poppred2012; = eYPredis
n2016; = o; — B; - e(—vi)xpred
ypred2016; ~ N (u2016;; 1)
poppred2016; = eYPredi

1
_ poppred2016;\ /4 . .
Rpredi h ﬂ(poppredZOIZi) 1" 100

a;~G(1.2,0.1)

B;~G(0.1,0.1)

Yi~G(0.01,0.1)
T~G(0.01,0.01) J

A primeira equacao nos da a média por estado (ou distrito federal) i = 1,2, ...,27
(cada estado brasileiro foi codificado em conformidade com a ordem alfabética (observe
Tabela 2) no tempo j = 1,10, 20, 22 (codificagdes para 1991, 2000, 2010 e 2012).

Por sua vez, temos na segunda equacdo as estimativas populacionais para as
respectivas variaveis através da transformagao logaritmica dos dados. Na terceira, temos
assegurado que as variaveis seguem uma distribuicdo normal. A quarta equacdo da os valores
preditos de y, referente aos mesmos parametros. Seguidamente, temos a equagao dos valores
preditos para a populacdo em qualquer estado ou tempo. Particularmente, na sexta equagao

encontram-se os valores estimados preditos para a populacdo no ano 2012. A média estimada



22

para o ano de 2016 ¢ auferida na sétima equacdo, em que xpred = 26. A garantia de
normalidade dos valores preditos para o ano de 2016 ¢ verificada na equagdo oito. O
modelo poppred2016; nos da uma estimativa da populagao brasileira por estado para 2016.
A nona equagdo conduz aos valores relativos de crescimento da populagdo entre os anos de
2012 e 2016. As demais equacdes exprimem os parametros pertencendo a uma distribui¢ao
Gama.
De acordo com Magalhaes (2006), a distribuicao gama possui a fung¢ao densidade dada
por:
fG0) = Eoxete by, (),
Sendo a e B dois pardmetros positivos € com I' (@) sendo a fungdo matematica gama, definida
por:
I'a)= fooo x%te™*dx,a > 0.
Alguns resultados dessa fun¢ao sao importantes frisar:
i. I(a+1)= al(a),a>0;
ii. TI'(n)=m-—1)!,n inteiro positivo;
ii. r(ly)=+m.
Além disso, dependendo dos valores dos pardmetros o modelo gama recebe outros nomes, tais
como:
i. a=1, f >0, Exponencial;

. a= %, n > 0 inteiro, f = %, Qui-quadrado com n graus de liberdade;

iii. a =k, kinteiro,f >0, Erlang de ordemk.
Com a inversao da equacdo que segue, encontra-se a estimativa para a taxa de crescimento

por estado para os anos de 2012 e 2016, ou seja:

R
_ 4
pop2016 = pop2012 (1 + 100)

Observa-se que se trata de uma Progressao Geométrica. O mesmo procedimento foi utilizado

para se obter projecdes populacionais para o ano de 2020.
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Ao procedermos a analise dos dados, fez-se necessario fazer a codificagdo dos estados,

apresentada na tabela a seguir, conforme citado anteriormente.

Tabela 2: codificagdo dos estados brasileiros.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
AC AL AM AP BA CE DF ES GO
10 11 12 13 14 15 16 17 18
MA MG MS MT PA PB PE PI PR
19 20 21 22 23 24 25 26 27
RJ RN RO RR RS SC SE Sp TO

Foram encontradas as estatisticas dos parametros («, 5,y) do modelo escolhido, para

cada estado e o Distrito Federal. Os resultados sdo expostos nas proximas Tabelas.

Se, ao dividirmos os valores da média menos um pelos valores do erro-padrao

encontrarmos um numero diferente de um, teremos uma estimativa significativa para os

parametros. A sétima coluna da Tabela 3 traz essa informacao. Verifica-se, por exemplo, que

para o estado do Acre, o parametro alpha (o = 13,4301) ¢ diferente de um, o mesmo

acontece para beta (f = 0,3636) e gama (y = — 0,7692).

Tabela 3: Estatistica do parametro alfa para cada estado.

PARAMETROS MEDIA E.P q2,5% MEDIANA q97,5% (MEDIA - 1)/E. P
alpha[1] 13,58 0,9367 1,25E+001 13,28 15,56 13,43012704
alpha[2] 14,22 0,8055 1,35E+001 13,8 16,07 16,41216636
alpha[3] 14,83 0,6278 1,42E+001 14,59 16,5 22,0293087
alpha[4] 16,29 4,529 12,76 13,85 24,91 3,376021197
alpha[5] 15,13 0,6222 1,46E+001 14,81 16,43 22,70973963
alpha[6] 14,81 0,3274 1,45E+001 14,69 15,73 42,18081857
alpha[7] 15,39 0,9395 1,45E+001 14,95 17,73 15,3166578
alpha[8] 12,75 02514 1,25E+001 12,68 13,58 46,73826571
alpha[9] 14,23 0,4194 1,39E+001 14,07 15,32 31,54506438
alpha[10] 13,99 0,4197 1,36E+001 13,82 15,16 30,95067906
alpha[11] 15,03 0,6287 1,45E+001 14,71 16,45 22,31588993
alpha[12] 18,05 1,975 1,35E+001 18,59 20,97 8,632911392
alpha[13] 13,34 0,3742 1,30E+001 13,2 14,46 32,97701764
alpha[14] 14,75 0,7655 1,40E+001 14,35 16,4 17,96211626
alpha[15] 14,75 0,944 1,33E+001 1,54E+001 15,62 14,56567797
alpha[16] 14,44 0,3436 1,41E+001 14,29 15,2 39,11525029
alpha[17] 13,73 0,3948 1,34E+001 13,59 15,04 32,24417427
alpha[18] 14,64 0,5918 1,42E+001 14,36 16,17 23,04832714
alpha[19] 16,16 0,6956 1,55E+001 15,76 17,61 21,79413456
alpha[20] 13,62 0,1831 1,34E+001 13,57 14,14 68,9240852
alpha[21] 13,28 0,7306 1,27E+001 12,98 15,51 16,80810293
alpha[22] 13,24 0,9058 1,22E+001 12,98 15,66 13,51291676
alpha[23] 14,21 0,1106 1,40E+001 1,42E+001 14,46 119,4394213
alpha[24] 20,69 2,797 1,58E+001 20,44 25,39 7,039685377
alpha[25] 13,3 0,2787 1,30E+001 13,21 14,12 44,13347686
alpha[26] 16,33 0,2898 1,61E+001 16,24 17,26 52,89855072
alpha[27] 12,9 0,5132 12,3 12,77 14,36 23,187841
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Vale ressaltar que na terceira coluna das tabelas (E.P) corresponde ao erro padrao e
que o fato de aparecer valores negativos para os pardmetros nao gera distor¢ao nos resultados,
o importante ¢ que eles sejam maiores que 2 ou menores do que -2, o que indica que as
estimativas sao diferentes de 1 para mais ou para menos.

Tabela 4: Estatisticas do parametro beta para cada estado.

PARAMETROS | MEDIA E.P q2,5% MEDIANA | q97,5% | (MEDIA - 1)/E.P
beta[1] 1,513 1,411 8,84E-005 1,238 3,584 0,363571935
beta[2] 0,9466 1,388 4,24E-005 0,5294 2,885 -0,038472622
beta[3] 1,202 1,351 0,001971 0,9427 3,261 0,149518875
beta[4] 4,334 4,535 0,6492 1,886 12,85 0,735170893
beta[5] 0,5315 1,088 5,91E-008 0,1011 1,833 -0,430606618
beta[6] 0,5007 1,278 3,76E-006 0,1785 2,529 -0,390688576
beta[7] 1,158 1,332 5,77E-007 0,757 3,697 0,118618619
beta[8] 0,3151 0,9948 1,77E-006 0,0416 1,721 -0,688480097
beta[9] 0,5138 1,106 1,49E-006 0,2007 2,356 -0,43960217
beta[10] 0,6002 1,238 5,30E-006 0,2748 2,567 -0,322940226
beta[11] 0,55 0,974 1,02E-006 0,1106 1,929 -0,46201232
beta[12] 4,769 1,947 0,09223 5,305 7,555 1,935798665
beta[13] 0,4851 1,099 1,02E-006 0,1429 2,262 -0,468516833
beta[14] 0,7638 1,272 1,29E-005 0,4568 2,385 -0,185691824
beta[15] 1,499 1,097 2,32E-004 2,097 2,097 0,454876937
beta[16] 0,3802 1,037 1,29E-005 0,1601 1,385 -0,597685632
beta[17] 0,4912 1,217 3,55E-005 0,1239 2,337 -0,418077239
beta[ 18] 0,519 1,188 1,06E-005 0,04932 2,299 -0,404882155
beta[19] 0,6518 0,889 1,13E-005 0,2824 1,99 -0,39167604
beta[20] 0,3231 1,043 1,30E-005 0,06821 1,936 -0,648993289
beta[21] 0,8108 1,862 2,07E-006 0,4158 3,051 -0,101611171
beta[22] 1,382 1,262 0,001006 1,243 3,956 0,302694136
beta[23] 0,0905 0,1033 1,54E-005 0,09164 0,3818 -8,804743466
beta[24] 8,174 2,809 3,341 7,852 12,76 2,553933784
beta[25] 0,4195 1,087 7,41E-005 0,07218 1,933 -0,534038638
beta[26] 0,3048 0,9928 1,62E-007 0,03983 1,483 -0,700241741
beta[27] 3,115 0,5154 2,474 3,024 4,407 4,103608847

Todos os trés pardmetros satisfizeram a condi¢cdo exposta acima (ou seja, de estarem

acima de 2 ou abaixo de -2).
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PARAMETROS MEDIA E.P q2,5% MEDIANA | q97,5% (MEDIA - 1)/E.P
gama[1] 0,2445 0,9822 3,86E-004 0,02762 2,093 -0,769191611
gama[2] 0,526 1,794 2,08E-005 0,02292 4,468 -0,264214047
gama[3] 0,363 1,867 2,96E-006 0,05787 2,411 -0,341189073
gama[4] 0,1047 0,3075 0,002425 0,03246 0,9199 -2,911544715
gama[5] 0,5549 2,013 3,48E-006 0,01166 5,477 -0,221112767
gamal[6] 0,9617 2,589 8,56E-005 0,06684 7,495 -0,014793357
gama[7] 0,3438 1,059 1,62E-006 0,02807 2,82 -0,619641171
gama[8] 0,9443 2,757 8,35E-006 0,0331 7,97 -0,020203119
gama[9] 0,6332 2,146 2,90E-006 0,02612 5,307 -0,170922647
gama[10] 0,887 2,924 9,40E-005 0,05871 7,976 -0,038645691
gama[11] 1,254 3,422 5,46E-006 0,03276 10,44 0,074225599
gama[12] 0,0577 0,4071 2,92E-007 | 0,001933 0,5699 -2,314664702
gama[13] 0,9426 2,6 7,91E-005 0,0863 8,475 -0,022076923
gama[14] 0,773 2914 8,19E-006 | 0,002848 7,708 -0,077899794
gama[15] 0,2302 1,293 2,48E-007 | 2,48E-007 2,391 -0,595359629
gama[16] 0,8028 2,859 5,14E-006 | 0,002139 6,368 -0,068975166
gama[17] 0,9986 3,216 5,71E-005 0,02964 8,411 -0,000435323
gamal[ 18] 0,5964 2,177 6,92E-006 0,01603 5,388 -0,185392742
gama[19] 0,9274 2,952 5,14E-006 | 0,002388 10,16 -0,024593496
gama[20] 0,9004 2,75 6,67E-006 0,03996 8,405 -0,036218182
gama[21] 0,8455 2,31 6,88E-005 0,04347 4,938 -0,066883117
gama[22] 0,1062 0,4327 7,88E-006 0,02809 0,8579 -2,065634389
gama[23] 0,07698 0,6411 2,67E-008 | 2,67E-008 0,6247 -1,43974419
gama[24] 0,003215 | 0,002706 | 2,10E-006 | 0,002841 0,009232 -368,3610495
gama[25] 0,6705 2,313 4,94E-005 0,02457 6,397 -0,142455685
gama[26] 1,247 2,907 1,17E-005 0,05694 8,964 0,08496732
gama[27] 0,1208 0,07771 0,04137 0,1107 0,2421 -11,31385922

A figura 1 consiste numa técnica visual de validagdo do modelo empregado. Nela

estao representados os tamanhos populacionais do ano de 2012 observados para cada estado,

bem como os valores preditos pelo modelo com barras de erros com 95% de credibilidade.

Observa-se que todos os valores observados estdo proximos aos valores previstos e dentro das

barras de erros. O mesmo acontece para os outros anos observados, indicando assim um bom

ajuste do modelo aos dados.
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A andlise dos dados através do software citado proporcionou a obtencdo de mapas do
Brasil, nos quais os estados estdo coloridos em conformidade com o nimero de habitantes
estimados para os mesmos. A Figura 2 representa um destes mapas, em que sao apresentadas
estimativas populacionais (em percentuais) para o ano de 2016. Observa-se a ocorréncia de
taxas populacionais menores nas regides que compreendem o litoral, enquanto que os estados
que estdo dispostos geograficamente no interior do pais possuem taxas maiores de

crescimento.

Fpred2016 @< 10.0%
A1) 100%- 50.0%

A1) B0 0% - 90 0%

E)>= 90.0%

[ E L

2.00E+3km

Figura 2: Taxas de crescimento previstas para 2016 para cada estado.

A Figura 3, também ¢ composta por estimativas populacionais para os estados e
Distrito Federal, todavia referente ao ano de 2020. O comportamento dos dados revela
projecdes com a mesma perspectiva, onde areas litoraneas aparecem com taxas menores das

demais, denotando assim um aumento em suas populagdes.
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Rpred2020 @< 100%
1) 109%- 503%
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El== 300%
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Figura 3:Taxas de crescimento previstas para 2020 para cada estado.

Verifica-se também que estd acontecendo uma transferéncia de pessoas de areas mais
densamente povoadas para areas menos povoadas. A analise grafica corrobora os indices
estatisticos disseminados pelo Instituto de Geografia e Estatistica (IBGE) em 2010, conforme
citado anteriormente, os quais indicavam crescimento populacional para regido Norte de
2,09% e Centro-Oeste com 1,91%. Outros estudos como o de Noronha et.a/ (2013), ressaltam
também as regides Sudeste, Nordeste e Sul como sendo as mais populosas € que as regides
menos populosas, Norte ¢ Centro-Oeste, continuam crescendo a um ritmo mais veloz que as
demais no periodo compreendido entre 2000 e 2010. Na Figura 1, por exemplo, aparecem
taxas bastante significativas para os estados de Tocantins e Amapa (cor amarela) que
aparecem com valores a partir de 90%. Roraima, Amazonas, Acre, Rondonia, Mato grosso,
Mato Grosso do Sul, Goias, seguidos pelos estados do nordeste Alagoas e Sergipe, bem como
pelo estado do sul (Santa Catarina) possuem taxas consideradas positivas ao crescimento
populacional que giram entre 50% e 90%. O destaque em nossas previsdes se da para os dois
estados nordestinos, ja que o IBGE indicava uma queda para a regido nordeste. Os estados
com menor taxa de crescimento sao Rio Grande do Sul, S3o Paulo e Bahia (taxas menores que
10%). As estimativas presentes na Figura 2 referentes a 2020, também remetem aos mesmos
percentuais para os estados de Tocantins e Amapa (maior que 90%). Todavia Pernambuco
passa a apresentar um percentual diferente de crescimento que chega a ser menor do que 10%.

Bahia por sua vez, aparece com acréscimo percentual maior, variando entre 10% e 50%.
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As Figuras 4 e 5 correspondem as populagdes preditas para os estados e Distrito

Federal. Elas evidenciam que das populagdes preditas para 2016 e 2020, somente o estado do

Maranha tende mudar de categoria.
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Figura 4: populagdo predita para o ano de 2016 para cada estado.
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Em ambas as figuras, o Estado de Sao Paulo aparece com uma populacio acrescida de

dez milhdes de pessoas. Em seguida, vem o estado do Rio de Janeiro apresentando um

aumento entre cinco ¢ dez milhdes de pessoas. Bahia e Distrito Federal também se destacam

nesta linha de raciocinio, com suas populagdes variando entre dois milhdes e meio e cinco

milhdes.
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Figura 5: populacdo predita para o ano de 2020 para cada estado.
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A Figura 6 traz um grafico onde estdo dispostas as populagdes preditas entre os anos

de 2016 e 2030 para os nove menores estados (em numero de habitantes) do pais. Observe

que alguns estados como Amapa, Roraima, Tocantins e Santa Catarina tenderdo a continuar

crescendo bastante nos proximos 15 anos, enquanto estados como Mato Grosso, Espirito

Santo e Rondonia parecem ter atingido um limiar de crescimento. Portanto, espera-se que as

populacdes destes tltimos estados ndo sofram grandes alteragdes nos proximos anos.
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Figura 6: populacdes preditas de 2016- 2030 para os nove menores estados em nimero de habitantes.

De modo geral, estas projecdes sdo convergentes com as estimativas feitas pelo

Instituto de Geografia e Estatistica (IBGE), principalmente as relacionadas aos estados do

nordeste.
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5 CONCLUSAO

Pode-se observar pela literatura apresentada no trabalho a existéncia de uma dinamica
demografica expressiva que abrange os continentes de maneira peculiar, onde taxas de
crescimento populacionais em sua maioria se apresentam decrescentes, apesar de se verificar
aumentos continuos no contingente populacional mundial, existem proje¢des para uma
estabilizacdo da mesma, e finalmente, o seu desaceleramento a partir de 2100. Verifica-se
ainda o desempenho estimado para a Africa em termos de esta promover o maior aumento a
populagdo global em relacdo aos demais continentes, como também, do baixo desempenho
populacional da Europa. O envelhecimento da populacdo mundial € outro aspecto bastante
interessante no processo. Dados demograficos pertinentes ao Brasil também acompanham este
ritmo: acréscimos populacionais constantes com desaceleragdo em suas taxas de natalidade e
envelhecimento de sua populacao.

Em relagdo a aplicagdo do modelo baeysiano, verifica-se nos resultados alcangados
que o mesmo cumpre de maneira promissora o seu objetivo principal, que ¢ o de estimar bem
as taxas de crescimento populacionais dos estados brasileiros. Os dados trabalhados espelham
o crescimento da populagdo brasileira, porém, com escala menor em estados constituidos
tanto por maior desenvolvimento como por um contingente populacional abundante.
Contrariamente, os estados com menor desempenho nestas duas variantes, pontuaram
projecdes populacionais maiores. Os percentuais do modelo, auferidos para os estados
brasileiros refletem os valores dos resultados disseminados pelo IBGE relativo ao censo

demografico 2010, expostos inicialmente.
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