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Resumo

A Topologia comecou como um ramo da geometria, mas durante o segundo quartel
do século XX passou por generalizagoes, e se envolveu com tantos outros ramos da
matemaética que hoje talvez, numa visao mais adequada, possa ser considerada, ao
lado da geometria, da algebra e da analise, como uma area fundamental da matemé-
tica. O presente trabalho tem como principal objetivo apresentar uma introducao a
Analise do Espago R", servindo de auxilio aos alunos de Licenciatura em Mateméa-
tica em fase de conclusao de curso, como bibliografia introdutoria sobre o referido
assunto. Para o desenvolvimento do trabalho, adotamos uma metodologia na qual
foram coletadas obras bibliograficas e documentos eletronicos disponiveis na internet
sobre o assunto. Apoés a sondagem, efetuamos uma pesquisa exploratoria sobre o
objeto a ser estudado, a fim de selecionarmos os contetidos que mais se adequavam
a realizacao da monografia.

Palavra chave: Analise Matematica. Espaco Euclidiano no R™. Conjuntos Aber-

tos. Conjuntos Fechados. Conjuntos Compactos.



Abstract

The topology began as a branch of geometry, but during the second quarter of the
twentieth century underwent generalizations, and was involved with many other
branches of mathematics that today perhaps a more adequate view, can be conside-
red part of the geometry, algebra and analysis as a key area of mathematics. This
paper aims to present an introduction to Analysis of Space mathbbR", serving to
aid students in Mathematics nearing completion of the course, as an introductory
bibliography on that subject. For development work, we have adopted a methodo-
logy in which literature works and electronic documents available on the Internet on
the subject were collected. After the survey, we carried out an exploratory research
on the object to be studied, in order to select the content that best suited the study
was undertaken.

Keywords: Math Analysis. Euclidean Space R™. Open Sets. Closed Sets. Com-
pact Sets.
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Introducao

Para iniciarmos nosso estudo sobre Anélise do Espaco R™ vamos comecar com
um pouco da historia e da sua importancia na matematica. O nascimento da topo-
logia geral ocorre durante a tentativa de reformular o céalculo diferencial e integral,
baseando-se em conceitos mais formais. O que antes era entendido através de nocoes
intuitivas baseadas na geometria euclidiana e na mecéanica (Newton e Leibniz, século
XVII), comegou a ser formulado dentro da linguagem matemética: definigao de limite

de sequéncias (D’Alembert 1 ) e sequéncias de Cauchy no século (XVIII).

Entre 1879 e 1894 Cantor publicou estudos a respeito de problemas envolvendo
séries trigonométricas, focando seus estudos em alguns pontos Topologicos. Essas in-
vestigagoes o levaram a desenvolver os principios da teoria dos conjuntos e da topologia,
introduzindo conceitos fundamentais no estudo de subconjuntos do espaco euclidiano,

juntamente com contemporaneos como Jordan, Borel, Poincaré, Baire e Lebesgue.

Em 1914, Felix Hausdorff introduziu o conceito de vizinhanca, culminando, as-
sim, a primeira definicao satisfatoria de um espaco topoléogico, seguido pela introducao
do primeiro Axioma de Enumerabilidade, dado por Root também em 1914. Parale-
lamente, em 1916, Robert Lee Moore também introduzia axiomas para o estudo de
espacos abstratos. A definicao atual de um espago topologico é devida a Kuratowski
e os primeiros resultados importantes feitos sobre espacos abstratos podem ser encon-

trados nos trabalhos de Kuratowski, Alexandroff, Hausdorff e Urysohn.

Topologia (“do grego topos”, “lugar”, e logos, “estudo") é o ramo da matematica
que estuda os Espacos Topologicos. A palavra topologia é usada tanto para descrever
essa area de estudo quanto para designar uma familia de conjuntos (conjuntos abertos)
utilizados para definir o conceito basico da teoria. A palavra topologia foi oficialmente
usada pela primeira vez por Johann Benedict Listing em 1847. Entretanto Listing j&

vinha usando tal termo ha& pelo menos 10 anos, em suas correspondéncias, o termo



"topology" (Topologia em inglés) foi introduzido muitos anos mais tarde na revista Na-
ture em um artigo de 1883 com a finalidade de "distinguir a geometria qualitativa da

geometria comum onde os aspectos qualitativos sdo primariamente estudados".

Espacos topologicos estao presentes em quase todos os ramos da matematica,
tal fato permitiu que a topologia se tornasse uma ponte entre diversas teorias matema-
ticas. A Topologia Geral, define e estuda propriedades dos espacos topolégicos como

conexidade e compacidade.

O presente trabalho estd ordenado da seguinte forma. O primeiro capitulo
foi dividido em duas secOes, na primeira apresentamos informacoes sobre o Espaco
Euclidiano R", na segunda se¢ao estudamos propriedades das sequéncias. O segundo
capitulo desenvolvemos um estudo sobre os conjuntos abertos e fechados no espaco
R™. Por fim o terceiro capitulo trazemos a definicao e as propriedades dos conjuntos

compactos, das coberturas e o Teorema Heine-Borel.
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1 O Espaco Euclidiano no R”

Neste capitulo veremos alguns resultados importantes da Andlise Matematica e
enunciaremos apenas os resultados esséncias para o desenvolvimento do assunto, como
a definicao do espaco vetorial R™, norma, produto interno e distancia entre elementos

e suas propriedades. Em seguida estudaremos as sequéncias neste espago.

1.1 O Espaco R”

Definicao 1.1 Seja n € N, o espaco euclidiano n-dimensional € o produto cartesiano

de n fatores iguais a R.

Notacao: R"=R xR x ... xR
Seus elementos sdo as n-uplas reais © = (z1, ..., x,) cujas coordenadas w1, ..., T,

Sa0 nameros reais.

Exemplo 1.1 O R! = R € a reta, isto ¢, o conjunto dos nimeros reais. O R% ¢ o
plano, ou seja, o conjuntos dos pares ordenados z = (x,y) de nimeros reais. O R? é
o espacgo euclidiano tridimensional da geometria analitica cujos pontos sao os ternos
ordenados p = (1,1, 2). As vezes é conveniente considerar também R® = {0}, o "espaco

de dimensao zero ", formado pelo inico ponto 0.

Defini¢ao 1.2 Dados x = (1, ..., x,) ey = (Y1, ..., yn) em R* e a € R definimos :
i) x =1y se, e somente s€, T1 = Y1, ..., Tn = Yn.
ii) A soma x+y=(x1,...;xn) + (Y1, oo Yn) = (X1 + Y15 ey T + Yn).
iii) O produto ax = a(xy, ..., x,) = (Qx1, ..., ATy,).
i) O vetor nulo 0 = (0, ...,0) é chamado origem de R™.

v) O elemento simétrico da adi¢ao x = (1, ..., x,) € —x = (=X, ..., —Tp).



No espago vetorial R", definimos a base canonica (ou base natural) {eq, ..., e,},

formada pelos vetores
er = (1,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0), ...,e, = (0,...,0, 1),
que tem na n-ésima coordenada 1 e as outras nulas. Dado © = (x1, ..., ¥,) € R", tem-se:
T = x1€1 + X969 + ... + T €.

Os elementos de R™ serao as vezes chamados pontos e as vezes vetores. Geome-
tricamente, considerar x € R™ como vetor significa imaginar a seta na qual tem origem

no ponto 0 e extremidade em .

Definicao 1.3 Seja x = (x1,...,2,) e y = (Y1, .., yn) em R™ o produto interno usual

ou canonico de x ey € o numero real definido por:

(T, y) = 2191 + ... + TpYn.

Exemplo 1.2 Sejam v = (1,3) e y = (3,2) vetores pertencentes ao R? o produto

interno usual é dado por
((1,3),(3,2)) =1.34+32=09.

Observacao 1.1 Seja x,y,z € R" e a € R, temos as sequintes propriedades;
P1 (z,y) = (y,x)
P2 {(x+vy,z)=(x,2) + (y, 2)
P3 (aw,y) = afz,y) = (v, ay)
Pirx#0= (x,z) >0

Defini¢ao 1.4 Definimos uma norma como sendo uma funcao || - || : R* — R que
cumpra as condicoes N1 , N2 e N3 abaizo:

NIzl 4yl < [l + [yl

N2: o l|= [ledlll|

N3: Se|lz|| >0 e|z||=0=2=0

Exemplo 1.3 A aplicacao ||.| : R* — R dada por ||x|| = \/(z,x) goza das condi¢des
N1, N2 e N3 onde Vx,y € R" e Va € R.
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De fato,
2+ ylP*= (& +y,x +y) = [ll* + lyl* + 2z, y)

2 2
< 2™+ 1lyll” + 2 [l lyll = 1l + Nyl

N2: De fato;

|az||= (ax, ax) = o* (2, z) =
= VaX(z, x) = |all [[=];
N3: x # 0 = ||z|| > 0 & 6bvio que se x = 0 = ||z|]| = 0 e quando = # 0 temos

]l = v/, x) > 0.

Observagao 1.2 Dado v € R", temos (x,x) > 0 e portanto a norma acima definida
VA{x,z) € um nimero real nao-negativo bem definido e é denominado de norma (ou

comprimento) do vetor x e chamada norma Euclidiana.

Exemplo 1.4 Em R?, temos que x = (11, 72) €

el = V{w, ) = /(a1 + a3).

el = /(2% + .. + 23)

Em R™ temos,

onde x = (T1, ..., Tp)-
Definicao 1.5 Dois vetores x,y € R™ sao ortogonais quando (x,y) = 0.

(z,y)
2 b
Iyl

Exemplo 1.5 Dados x,y € R", comy # 0, e pondo-se a = o vetor z = xr—ay

€ ortogonal a .

De fato, (2,y) = (x—ay,y) = (z.y)—aly.y) = (x.y)—a |yl = (z.y)—(z,y) =

A\

T ”

Figura 1.1: Fonte: Lima (2008)pag.5
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Teorema 1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer x,y € R", tem-se
e, )| < |zl llyll- Vale a igualdade se, somente se, um dos vetores x,y é mailtiplo

escalar do outro.

(@, y)
lyl”

Demonstracao: Isto é 6bvio se y = 0. Se, porém, for y # 0, poremos a =

Pelo exemplo 1.5, o vetor z = & — ay ¢é ortogonal a y. Segue dai que
lz[I* = (z + ay, 2 + ay) = [I2* + > |lyl*

donde

(w,y)°

2
[y

ouseja: ||z]|* ly|I> > (x,y)2, como querfamos demostrar. Vale a igualdade se, e somente

2 2
l=[” = o [lylI” =

se z = 0, ou seja, r = ay [

Observacao 1.3 FExistem infinitas normas no R™ a norma euclidiana € motivada pela
formula do comprimento de um wvetor no plano em coordenadas cartesianas. Para
nogoes geométricas, ela € a mais natural. Quando nao dissermos explicitamente qual
a norma que estamos considerando em R™, fica implicito que se trata da euclidiana.

Por outro lado, a duas normas que sao mais utilizadas em R™, quando houver
conveniéncia Sao;

(a) Norma do Mdzimo:
Dado x € R", x = (1, ..., x,), define-se

lzlly, = Maz{|[z]l; ... [l },

(b) Norma da soma:
Dado v € R, x = (1, ..., x,), define-se

[ells = lllly + -+ ]y, -

Definigao 1.6 Dados x,y € R" a distincia entre x e y com relagio a norma usual é

definida por:
d(z,y) = llv —yll-
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Proposicao 1.1 As condicoes N1, N2 e N3, que a norma satisfaz, implica imediata-
mente que a distancia admite as sequintes propriedades, para x,y,z € R™ quaisquer:
D1: d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2)
D2: d(x,y) = d(y, v)
D3: x #y=d(x,y) >0

Demonstracao: D1: Com efeito,

d(w,y) = llv = yl< [lo = 2l +[ly = zll= d(z, y) + d(y, 2);

D2: De fato,
d(z,y) = [z —yll= I-(y — 2)[|= lly — zl|= d(y,y);

D3: Se x = y temos,

se,
TFY

Dai,
d(z,y) = [z —y|[> 0

|
Definicao 1.7 A bola aberta de centro a € R™ e raio r > 0 € o conjunto B(a,r) dos
pontos x € R™ cuja distancia ao ponto a é menor que r. Usaremos a notagao B(a,r)
para indicar esse conjunto.
Simbolicamente: B(a,r) = {x € R"; ||z —al <1}
Analogamente definimos a bola fechada Bla,r] e a esfera Sla,r], ambas com

centro a e raio .

Stmbolicamente: Bla,r] = {x € R"; ||z —al| <r} e
S=la,r]={z eR"[lx —af| =r}
Destas definicoes temos a sequinte afirmacao;

Bla,r] = B(a,r) U Sla,r].
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Exemplo 1.6 Quando n = 1 a bola aberta B(a,r) de cento a e raio r na reta R é o
intervalo aberto (a —r,a+1), a bola fechada Bla,r| é o intervalo fechado [a —r,a+ 7]
e a esfera Sla;r| reduz-se ao conjunto formado pelos dois pontos a —r e a+ r. Note
que as trés normas usuais do espacgo euclidiano coincidem quando n = 1.

Para n = 2, tomando a norma euclidiana, as bolas no plano chamam-se discos
(abertos e fechados) e a esfera reduzem-se ao circulo.

Sen = 3, a norma euclidiana define no espaco, bolas e esferas que correspondem

as imagens que delas fazemos.

Exemplo 1.7 A norma euclidiano na bola fechada tem representacao geométrica igual

a figura 1.2, isto €, dada uma Blp, ] onde p = (a,b) e >0 .

#{a, b

Figura 1.2: Fonte: Aldo (2008)pag.21

A forma geométrica das bolas e esferas depende em geral, € claro, da norma que
usamos. Se, em vez da norma euclidiana, tomarmos no plano R2, por exemplo,
zllyy = Maz{||z||, ..., |ly||} com a norma de z = (z,y), a bola de centro ¢ = (a,b)
e raio r serd o quadrado de lados paralelos aos eixos de coordenadas, cada lado tem
comprometo 2r, e diagonais cortando-se no centro c.

Por outro lado, se tomarmos a norma da soma |||l g = ||z||+||y||, @ bola de cen-
tro ¢ e raio r serd um quadrada cujas as diagonais sao paralelas aos eixos coordenadas,
ambas com comprimento 2r, e centro no ponto c.

Analogamente, a norma do mdzimo no espaco R?, produz bolas com formas de
cubos de arestas paralelas aos eizos, enquanto que, na norma da soma, as bolas em R?

sao octaedros com diagonais paralelas aos eiros.

Figura 1.3: Fonte: Lima (2008) pag.12.
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Definicao 1.8 Um subconjunto X C R"™ diz-se limitado quando existe um nimero real
¢ > 0 tal que ||z]| < ¢, para todo © € X. Isto equivale dizer que x estd contido na bola

fechada de centro na origem e raio c.

Exemplo 1.8 Diz-se que o conjunto X C R™ é limitado quando estd contido em al-
guma bola Bla,r].

De fato, como Bla,r] C Bla,k|, onde k = r + ||a|| dizer que X ¢é limitado
equivale a dizer que existe k > 0 tal que ||x|| < k, Vo € X;

Para mostrar que Bla,r| C B[0;r + ||a||], note que;

lv —all <r =z —atal <z —all + o]l <7+l
Assim x € Bla,r|, entao x € B[0,r + ||a|].

Observagao 1.4 Assim, um conjunto X C R™ € limitado se, e somente se, estd con-

tido em alguma bola cujo centro nao é necessariamente a origem.

Observacao 1.5 As trés normas usuais do espaco R", e as desigualdades
Nzl < llzllg < nllxll,, mostram que um conjunto X C R™ € limitado em relagao a
uma dessas normas se e,somente se, € limitado em relacao a qualquer dos outras duas.

Com efeito,
[zl = Maz{|z], [v2], ... [wal} < Joi|+|2a| 4 AHaa| = [l2]ls < ne-Maz{[z], |22, ... |za|} = [[2]|a.

Definigao 1.9 Seja z,y € R™ .0 segmento de reta de extremos x,y € o conjunto
[,y ={(1 —t)x +ty; 0 <t < 1}.

Definicao 1.10 Um subespago X C R"™ diz-se convexro quando qualquer segmento de

reta cujo extremo pertence a X , ou seja, v,y € X = [z,y] C X.

Exemplo 1.9 i) Todo subespago vetorial E C R™ é convezxo:
ii) Um exemplo de conjunto nao-convero é X = R — {0}, pois e; € X, —e; € X mas
0 € [—er,e).

Teorema 1.2 Toda bola aberta B C R™ é convezxa.

Demonstragao: Seja B = B(a,r) a bola aberta de centro a e raio r. Para qualquer
t €10,1] temos;
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(1= t)a +ty —al| = [|(1 - t)a + ty — a + (ta — ta)|
<1 =t)z + (ty — ta) + ta — af
<A =1).(z = a) + iy —a
< A=z —all +tlly —al <7

Note que a demonstracao acima usa apenas as propriedades N1, N2 e N3 da

norma, que pode arbitraria.

1.2 Sequéncias em R”

Definicao 1.11 Uma sequéncia em R™ € uma aplicacao v : N — R"™. O walor que
essa aplicacao assume no nimero k € indicado com xp e chama-se o k—ésimo termo

da sequéncia. Usaremos as notacoes

(T1, 0y T, ), (W) OU (T )ben

para indicar a sequéncia cujo k-ésimo termo € xp € R™.
Uma subsequéncia de (xy) € a restri¢ao da sequéncia a um subconjunto infinito
N ={k; <ky <,....kn < ...} CN. A subsequéncia é indicada pelas notagoes:

(g )ken ou (Tk,)ien ou (Tpy, ..., Ti, )

Observacao 1.6 Diz que a sequéncia (xy) em R™ € limitada quando o conjunto dos
seus termos € limitado em R™, ou seja, quando existe um niumero real ¢ > 0 tal que
|xk|| < ¢ para todo k € N.

Exemplo 1.10 Uma sequéncia (x)) em R™ equivale a n sequéncias de nimeros reais.
Com efeito, para cada k € N temos xy, = (xy,, ..., T, ) onde
xy, = m;(xy) = i-ésima coordenada de xy {i =1,...,n}.
As n sequéncias (xy, )ken {1 = 1,...,n} sdo chamadas as sequéncias das coorde-
nadas de (xy,).
No plano R?, uma sequéncia de pontos z = (xy,yr) € 0 mesmo que um par de

sequéncias (xy), (yx) de nimeros reais.

Observagao 1.7 Se a sequéncia (xy) € limitada, para todas i = {1,...,n} a sequéncia

(xk, )ken das i-ésimas coordenadas de xy também é limitada, pois ||y, || < ||zkll-
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Vale a reciproca. Para provd-la, adotaremos em R™ a norma do mdximo. Entao,
se ||eg || < e, l|ok,] < ey |2k, || < ¢n para todo k € N, chamando de ¢ o maior
dos nimeros cy, Cy, ..., Cn, teremos ||x|,; = Max{||z|,...||z]|,} < ¢ para todo k € N.

Assim, se cada (zx, )geny {i = 1,...,n} € limitada a sequéncia (vg)ken € limitada.

-t
Kk

ol = \/<%)+ (}) - 2<vaven

A sequéncia (xy) = (k,1)ken nao € limitado pois;

Exemplo 1.11 A sequéncia v = ( ) é limitado pois;
keN

2] = VA2 + 12=VE2 + 1> Vk2 =k Vk € N.

Definicao 1.12 Diz-se que o ponto a € R™ € limite da sequéncia de pontos x € R",
quando, para todo € > 0 dado € possivel obter ko € N tal que k >, entdo |zx — al| < e.
Neste caso, diz-se também que (xy) converge para a ou simplesmente x, — a.

Em simbolos: Ve > 0,3 ko € N; k> ko= |japy —al <¢

Outras notacoes: lim x, = a, lim xp = a e limz, = a.
z—a k—00

-1 1
Exemplo 1.12 A sequéncia (x) = | —, — é convergente lim xp = (0,0).
kk kEN k—o0
De fato, dado arbitrariamente € > 0 existe kg € N com ko > — tal que k > ko
€

implica em ||z, — (0,0)]] < e.

Observacao 1.8 Quando existe o limite da sequéncia (xy) dizemos que a sequéncia é

convergente, caso contrdrio dizemos que (xy) € divergente.

Exemplo 1.13 Uma sequéncia constante (a, a, ..., a, ...) € convergente e se a # b, entao

a sequéncia (a,b,a,b,...,a,b,....) é divergente.

Observacao 1.9 Tem-se limx, = a se, somente se, qualquer bola aberta de centro a

contém todos os termos xy exceto, possivelmente para um niumero finito de indice k.
Com efeito, se £ > 0 € o raio da bola e kg € um niumero natural que corresponda

a £ na definicao de limite, fora da bola B(a,c) sé poderao estd mno mdximo alguns

termos (a1, ..., Tr, ).

Observagao 1.10 O resultado acima diz que toda sequéncia convergente é limitada.
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De fato, se limx, = a entao fora da bola aberta de centro a e raio 1 existe no

mdzimo 0s termos Ty, ..., Ty, da sequéncia. Se r é maior dos numeros 1,
||l’1 - (ZH HREEE kao - a” )

vemos que todos os termos da sequéncia estao contidos na bola B(a,r). A reciproca é

falsa, se a # b a sequéncia (a,b,a,b,...) é divergente e limitada.

Observagao 1.11 Se (xy) converge para a entao toda subsequéncia (xy) também con-
verge para a.

Se x, —> a, entao para todo € > 0 existe ko € N tal que ||z, — al| < e, Yk > ko.
Mas v, > k, para todo k € N, logo:

k> ko= vg > ko= ||y, —al| > e.

Portanto x,, — a.

Teorema 1.3 O limite de uma sequéncia convergente € unico, ou seja, Se klim Tk = a
— 00

e lim x, = b, entao a = b.
k—o0
Demonstracao: Com efeito, para todo k € N, temos:
0<lla—0bll <llox — all + [zx — 0] -

Logo,

lim ||zg —al| = lim ||z — b|| = 0= a =,
k—r00 k—oc0

Em particular, se limz; = a e uma subsequéncia de x, convergente para o ponto
b e R", entao a = b.
[ ]

Teorema 1.4 Uma sequéncia (xy) em R™ converge para o ponto a = (aq, ..., a,) se, e
somente se, para cada i = {1,...,n} tem-se limxy, = a;, isto é, cada coordenadas de xy

converge para a coordenada que corresponde de a.

Demonstracao: Com

[k, — aill < g — all,

vemos que

lim 2 = a = lim x, = a;,
k—o00 k—o0

para cada {i = 1,...,n}.
Reciprocamente, klim xy, = a; para todo i = {1,...,n} entdo dado £ > 0, existe
— 00

numeros naturais ki, ..., k, tais que:
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k> ki = ||log, — ail| <e.
Seja
ko = Maxi{ky, ..., kn},

entao

k> ko= ||xg — al| = Max ||z, — ai]] < e,

Logo: limz; = a.
[ |

Corolario 1.1 Dadas as sequéncias convergentes (xy,), (yx) C R™ e (o) C R, tal que
limz, = a,limy, = b e limay, = a. Entao
i) Um (x4 yp) = a + b;
k—o0
i) lim (ogyy) = aa;
k—o00
iii) lim (xg, yr) = (a,b);
k—o0

vi) lim |zl = lall
— 00

Demonstracao: Com efeito, utilizando os fatos conhecidos sobre limites de somas e

de produtos de nimeros R, vemos que, para cada i = {1, ...,n}, valem;

lim (Z‘;CZ + yki) =a; + b;
k—o0

lim (oiyri) = aa;
k—oo

Em vista do teorema 1.4, as igualdades i) e ii) ficam demonstradas. Analoga-
mente,

lim (g, yg) = Um (Tgp1yp1 + - + Thnlkn) =
k—o0 k—o0
= a1by + ... + anb, = {(a,b).

Isto prova 3).

Finalmente,

lim ||| = lm /(zg, x) =
k—oo k—oo
=V {(@p, xr) = V/{(a,a) = ||al|,
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o que prova 4). Também poderiamos provar 4) observando que
Nzell = lall} < llzx —all -

Esta maneira tem a vantagem de valer para qualquer norma, euclidiana ou nao.

Teorema 1.5 (Bolzano-Weierstrass ). Toda sequéncia limitada em R™ possui uma

subsequéncia convergente.

Demonstracao: Sabemos que o Teorema de Bolzano-Weiestrass ¢ valido na reta( Lima
(2013)pag. 123). toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia
convergente.

Dada a sequéncia limitada (z;) em R™, as primeiras coordenadas dos seus ter-
mos formam uma sequéncia limitada (xy, )rey de nimeros reais, a qual possui uma
subsequéncia convergente. Isto é, existem um subconjunto infinitos Ny € N e um
nimero real a; tais que

lim LTk, — Q.
keN;

Por sua vez, a sequéncia limitada (xy, )ren, de niimeros reais, possui uma subsequéncia

convergente; dai obtemos um subconjunto infinito Ny C Ny e ay € R tais que

lim Ly = Q9.
keNy 2

E assim por diante, até encontrarmos conjuntos infinitos
NON; DNy DO--- DN,
e nimeros reais ay, ..., a, tais que

lim xp, = a;

keN;
para i = {1,2,...,n}. Entao pomos a = (ai,...,a,) e vemos pelo teorema 1.4, que
im x, = a, o que conclui a demonstracao.
1 k , 1 d t
keN,

[

Definicao 1.13 Dizemos que um ponto a € R™ € valor de aderéncia de uma sequéncia

de pontos (xx) € R™ quando alguma subsequéncia de (xy) converge para a.

24



Observacao 1.12 O Teorema 1.5 afirma que o conjunto dos valores de aderéncia de
uma sequéncia (x) em R™ (necessariamente ilimitada ) nao possui valores de ade-
réncia, e escreve-se ]}1_{210 x, = 00. Isto significa que (xy) nao possui subsequéncia
limitadas, ou seja que para todo niumero real A, dado arbitrariamente, existe kg € N
tal que k > ko = ||z||, > A.

Em termos de bolas o ponto a € R™ € valor de aderéncia da sequéncia (xy) se, e
somente se, toda bola de centro a contém termos (xy) com indices arbitrdrio grandes.

Mais precisamente; dado € > 0 e k, € N eziste k > ko tal que ||z — a|| < .

Exemplo 1.14 Uma sequéncia covergente possui um unico valor de aderéncia. A re-
ciproca nao vale. Por exemplo, a sequéncia de nimeros reis (1,2,1,5,1,4,...) possui um

unico valor de aderéncia mas nao converge.

Teorema 1.6 Uma sequéncia limitada em R™ é convergente se, e somente se, possui

um unico valor de aderéncia.

Demonstracao: Seja a um valor de aderéncia da sequéncia limitada (xy). Se for

a = lim zj entao existe € > 0 tal que o conjunto
N' = {k € N;2; ¢ B(a; )}
é infinito . A subsequéncia (z)ren ¢ limitada e seus termos satisfaz todas as condigoes
[z — all = &.

Pelo Teorema 1.5 ela possui uma subsequéncia que converge para um ponto b € R™.

Ora, de ||z — al| > ¢ para todo k € N/, concluimos por passagem ao limite que
[b—all = e.

Entao b # a a sequéncia (xy) tem pelo menos dois valores de aderéncia distintos. Isto

demonstra metade do Teorema 1.6. A reciproca é imediata. [

Observagao 1.13 Uma sequéncia () em R™ diz-se uma sequéncia de Cauchy quando

para todo € > 0 existe kg € N tal que

k.r > ko= ||og — ]| <e.
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Usando em R™ a norma do mdzimo, temos;

e = @rllar = Max{llza, — x5 llog, =21},

logo (x1) € uma sequéncia de Cauchy em R™ se, somente se, para cada i ={1,...,n} a
sequéncia (x1,, Ta,, ..., Tp,, ...) das suas i-ésimas coordenadas € uma sequéncia de Cauchy

de nimeros reais.
Teorema 1.7 Uma sequéncia (xy) em R™ é de Cauchy se, e somente se, é convergente.

Demonstragao: Se (x)) é uma sequéncia de Cauchy entao, para cada i = {1,...,n},
sua i-ésimas coordenadas formam uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais (x, )ken,
a qual possui o limite a; = klggo xk,.( Lima (2013) pag. 127). Seja a = (aq, ..., an).
Resulta do Teorema 1.4 acima que a = lim x;. Logo toda sequéncia de Cauchy em R"
¢ convergente.

Reciprocamente, se (xy) é convergente, como lim xy = a, entao
k—o00

ek — @l < g = all + ||z — all,
concluimos que lim [z — 2| = 0, ou seja (zx) € de Cauchy. [
k,r—o00

Exemplo 1.15 O conjunto S = (0,1] C R nao é completo, pois a sequéncia (%)keN €

de Cauchy em S mas (1 nao converge em S.

E)keN

Definicao 1.14 Seja X C R™. Um ponto a € R™ chama-se ponto de acumulac¢ao do
conjunto X quando toda bola aberta de centro a contém algum ponto de X, diferente
do ponto a. Em outros termos, para todo € > 0, deve existir v € X tal que
0<||z—al <e.

O conjunto dos pontos de acumulacio de X serd representado pela notacao X',

o chamamos o conjunto derivado de X.

Exemplo 1.16 Seja X C R™ a bola aberta de centro na origem e raio v > 0. Todo
ponto a € R™ com |la|| = r € ponto de acumula¢ao de X. Com efeito, dado € > 0,
podemos, sem perda de generalidade, suponha que € < 2r.

Entao o ponto x = (1 — 5=)a pertencente a bola X, ¢é diferente de a e tem-se
la — x| = § < e. Como vimos no exemplo 1.5 o ponto de acumulagao do conjunto X

pode nao pertencer a X.
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Teorema 1.8 Dados X C R"e a € R",as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) a é ponto de acumulagdo de X;
ii) Eziste uma sequéncia de pontos xy, € X, com limxy, = a e xy # a para todo k € N;

iii) Toda bola aberta de centro a contém uma infinitude de pontos de X.

Demonstragao: Suponhamos i), para todo k& € N, obtemos um ponto z; € X tal que
0 < ||wx —al| < 4, donde z # a e limay, = a. Logo i) = ).

Por outro lado, supondo ii) entao para qualquer ky € N o conjunto {w : k > ko}
¢ infinito porque do contrario haveria um termo x; que se repetiria infinitas vezes e
isto forneceria uma subsequéncia (constante) convergindo para o limite xy # a. Entao
i) = iii).

Finalmente, é 6bvio que iii) = 1i).

Corolario 1.2 Se X' £ () entao X € infinito.

Um conjunto infinito pode nao possuir ponto de acumulacao. Tal é o caso do
conjunto Z C R dos ntmeros inteiros. Vale entretanto o teorema abaixo, também

chamado "Teorema de Bolzano-Weierstrass"
Teorema 1.9 Se X C R" € infinito e limitado entdo X' # (.

Demonstracao: Sendo infinito, X contém um subconjunto enumerével

{x1, 29, ..., g, ...}. Obtemos assim uma sequéncia (), a qual é limitada, logo pelo

Teorema 1.5, admite uma subsequéncia de que converge para um ponto a € R".
Como os Termos xj sao dois a dois distintos, no maximo um deles é igual a a.

Eliminando -0, se necessario, obtermos uma sequéncia de pontos de X, todos diferente

de a com limite a. Pelo Teorema 1.8, a ¢ ponto de acumulacao de X.

Observacao 1.14 Se a € X nao € ponto de acumula¢ao de X, diz que a é um ponto

isolado de x. Para que isso acontega, € necessdrio e suficiente que exista € > 0 com
B(a;e)N X ={a}.

Quando todo ponto a € X € isolado, dizemos que X € um conjunto discreto.
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2 Conjuntos Abertos, Fechados

Neste capitulo estudaremos algumas nogoes de conjunto abertos e fechados com

suas respectivas defini¢oes e demonstracao de alguns teoremas necessarios.

2.1 Conjuntos abertos

Seja X um subconjunto do espaco euclidiano R™. Um ponto a € X é um ponto
interior a X se é centro de alguma bola aberta contida em X, ou seja, quando existir
0 > 0 tal que ||z —a|| < 0 = x € X. O conjuntos de todos os potos interiores de X é
denotado por intX, formado pelos pontos interiores a X. Quando x € intV, dizemos

que o conjunto V' é um vizinhang¢a do ponto x.

Definicao 2.1 Dizemos que um ponto a € X nao € interior a X, quando toda bola
aberta de centro a contém pontos do complementar de X, ou seja, quando para todo
0> 0 existey € R" — X com ||y — al| <.

Definicao 2.2 Um conjunto X € R™ chama-se aberto quando todos os seus pontos

sao interiores, isto é, quando para cada x € X, existe 0 > 0 tal que B(x;0) C X.
Observagao 2.1 Assim, X € aberto se, e somente se, intX = X.

Exemplo 2.1 Uma bola aberta B(a;r) C R™ é um exemplo de conjunto aberto.

Com efeito, dado qualquer x € B(a;r), temos ||x —al < r, logo o nimero
d =1 — ||z — al| € positivo. Afirmamos que B(x;0) C Bla;r).
De fato, se y € B(x;0), entdo ||y — x| < . Logo

ly —all <lly =l + llz = all <

I+ ||z —a|]| =r.

Portanto, y € B(a;r).



Figura 2.1: Fonte: Lima (2008) pag. 35

Também € aberto em R™ o conjunto X = R"™ — Bla;r], o complementar da bola
fechada Bla;r|. Temos
X ={z eR"|x—al >r}.

Dado arbitrariamente x € X, seja 6 = ||x — al||—r. Afirmamos que B(x;9) C X.
De fato, se y € B(x;d)ento ||x —y|| < d. Logo

|z —all <fle =yl +lly —all <o+ lly —all = o —all =r + [ly — all = |ly —all > r
Portanto y € X.

Exemplo 2.2 Para todo conjunto X C R™, intX € um conjunto aberto.

De fato, se a € intX entao existe r > 0 tal que B(a;r) C X. Se x € B(a;r)
entdo pondo 6 = r — ||x — al|, vemos que B(x,0) C Bl(a;r), donde B(x;r) C X e
portanto x € intX.

Assim, todo ponto a € intX é centro da bola B(a;r) contido em intX, o que
prova que intX € aberta.

Por outro lado, wuma bola fechada Bla;r| em R™ nao é um conjunto aberto pois,

se tomarmos arbitrariamente um vetor unitdrio u € R™, o ponto x = a + r.u € tal

que ||z —a|| = r, logo x € Bla;r]. Mas nenhuma bola aberta B(x;0) estd contida em
Blxz,r].
Com feito, tomando y = a+(r+%)u, temos |ly — || = 2 < d mas |y —al]| =r+% > r.

Assim, y € B(x,e). Mas y ¢ Bla;r]. Este argumento mostra, de fato, que o0s pontos
da esfera Sla;r| nao sao interiores d bola fechada de centro a e raio r.
Portanto, intBla;r] = B(a;r).

Observacao 2.2 Dados um conjunto X e um ponto a € R™, hd trés possibilidades que
se excluem mutuamente: ou a € intX, ou a € R® — X ou entao toda bola aberta de
centro a contém pontos de X e pontos do complementar de X.

Os pontos que contém esta ultima propriedade constituem o conjunto 0X, que

chamaremos de fronteira de X. Os pontos y € 0X sao chamados pontos de fronteiras

X.
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Exemplo 2.3 Se X ¢ a bola fechada Bla;r],temos 0X = Sla;r|. Observe que se

chamarmos de Y a bola aberta B(a;r) teremos 0X = 9Y'.

Definicao 2.3 Um conjunto A C R™ ¢ aberto se, e somente se, nenhum dos seus

pontos é ponto de fronteira de A, ou seja, se, e somente se, ANIA = (.

Teorema 2.1 Os conjuntos abertos do espago euclidiano R™ satisfazem das seguintes

propriedades:

i) O conjunto vazio §) e o espaco R™ inteiro sdo aberto;
ii) A intersegao A = A; N...N A de um niimero finito de conjuntos abertos Ay, ..., A
é um conjunto aberto;

iii) A reunido A = U Ay de uma familia qualquer (A))\er de conjuntos abertos Ay

AEL
é um conjunto aberto.

Demonstragao: i) Um conjunto s6 pode deixar de ser aberto se contiver algum ponto
que nao seja interior. Como @) ndo contém ponto algum,entiao é aberto e R™ é obvia-
mente aberto. Isto prova i)

Para prova ii). Seja a € A. Entao, para cada i = 1,....k temos a € A;. Como A; é
aberto, existe §; > 0 tal que B(a;d;) C A;.

Seja & = min{oy, ..., 0 }. Entao B(a;0) C A; para cada i, donde B(a;d) C A.

Finalmente, provemos iii). Dado a € A, existe A € L tal que a € A,. Sendo A, aberto,
existe 6 > 0 com B(a;0) C Ay C A. Logo A é aberto. |

Observacao 2.3 Dado um conjunto X C R™. Um subconjunto A C X diz-se aberto
em X quando, para cada a € A existe 6 > 0 tal que B(a;0)NX C A. Noutras palavras,
para cada a € A existe 6 > 0 tal que os pontos v € X, que cumprem a condi¢cao

|z —al| < estio em A.

Exemplo 2.4 O conjunto A = (0,1] é aberto em X = [0, 1].
Chega-se a nogao de conjunto aberto em X quando se faz abstragao dos demais

pontos do espaco R™, considerando-se apenas os pontos de X.

Observagao 2.4 Se X C R" ¢ aberto, um subconjunto A C X € aberto em X se, e

somente se, € aberto no sentido usual de R™.

Proposicao 2.1 Um conjunto A C X ¢é aberto em X se, e somente se, existe um
aberto B C R™ tal que A= X N B.
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Demonstracao: Com efeito, se A for aberto em X, tome B igual & reuniao das bolas
B(a;d) com centro nos pontos a € A, tais que B(a;0) N X C A. Reciprocamente, se
for A= X N B, com B aberto em R™, para cada a € A existe uma bola B(a;d) C B,
logo

B(a;0)Nn X CBNX=A

portanto A é aberto em X. [

2.2 Conjuntos fechados

Definicao 2.4 Um ponto a € R"™ diz-se aderente a um conjunto X C R™ quando é
limite de uma sequéncia de pontos desse conjunto. Todo ponto a € X € aderente a
X pois podemos escrever a = limxy, com x, = a para todo k € N. Mas a pode ser
aderente a X mesmo que a € X; neste caso, a € necessdrio ser um ponto de acumulagao

do conjunto.

Exemplo 2.5 Se X = B(0;1) C R™ € a bola aberta de centro na origem e raio 1, o
ponto ey = (1,0, ...,0) nao pertence a X.
Mas, pondo xp = (1 — %,O, .., 0), vemos que x, € X para todo k € N e

lim x = ey, logo ey € aderente a X.
k—o00

Observacao 2.5 Um ponto a € aderente ao conjunto X se, e somente se, toda bola
aberta de centro a contenha algum ponto de X.

Com efeito, a condi¢cao € necessdria em virtude da definicao de limite de uma
sequéncia e € suficiente porque, se ela se verifica, em cada bola B(a; %) podemos escolher
um ponto xp € X e assim obtemos uma sequéncia com limz, = a. O conjunto dos

pontos aderente a X chama-se o fecho de X e € denotado X.

Entao, pelo que vimos um ponto b € R™ nao pertence ao fecho de X, é necessario
e suficiente que exista uma bola aberta de centro b que nao contém pontos de X. Noutros

termos:
belX & 3Jr>0;Bb;r)NnX =0.

Exemplo 2.6 O fecho de uma bola aberta B(a;r) é a bola fechada Bla;r]. Se X =Q

€ o conjunto dos pontos de R™ cujas coordenadas sao nimeros racional, entao X = R".

Definigao 2.5 Um conjunto X C R™ chama-se fechado quando contém todos seus
pontos aderente, isto €, quando X = X. Dizer que X C R™ ¢é fechado, significa,

portanto, o sequinte se limxy = a e (x) C X para todo k € N, entdo a € X.
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Exemplo 2.7 Uma bola Bla;r| € um subconjunto fechado do espago R™, pois se ||z — al| <
r para todo k € N e klg& x = b entao ||b—a| = I}Lrgo lxg — al| < 7.

Dai, resulta que o fecho de todo conjunto limitado X C R™ é limitado.

Com efeito, temos X C B, onde B é uma bola fechada. Logo X C B = B,
donde X € limitado.

Observacao 2.6 Para todo X C R"™, o complementar do fecho de X € aberto.

Com efeito, seja A = CX. Para todo b € A existe r > 0 tal que B(b;r)NX = ).
Afirmamos que B(b;r) C A. De fato, sey € B(b;r) entao B(b;r) é um aberto contendo
y e disjunto de X, logo y € X = A.

Teorema 2.2 Um conjunto € fechado se, e somente se, seu complementar € aberto.

Noutras palavras, se X C R™ ¢ um conjunto fechado, seu complementar CX é aberto
em R (pois CX = CX).

Demonstracao: Reciprocamente, se X C R™ ¢ tal que A = (X & um conjunto aberto
entao
y¢ X =>ye A= B(y;r) C A,

para algum r > 0 = B(y;r) N X = () = y nao é aderente X.
Assim, todo ponto aderente a X deve pertencer X e consequentemente X é

fechado. ]

Corolario 2.1 O fecho de todo conjunto € um conjunto fechado. Isto é X = X, para
todo X C R™.

Pelo teorema anterior a demonstracao é de imediado.

Teorema 2.3 Os conjuntos fechados do espago euclidiano R™ gozam das sequintes
propriedades:

i) O conjunto vazio 0 e o espago inteiro R™ sao fechados;

ii) A reuniao F' = FyU...UF}, de um nimero finito de conjunto fechado Fi, ..., Fj,
€ um conjunto fechado;

iii) Intersecao I = ﬂ F\ € um conjunto fechado.

AEL

Demonstragao: i) é evidente.

ii), se I, ..., Fy, sdo fechado entao sendo

Ay =CF, .., A, =CF,
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sao abertos, portanto A; N...N Ay é aberto. Logo
FU.UF,=04,U..UCA, =C(A Nn...NA)

é fechado.

iii), se cada Fy,\ € L, é fechado entdo cada Ay = CF} é aberto, logo A = U Ay

AeL
também é aberto. Sendo assim, o conjunto

F=()F= ﬂBAA[I(UAA) = (A
el AeL el
é fechado.

Observacao 2.7 Note que uma reuniao infinita de conjuntos fechados pode ser fechado
ou nao. De fato, para todo x € R", o conjunto {x} € fechado. Ora todo conjunto

X CR"™ € reuniao dos seus pontos

X =({

reXx

Como hd conjuntos em R™ que nao sao fechados, hd reunides (infinitas) de conjunto

fechado que nao sao fechados.

Observacao 2.8 Seqgue da definicao de fronteira que um ponto a pertence d fronteira
do conjunto X se, somente se, a € aderente a X e a R™ — X.

Ou seja, 0X = X N (R" — X). Em particular, a fronteira de todo conjunto X C R™ é
um conjunto fechado.

Fizemos um conjunto X C R". Um subconjunto F' C X ¢é fechado em X quando
setem F = X NG, onde G € um conjunto fechado em R™. A fim de que o subconjunto
F C X seja fechado em X € necessdrio e suficiente que F contenha todos os seus pontos
aderentes que pertencam a X.

Se X C R™ ¢ fechado, entao um subconjunto ' C X € fechado em X se, somente

se, € fechado em R™.

Exemplo 2.8 Seja F' C R" fechado e F C X, entao F é fechado em X. Seja X =
{x € R;x > 0} a semi-reta positiva aberta. O intervalo semi-aberto (0,1] é fechado em
X.
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Proposicao 2.2 Se ' C X. A fim de que F seja fechado em X € necessdrio e suficiente

que o conjunto A = X — F ( complementar de F relativamente a X) seja aberto em X.

Demonstracio: Com efeito, dados I/ = X NR™ e A’ = CF’, o complementar de F”
em R", temos
F=XNF&X-F=XnA.

Ora, F’ é fechado em R™ se, somente se, A é aberto.
Assim, F é fechado em X se, e somente se X — A é aberto em X.

Observagao 2.9 Dados Y C X C R", podemos também definir o fecho de Y relati-
vamente a X com sendo o conjunto Y N X, dos pontos aderentes a'Y que pertencem
ao conjunto X. Entao Y € fechado em X se, e somente se, coincide com seu fechado
relativamente a X.

Um caso particular importante se dd quando, o fecho de Y relativamente a X €

todo conjunto X. Para descrever esta situacao, damos a definicao abaizo.

Definicio 2.6 SejamY C X C R™. Dizemos que Y € denso em X quando YNX = X,
ou seja, X C Y, isto significa que todo ponto de X € limite de uma sequéncia cujos
termos pertence a Y. Ou, ainda de outra maneira dado Y C X, tem-se Y denso em X

se, e somente se, toda bola aberta com centro em algum ponto de X contém pontos de
Y.
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3 Conjuntos Compactos

Este capitulo faremos o estudo dos conjunto compactos no qual destacaremos
os seguintes pontos; a definicado de conjunto compacto e propriedades, definiremos

coberturas e apresentamos o teorema de Heine-Borel.

3.1 Conjuntos Compactos

Definigao 3.1 Diremos que um conjunto K C R™ é compacto quando ele for limitado
e fechado.

Exemplo 3.1 Todas as esferas e bolas fechadas do espaco euclidiano sao compactas,

mas o espaco R™ inteiro nao € compacto.

Definicao 3.2 Um conjunto K C R"™ é compacto se, e somente se, toda sequéncia de

pontos x € K possui uma subsequéncia que converge para um ponto de K.

Observacao 3.1 Assim seque, direto da defini¢ao as sequintes propriedades;

i) Se ky, ..., k, sao compactos em R"™ entao K, U ...U K, compacto.

ii) A intersecao de uma familia de qualquer de compactos Ky C R™ é um conjunto
compacto.

iii) Se K C R™ e C' C R™ sdao compactos entao o produto cartesiano K x C' C R™*"
€ compacto.
Menos cbvio € o sequinte fato, conhecido como a propriedade de Cantor;

iv) Dados uma sequéncia decrescente K1 D ... D Ky D ... de compacto nao vazios, a
o

intersecao K = ﬂ Ky, (€ compacto) e nao € vazia.
k=1
Demonstracao: Escolhemos, para cada K C N, um ponto x; € K}, obtendo assim
uma sequéncia, a qual possui uma subsequéncia (xy,),i € N, convergindo para um
ponto z € R™.

Dado arbitrariamente k € N, temos x;, € K}, para todo k; > k, logo x = klim Ty, € K.
—00



Assim, o ponto x pertence a K para todo k € N, ousejax € K = ﬂ K}, o que mostra

k
que a K nao ¢ vazio. [

3.2 Coberturas

Definicao 3.3 Uma cobertura de um conjunto X C R"™ é uma familia (C))rer de

subconjunto Cy C R™ tal que X C U C\. Isto significado que, para cada x € X, existe

AeL
um A € L tal que x € C).

Defini¢ao 3.4 Uma subcobertura é uma subfamilia de (Cy)xerr, L' C L, tal que ainda
se tem X C U Cly.

el

Teorema 3.1 (Lindelof) Seja X C R™ um conjunto arbitrdario. Toda cobertura aberta
de X C U Ay admite uma subcobertura enumerdvel X C Ay, U...UA,, U ...

Demonstragao: Seja F = {x1,...,x;,...} C X um subconjunto enumeréavel denso em
X. Consideremos o conjunto B de todas as bolas abertas B(x,r), com centro num ponto
de E, raio racional e tais que cada uma delas esta contida em algum A, temos queB3 é
um conjunto enumeravel de bolas.Afirmamos que as bolas B € B cobrem X.

Com efeito, dado x € X, existe A € L tal que v € A,. Com A, é aberto, existe
r > 0 racional tal que B(z,2r) C Ay. Sendo E denso em X, podemos encontrar z; € F
com ||z — x;|| < r. Entdo x € B(x;r).

Para mostrar que x € B(x;;1) € B, resta ver que esta bola esta contida em A,.

Ora, se y € B(z;;r) entao ||y — z;. Assim
ly—aill <= lly = 2l < lly - aall + llos — 2l < 2

Portanto y € B(x;;2r) C A,y. Isto conclui a verificagdo de que as bolas B € B cobrem
X.
Tomando uma enumeracao By, .., B;, ... para essas bolas e escolhendo, para cada
¢ € N, um indice \; € L tal que B; C A,,, concluimos que X C Ay, U...U Ay, U ...
[ ]

Teorema 3.2 (Borel - Lebesgue). Seja K C R™ compacto ( isto é, limitado e fechado).

Toda cobertura aberta K C U Ay admite uma subcobertura finita K C Ay, U...UA,,.
AEL
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Demonstracao: Pela Teorema de Lindelof, obtemos uma subcobertura enumeravel
K C A),U...UA,, U..Ponhamos K; = K NC(A), U...UA,,) para cada i € N. Isto
nos da uma sequéncia decrescente K1 D Ky D ... D K;... de compactos.

Dado qualquer x € K, existe algum i € N tal que x € A,,. Entdo = ¢ K.
Isto mostra que nenhum ponto x € K estd em todos os Kj;, ou seja, que ﬂ Ky, = 0.

i=1
Seque-se entao da propriedade de Cantor que algum dos compactos K; é vazio, o que

signiﬁca K C A)\Z. U..u A/\i.
|

Teorema 3.3 Se toda cobertura aberta do conjunto K C R™ admite uma subcobertura

finita, entao K € limitado e fechado (isto €, compacto).

Demonstracao: Em primeiro lugar, as bolas abertas de raio 1 e centros nos pontos de

K constituem uma cobertura aberta K C U B(x;1), a qual possui uma subcobertura

zeK
finita K C B(wx1;1) U ..U B(x;1). Assim, K estd contido numa reunido finita de

conjuntos limitados, logo é limitado.
Além disso, K é fechado pois, ndo fosse, existiria uma ponto a € K — k. Entdo,

para cada i € N, tomamos A; igual ao complementar da bola fechada B|a; %]
1

Para todo € K, temos x # a, logo |z —a|| > ; para algum i, o que nos
(o]

dd r € A;. Portanto K C ﬂAi, uma cobertura aberta, da qual extraimos uma
=1
subcobertura finita K C A;; U...UA;. Como A; C Ay C ... C A; C ..., toda reuniao

de uma colecao finita de conjuntos A; ¢ igual ao conjunto de maior indice na colecao.
Assim, temos K C A; para algum i. Esta inclusao significa que a bola Bla; %]
ndo tem pontos em comum com K, o que contradiz ser a € K que prova o teorema.

Observacao 3.2 os Teoremas 3.2 e 3.3 mostram que poderiamos, equivalentemente,
ter definido um conjunto compacto K pela condi¢ao de que toda cobertura aberta K C
Ay admita uma subcobertura finita K C Ay, U...UA,,. Tal definicao é, de fato, a mais

conveniente para estudos mais gerais.

o

Exemplo 3.2 Se o aberto U contém a intersecao K = ﬂKi de uma sequéncia de-
i=1

crescente K1 D Ky D ... D K; D ... de conjunto compactos, entao existe i € N tal que

K, cU.

Demonstracao: Com efeito, os abertos U; = R" — K, juntamente com U. constante
K, cUUU; U..UU;,. Sejaio maior dos indice iy, ...,7,. Como U; C U, C ..., temos

Uy U..UU; = U, .



Logo Ky C U UU;. Com maior razao K; C U UU;. Como nenhum ponto de
K; pode pertencer ao seu complementar U;, devemos ter K; C U, como queriamos

demonstrar. n

Definicao 3.5 Seja K C R™um subconjunto. Uma colecao C de conjuntos A € dita

KCUA

A cobertura € dita finita se C tem apenas um niumero finito de elementos. A

uma cobertura de K se:

cobertura A € dita aberta se todo A de C é aberto.
Se C e C1 sao ambas coberturas de K tal que Cy C C, dizemos que Cy € relati-

vamente a C, uma subcobertura de K.

Exemplo 3.3 Para cada n € N, seja A, = (—n,n). A colecio C = (Ap)nen € uma
cobertura aberta enumerdvel de R. Seja S o conjunto dos nimeros pares. A familia
C = (Ap)ner € uma subcobertura de R.

Por outro lado, qualquer que seja o subconjunto finito
{n1 <ng < ... <myt
de inteiros positivos, temos

Apy UAp, Ui U Ay, = Ay

.
Logo, Cy = (Ap,, Any, ooy An, ) nao é uma subcobertura de R.

Definicao 3.6 Uma subcobertura K de R™ ¢é dito compacto quando toda cobertura

aberta de K admite uma subcobertura finta.

z

Exemplo 3.4 O intervalo (0,1) e R ndo sao compactos. Note que {(+,2)} é uma

cobertura de (0,1) que nao admite uma subcobertura finita. Logo, (0,1) nao é compacto.

Lema 3.4 O conjunto K = [a,b], com —oco < a < b < 00, entdo é compacto.

Demonstracao: Seja C' uma cobertura aberta de [a, b] e considere
L ={x € [a,b]; |a, x] pode ser coberto por um nmero finito de abertos de C'}
Note que, i) L # 0 pois, a € L;

ii) L é limitado, porque L C [a, b];
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Seja a = sup L. Logo « € [a, b], pois [a,b] é fechado.

(Afirmacao 1: a € L)

Temos, a € [a,b] implica que existe A € C tal que o« € A. Logo, existe § > 0
tal que (v — 0, + d) C A. Assim, (o — 9, a] C A para algum § > 0.
Desde que o = sup L, entao para todo f < « existe x € L tal que g < x < a.
Em particular, para f = a — 0 < a existe x € L tal que a — d < x < «, o que implica,
[z,a] C (a—d,a] C A.
Logo, pela defini¢ao de L, temos

la, 2] C AU AU .. UA, A; €,

[z, a] C A.

Portanto,
la,a) C Ay U AU ..U AL U A.

Pela definicao de L, temos que o € L.

(Afirmacao 2: o = b)
Suponhamos que a < b entao Existe o < x < b tal que [a, x] C Ay para algum
Ap € C. Desde que o € L entao:

la,a] C AyU AU ... UA,.
Logo;

la, 2] C AU A U...UA, U A,

que implica x € L o que contradiz o fato que a = sup L. Portanto, o = b.
Exemplo 3.5 Todo conjunto finito K C R™ € compacto.

Seja K = {x1,x9, ..., } e considere A = {A;}jen uma cobertura aberta de K.
Podemos supor sem perda de generalidade que x1 € Ay,x9 € Ag,...,x, € A,.. Logo,

Ay ={A1, Ay, ..., Ar} € uma subcobertura para K.

Portanto, K € compacto.
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Lema 3.5 Se K C R™ ¢ compacto e ' C K € fechado, entao F é compacto.

Demonstracao: Seja C'r uma cobertura abertura de I. Entao:
Ckx =CrpU{R" - F}
é uma cobertura aberta de K. Como K é compacto, entao:
KCAUAU..UA,U{R" - F}.
Como nenhum ponto de de F pode pertence a R™ — F', temos necessariamente
FCAUAU...UA,UA,; A; €Cp.

Portanto, F é compacto. [ ]

Defini¢ao 3.7 Um intervalo fechado em R™ é um conjunto I"™ da forma [ay,bi] X ... X

[an, by], onde a; < b; parai=1,2,...,n.

Teorema 3.6 (Heine-Borel) Seja K C R", temos que K é compacto, se e somete se,

€ fechado e limitado.

Demonstragao: Sendo K limitado entdo K C I™ onde I = [a, b]. Como ™ é compacto
¢ K C I" é fechado entao, pelo Lema anterior K é compacto.
Reciprocamente se K é compacto mostremos que K é fechado e limitado.

Seja z € CK e para cada m € N, definimos:

1
G, = {yER”;Hy—xH > —}
m

Temos que, cada G, é aberto em R" e U Gm =R"—{z}.

m=1

Como z ¢ K temos K C U G- Desde que K compacto, segue que,

m=1

KCcGiuGyU...UG, =G,

pois, (Gm)men € crescente.

40



Logo, a vizinhanga
1
V= {zeR”;Hz—xH < —}OK—(Z)
r

isto, ¢ V c 0K, donde CK & aberto e, portanto, K é fechado.

Temos que K compacto entao K é limitado, isto é,
K C {z e R";||z|| < 7o} para algum ry > 0.
De fato, para cada m € N, seja H,, definido por:

H,, ={z e R";||z| < m}

Temos que, cada H,, é aberto e K C U H,,. Como K é compacto entao:

m=1

KcCcH UH,U..UH, = H,

pois, (H,)men € crescente. Logo, existe r > 0 tal que K C I, o que implica que K é

limitado.
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Conclusao

Ao término deste trabalho, que muito acrescentou a nossa base de conhecimen-
tos, notamos o quanto fomos transformados. Observando também o quanto amadure-
cemos e o quanto aprendemos, vemos que tudo valeu a pena, sabendo que é necessario
que os leitores tenham ja visto a Andlise Matematica na reta (ou real) durante o curso.
Aprendemos a estudar, a persistir, e a perceber a importancia da Analise do Espaco
R"™ pois, ela é fundamental para estudar o calculo das funcoes de varias variaveis.

Toda via, propomos aqui nesta trabalho de Conclusao de Curso uma introducao
ao espaco R™ de modo mais compreensivel e esperamos que este trabalho sirva de texto
introdutorio aos concluintes do curso de Licenciatura em Matemaética ajudando a eles

prosseguir os estudos de maneira mais clara possivel.



Apéndice A

A1-Conjunto finito

Definicao .8 Um conjunto X chama-se finito quando € vazio ou quando existe, para
algum n € N, uma bijecao
o: I, — X,

onde I,{1,...,n}
Os sequintes fatores decorrem imediatamente das defini¢oes:
1) cada conjunto I, é finito e possui n elementos;
2)se f: X — Y é uma bijecao, uma desses conjuntos é finito se, e somente, o outro

é.

A2-Conjunto enumeravel

Definicao .9 Um conjunto X diz-se enumerdvel quando € finito ou quando existe uma
bijecio f : N — X. No sequndo caso, X diz-se infinito enumerdvel e, tem-se x; =
f(), e = f(2),..;xn = f(n),...,. Assim X = {x1,29,...,xp,...}. Cada bijecio f :

N — X chama-se uma enumeracao (dos elementos) de X.

Teorema .7 Todo conjunto infinito X contém um subconjunto infinito enumerdvel. A

demonstragao se encontra no volume 1 de Lima (2013), pag.48.

Corolario .1 Um conjunto X € infinito se, e somente se, existe uma bijegcao
f: X —Y, de X sobre sua parte propria Y C X. A demonstracdo se encontra no
volume 1 de Lima (2013), pag.49.

Teorema .8 Todo subconjunto X C N é enumerdvel. A demonstracao se encontra no
volume 1 de Lima (2013), pag.48.



Apéndice B

B-Limite na reta

Definicao .10 Diz-se que o nimero real a é limite da sequencia (x,) de nimeros rais,
escreve-sea = limx,, ou a = limx,, ou a = liMy,_ 0oy, quando para cada numero real
e > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter um nimero ng € N tal que ||z, — a|| < &,

sempre que n > ng.
Em simbolos: limz, =a = Ve >03dny € N;n>ny= |z, —al <e.

Teorema .9 Se limz, = a entio toda subsequencia de (x,) converge para o limite a.

A demonstragao se encontra no volume 1 de Lima (2013), pag.109.

Teorema .10 Toda sequéncia limitada é convergente. A demonstracao se encontra no
volume 1 de Lima (2013), pag.110.

Teorema .11 Toda sequencia mondtona limitada é convergente. A demonstracao se

encontra no volume 1 de Lima (2013), pag.111
Teorema .12 Selimzx, = a e limy, = b, entado:
1. lim(z, + y,) = a + b;
2. lim(x, — yn) = a — b;
3. lim(z,y,) = ab;

4. lim(2n) = (%) se b 0.

A demonstracdo se encontra no volume 1 de Lima (1997), pag.27.



Apéndice C

C-Teorema de Bolzano-Weierstrass

Definigao .11 Dada uma sequéncia x = (,)nen, uma subsequéncia de x é a restrigao

da func¢ao x a um subconjunto infinito N' = {n; < ng < ... <ng,...} de N.

Escreve-se &' = (p)nenw OU (X, Ty ooy Ty s -+ )y OU (T, Jken para indicar a sub-

sequencia ' = z|N'.

Teorema .13 Toda sequéncia limitada de limitada de numeros reais possui uma sub-

sequéncia convergente.

Demonstracao: Com efeito, basta mostrar que toda sequencia x, possui uma sub-
sequéncia mono6tona. Digamos que um termo x,, da sequéncia dada ¢ destacado quando
x, > , para todo p > n. Seja D C N o conjunto dos indices n tais que x,, ¢ um termo
destacado. Se D for um conjunto infinito, D = {n; < ny < ... < ng,...}, entdo a
subsequéncia (7,),ep serda mondtona nao-crescente. se, entretanto, D for finito seja
ny € N maior do que os n € D. Entao z,, nao é destacado, logo existe ny > ny com
Tp, < Tn,. Por sua vez, x, nao é destacado, logo existe ns > ng com x,, < Tp, < Tp,.
Prosseguindo, obtemos uma subsequéncia crescente ,, < Tp, < Tpy < ... < Ty, < ... €

assim monotona.



Apéndice D

D-Sequencias de Cauchy

Definicao .12 Uma sequéncia de nimeros reais dizemos que x, € de Cauchy quando
cumpre a sequinte condi¢do:
Dado arbitrariamente um niumero real ¢ > 0, pode-se obter ng € N tal que

m>mng en>mng o que implica ||z, — x,| < e

Teorema .14 Toda sequéncia convergente é de Cauchy. A demonstracao se encontra
no volume 1 de Lima (2013), pag.126.

Teorema .15 Toda sequéncia de Cauchy € limitada. A demonstragao se encontra no
volume 1 de Lima (2013), pag.128

Lema .16 Se uma sequéncia de Cauchy (x,) possui uma subsequéncia convergente
para a € R, entdo limx, = a. A demonstracao se encontra no volume 1 de Lima
(2018), pag.127

Teorema .17 Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais € convergente. A demons-

tragao se encontra no volume 1 de Lima (2013), pag.127.
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