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RESUMO

Nesse presente trabalho apresentamos o Teorema Fundamental do Célculo e algumas
de suas consequéncias, esse Teorema é de suma importancia para a Matemadtica, prin-
cipalmente para os estudos do Calculo e da Anélise Matematica e suas aplicagdes sao
bastantes usadas em outras ciéncias. Antes de abordar o Teorema Fundamental do
Calculo, faremos uma breve estudo sobre Fungoes Continuas, Funcoes Derivaveis e
Funcgoes Integraveis.

PALAVRAS CHAVE: Teorema Fundamental do Calculo, Integral de Riemann,
Fungoes Derivaveis, Funcoes Continuas.



ABSTRACT

In this present work we studied the Fundamental Theorem of Calculus and some of its
consequences, this theorem is of paramount importance to mathematics, especially for
studies of Calculus and Mathematical Analysis and its applications are quite used in
other sciences. Before addressing the Fundamental Theorem of Calculus, we will make
a brief study of Continuous functions, differentiable functions and Integrated functions.

KEYWORDS: Fundamental Theorem of Calculus, Integral Riemann, differentiable
functions, Continuous Functions.
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Introducao

Este trabalho apresenta uma revisao bibliografica sobre o Teorema Fundamental do
Calculo e suas aplicagoes. Este Teorema trata-se de uma unificacao do estudo Calculo
Diferencial e Calculo Integral, considerando as operacoes como inversa uma da outra,
esta relacao de reciprocidade se tornou o ponto de partida da Anélise da Infinitesimal.

Com tudo, nosso objetivo é apresentar de maneira de didatica e de facil compre-
ensao toda a construgao deste teorema e suas consequéncias, tendo como referéncias os
livros de Anélise Real e quando for necessario faremos uma comparacao no que é visto
nos livros de Célculos. O Teorema Fundamental do Calculo além de ser de suma im-
portancia para a Matematica é utilizado em diversas areas do conhecimento humano,
como: Fisica, Engenharia, Quimica e outros.

A principio os problemas envolvendo o estudo do Célculo foram em relacao a qua-
draturas e cubaturas, podemos dizer que resolver problemas de quadraturas era achar
o valor exato de uma area bidimensional, cuja fronteira é determinada por um ou mais
curvas, ja para problemas de cubaturas era determinar o valor exato de um volume de
um tridimensional limitado por superficies curvas.

Os primeiros relatos sobre o estudo de quadratura foi quando Hipdcrates de Chios
(cerca de 440 A.C.) determinou a area de certas lunas, lunas sao regides parecidas com
Lua no seu quarto crescente. Apds isso, Antiphon, o Sofista (cerca de 430 A.C.) procu-
rou quadrar um circulo, para isso usou uma sequéncia infinita de poligonos regulares
inscritos no circulo. Entretanto, sua maior descoberta foi o método da exaustao por
muito tempo creditado a Fudozo (cerca de 370 A.C.).

Por sua vez, Arquimedes (287 - 212 A.C.) deu sua contribui¢ao neste tipo de pro-
blema, quando utilizou o método da exaustao para encontrar a quadratura da parabola,
outra grande contribui¢ao de Arquimedes foi quando determinou a area do circulo
usando novamente o método da exaustao, que resultou nas primeiras aproximacoes do
m. Além das quadraturas, Arquimedes descobriu o emprego das indivisiveis, que era
usado para estimar o centro de gravidade de certas regioes bidimensionais e solido tri-
dimensionais. As descobertas de Arquimedes, foram de grande ajuda para que outros
matematicos pudessem dar continuidade chegando ao conceito moderno do Céalculo.

A partir do século XVII, surge uma nova geracao de matematicos e entre eles estéd
Pierre de Fermat (1601 —1665), que para alguns matematicos foi o inventor do Célculo
Diferencial. No ano de 1629, Fermat nas suas primeiras investigagoes matematicas tras
suas curiosidades sobre tangentes, quadraturas, volumes, comprimentos de curvas e
centro de gravidade, finando sua curiosidade com a restauragao da obra de Apollonius
(cerca de 260 A.C a cerca de 190 A.C.), Place Loci, acabou obtendo um trabalho sobre
maximos e minimos e tangentes das linhas de uma curvas.

Ainda no século XVII, na forma geométrica, muitos cdlculos foram desenvolvidos até

chegar a obra The Geometrical Lectures(1670) de Isaac Barrow (1630-1677). Barrow
foi o primeiro matematico a percebe de maneira plena, que diferenciacao e a integragao
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sao operacoes inversas. No ano de 1669, Barrow, deixou de lecionar sua cadeira de
Professor em Lucasiano na cidade de Cambridge para dar a vez ao seu ex-aluno Isaac
Newton (1642 — 1727) que deu continuacgao aos seus trabalhos, como também os tra-
balhos de Galileu (1564 — 1642).

Apesar de Isaac Barrow perceber que a diferenciagao e integragao era inversas foi
Newton que enunciou formalmente o Teorema Fundamental do Célculo desenvolvendo
as técnicas das fluxions (derivacao) e fluents (integragdo), que lhe ajudou a funda-
mentar o estudo da mecanica classica. Para obter alguns resultados sobre o Célculo,
Newton seguiu as ideias de James Gregory (1638 — 1675) quando pensou que a area de
uma regiao entre uma curva e o eixo horizontal como uma variavel, onde o extremo a
esquerda era fixo, mas o extremo a direita podia variar. O seu ultimo trabalho sobre
célculo, e também o primeiro a ser publicado, foi (On the Quadrature of Curves) - (So-
bre Quadraturas de Curvas), escrito entre 1691 e 1693 e publicado como uma apéndice
na edicao de 1704 da obra Opticks.

Entretanto, para Gottfried Wilhelm Leibniz(1646 — 1716) considerado um grande
génio universal do século XVII e o grande rival de Newton sobre a criacao do Célculo,
considerou um curva como um poligono com infinitos lados. Em 1686, ele atribuiu dy
para representar uma ordenada da curva e dz a distancia infinitesimal de uma abscissa
para a proxima, isto €, a diferenca entre abscissas sucessivas, essas somas usada por
Leibniz é bem parecida como foi apresentada por Cavalieri(1598 — 1647). Leibniz to-
mou um S alongado para representar a integral do latin summa e d do latim differentia
e desde de entao esta notacao é utilizada até hoje para o Calculo Integral, pois, Newton
tinha o defeito de escrever para si mesmo e isto fez que suas notagoes nao fosse bem
aceita na sociedade Matematica, apesar ter desenvolvido o Célculo cerca de 10 anos
antes de Leibniz.

No século XVIII as principais contribuicoes para o avanco do Calculo foram dadas
a familia Bernoulli, Taylor, Euler, Lagrange, Laplace, Carnot, d’Alembert e Lambert.
O termo integral, foi dado por Johann Bernoulli (1667 — 1748), porém, foi publicado
pela a primeira vez pelo seu irmao mais velho Jakob Bernoulli (1654 — 1705) que con-
siderou a integral com uma simples derivada inversa, usando o Teorema Fundamental
do Calculo de Newton. Outra descoberta da familia Bernoulli, foi quando Johann
conseguiu de maneira sistematica integrar as fungoes racionais, que recebeu o nome de
método das fragoes parciais.

Quem tratou de organizar o estudo do Célculo e deu continuidade no estudo de
fungdes foi Leonhard Fuler (1707 — 1783) quando decidiu resumir de forma elegante
algumas regras, finando com o trabalho enciclopédico de trés volumes sobre o calculo
(1768 — 1770), estes trabalhos causou o aumento de interesse durante o século XVIII
pela a fatoracao e resolucao de equacgoes polinomias de graus elevados. Euler também
foi o responsavel na criacao dos fundamentos da Andlise Matematica.

A ideia moderna de funcao continua foi iniciada em 1791 por Louis-Francgois Ar-

bogast (1759 — 1803), porém, este ideia veio de forma mais rigorosa em um panfleto
publicado em 1817 por Bernhard Bolzano (1781 — 1848) e hoje é conhecido como o
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Teorema do Valor Intermedidrio. Ja a ideia de fungoes descontinuas foram forcada na
comunidade matematica e cientifica por Joseph Fourier (1768 — 1830) na sua famosa
obra Analytical Theory of Heat (1822).

Augustin Louis Cauchy(1789 —1857) definiu a integral de qualquer funcao continua
no intervalo [a,b] sendo o limite da soma das areas de retangulos finos, também foi
o criado da nogao moderna de funcao continua de varidavel real ou complexa que é
usado no estudo da Analise Matematica. A maior parte do desenvolvimento da teoria
de integracao foi subsequentemente do estudo de Georg F.B. Riemann(1826 — 1866) e
outros, porém, ainda havia problemas com integrais de séries infinitas que nao foram
trabalhadas até o inicio do século XX, sendo resolvida por Henri Lebesgue (1894—1941)
que generalizou as integrais de Riemann.

Este contexto é um pouco da histéria do Célculo e do Teorema Fundamental do
Calculo, como pode notar nao foi facil chegar a este resultado conhecido atualmente,
houve muita discérdia e falhas neste processo histérico da matematica, porém, vimos
que grandes matematicos deram suas contribuigoes para este belissimo resultado ma-
tematico. Por isso, é de fundamental importancia o seu estudo para o Calculo e Anélise
Matematica.

Este trabalho estd organizado em trés capitulos, da seguinte maneira:
O capitulo 1, sera dedicado aos resultados preliminares que serao necessarios para
a demonstragao do Teorema Fundamental do Célculo, esses resultados sao: Fungoes

Continuas e Func¢oes Derivaveis.

O capitulo 2, tera como enredo as Fungoes Integraveis, dividindo em duas partes:
Integrais superior e inferior e Integral de Riemann.

O capitulo 3, sera reservado para apresentacao e demonstracao o Teorema Funda-
mentaldo Célculo e suas aplicacgoes.
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Capitulo 1

Resultados preliminares

Este capitulo sera reservado para apresentar os principais resultados que dao su-
porte para demonstrar o Teorema Fundamental do Calculo, resultados estes: Fungoes
continuas e Funcoes Derivaveis. Todos resultados apresentados neste capitulo poderao
ser encontrados nas seguintes referéncias: [6], [7], [1], [9], [4], [8] e [10]. Lembrando que
o leitor, deve ter um conhecimento prévio de sequéncia e limites de funcoes.

1.1 Funcoes continuas

O estudo de funcoes continuas é de fundamental importancia para o estudo de
Funcgoes Derivaveis e Integraveis.

Antes de apresentar o estudo de fungoes continuas, iremos definir o que é um ponto
de acumulagao e adotaremos S como um subconjunto de R.

Definicao 1.1 Dado um subconjunto de S C R, dizemos que um ponto xqg € R é um
ponto de acumulagao de S, se para cada § > 0 existe x € S tal que

0 <|z— x| <0.
Vamos denotar o conjunto de ponto de acumulacdo por S" chamado de derivado de S.

Definicao 1.2 Sejam f : S — R uma funcao definida em um subconjunto ndao vazio
de R e xg € S. Dizemos que f é continua em xg, se para cada € > 0 existe d > 0, onde
0 pode depender de € e xq, tal que

reSel|lr—xy <d=|f(x)— flzo)| <e.

Diremos, que f : S — R é uma funcao continua, quando f for continua em todos
os pontos de S. A seguir faremos algumas observagoes sobre continuidade.

Observacao 1.1

1. Diferentemente da definicao de limite, so podemos dizer que f é continua no ponto
o quando xg € S.
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2. Se x¢ nao € ponto de acumulacao de S entdo, todas as fungoes f : S — R sao
continuas no ponto xo. De fato, dado um € > 0, e fitando um 6 > 0 tal que
(kg — 0,20 +0) NS = {xo}. Entao, |v — x| < com x € S implica que x = xy,
logo |f(x) — F(o)] =0 < €.

3. Seja xy € S um ponto de acumulagao de S. Logo, pela a Definicao 1.2, f : S — R
¢ continua no ponto xy se, e somente se, lim f(x) = f(xg). Portanto a nog¢ao
Tr—xTQ

de fun¢ao continua serd reduzida a no¢ao de limite.

As observagoes acima sobre continuidade podem ser apresentadas como nos cursos
de Calculo, para isso basta supor que zy € S’, sendo assim, temos que f é continua em
xg se:

1. f estd definida em z;

2. Existe o limite de f em x;
3. lim f(2) = f(zo).

Observacgao 1.2 A partir de agora, vamos considerar xo € S’, para todos 0s resultados
que envolve continuidade.

Exemplo 1.1 A fungdo f : R — R definida por f(x) = ¢, sendo ¢ uma constante é
continua.

Solugao: Se xg é um ponto qualquer de R entdo f € continua em xy. De fato, para
qualquer € > 0, podemos adotar um 0 > 0, tal que

|t — x| < 6= |f(z) — f(zo)] =|c—¢c| =0<e.

Exemplo 1.2 Considere f : R — R definida por f(x) = x e considere xo um ponto
arbitrario de R, f é continua em xy.
Solugao: Se € > 0 € dado, entao podemos escolher § = € e obtemos

|z — x| <= |f(z) — flzo)| = |z — 20| < I =

O que mostra que, f € continua em xg.

Proposigao 1.1 Seja f: S — R uma funcgdo real. Entao f € continua em xo € S’ se,
e somente se, para qualquer sequéncia (z,) de pontos de S com lim x, = xy tem-se

que (f(xy,)) € convergente e 7}1_}1{)10 flzn) = f(x). i

Demonstracao: (=) Dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que se x € (xg—0, xo+09)N.S, tem-se
|f(z) — f(z0)| < €. Sendo lim z, = xg, existe ng € N tal que x,, € (xg—d,z0+0)N S,
n—oo

para todo n > ny. Portanto,
|f(zn) — fxo)] < €,¥Yn > no.
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Logo,
lim f(x) = f(zo).

n—oo

(<) Supondo que f nao é continua em xq, entao existe € > 0 tal que para cada

k € N podemos obter zj, € S com |z, — zo| < 1 e |f(zx) — f(z0)| > €. Entao, temos
T — X €, no entanto, klim f(zx) # f(xo). O que é uma contradicao.
— 00

Exemplo 1.3 Seja g : R — R dada por g(x) = 0 para x € Q e g(x) = 1 para z € 1.
Vejamos que g nao é continua em nenhum ponto de R.
Solugao: Se a € Q, podemos escolher uma sequéncia (y,) € I com y, — a, onde

9(yn) = 1, logo
Tim g(yn) = 1 # g(a) =0

De maneira andloga, se a € 1, podemos adotar uma sequéncia (x,) € Q com x, — a,
de modo que g(z,) =0, logo

Tim g(2,) =07 g(a) =1
Sendo assim, todo nimero real é ponto de descontinuidade de g.
Proposigao 1.2 Sejam f,g: S — R continuas em xq € S’". Entao:
1. f+ g € continua em z.
2. f-g € conlinua em z.

3. Se g(xg) # 0 entao existe uma vizinhanca de o V, (o) = (vo — 1,20 +n) tal que
a fungao § estd bem definida em V,(xo) NS e € continua em x.

Demonstracao: Sejam lim f(z) = f(xo) e lim g(z) = g(zo) para os itens 1 e 2, e
T—T0 T—x0

para o item 3 consideremos g(zg) # 0.

1) Note que, pelas proposi¢oes de limites, temos
lim (f +g)(z) = lm[f(z)+ g(z)]
T—T0 Tr—xQ

= lim f(z) + lim g(z)

F(ao) + glao)
(f 4+ 9)(x0)

Portanto, (f + ¢) é continua em x.

2) Observe que
lim (- g)() = lim [f(x)-

T—T0 T—rT0

= lim f(z

Tr—IQ

= f(wo) - g(x0)
(f - 9)(z0)

~—
K
—~
8
=

- lim g(x)

T—T0

—~ ~—
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Logo, o produto de f por g é continua em z.

3) Seja g(zg) # 0, consideremos €y = M(Qﬂ e, se g é continua em x, existe n > 0

tal que se z € S e |z — xo| < 1 entao |g(x) — g(zo)| < €o, isto é

ste) 5 ) < gyl
Se g(xp) > 0 acarreta que
0< ’g(go)‘ < g(z), Yz €V,(x)NS5.
Caso seja g(zg) < 0 segue que
g(z) < g(go) <0, VzeV,(xg)NS.

Portanto, para qualquer caso, temos g(z) # 0 em V, (x¢) NS, logo 5 estd bem definida
em V(o) NS,

Agora provemos a continuidade de 5, note que

lim L(z) = 2%
Fav g(m) lim g(z)

b

Assim, - ¢ continua em o, com g(zo) # 0.

|
Proposigao 1.3 Sejam f: S —Reg:T — R com S, T CR e f(S) C T, suponha
que f € continua em xo € S e g continua em f(xg) € T. Entao (go f) : S — R é

continua em xg.

Demonstragao: Dado € > 0, temos que mostrar que existe 6 > 0 tal que z € S e
|z — x| < § acarreta em

(g f)(x) = (g0 f)(zo)] <e
Como ¢ é continua em b = f(xy) existe A > 0 tal que para y € T' e |y — b| < A temos

l9(y) —g(b)] < e

Sendo f continua em xy para este A > 0, existe § > 0 tal que para z € S e |[x — x| <9
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tem-se
|f(z) = f(zo)| < A

Portanto,

[(go f)(x) — (g0 f)(zo)| <e.

Logo, (g o f) é continua em .

Proposicao 1.4 Seja f : S — R uma funcao continua. Se existe k > 0 tal que
|f(z) = f(zo)| < kl|x —xo|,V,20 €S, entao [ é continua.

Demonstragao: Dados um ponto arbitrrio xp € S e € > 0, tomemos J = 1, assim,
temos que, se x € S e |x — xg| <4,
€
|f(z) = f(2o)| < K|z — a0 <kE:€'
0 que prova a continuidade.
[ |

A funcao acima com tal propriedade recebe o nome de funcao lipschitziana em
homenagem ao matemético Rudolph Lipschitz (1831 - 1904) e k é a constante de
Lipschitz.

Exemplo 1.4 Seja S C R limitado, considere f : S — R definida por f(x) = z* e
seja xg um ponto qualquer de R. Vamos provar que f € lipschitziana em S.

Solugao: Para mostrar que f € lipschitziana, vamos observar que, em virtude S ser
limitado, existe um k > 0 tal que |x| < k,Va € S. Portanto, temos

|f(z) = f(zo)] = |o° —af]

|z + x| |2 — 0
(|| + zol) |2 — 2o
2k |x — o] .

IAINA

Portanto, f € lispchitziana em S, e assim, € continua.

1.1.1 Funcoes continuas em intervalos

Definigao 1.3 Diz-se que uma funcgao f : S — R € continua a direita no ponto o € S’
se

lim f(z) = f(wo).

r—xo+
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Analogamente f € continua d esquerda em xo € S’ se

lim  f(x) = f(zo).
T—T0—
Seja f uma fungao real definida num intervalo fechado [a, b], quando dissermos que
f ¢é continua em [a,b] fica subentendido que a continuidade lateral nas extremidades
do intervalo esta sendo considerada.

Teorema 1.1 Consideremos [a,b] um intervalo fechado e limitado de R. Entao toda
fungao continua f : [a,b] — R € limitada.

Demonstragao: Vamos supor por absurdo que f nao é limitada em [a,b]. Portanto,
para cada n € N vai existir um ponto z,, em [a, b] tal que

[ (zn)| > n.

Como [a, b] é um intervalo limitado, entao (x,) seria uma sequéncia limitada e, pelo o
Teorema de Bolzano-Weierstrass, (z,,) possui uma subsequéncia (z,,) que converge para
um ponto « € [a,b]. Pela continuidade de f terfamos que (f(x,,)) seria convergente
para f(a) e, em particular, seria limitada. Porém, isso nao poderia ocorrer pois

|f (@n,)

> n,.

Logo, f tera que ser limitada.

Observagao 1.3 Na demonstracao do Teorema 1.1, s6 foi usado o argumento que |a, b]
¢ fechado e limitado, diremos que [a,b] é compacto em R. Pela a demonstragao acima,
podemos dizer que as funcoes de R continuas definidas em compactos sao limitadas.

Teorema 1.2 (Teorema de Weierstrass) Sejam f : [a,b] — R uma fun¢ao continua
e |a, b] um intervalo limitada e fechado. Entao existem o, B € [a,b] tais que

fla) < flz) < f(B), Va€la,b].

Demonstragao: Pelo o Teorema 1.1, temos que f([a,b]) é um subconjunto limitado
de R. Portanto, existem m e M de tal maneira

m= inf f(x) e M= sup f(x).

Ie[avb} xe[a,b]

Vamos mostrar que existem «, 8 € [a,b] de modo que f(a) = m e f(B) = M, isto ¢,
o minimo e maximo sado atingidos em pontos de [a,b]. Por contradi¢do, vamos supor,
que o minimo m nao ¢é atingido, logo,

f(z) > m,Vx € [a,b].
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Seja ¢ : [a,b] — R, definida por
1
p(z) =
D= Fw

Temos que ¢(x) > 0 e é continua para todo = € [a, b]. Pelo o Teorema 1.1 existe K > 0
tal que

> 0.

0< K < ¢(x),Vx € [a,b)].

Como ¢(z) é definida por f; logo

(z)—m>

K S m,v& € [a,b].

Ainda podemos escrever, da seguinte maneira
1
m+ 174 < f(z),Vx € [a,b].

Mas, isso é uma contradicao, pois m + % > m e m é o infimo de f em [a,b]. Para o
supremo, a demonstracgao é feita de maneira analoga.

Teorema 1.3 (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja [ : [a,b] — R é uma
fungao continua tal que f(a) < d < f(b), entdo eziste ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Demonstragao: Consideremos g : [a,b] — R definida por g(z) = f(z) — d e seja
S= {z € [a,b];9(z) < 0}.

Notemos que S é limitado e ndo vazio, uma vez que g(a) = f(a) —d < 0. Logo
existe ¢ = Sup S.

Vamos mostrar que ¢ € (a,b) e f(¢) = d. De fato, como g é continua a direita
em a, entdo existe um d; > 0 tal que, se x € [a,a + d;) entdao g(z) < 0. Ou seja,
[a,a+d1) C S, sendo assim a < ¢ < b.

Por outro lado, g(b) = f(b) —d > 0 e como g é continua a esquerda em b existe um
dy > 0 tal que, se z € (b — 0y, b] entdo g(x) > 0, consequentemente a < ¢ < b — dy < b.

Sendo ¢ = supS, para cada n € N, existe

Tp €8 c—%<xn<c.

Assim,

lim z, = c.
n—oo

Como g ¢é continua em ¢ entao
lim g(zn) = g(c).

n—oo
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Como g¢(z,) < 0 para todo n € N entao

lim g(z,) <0.

n—o0

Deste modo, g(c) < 0.
Agora, para todo = € [a,b] e x > ¢ temos g(z) > 0. Isso resulta que

lim g(z) > 0.

T—rCq

Mas, como g é continua em ¢ temos

g(c) = lim g(x) = lim g(x) > 0.

T—cC T—cqt
Concluimos que g(c¢) = 0, o que implica f(c) = d, como querfamos demonstrar.

Proposigao 1.5 Se f : [a,b] — [a,b] € continua, entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =
c.

Demonstracao: Considere g : [a,b] — R dada por g(z) = z — f(z). Temos que g é
continua em [a, b] e

gla) =a— f(a) <0

9(B) = b— F(b) > 0.

Logo, pelo o Teorema do Valor Intermediério, existe ¢ € (a,b) tal que g(c) = 0. Isto é,

fle) =c.

1.1.2 Funcoes uniformemente continuas

Definicao 1.4 Uma fungao f : S — R é denominada uniformemente continua em S
se, para € > 0, existe §(e) > 0 tal que

Va2 € Sile—a|<d=|f(x)— f(a)] <e

Observemos que, no caso das fungoes uniformemente continuas, o 6 depende apenas
de € e nao levaremos em consideragoes as particularidades dos pontos. Podemos afirmar
que toda fun¢ao uniformemente continua é continua. No entanto, a reciproca nao é
verdadeira.

Exemplo 1.5 A funcio f: R — R tal que f(x) = |x| é uniformemente continua.
Solugao: Dado um € > 0, tomemos § = € e temos que se |x —y| < ¢, entdo

[f(2) = F)l = lle] =yl < |z =yl <&
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Proposicao 1.6 Seja f : [a,b] — R continua. Entao, f € uniformemente continua.

Demonstragao: A prova desta proposicao é por contradicao. Suponha que f nao
seja uniformemente continua. Entao, existe ¢ > 0 tal que para todo ¢ > 0 podemos
encontrar pontos z e y em [a,b] com |z —y| < ¢ porém, |f(x) — f(y)| > €. Em par-
ticular, para cada n € N, podemos adotar § = % e obtemos sequéncias (x,) e (y,) em
[a, b] tais que |z, — y,| < =, mas | f(z,) — f(yn)| > €0. Como (z,,) € (y,) s@o limitadas
entao, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, elas possuem subsequéncias (z,,) € (Yn,),
respectivamente, que convergem para pontos de [a, b]. Seja entao

r = lim (zy,) e s = lim (yy,).
1—00 1—00

Temos entao, que

0 < lim |z, — yp,| < lim = =0,

1—00 1—00 I

isto é, 0 < |r — s| <0, portanto, r = s. Pela continuidade de f temos

lim f(z,,) = lim f(y,,) = f(r),

1— 00 1— 00
logo

i [f(2n,) = f(yn,)] = 0.

1—00

Mas, isto é uma contradicdo, pois, | f(zn,) — f(Yn;)| > €0, para todo n;.
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1.2 Funcoes Derivaveis

Esta secao sera reservada para o estudo de funcoes derivaveis, apresentamos al-
guns resultados importantes como: As propriedades da derivagao, regra da cadeia e o
Teorema do Valor Médio de Lagrange.

Definicao 1.5 Sejam S CR e f: S — R uma fungao. Dizemos, que f é derivdvel em
29 € SNS' se existe o limite
x) — f(z
lim M_ (1.1)
T— T0 T — X0

Quando o limite (1.1) existe denotamos f’(z¢) que é denominado derivada da f no
ponto xg.

Agora tomemos h = x — x, ou seja x = xg + h, teremos que x — ¢ se, e somente
se, h — 0. E, substituindo no limite (1.1), quando o limite existe, temos que

f(zo+h) — f(20)
- :

f'(xg) = lim

h— 0 (1'2)

A notacao f'(zg) foi utilizada por Lagrange, entretanto além desta notagao existe
outras maneiras de representar a derivada de uma func¢ao em um ponto, como

df

Df(xzo) axo ou f(:z:o).

A notacao f (x0) foi usada por Newton em seus trabalhos sobre fungoes derivaveis,
por outro lado, a notacao Z—Z foi empregada por Leibniz.

Quando h assume valores positivos em (1.2); o limite, quando existe, é denominado
derivada lateral a direita de f em xy e denotamos por f}(xg), por outro lado, quando
h assume valores negativos, o limite, quando existe, é denominado derivada lateral a
esquerda de f em x e é denotado por f!(zy). Sendo assim, temos

f(xo +h) = f(xo)

fte = i L0

e
vy v flo+h) = f(wo)
Jelz) = hLm(}— h '

Assim, como no estudo de limites, dizemos que f é derivavel em g se, e somente
se, existem as derivadas laterais em xg, e

fa(zo) = fl(zo) = f'(w0).

Quando f'(z) existe em todo x € S dizemos que f é derivdvel em S.

Exemplo 1.6 Seja f: R — R constante, isto é, existe c € R tal que f(x) = ¢ para
todo x € R. Entao f'(x¢) =0 para todo xy € R.
Solucgao: Utilizando a defini¢ao de derivada temos,

f'(zo) = lim f(@o+h) = flzo) _ Lo

h— 0 h C hso0 h Ry o0h RS0




Portanto, [ é derivavel em xqg e f'(xg) = 0, dizemos que a derivada de uma constante
€ nula.

Exemplo 1.7 Seja f : R — R dada por f(x) = cx+d e sejaxy € R. Entao f'(xg) = c.
Solugao: Basta ver que

/ o flwot+h)—flwo) .. clwo+h)+d—cro—d
J @) = h = h

cxg + ch — cxg

Logo, [ € derivdvel em xq e f'(xo) = ¢, podemos dizer que a derivada de uma fung¢do
de primeiro grau € igual ao coeficiente da varidvel.

Exemplo 1.8 Seja f : R — R definida por f(x) = 2? e seja xy um ponto arbitrdrio
de R. Logo, f'(x¢) = 2xo.
Solugao: Aplicando a Equagao (1.2), temos

flzo+ h) — f(xo) x3 + 2x0h + h? — 22

/ . . _ .
fao) = hlgn() h B hlgn() h
. 21’0]1 + h2
= lim —
h— 0
h— 0 h

= lim (229 + h)
h— 0

= lim 2z9+ lim A
h— 0 h—0

= 256'0+0 = 2513'0.

Portanto, f € derivavel em xq e f'(x¢) = 2.

Exemplo 1.9 Sejam f : R — R definida por f(x) = 2",n € N e xy um ponto
arbitrdrio de R. Logo, f'(x¢) = n(z,)" L.
Solugao: Dado zy € R, podemos obter a sequinte expressao

f(zo+h) = f(xo) = (wo+n)" — (x0)"

_ {(%)n +n(wo)" h + @(%)“W b o) 4 hn] — (o)"

n(n —1)

= h[n(mo)”lJr 5

(Io)n72h + ...+ n(xo)h"% + hn1:| .
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Aplicando a Equagdo (1.2), temos
f(xo +h) — f(x0)

) = Lt
o Gk R — fa)”
h—0 h
h [n(xo)"’l + —n(n;l) (20)"2h + ... + n(xo) "2 + h"’l]
= lim
h—0 h

n(n —1)

2

_ : n—1
= ilzlgtl) [n(azo) +

(20)" 2k + ... + n(z0)h"% + h”‘l}

= n(z)" .

Portanto, [ € derivdvel em xq e f'(x) = n(zg)" !, n € N.
Exemplo 1.10 A funcio f : R — R definida por f(x) = |z| ndo € derivdvel em

g — 0.
Solugao: Vamos mostrar usando os limites laterais que f nao € derivdvel, temos

— £(0 _
im LSO o T c1y = 1
z— 0~ x z— 0- X rz— 0~
e
— f(0
Gl () S T
z— 0t x z— 0T T z— 0T

Portanto, nao existe o limite liH(l) w. Entdo f nao é derivdvel em x.

Tr—r

Proposicao 1.7 Seja f : S — R uma funcao derivavel em um ponto xo € S’. Entao
f € continua em x.

Demonstragao: Considere a igualdade

@) = fan) + DO o
Entao
i fe) = fteo)+ Jim SEOZLE) by (o) = )+ (00) -0 = a0
isto &,

lim f(x) = f(xo)

Tr— X0

o que significa dizer que f continua em xg.
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A reciproca da Proposicao 1.7 nao é verdadeira, como podemos observar no Exem-
plo 1.10.

Agora, vamos estabelecer as propriedades algébricas da derivada que serao apresen-
tada na proposicao a seguir.

Proposicao 1.8 Sejam f,g: S — R e derivdveis em xo € S’. Entao, vale as sequintes
afirmagoes:

1. f+g € derivdvel em xy e (f + g)' (z0) = f'(x0) + ¢ (z0);
2. seja k € R uma constante, entio (kf) (xo) = kf'(xo);
3. f-g é derivdvel em xy e (f - g) = f(xo) - ¢'(x0) + f'(x0) - g(x0);

4. se g(xg) # 0 entao f ¢ derivdvel em xzq e

(g)/ (20) = (o) - g(wo) — f(zo) - g'(0)

[9(o)]?

Demonstragao:
1) Vamos provar que (f + g)'(x¢) = f'(x0) + ¢'(x¢) sendo assim, temos

(f +g)(xo+h) = (f + g)(x0)

(f (@) = Jim 4
~ lim f(zo+h) — f(xo) + lim g(wo + h) — g(wo)
h— 0 h— 0

= f'(wo) + ¢ (o).

2) Agora, mostraremos que (kf) (xo) = kf'(zo), pois

kf)(xo + h) — (kf)(xo)

(kf) (xg) = lim(

h— 0 h

- lim klf(zo + h) — f(x0)]
h— 0 h

= kf/<£lf0)

3) Iremos, verificar que (f - g) = f(xq) - ¢'(x0) + f'(x0) - g(x0), de fato

;1o J(xo+h)g(wo +h) — f(x0)g(wo)
(f-9) = lim ; .

Adicionando e subtraindo f(xg + h)g(x¢) no numerador do limite acima, temos
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, o fl@o+R)g(xo +h) — flzo + h)g(wo) + f(x0 + h)g(w0) — f(20)g(w0)
(F-9)0) = Jim i

= lim [f(zo + py It h})L —f@) | Ul th) —hf(xo))g(xo)]

= f(zo) - g'(z0) + f'(20) - g(w0).

4) Por fim, provaremos que (%)’(azo) = Lxo)g(x ) ’;( 0)4'(

B 20) temos que
f(@oth) _ f(=o)

A\  glmoth)  g(@)
A - ]
(g (z0) " h

9(wo) f(wo + h) — f(zo)g(wo + h)
h— 0 hg(zo + h)g(zo) )

Adicionado e subtraindo g(z) f(x¢) no numerador, resulta

(i),(z) _ iy @) f (2o + h) — g(wo) f(zo) + g(x0) f(20) — flzo)g(ao + 1)
g 0 h= 0 hg(zo + h)g(zo)
o O[T — () et ateed)
h— 0 g(zo + h)g(zo)
_ ['(z0) - g(x0) — f(20) - g'(0)
[9(z0)]?

Para garantir as demonstracoes da Proposicao 1.8, foi utilizado o resultado da
Proposicao 1.7 e das propriedades de limites de funcgoes.

Apos aplicagoes sucessivas do Exemplo 1.9 e Proposicao 1.8, resulta que os po-
linomios sao fungoes derivaveis em todos os pontos R assim como as fungoes racionais
nos pontos onde o denominador ¢ diferente de zero.

Proposicao 1.9 (Regra da Cadeia) Sejam f: S — R eg: T — R fungoes de-
rivdveis definiadas nos intervalos abertos S,T C R quaisquer com f(S) C J. Se f €
derivdvel em xg e g € derivdavel em f(xq), entao go f € derivdvel em xq e

(g0 f) (o) = g'(f(20)) [ (o).

Demonstragao: Vamos supor que f(x) # f(zo) para todo x que esteja suficiente
préoxima de xy. Portanto,

g(f(x)) = 9(f(x0)) _ g(f(x)) = g(f (o)) f(x) — f(xo)
T — X f(z) = f(xo) r—x9




Passando o limite quando x — z, obtemos

9(f(x)) = 9(f(x0))

T— o X — X T— To f(l’) — f(]}o) r — To

Logo,
(g0 f)(x0) = g'(f(x0)) [ (o).

Entretanto, se para todo = préximo de z, tem-se que f(z) = f(xo), logo, g(f(z)) =
g(f(xg)) e f'(xo) =0, ou seja,
i U (@) — 9(f(20))

T— X0 T — 2o

— 0= ¢/(f(0)) - 0 = g (f () f (o).
[ |

Exemplo 1.11 Seja f : S — R uma funcao derivdvel em S e g : R — R definida
g(y) =y", paray € R en € N fizo. Entao,

(f") (o) = nlf (o)™ f'(x0).

n—1

Solugao: Observe que ¢'(y) = ny

(g0 f) (o) = ¢'(f(x0))f (o),

e aplicando a regra da cadeia obtemos

para todo xg € S. Dat,

(/") (o) = n[f(@o)]" " ' (20)-

Exemplo 1.12 Seja f : S — R uma fungao derivavel em S tal que f(xog) # 0 e
f(xo) # 0, para todo xy € S. Seja g : R — R uma funcao definida por g(y) = %

Entio, , ,

Solugao: Como podemos observar, usando a Proposicdo 1.8

) = — L
Portanto, para todo xo € S, temos
llzz o MV (xa) = d'( f(z o (x :_f/(l'o)
(5) o) = (g0 7Y (an) = g CF ) - o) =~

Teorema 1.4 (Teorema de Rolle) Seja f uma funcao continua em [a,b] e derivdvel
em (a,b) com f(a) = f(b). Entao, eziste xq € (a,b) tal que f'(xq) = 0.
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Demonstragao: Como f é continua, entao, pelo o Teorema de Weierstrass, admite
no intervalo [a, b] um méximo M e um minimo m.

Se M = m entdo f implica que m < f(z) < M =m,Vx € [a,b], assim, f é constante
no intervalo considerado, logo f'(z) = 0, portanto, é valido o teorema.

Agora, vamos considerar M # m. Se M = f(a) e m = f(b), entdo f é constante.
Logo, podemos supor que M ou m é atingido em (a,b) Consideremos que f admite o
valor maximo M, no ponto xq tal que a < xy < b. Entao, para r < xg temos x —zy < 0
e também f(z) — f(zo) < 0 e portanto,

F@) = Flwo)

> 0.
r — T

Como f é derivavel, entao

r— Jza T — X
e se xry < x,

z— xOJr r — Xy
Entao,

f(xo) >0 e f'(x0) <O0.

Portanto,

f,(x()) = 0

Se consideramos a existéncia de um ponto minimo de vez do ponto maximo a demons-
tragao seria analoga.

Figura 1.1: Teorema de Rolle

Teorema 1.5 (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Seja f : [a,b] — R um
funcao que é continua no intervalo fechado |a,b] e é diferencidvel no intervalo aberto
(a,b). Entao, eziste x¢ € (a,b) tal que
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1)~ f(a)

flay =10
Demonstragio: Seja g(z) um funcio definida por
o) = )~ | PO=TO o - o) v € i)
Como g(a) = g(b) = 0. Entdo existe um zo tal que ¢ (z0) = 0, logo
oy = 1010}
F'y

fb)
Jx9
Ha)
0 (II _-'Il'n ;r[) :

Figura 1.2: Teorema do Valor Médio de Lagrange
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Capitulo 2
Funcoes integraveis

Neste Capitulo faremos um estudo da teoria das fungoes integraveis e este estudo é
mais antigo do que estudo do Céalculo Diferencial. Seu desenvolvimento foi a partir dos
estudos feitos por Arquimedes, a integral surgiu pra suprir a necessidade de calcular
area a baixo de uma ou mais curvas.

Sendo assim, esta se¢ao tem como seu principal objetivo definir a Integral de Rie-
mann e suas propriedades para que possamos apresentar o Teorema Fundamental do
Caélculo. Todos resultados apresentados neste capitulo pode ser visto nas seguintes
referéncias: [6], [8],[4] e [9].

2.1 Integral superior e integral inferior.

Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado de R e P = {xg, z1, ..., z,} um conjunto
de pontos de [a,b], que satisfaga a seguinte condigdo a = xy < 1 < ... < x, = b,
entdo P é chamado de parti¢ao do intervalo [a,b]. Cada subintervalo [z;_1,;], com i
variando de 1 até n, tem comprimento x; — x;_1 e é chamado de i-ésimo intervalo da
particao P.

Seja f: [a,b] — R uma funcao limitada e P = {xg, 1, ..., £, } uma partigao de [a, b].
Sabendo que f é limitada em cada subintervalo [z;_1,z;] de [a,b], existem m; que é o
infimo f e M; o supremo de f em [x;_1,x;]. Logo,

m; = inf{f(x):x €lx;q1,x]} e M;=sup{f(z):x € [z;1,}.

Podemos definir a soma inferior de f relativa a particao P da seguinte maneira

s(fiP) = Zmz(xz —2;_1) (2.1)
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Xo=a X XX X b=x; X

Figura 2.1: Soma inferior

e, de maneira andaloga, definimos a soma superior de f relativa a particao P, como

S(f; P) = Z M;(z; — 25_1). (2.2)

0

Figura 2.2: Soma superior

As somas apresentada anteriormente, sao denominadas de somas de Riemann-
Darboux inferior e superior de f, relativamente a particao P.

Para podemos definir a integral superior e inferior de um funcao limitada f, vamos
apresentar a seguir trés lemas importantes a respeito a soma inferior e superior.

Lema 2.1 Se f : [a,b] = R € limitada, entao, para qualquer particao de P de [a, ],
tem-se
m(b—a) <s(f; P) < S(f; P) < M(b—a)

onde
m=inf{f(z);z € [a, 0]} e M =sup{f(z);z € [a,b]}.

Demonstragao: Para provar este lema, basta o fato de que para cada i =1,2,...,n
tem-se que m < m; < M; < M e portanto, temos

m(z; — xi—1) < my(z; —xi1) < My(a; — xim) < M(z; — 24-1).
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Aplicando soma em todos os termos, temos

im(wz—xl_l)gimz Ty — Tji—1 <ZM — Ti— 1)<ZM(SL’Z—I1_1>
i=1 i=1 ]

Como

Entao,
m(b—a) < s(f; P) < S(f; P) < M(b—a).

Iremos utilizar P([a,b]) para denotar a colegao de todas partigoes de [a,b]. Se P e
@ pertecem a P([a,b]), dizemos que @ é um refinamento de P, se P C Q.

Lema 2.2 Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada e P e @ duas particoes de [a,b].
Se ) € um refinamento de P entdo:

a) s(f; P) < s(f:Q);
b) S(f:Q) < S(f: P).

Demonstracao: Seja P = {zg, z1,...,x,} uma particdo e suponhamos ) como uma
partigdo que possui um acréscimo de um ponto em relagao a P, ou seja, @ = P U {r},
com x;_1 < r < x;, para algum 7 entre 1,2,3,....,n. Sejam m’' e m”, respectivamente,
os infimos de f nos intervalos [z;,r] e [r, x;]. Evidentemente que

mi<m' |, m;<m’” e mi—xi 1= (x;i—1)+(r—mzi1).

Logo,

s(f;Q) —s(f; P) = m/(r —xi1) +m" (v —r) — mi(z; — x51)
= m/(r—mxi_1) —mi(z; —r) —mi(r —x;_y) +m"(z; — 1)
= (m’ —my)(r —xi_1) + (m” —m;)(x; —r) > 0.

Portanto, (f; P) < s(f;Q). De forma geral para este caso, basta repetir o argumento
utilizado anterior para um numero finito de vezes. Analogamente se demonstra que

P C @ acarreta que S(f;Q) < S(f; P).
[ |

Através do lema anterior percebemos que os refinamentos de um particao tendem
a aumentar as somas inferiores e diminuir as superiores.

Lema 2.3 Seja f : [a,b] — R uma fungdao limitada e sejam P e @ duas partigoes
quaisquer de |a,b]. Entao s(f; P) < S(f;Q).
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Demonstragao: Seja P U ) um refinamento comum de P e (). De modo que, pelos
dois lemas anteriores, temos

s(f; P) <s(f;PUQ)<S(f;PUQ)<S(f;Q).
n

Com este terceiro lema para uma fungao limitada em [a, b], podemos dizer que, as
somas inferiores sao cotas inferiores para a somas superiores e que as somas superiores
sao cotas superiores para a somas inferiores. Assim, podemos estabelecer a seguinte
definicao.

Defini¢ao 2.1 Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao limitada. Definimos a integral inferior
de f como

pPeP

b
/ﬂWﬁﬂMWfﬂ

e a integral superior de f por

[ rtaids = {5 P}

Proposigao 2.1 Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada e sejam m e M tais que
m < f(z) < M, para todo x € [a,b]. Entao,

b b
m(b—a) < / F@)de < / F@)dz < M(b - a).
Demonstragao: Utilizando o Lema 2.1 e Lema 2.3, temos que
m(b—a) <s(f; P) < S(f;Q) < M(b—a)
para quaisquer P, Q) € P. Logo,
m(b—a) < sup{s(f; P)} < inf {S(f; P)} < M(b—a).
Pep pep
Portanto,
b b
m(b—a) < f(x)dxg/ < M(b—a).
[ |

Proposigao 2.2 Seja f : [a,b] — R wuma fungdo continua limitada. Entdo, para
qualquer c € R, tem-se que

z)/ daH—cdx—/f Ydz + ¢(b— a);
zz)/ +cd:)3—/f Ydz + ¢(b—a).
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Demonstragao: Seja P uma particao qualquer de [a,b] para os itens i) e ii), sendo
assim, temos :

i) Denotando u; = inf{f(z) +c:x € [x;_1,7;]} e por m; = inf{f(x):x € [x;_1, 2]}
Temos p; = m; 4+ c. Logo,

Z'M’ T — i) = Z(mi+c)(a:i—xi,1)
= Zmi(%—xi_l)—l—c(b—a).

Ou seja, s((f +¢); P) = s(f; P) + ¢(b — a), portanto

b
sup{s((f +0); P)} = / (@) + dda

pPeP

/abf(x)dx +e(b—a).

it) Agora, denotemos u; = sup{f(z) + ¢ : x € [z;_1, 7]} e M; = sup{f(z) : = €
[zi—1,2;]}. Temos que p; = M; 4 c. Portanto,

n

Zﬂz T — i) = Z(M¢+C)($i—93i—1)

= Z Mi(x; — ;1) + c(b — a).

Ou seja, S((f +¢); P) = S(f; P) + ¢(b — a), portanto
WS+ P)) = [ 1)+ dlda

pep

b
= / f(z)dx + ¢(b —a).
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2.2 A integral de Riemann

Apos apresentamos o estudo integral superior e inferior, podemos definir a integral
de Riemann, que sao as funcoes nas quais o supremo das somas inferiores é a igual ao
infimo das somas superiores do intervalo [a, b].

Definicao 2.2 Seja f : [a,b] — R uma fun¢do limitada. Entao, dizemos que f € in-
tegravel a Riemann em [a,b] quando

/abf(t)dt - /abf(t)dt

e o valor comum denotaremos por

/a b F(t)dt

Observacao 2.1 Por convencao, temos

| sty =

Exemplo 2.1 Seja f : [a,b] — R definida por f(x) =k, para todo x € |a,b]. Entdo f
¢ integravel em |a,b] e
/ F(t)dt = k(b — a).

Solugao: Para qualquer particio P do intervalo [a,b], temos que m; = M; = k, para
qualqueis subintervalos, temos s(f; P) = S(f; P) = k(b — a). Portanto,

/f dt/f k(b — a).

Exemplo 2.2 Seja f : [a,b] — R definida por f(x) =0, x €l e f(x) =1, sex € Q.
Solugao: Seja P uma parti¢io qualquer do intervalo |a,b], temos m; =0 e M; = 1
para todo i = {1,2,..n} pois, todos os intervalos [z;,x;11] de [a,b] contém nimeros
racionais e irracionais. Logo,

s(f;P)=0 e S(f;P)=b—a

para qualquer particao P. Portanto,

/abﬂw)dx:o?/abf(x)dx:b_w

Portanto, f nao € integrdavel em [a,b].
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Teorema 2.1 (Critérios de integrabilidade de Riemann) Seja f : [a,b] — R
uma funcao limitada. Entao, f € integrdvel se, e somente se, para todo € > 0 existir
P € P tais que

S(fiP)—s(f; P) <e
Demonstragao: (=) Suponhamos que f é integravel a Riemann, entao

sup{s(f;P): P € P} = inf{S(f;P): P e P}

/f - AUme

Usando as defini¢oes do supremo e do infimo temos que, dado € > 0, obtemos duas
particoes P, e (). tais que

b
[ #aids - § < stsip)

b
[ Harda+ § > 5050,
Sendo assim, temos
b b
S(f;Qe) < / f(z)dx + % :/ f(z)dx + g <s(f;P.)+e

Portanto,
S(f;Qe) —s(f;Pe) <e

Agora, consideremos P = P. U (). um refinamento tanto de P, e para (.. Entao

S(f;Qe) = S(f; P)

s(f; P.) < s(f; P)
de maneira que
S(f; P)—s(f;P) <e.

(<) Agora, suponhamos que, dado € > 0, existe uma particao P de [a, b] tal que
S(fiP)—s(f; P) <e

temos que

de modo que
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assim,

[ e~ [ se <

como € > () é arbitrario, temos

Kvmmslvww-

/abf(x)dx > /abf(x)dx.
/f M—/f

Portanto, f é integrdavel a Riemann em [a, b].

e de maneira geral, temos

podemos conclui que,

Proposicao 2.3 Seja f : [a,b] — R limitada e integrdvel. Dado qualquer ¢ € [a,b],
podemos dizer que

Avmm:lvwm+lnwm

Demonstragao: Vamos denotar as somas superiores de f, por S2.S¢ e S° para as
suas recepctivas partigdes de [a,b],[c,a] e [b,c¢]. Seja P uma partigdo qualquer de
[a,b]. Temos as seguintes partigoes P! = P N [a,c] e P> = PN e, b] de [a,c] e [c,b],
respectivamente. Assim,

c b
Sa(fi P) = Sg(fs P') + S.(f; P?) 2/ f(x)dwr/ f(x)da. (2.3)
Portanto,
/f dx—/f dx>/f dx+/f (2.4)
Tomemos € > 0 arbitrario. Entdo, existem partigoes P! de [a, c] e P? de [c, b], tais que

C b
%uwb</fww+§e=$mpag/ﬂmM+§

c b
%mmzﬁumwwmmﬂ</fwM+/me+e

/abf(x)dx:/abf(a:)dxg/:f(m)dx+/cbf(x)dx, (2.5)

Logo,



E das Equagoes (2.4) e (2.5), temos

(2.5
/abf(a:)dx = /acf(x)d:c + /Cb f(z)dx.
]

Observe que estamos usando a integracao sempre da ”esquerda para a direita”, en-
tretanto, é conveniente que tenhamos uma versao para da ”direita a esquerda”. Entao,
usando a Observacao 2.1 e Proposicao 2.3, temos que

0:/aaf(t)dt:/abf(t)dt+/baf(t)dt.

/abf(t)dt - —/baf(t)dt.

Proposicao 2.4 Sejam f: R — R e g : R — R funcoes integrdaveis e ¢ € R uma
constante. Entao

Logo,

i) f+ g € integravel em [a,b] e

/ab(f(a:)+g(a:))da::/abf(:c)dwr/abg(x)dx,

ii) cf € integrdvel em |a,b] e

[enwa=c [ s

iii)Se f(x) < g(x) em [a,b] entdo

[ e < [ g

Demonstragao: i) Consideremos uma particao P do intervalo [a,b], entao por de-
fini¢oes ja apresentadas, temos

/ (f(2) + g(a))de < S((f + g), P) < S(f, P) + S(g, P)

b
/ (f(2) + g(@))de = s((f + 9), P) = s(f, P) + s(g, P)

Sejam P e () duas partigoes quaisquer tal que PUQ é um refinamento de P e (). Logo,

S(f+g;PUQ)

<
< S(f;PU@)+S(g; PUQ)
< S(f; P)+S(g;Q).

/ (f(2) + gla))de
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de maneira que

b b
/f(x)dm+/ g(x)dx = ir}ng(f;P)—i—i%fS(g;Q)
= f[S(f; P) +5(g; Q)]

> [ (7la) + gla))ds,

Anagolamente, temos

v

s(f+g:PUQ)

s(f; PUQ) +s(g; PUQ)
s(f; P) +s(g; Q).

/ (f(2) + glx))da

AVARLY,

de modo que

b b
/f(fff)der/ g(x)dr = sups(f;P)+sups(g;Q)
a a P Q

) ) = sup [s(f; P) +s(g; Q)]

< [ (@ +go)ie

acarreta que,

/ Fla)det / Py < /b(f(:v)+g(:c))dw§ [ Gwronar< [ s [ o

logo, como f e g sao integraveis, temos

/ab(f(x) + g(x))dr = /abf(x)dx + /abg(x)dx,

portanto, concluimos que f + g é integréavel.

ii) Caso ¢ = 0 o resultado é imediato. Vamos supor que ¢ > 0. Entao, dado € > 0,
existe uma partigao P. do intervalo de [a, b] tal que

S(f,PE)—S(f,PE) <

Observe que,
S(ef, P)=cS(f,P) e s(cf,P)=cs(f, F).

Logo por consequeéncia, temos

S(Cf7PE)_S<Cf7PE)ZC(S(f>P€>_S(f7P€)><€
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Entao,
b b
/ (cf)(x)dx = c/ f(z)dz, paratodo ¢ > 0.

Portanto, a funcao cf é integravel, para ¢ > 0. Para ¢ < 0, temos

s(cf, P.) =cS(f, P,).

/ab cf(z)dz = /ab cf(z)dz = /abcf(x)dx = C/abf(:r:)d;z;.

iii) Consideremos que f(x) < g(z) para todo z € [a,b], obtemos que m;(f) < m;(g)
para toda parti¢ao de [a, b], acarretando que

s(f; P) < s(g; P)

Aplicando o infimo naa desigualdadea, temos

/abf(x)dx < /abg(x)dx.

[ e < [ gwae

Teorema 2.2 (Teorema do valor médio para integrais) Seja f : [a,b] — R uma
fungdo continua. Entdo existe ¢ € |a,b] tal que

Portanto,

Logo,

1 b
= dzx.
0= [ f(aia
Demonstracao: Como f é continua em [a, b], entao existem x, x5 € [a, b] tais que

f(w1) = min_ f(x)

z€ [a,b]
(§
fz2) = max f(z)
z€ [a,b]
Assim,

f(z1) < f(x) < f(x), paratodo x € [a,b].

Aplicando a integral em todos os termos da desigualdade, temos

/abf(xl)dx < /abf(:r)d:n < /abf(ggg)dx.
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E pelo do fato de que f(x1) e f(x2) sdo constantes, temos

fwmhﬂQS/f@MxﬁﬂuM—w
Dai, ,
flan) < 5= [ f@)de < flaw).

Agora, aplicando o Teorema do Valor Intermediério, obtemos ¢ € [a, b] tal que

b
R
|

Proposicao 2.5 Seja f : [a,b] — R uma fungdo derivdvel tal que f' € limitada e
integrdvel em |a,b|. Entao

L/fhwxzﬂw—ﬂw-

Demonstracao: Seja P uma particio P = {a = 2o < 71 < 22 < ... < z,, = b}
qualquer do intervalo [a, b] temos

n

FO) = fla) =D [f(x:) = flzi)]. (2.6)

i=1

Aplicando O Teorema do Valor Médio de Lagrange para cada subintervalo [z;_1,z;],
existe & € (x;_1,x;) tal que

flai) = flaim) = f1(&) (2 — zim1).
Sendo assim, temos
Fb) = fla) =Y f(&) (@i — mia). (2.7)
i=1
Como f’ é limitada, entdo consideremos para cada i = 1,2, ...,n

M, = sup{f'(x); @ € [z, 2]}

m; = inf{f'(x);z € [zi-1, z:]}.

Portanto, para cada ¢t =1,2,...,n
my(@; — xio1) < (&) (@ — 2im1) < Mi(i — 21)

Adicionando cada ¢ = 1,2, ...,n e usando a Equacao 3.4, temos
D o mi(&) (@i — wia) < f(b) = fla) <Y M(&) (@i — i),
i=1 =1
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Isto é, para qualquer que seja a particao P de [a, b], temos
s(fiP) < f(b) — fla) < S(f P).
Logo,

/ab f'(@)de < f(b) = f(a) < /abf'(fv)dx-

Como [’ é integravel em |a, b], temos que
g

/ f(@)de = F(b) — f(a).
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Capitulo 3

O Teorema Fundamental do Calculo
e aplicacoes

Através dos tempos, a humanidade teve a necessidade de solucionar problemas rela-
cionado com areas e volumes. Os primeiros problemas apresentados foram em relacoes
as quadraturas e cubaturas, outro problema que ajudou o desenvolvimento deste es-
tudo estava ligado a tracar as tangentes em ponto de uma curva do plano, sendo assim,
varios matematicos deram suas contribuicoes.

Entretanto, o Teorema Fundamental do Célculo tem como base a unificacao de
duas teorias matematicas, teorias estas apresentadas por Isaac Newton(1642 - 1727)
e Gottfried Leibniz(1646 - 1716), dando a eles os créditos de inventores do Calculo
Diferencial e Integral.

Neste capitulo iremos mostrar a ligacao entre o Calculo Diferencial e o Calculo In-
tegral e suas principais aplicagoes.

Uma caracteristica do Teorema Fundamental do Calculo ¢ o fato que se conhecemos
uma das primitivas de uma fungao, podemos calcular sua integral no intervalo [a, b],
sendo assim, definiremos o que é uma primitiva. Todos os resultados utilizados neste
capitulo pode ser encontrado nas seguintes referéncias: [6], [7], [8], [9], [4] e [10]

Definicao 3.1 Seja F': S — R uma funcdao derivdvel, diz que F' € uma primitiva de
uma funcao f: S — R se F'(z) = f(x) para todo x € S.

Este processo de calcular a primitiva de funcao é de fato a inversa da derivada,
também conhecida como antiderivada.

Exemplo 3.1 Podemos dar alguns exemplos de primitivas.

a) F(z) = £ ¢ uma primitiva de f(z) = 22,

b) F(x) = —cosx + ¢ € uma primitiva de f(x) = senx, onde ¢ € uma constante.

¢) F(x) = senx + ¢ € uma primitiva de f(x) = cosx, com ¢ € R.
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3.1 O Teorema Fundamental do Calculo

Teorema 3.1 Sejam f : [a,b] — R continua em zo e F : [a,b] — R uma func¢do dada
por

Flz) = / F(#)dt Yz € [a,b].
Entao, F ¢é derivdvel em xy e F'(xg) = f(x0),Vx € [a,b].

Demonstragao: Se zg, o+ h € [a, ], entao

zo+h
F(Jﬁo + h) — F(xo) = / f(t)dt

zo

e zo+h
hf(xo)z/ S (o)dt.
Portanto,
F(:z:o—l—h})L%—F(:Bo) ) = % / F(8) = f(xo)]dt.

Como f ¢é uniformemente continua, entao, dado € > 0, existe § > 0 tal que t € [a, b],

[t —xo| <6 = [f(t) = f(xo)| < e

Logo, para 0 < |h| < §,x¢ + h € [a, b], isso acarreta que

20 zo+h
Ploot )+ Flan) _ gl o ﬁ / [F(8) = flao))at
< ﬁe|h| =ec.

Portanto, concluimos que F'(zq) = f(xo).

Portanto, para todas as fungoes continuas no intervalo [a, b], o Teorema 3.1 diz que,
uma funcdo F': [a,b] — R é definida por

F(z) = / o

¢ uma primitida de f.
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Teorema 3.2 (Teorema Fundametal do Cdlculo) Se f : [a,b] — R é uma func¢do
continua e G € uma primitiva de f, entao

b
/ f(z)dz = G(b) — G(a) (3.1)

Demonstragao: Seja F': [a,b] — R uma primitiva da forma

F(z) = / f(t)dt.

Temos que F'(z) = G'(z) = f(x), logo, G(z) = F(z) + ¢, para alguma ¢ constante.
Como F(a) = 0 entdo ¢ = G(a) isto é,

Em particular,

ou seja

E bastante comum em alguns livros de Calculo adotar a seguinte notagao

G(z)l, = G(b) = G(a).

A notacao acima é conhecida como a férmula de Barrow. Sendo assim, sempre que
for necessario iremos utilizar notagao acima.

Através deste Teorema 3.3, obtemos a seguinte informagao, que tendo uma primitiva
podemos calcular a integral de qualquer fungao continua num intervalo [a,b].

Exemplo 3.2 Seja f :[0,1] = R uma funcdo continua, definida por f(x) = 2%, mos-

tre que
1
1
dr = —.
/Of(x) T=3

Solugéo: De fato, como f é continua ¢ G(z) = £ ¢ uma primitiva de f, do Teorema

3
Fundamental do Calculo, temos

' ' 2 AT
| e = [ sae =Gl =S5 -3 -3

/01 f(z)dx = %
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3.2 Aplicagoes do Teorema Fundamental do Calculo

Nesta secao sera reservada as aplicacoes do Teorema Fundamental do Célculo.

Proposicao 3.1 (Integracdo por Substituicao) Sejam f : [a,b] — R continua e
v:[e,d] = [a,b] com derivada continua. E suponhamos que y = v(x), entdo, v(c) = a
e v(d) =b. Sabendo que,

(f(y) = (f(v(x))) = fl(v(x)) - V' (x),integrando
[ stn= [ o) @i

Yy
Demonstracao: Seja F': [a,b] — R definida por F(y) = / f(t)dt.

b
Temos que F'(y) = f(y), F(a) =0e¢ F(b) = / f(y)dy. Entretanto, pela Regra da

Cadeia, temos,

[F(v())] = F'(v(z)) - v'(z) = f(v(x)) - v'(w).

Agora, utilizando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

d b
/ Fw(@))v'(2)(dz) = F(v()): = F(u(d)) = F(v(c)) = F(b) — F(a) = / fy)dy.
|

Exemplo 3.3 Calculemos a integral

4
/ (2% + 1)'°2x2dx.
2

Solugdo: Sejam ¢ = 4, d = 2, f(y) = y'% G(y) = %, v(z) = (2® + 1), v(2) = 5,
v(4) = 17 e V'(x) = 2z, aplicando método da integragao por substitui¢do, temos

4 17 11 11 _ gl
17 =5

2 1 1)109..4 / 10,4 Y nr_ _
/2(56+) xx—Syy—115 T

Exemplo 3.4 Seja f : [—a,a] = R uma funcao integravel e par. Mostre que

/_ f(a)de = 2/0af(x)dx.

Solucao: Primeiramente, vamos observar que

/_Zf(:ﬂ)d:r: _if(g;)dﬂ/oaf(z)dx
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Adotemos a integral fi)a f(z)dz como o ponto de partida para aplicamos o método
da integracao por substutui¢do. Desta forma, temos v : [0,a] — [—a,0] dada por
v(xz) = —x, entdo, v(0) = 0 e v(a) = —a. Portanto,

[ s [ F(a)d
| oo - / e

Como a funcao f é par, ou seja, f(—z) = f(r) de modo que

/aof(:c)dx = —/_af(x)dm

[ 1= [ s
/_i f(z)dx = _i flx)dz + /Oa f(x)dr = 2/: f(x)dz

Proposicao 3.2 (Integracao por Partes) Consideremos u : [a,b] — R e v :
[a,b] = R duas funcgoes derivdaveis com derivadas u' e v' integrdveis em [a,b]. Entdo,

logo,

sendo assim, teremos

Entao

b b

/ u(z ) (z)dz = u(z)v(z)| —/ v(z)u (z)dx.
Demonstragao: Usando o fato da regra de derivacao de um produto, que

(uwv) = wv' +u'v.

Portanto (uv)’ é integravel em [a, b]. Pela a Proposigao 3.1, segue

b b b

/ [u(x)v(z)] de = / u'(z)v(x)dx —|—/ u(z)v' (r)dx.
Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo, temos
b b
u(b)v(b) — u(a)v(a) :/ u’(x)v(x)dx—i—/ w(x)v' (z)dx.

Portanto,

Exemplo 3.5 Calculemos a integral

™

1
/ rsen2xdx.
0
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Solugao: Sejam u(z) = z, v/'(z) = sen(2x), v'(z) =1 e v(z) = —3co0s(2x), logo

e - 1 hid
/4 rsen2xdr = |z <——003(2m))
0 i 2
/1

B 1{7r 7r}+1{ T 0}
= 40032 1 sen2 sen

1 1
= —5(0-0)+7(1-0)

1

1

Exemplo 3.6 Determine a primitiva da fungao f(x) = x - cosz - senx, definida no
intervalo [0, b].

Solugdo: Sejam u(z) = x, v'(z) = cosx - senx, u'(x) =1 e v(x) = Lsen’z.

Usando o método da integragao por partes, temos

b " 1 b
/ x - cosvsenrdr = —sen’z|l — —/ sen’zdx
0 2 2.Jo
1 1 ("1~ cos2
= §bsen2b - 5/0 #dw
1 b 1
= 3 (bsenQb —3 + ZsenQb) .
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