@QN

U

M
..

B

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA

UM ESTUDO SOBRE SEQUENCIAS NUMERICAS

HEMERSON GUEBA MOURA DA SILVA

CAMPINA GRANDE
Maio de 2016



HEMERSON GUEBA MOURA DA SILVA

UM ESTUDO SOBRE SEQUENCIAS NUMERICAS

Trabalho de conclusao de curso apre-
sentado ao curso de Licenciatura em
Matematica, do Centro de Ciéncias
e Tecnologia da Universidade Esta-
dual da Paraiba em cumprimento as
exigéncias legais para obtencao do

titulo de licenciado em Matematica.

Orientadora: Dra. Luciana Roze de Freitas

CAMPINA GRANDE

Maio de 2016



E expressamente proibida a comercializagio deste documento, tanto na forma impressa como eletrénica.
Sua reproducéo total ou parcial é permitida exclusivamente para fins académicos e cientificos, desde que na
reproducao figure a identificagdo do autor, titulo, instituicdo e ano da dissertagéo.

S586e  Silva, Hemerson Gueba Moura da.
Um estudo sobre sequéncias numéricas [manuscrito] /
Hemerson Gueba Moura da Silva. - 2016.
60 p. : il. color.

Digitado.

Trabalho de Concluséo de Curso (Graduagdo em Matematica)
- Universidade Estadual da Paraiba, Centro de Ciéncias e
Tecnologia, 2016.

"Orientacgédo: Profa. Dra. Luciana Roze de Freitas,
Departamento de Matematica".

1. Progressao aritmética. 2. Progressdo geométrica. 3.
Sequéncias numéricas. 4. Limites. I. Titulo.
21.ed. CDD 513.4




HEMERSON GUEBA MOURA DA SILVA

UM ESTUDO SOBRE SEQUENCIAS NUMERICAS

Aprovado em: 03 / 06/ 2016

Trabalho de conclus@o de curso apresentado ao curso
de Licenciatura em Matemadtica, do Centro de Ciéncias
e Tecnologia da Universidade Estadual da Paraiba em
cumprimento as exigéncias legais para obtencdo do

titulo de licenciado em Mateméatica.

COMISSAO EXAMINADORA
/j Lo uiteo

Prof*. Dra. Luciana Roze de Freitas
Dpto. Matematica - CCT/UEPB
ORIENTADORA

M}MJ@&“& o

Prof*. Dra. Maria Isabelle Silva
Dpto. Matemdtica - CCT/UEPB
EXAMINADORA

i@%"l M 'qua )
Prof*. Ma. Thiciany Matsudo Iwano

Dpto. Matemética - CCT/UEPB
EXAMINADORA




Dedicatoria

Dedico este trabalho, primeiramente a
meu pai (Gongalo Moura da Silva) que
esteve sempre presente em tudo que
faco, dando apoio inclusive pra que eu
fizesse o vestibular para matematica, a
Prof* Ana Aparecida Moura da Silva
minha companheira que também sem-
pre me deu todo o apoio pra continuar
buscando meus objetivos e a Prof®.
Dra. Luciana Roze de Freitas, sempre
que precisei de uma orientacao tanto
como aluno quanto como amigo esteve

presente



Agradecimentos

Agradeco primeiramente ao meu pai, e a Prof* Ana Aparecida todo o apoio passado pra

mim em minha trajetoria.

Agradeco também a minha orientadora Prof*. Dra. Luciana Roze de Freitas pela atengao,
compreensao, paciéncia e todo tempo dedicado para que eu pudesse ter concluido o trabalho
com éxito e por todo apoio, até mesmo para que eu conquistasse o tempo que passei como seu

monitor de calculo III.

Agradego as professoras: Dra. Luciana Roze de Freitas, Dra. Maria Isabelle Silva e Ma.
Thiciany Matsudo Iwano por terem aceitado fazer parte da minha banca, e principalmente

pelas ajudas que me deram durante a pesquisa bem como na graduacao.

Agradeco aos meus colegas de graduagao: Weller Felipe, Alan Klisman, entre outros, que
conviveram comigo durante esses quatro anos e meio, e que de alguma forma foram importantes
na minha trajetéria no curso, ora estudando, ora dando forcas. E me sinto grato por ter tido

a oportunidade de conquistar suas amizades.



“Nao te wanglorie da
vitoria de hoje sobre seu
adversario, pois amanha o
mesmo poderd vencé-lo, a
unica wvitoria que perdura
¢ a alcancada sobre sua

propria ignorancia .”

(Mestre Gigoro Kano)



Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre sequéncias numeéricas, iniciando com um
breve histérico deste tema, onde fazemos referéncia a alguns matemaéaticos que contribuiram
para o seguimento desse estudo. FEm seguida, apresentamos um estudo do conteido traba-
lhado no Ensino Médio e prosseguimos com o conteido abordado no Ensino Superior. Faremos
uma revisao bibliografica, apresentando os resultados referentes as progressoes aritméticas e
geométricas e as principais defini¢oes envolvendo sequéncias numeéricas e limites de sequéncias,

finalizando com alguns limites importantes na matematica.

Palavras-chave: Progressao aritmética; Progressao geométrica; Sequéncias numéricas; Li-

mites de sequéncias;



Abstract

In this work we present a study of numerical sequences, starting with a brief history
of this issue, which we refer to some mathematicians who contributed to the follow-up of this
study. Next, we present a study of the content worked in high school and continuing with the
content covered in Higher Education. We will do a literature review, presenting the results
of arithmetic and geometric progressions and key settings involving numerical sequences and

limits of sequences, ending with some important limits in mathematics.

Palavras-chave: Arithmetically progression; Geometric progression; numerical sequences; Li-

mits sequences;
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Introducao

Tivemos como objetivo para a elaboragao deste trabalho, disponibilizar um conteido de
facil compreensao e que possa ser mais uma opcao de pesquisa sobre sequéncias numéricas,
buscando clareza e sem deixar faltar as principais defini¢coes e resultados que mostraremos no
decorrer dos capitulos.

Apresentaremos um estudo bésico sobre sequéncias numéricas que é um caso particular
de fungoes e base para se iniciar os estudos em Analise Matematica, abordaremos desde os
conceitos mais simples apresentados no ensino médio, até as demonstragoes dos principais
resultados de sequéncias vistos no ensino superior. No Capitulo 1, faremos um breve historico
a respeito do inicio do estudo de sequéncias e de alguns matematicos que contribuiram muito
para o desenvolvimento desse ramo da matematica. No Capitulo 2, serd abordado a nocao
intuitiva de sequéncias numéricas dando base para o estudo de Progressao aritmética e em
seguida Progressao geométrica. No Capitulo 3, apresentaremos as definigoes e resultados de
sequéncias, limites de sequéncias, sequéncia de Cauchy e propriedades de limites. E finalizando

no capitulo 4, mostraremos alguns exemplos de limites importantes.



Capitulo 1

Um pouco de histoéria

Iniciamos este capitulo, com um resumo histérico sobre sequéncias numéricas, citando em
seguida, algumas sequéncias famosas. No final do capitulo apresentamos um pouco da historia
dos matematicos que contribuiram para o desenvolvimento desta teoria. Algumas fontes pes-

quisadas podem ser encontradas nas referéncias [1], [3], [§], [I0] e [9].

1.1 Breve histérico sobre sequéncias

As progressoes eram utilizadas por povos antigos, como os egipcios, que observavam os
periodos em que ocorria a enchente Rio Nilo, a fim de estabelecer padroes que determinassem
estes perfodos. Também foram encontrados registros de tabuas babilonicas, onde aparecem
sequéncias de quadrados de nimeros inteiros. O papiro de Rhind (ou Ahmes) é um dos do-
cumentos mais antigos datado de aproximadamente 1650 a.C., é um documento egipcio onde

consta a solucao de 85 problemas matematicos, alguns envolvendo progressoes.
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Papiro Rhind

A medida em que a teoria das sequéncias foi se desenvolvendo, surgiram algumas sequéncias

famosas que levam o nome de seus criadores. Vejamos algumas delas.
Sequéncia de Fibonacci

A Sequeéncia de Fibonacci é uma sequéncia de nimeros inteiros, comeg¢ando normalmente
por 1 e 1, essa sequéncia recebeu o nome do matematico italiano Leonardo de Pisa, mais
conhecido por Fibonacci, que descreveu, no ano de 1202, o crescimento de uma populacao
de coelhos. Essa sequéncia ja era conhecida na antiguidade onde cada termo subsequente,
corresponde a soma dos dois anteriores.

Os numeros de Fibonacci, compoem a seguinte sequéncia
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, 2584, . . ..
A sequéncia é definida recursivamente pela férmula
F,=F,_1+F,_,

onde F} =1, Fy, = 1 sao valores iniciais.

A sequeéncia de Fibonacci tem aplicacoes na andalise de mercados financeiros, na ciéncia da
computacao e na teoria dos jogos, também esta presente em configuracgoes biolégicas, como por
exemplo, na espiral formada pela folha de uma bromélia, através da composi¢ao de quadrados

com arestas de medidas proporcionais aos elementos da sequéncia.
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Sequéncia de Farey

A Sequencia de Farey é uma sucessao numérica de fragoes irredutiveis entre 0 e 1, ordenadas de
modo crescente, que denotamos por Fy. Cada sequéncia de Farey comeca no 0, representado
pela fragao %, e termina no 1, representado pela fracao % Além disso, o denominador nao
excede o valor de N.
Por exemplo, para N = 8 a sequéncia de Farey ¢ a seguinte:

0111 6 2 2 1

88T T T
De maneira geral, dado um ntmero natural N, temos

0 1 1 1 N-2 2 2
N NNN—-1"N-2""'"N—-1"N'N—-1"""

. , . ~ . , .. a
ou seja, Fiy é o conjunto de todas as fragoes irredutiveis 3 onde, 0 <

ordenadas de modo crescente.

Sequéncia de Golomb

A sequéncia de Golomb é uma sequéncia de nimeros inteiros, nao-decrescente, na qual
x(n) é o nimero de vezes em que n ocorre na sequéncia, comegando com z(1) = 1, e com a
propriedade de que, para n > 1, cada x(n) é o menor nimero inteiro que faz com que seja
possivel satisfazer a condi¢ao. Essa sequéncia recebeu esse nome em homenagem a Solomon

Lobo Golomb (1932 - 2016).

Exemplo 1.1. Seja x(1) = 1, o valor 1, sé ocorre uma vez na sequéncia, de modo que x(2)

nao pode ser 1 novamente, e portanto deve ser 2. Obtemos os primeiros valores da forma:

1,2,2,3,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,8,8,9,9,9,9, 9, 10, 10, 10,
10, 10, 11, 11, 11, 11, 11, 12, 12, 12, 12, 12, 12.

Colin Mallows obteve a seguinte relagao de recorréncia:
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z(l)=1lez(n+1)=14+azn+1—z[—x(n)l.

A ideia de limite surgiu por volta de 450 a.C. com os paradoxos de Zenao de Eléia, o
Eudoxo de Cnido por volta do século IV e o de Arquimedes Siracusa (287 — 212 a.C.), que
utilizavam o método da exaustao para calcular areas ou volume de uma regiao.

No século XVII varios mateméticos como, Isaac Newton (1641 — 1727) com Principia
Mathematica, Gottfried Wlhelm Leibniz (1646—1716), Jean Le Rond D’ Alembert (1717—1783),
buscaram utilizar o conceito de limite mesmo sem ter uma formulagao explicita, porém através
desses estudos foi sendo desenvolvido a uniformizacao do método de exaustao no calculo de
areas e nocao de somas de séries.

Em 1812 Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) deu o primeiro tratamento rigoroso para a
nocao de convergeéncia de sequéncias e séries. Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) formulou
as nocoes modernas de limites, continuidade e convergéncia de séries. No século XIX, por obra

de Abel, Weierstrass, Riemann e outros, foi desenvolvida a teoria das fungoes analiticas.

1.2 Pioneiros no estudo de sequéncias numéricas

Augustin Louis Cauchy

Augustin Louis Cauchy nasceu em Paris, no dia 21 de agosto de 1789. Veio de uma
familia de intelectuais e comegou a dedicar-se ao estudo da matematica aos 7 anos de idade.
Aos 13 anos de idade, ingressou na Ecole Polytechnique e aos 17 foi para a Ecole des Ponts et
Chousses (Escola de Pontes e Estradas), onde se formou em engenharia civil em 1809, com 20

anos.
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Seus estudos mais destacados enquanto matematico foram em analise de funcoes comple-
xas, convergeéncias, divergéncias de séries e sequéncias, Cauchy escreveu cerca de 800 trabalhos
originais em matematica e também dedicou-se a fisica. Escreveu importantes trabalhos a res-
peito da Mecanica dos Fluidos, da Ondulatéria e da Elasticidade. Cauchy faleceu na cidade de

Sceaux, no dia 23 de maio de 1857, com 68 anos de idade.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass

Weierstrass nasceu em 31 de outubro de 1815, na cidade de Ostenfeld na Alemanha.
Estudou direito na cidade de Bonn de 1834 a 1838, em 1841 escreveu seu primeiro trabalho sobre
séries de poténcia das fungoes elipticas. Em 1856 escreveu varios trabalhos sobre convergéncia
e divergéncia de séries e publicou aproximadamente 300 trabalhos originais. Weiertrass faleceu

em 19 de fevereiro de 1897 em Berlim.
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Capitulo 2

Sequéncias numeéricas no ensino médio

Neste capitulo vamos iniciar com uma nocao intuitiva de sequéncia. Apresentaremos algu-
mas defini¢oes, exemplos e resultados envolvendo Progressao aritmética e Progressao geométrica
no Ensino Médio. O conteido que estamos abordando neste capitulo, pode ser encontrado na

referéncia [2].

2.1 Nocao intuitiva de sequéncias

Em muitas situacoes da vida diaria aparece a ideia de sequéncia com bastante frequéncia.
Assim, por exemplo, temos:
i) sequéncia dos dias da semana (domingo, segunda, ..., sibado).
i) sequéncia dos nimeros naturais (1, 2, 3, 4,...).

Nesses exemplos podemos observar uma determinada ordem nos elementos da sequéncia.
Esses elementos sao chamados de termos da sequéncia. Podemos representar o primeiro termo
por x; (lé-se, z indice um), o segundo termo por x5, 0 terceiro termo por x3 e assim por diante,

até o termo de ordem n ou n-ésimo termo x,,, entao, uma sequéncia pode ser representada por
(21, 9, ..., x,), para todo n € N.

Neste trabalho apresentaremos apenas o estudo das sequéncias numéricas.
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2.2 Sequéncias numéricas

Definicao 2.1. Uma sequéncia numérica finita de n termos € uma funcao X cujo dominio
¢ um subconjunto dos nimeros naturais {1, 2, 3, ..., n} e o contra-dominio é o conjunto dos

numeros reais. Os termos da imagem sao indicados por

T, T2y, T3y ..., Tp.

Definicao 2.2. Uma sequéncia numérica infinita ¢ uma funcao x cujo o dominio €
N={1,2,3,...,n, ...},
e o contra-dominio € o conjunto dos numeros reais. Indicamos os elementos da tmagem por
T1y, X2y X3y ooy Ty « ..
assim,

z(l) =1, (2) =29, x(3) =23, ..., x(n) =2y, ...

Exemplo 2.1. A sequéncia x,, = 2n dos nimeros pares positivos € infinita, na qual,

r1=2,19 =2, xg = 16 e etc.

2.3 Determinacao de uma sequéncia

Toda sequéncia é determinada por leis matematicas chamadas leis de formacao, que
possibilitam determinar todos os seus termos. Neste caso, o termo x,, € dado por uma expressao

dependendo de n. Por exemplo, a sequéncia
rn, =2n — 1, para todon € N

¢é dada por

ry, = 2.1-1=1
Ty = 2.2—-1=3

3 = 2.3—-1=5

e assim por diante, de acordo com os valores atribuidos a n. Logo, a sequéncia encontrada é

17



(1,3,5,7,...),

que é a sequeéncia dos niimeros naturais impares.

Exemplo 2.2. Podemos determinar o termo x,, na sequéncia dos numeros quadrados perfeitos.
(1, 4,9, 16, 25, ...).

Observamos que se n = 1, implica que 1 = 1 = 12, da mesma forma fazendo, n = 2, resulta

em x5 = 4 = 22, e assim por diante. Para um n qualquer implica que
2

Ty = N7,

logo, x, = n? é o termo geral da sequéncia.

2.4 Progressao aritmética (P.A)

Definigao 2.3. Progressao aritmética (P.A) € toda sequéncia de nimeros na qual a diferenca
entre cada termo (a partir do sequndo) e o termo antecedente é sempre o mesmo valor (cons-

tante). Essa constante é chamada razdo da progressaio (P.A) e € representada pela letra r.

Observacao 2.1. Podemos observar que de forma geral, uma sequéncia
(:1:1, T, T3, T4y «+.y T,y - .),
€ uma P.A quando
Ty =Tp_1+7T,
resultando
Ty — Tp_1 =71, para todo n > 2,

comparando, temos

To —T1 — X3 — T2
= Xy — T3 =...
= Tp —Tp—1—...
= T

18



Definicao 2.4. Uma sequéncia (x,) € uma progressao aritmética crescente, quando r > 0.

Exemplo 2.3. A sequéncia (2, 7,12, 17, ...) tem v = 5, logo é uma P.A crescente, pois

r>0.
Definicao 2.5. Uma sequéncia (x,) € uma progressao aritmética decrescente, quando r < 0.

Exemplo 2.4. A sequéncia (20, 10, 0, —10, —20) € uma P.A de cinco termos em que o pri-

meiro termo € x1 =20 e r = —10. Fssa € uma P.A decrescente, pois r < 0.

Definicao 2.6. Uma sequéncia (x,,) € uma progressao aritmética constante ou estaciondria,

quando r = 0.

Exemplo 2.5. A sequéncia (4, 4, 4) € uma P.A de trés termos, em que o primeiro termo €

1 =4 er=0. Logo, ¢ uma P.A estaciondria.

Exemplo 2.6. A sequéncia (1, —1, 1, —1, 1, —1, ...) ndo € uma progressao aritmética, pois

as diferencas entre termos sucessivos sao alternadamente —2 e 2.

Observacao 2.2. Resulta da definicao de P.A que, se x,, x5 e x, sao termos consecutivos de

uma P.A, entao
Ty — Ty = Tp — Ts,
o que implica
205 = Ty + Tp,

dat

Ty + Ty
Ts = ’

2

ou seja, dados trés termos consecutivos de uma progressao aritmética, o termo do meio € a

média aritmética dos outros dois.

Exemplo 2.7. Verifiquemos se a sequéncia (a—4b, a—2b, a, a+2b), em que a e b sGo nimeros
reais, ¢ ou nao uma P.A, se for, poderemos determinar a razao. Usando a definicao de P.A a

diferenca entre os termos consecutivos € constante e igual a 2b, de fato

(a—2b)—(a—4b) = a—2b—a+4b

— 9,



da mesma forma

a—(a—2b) = a—a+2b

(a+20)—a = a+2b—a
= 2b.

Portanto, a sequéncia dada € uma P.A com r = 2b.

Exemplo 2.8. A sequéncia (2, 3 >, € uma P.A infinita. Podemos determinar a razdo e

o terceiro termo dessa P.A. Sendo x1 = 2 o primeiro termo e xo = 3 o sequndo termo, temos

que
r = X2— I
7
= —=2
3
B 7_6
3 3
1
= 3
entao
T3 = Xo+T
B 7+1
33
8
= 3
8
Logo,r:§ea:3:§.

Exemplo 2.9. Para determinar o quarto termo da P.A (a —3, a—1, ...). Podemos observar

que o primeiro termo € r1 = a — 3 e o sequndo termo € xo = a — 1. Logo

ro= To— X
= (a—1)—(a—3)
= a—1—a+3
= 2

Y
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entao

Ty = T1+TrH+r+7
= x1+3r
= (a—3)+3.2
= a—3+6

= a+3.

O quarto termo da P.A dada € x4 = a + 3.

2.5 Termo geral de uma P.A

Em uma P.A (zy, x9, x3, ..., Tp, ...) de razao r, iniciando do primeiro termo, para
avangar um termo basta somar r ao primeiro termo (zy = z; + r). Para avangar dois termos
basta somar 2r ao primeiro termo (z3 = x1 + 2r), e assim por diante. Desse modo encontramos

o termo de ordem n, denominado termo geral da P.A, que é dado por
Ty =x1+ (n—1)r.

Ao passar de 7 para x,, avangamos (n — 1) termos, ou seja, basta somar (n — 1) vezes a razao

ao primeiro termo.

Observacao 2.3. Podemos observar que x9 = x4+ 57, pois, passando de x4 para Tg, avan¢amos

cinco termos. Além disso,
T3 = T15 — 12r.

Pois voltamos 12 termos ao passar de x15 para xs.

Observacao 2.4. Em algumas situacoes é favordvel considerar o primeiro termo como sendo

o e nao xry, passando o termo geral da P.A, a ser determinado por x,, = xo + nr.

Exemplo 2.10. Se o preco de um carro novo é R$ 20.000,00 e esse valor diminui R$ 1.200, 00

a cada ano de uso, qual serd seu preco com 5 anos de uso?
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Temos uma P.A com xy = 20.000, r = —1.200 e queremos determinar xs, entdo

Ts = X9+ or
= 20.000 4 5(—1.200)
= 20.000 — 6.000

= 14.000.

Assim, apds 5 anos o carro custard R$ 14.000, 00.

Exemplo 2.11. Para encontrar a formula do termo geral da P.A (5,9, ...), podemos observar

que na P.A dada, temos xt1 =5 er =4. Dai

T, = 1+ (n—1)r

= 5+ (n—-1)4
= 5+4+4n—4
= 4n+1.

Logo, a formula do termo geral € x,, = 4n + 1.

Exemplo 2.12. Para encontrar o vigésimo termo da P.A (2,8, ...), podemos observar que

dados os termos, xr1 =2, r =6 e n = 20, temos

Tog = 331—|—197"
= 2+19.6

= 116.

Logo, x99 = 116.

2.6 Soma dos termos de uma P.A finita

Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855) foi um matemadtico. Quando tinha aproximadamente
7 ou 8 anos de idade, depois de um exercicio passado em sala por seu professor para somar
todos os termos de 1 a 100, ele mostrou o resultado igual a 5.050 e seu procedimento para
resolver o problema passou a valer de modo geral.

Consideramos uma P.A finita (1, z2, T3, ..., Ty_2, Tn_1, Tp), de razado r , com n sendo
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um nimero par. A soma dos seus n termos pode ser escrita por

S, = x1+axot+a3+...+Tpo+ Tp1+ T,

= o+ (@i +r)+ (@ +2r)+...+ (2, —2r)+ (z, —7) + Ty,
ou seja
Sp = (r1+xn)+(r1+x0)+ ...+ (21 +2p).
Temos, g parcelas iguais a (z; + x,). Portanto,

Sn — (xl —;xn)nv

formula que nos permite calcular a soma dos n primeiros termos de uma P.A.

Exemplo 2.13. Para calcular a soma dos 50 primeiros termos da P.A (2, 6, ...), temos que
na P.A infinita, os 50 primeiros termos formam uma P.A finita, na qual x;1 = 2, r = 4 e

n = 50. Devemos calcular z, (ou seja, Tsg)
T, = x1+(n—1)r,
o que implica
Tso = 2449 .4,
dat
50 = 2+ 196.

Logo, x50 = 198. Aplicando a formula, temos

5 - (x1 + :cn)n’
2
o que implica em
(2 + 198)50
Ss0 = 9
resultando em
550 == 5000
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Entdao, a soma procurada € igual a 5000.

Exemplo 2.14. A soma dos dez termos de uma P.A € 200. Se o primeiro termo dessa P.A
€ 2, podemos calcular a razdo r da P.A. Nessa P.A sabemos que S19 = 200, x1 = 2 e n = 10.

Aplicando a formula da soma, temos

SlO = 9 ’
donde,
200 = (2 F 21010
2
entao
20 + 101‘10 = 400,
onde
10.3610 = 380,
logo, x19 = 38.
Para calcular r, temos que
T = 21 + 9T,
entao
38 = 2409r
= 9r = 36,
logo, r = 4.

2.7 Progressoes aritméticas de segunda ordem

Da sequéncia (0, 3, 8, 15, 24, 35, ...), podemos formar uma progressdo aritmética to-

mando as diferenga entre cada termo e o termo anterior (z,41 — &,):
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3,579, 11, ...

obtendo uma P.A nao estaciondaria.

Definicao 2.7. Uma progressao aritmética de sequnda ordem é uma sequéncia x, na qual as
diferencas (41 — xy,) entre cada termo e o termo anterior formam uma progressao aritmética

nao estaciondria. A sequéncia
(0,3,8,15,24,35,...,n*—1,...)

€ um exemplo de uma P.A de sequnda ordem.

2.8 Progressao geométrica (P.G)

Definicao 2.8. A taxa de crescimento relativo de uma grandeza € dada pela razdo entre seu
aumento e seu valor inicial. Assim uma grandeza que passa de um valor a para um valor b tem

taxa de crescimento relativo determinada por

. b—a
= .
a

Definigao 2.9. Progressao geométrica (P.G) € toda sequéncia de nimeros nao-nulos na qual
¢ constante o quociente da divisao de cada termo (a partir do sequndo) pelo termo anterior.
Esse quociente constante é chamado, razao da progressao que denotamos por q. Ou seja, uma
progressao geométrica € uma sequéncia na qual a taxa de crescimento relativo de cada termo

para o sequinte € sempre a mesma. De fato

_ Tn+1
Tn
logo
Tn41 — Tn
-1 =
q T
= 1,
portanto
q=1+1.

Exemplo 2.15. A sequéncia (2, 10, 50, 250) é uma P.G de quatro termos, em que o primeiro

termo € x1 =2 e ¢ = 5. Observe que

25



_— = — = 5
T 2
e
n_ 50
i) 10
. . . 10—-2 8
temos um quociente constante igual a 5. Nesse exemplo, i = —5  =3= 4. Logo
qg = 1+
= 1+4
= 5.

Exemplo 2.16. A sequéncia (6, —12, 24, —48, 96) é uma P.G de cinco termos, na qual x1 = 6

e q = —2. Calculemos a taza de crescimento relativo
—-12—-6 —18
= = = —3
! 6 6 :
logo

g=1+i=1+(-3)=-2.

Observacao 2.5. Da definicdao, decorre que, se x,, x5 e xp, Sao trés termos consecutivos de

uma progressao geométrica
— 2 _
— = — = (25)° = 2,7,

ou seja, o termo do meio € a média geométrica dos outros dois.

Exemplo 2.17. Para verificar se a sequéncia (5, 15, 45, 135, 405) é uma P.G, devemos calcular

os quocientes, da sequinte forma

15 45 135 405
3—3; E_S) E_?); E_S

Logo, a sequéncia € uma P.G de razao 3.

Exemplo 2.18. Para verificar se a sequéncia (x"~*, "2, 2" 2"*2) com x # 0 é uma P.G e
em sequida calcular sua razao, temos que
n—2
z n—2—(n—4)
T
xn74
— :L,n—2—n+4
2
= €T s



da mesma forma

Ln _ n—(n—2)
= T
xn—Q
_ xn—n+2
= x27
e também
n+2
T — $n+27n
xrn
= 3:2’

entdo, a sequéncia € uma P.G de razao x°.

2.9 Classificacao de uma P.G

Definicao 2.10. Uma P.G € crescente, quando q > 1 e os termos sao positivos ou quando
0 <q <1 eostermos sao negativos.

Exemplo 2.19. Sejam as sequéncias, (2, 6, 18, 54, ...) com q = 3 e (—40, —20, —10, =5, ...)
com q = %, analisando podemos perceber que sao sequéncias crescentes.

Definicao 2.11. Uma P.G é decrescente quando 0 < q < 1 e os termos sao positivos ou

quando q > 1 e 0s termos sao negativos.

1

Exemplo 2.20. Sejam as sequéncias dadas por (200, 100, 50, 25, ...), em que g = 5 e

(—4, —12, =36, —108,...) onde ¢ = 3, podemos observar que ambas as sequéncias sao decres-

centes.

Definicao 2.12. Uma P.G é constante quando q = 1.

Exemplo 2.21. A sequéncia, (10, 10, 10, ...) em que ¢ = 1 é constante.
Definicao 2.13. Uma P.G ¢ alternante quando q < 0.

Exemplo 2.22. A sequéncia, (4, —8, 16, —32, ...) em que ¢ = —2 € alternante.

2.10 Termo geral de uma P.G

Em uma P.G (x1, x9, x3, ..., x,), de razdo ¢, partindo do primeiro termo, para avangar

um termo, basta multiplicar o primeiro termo pela razao ¢ (xs = 1¢), para avancar dois termos,

27



basta multiplicar o primeiro termo pelo quadrado da razao q (xs3 = z1¢*) e assim por diante.

Desse modo encontramos o termo de ordem n, denominado termo geral da P.G, que é dado por

_ n—1
Tp = 149 .

Exemplo 2.23. Para determinar o quarto termo da P.G (ab, a®V?, ...), coma,b € R*, podemos

observar que x1 = ab e x5 = a>b?, entdo
=
o que tmplica
_a’b?
q - a,b Y
logo
q = a’b,
entao temos
Ty = I1Q3
= ab(a®h)?
= ab.a®?
— a7b4,
logo
x4 = a’bt.

Observacao 2.6. Em algumas situacoes € mais indicado determinar o primeiro termo como

o e nao xy, ficando o termo geral da P.G determinado por x, = xoq".

Exemplo 2.24. Se o nimero de sdcios de um clube hoje é de 2000 e cresce 5% ao ano, quantos
socios esse clube terd em 3 anos?

Podemos perceber que temos uma P.G com xq = 2000 e a razdo

g = 1+
= 1+0,05
= 1,05.
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Entao

T3 = q3a:0
= 2000(1,05)*

= 2315.

Apds 3 anos, o clube terd 2315 sdcios.

Exemplo 2.25. Ao lancarmos uma moeda, temos dois resultados possiveis, cara ou coroa. Se

lancarmos duas moedas diferentes, teremos quatro possibilidades:
(cara, coroa), (cara, cara), (coroa, coroa) ou (coroa, cara).

Qual € o total de resultados se lancarmos 8 moedas?
Nesta situagdao, temos a progressao geométrica (2, 4, 8, 16, 32, ...) e procuramos o oitavo

termo.
_ n—1
Tpn = T14 )

onde, t1 =2 e q=2

ry = 2.2871
= 2.27
= 28

= 256.

Portanto, quando langamos 8 moedas diferentes, temos 256 resultados possiveis.

Exemplo 2.26. Para encontrar a féormula do termo geral da P.G (2, 4, ...), podemos observar

que r1 =2 e q = 2, assim

Ty = l‘lq
= 2.1

= o

logo, o termo geral da P.G dada € x, = 2".
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2.11 Soma dos n termos de uma P.G finita

Teorema 2.1. A soma dos n termos de uma progressao geométrica (x,) de razao de q # 1 €

(1 —qg"
g, - ull=d)
1—g¢q
Demonstracao: Consideremos a P.G finita (x1, 2, 23, ..., T,_1, T,) € seja S, a soma de seus
termos:
S, =1 +To+x3+ ... FxHh_1+ T (2.1)

Vamos multiplicar os dois membros dessa igualdade pela razao ¢, obtendo

qSn = T1q + T2q + T3¢ + ... + Tp_1q + Tnq,

ou
qS, =ro+ T3+ x4+ ...+ 2, + Tpq. (2.2)
De (2.1) e (2.2), obtemos
Sn - an = I1 — Tpq
= 11— 119",

dai

Su(l—q) =21 — 210",
o que implica

Sn(l—q) = z1(1 —q"),
portanto

o z1(1 —q")

S, = ——, para ¢ # 1.
l—q

Observacao 2.7. Se ¢ =1, temos

logo
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S, = nxy.

Exemplo 2.27. Para determinar a soma dos dez primeiros termos da P.G (3, 6,

observar que r1 =3, g =2 e n = 10. Aplicando a formula

z1(1—q")

S, =
1—gq

J
implica

3(1 -2  3(1—1.024)
Sw=—G—py =7 = 3.009.

A soma pedida € 3.069.
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Capitulo 3

Sequéncias numéricas e limites

Este capitulo contém algumas defini¢oes e resultados sobre limites de sequéncias numéricas
abordadas no ensino superior, os conteiudos utilizados como apoio de pesquisas estao presentes

nas referéncias [4], [5], [6] e [7].

3.1 Limite de uma sequéncia

Recordemos que uma sequéncia numérica infinita é uma fungao que associa cada nimero

natural n um numero real, isto é;

X: N — R

n — T,

onde n é o indice e x, é o n-ésimo elemento da sequéncia. Podemos indicar uma sequéncia

através das seguintes notagoes;

(‘r”)nel\h (xn)zozla (xn)> (xla X2y, T3y -+ - vy Ty - - ')7

ou simplesmente x,, como sendo o termo geral da sequéncia. Essa funcao nao é necessariamente

injetiva, pode-se ter x,, = x,, com m # n.

Exemplo 3.1. Analise as sequéncias dadas abaixo.

aon

Consideremos a sequéncia dada por

32



. 1 .
Observemos que, a medida que o valor de n aumenta, o termo x, = — se aproxima de zero.
n

i) (n)nen-

Podemos observar que os termos da sequéncia estao sendo gerados de acordo com o0s

valores de n, e se tornando cada vez maiores.
1,2,3,4,...,n, ...
i) (V2)nen-

Nesse caso, os termos sao

(vV2), (v2), (v2), ...

observamos que é uma sequéncia constante, onde os termos se repetem infinitamente.
w) (=1)7en
Percebemos que os termos da sequéncia variam entre 1 e —1, ou seja
1,1, -1, 1, —1, ...
Exemplo 3.2. Determine os trés primeiros termos e o décimo termo das sequéncias dadas.
a) T, = (—1)"%

Temos que

1 1 —1 1
1 s 42 27 3 37 ; 410 107

Nesse caso podemos observar que os termos da sequéncia vao se aproxrimando de zero, a medida
que n cresce arbitrariamente.

n
n+1°

b) z, =

Temos que
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3 10

_2 p— p—
,ZL’2—3,5L'3— ...71‘10—11,....

€Ty = 47

2

Podemos observar que a sequéncia vai cada vez mais se aprorimando de 1.

Definigao 3.1. Dizemos que um nimero L € o limite de uma sequéncia (x,) de nimeros reais

e escreve-se
L= lim z,,
n—oo
ou, simplesmente

L =limz,,

quando para cada numero real e > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter um inteiro ng € N,

tal que
|z, — L| < &, sempre que n > nyg.
Neste caso
—e <z, — L <e, sempre que n > ny.
ou seja

L—ec<ax,<L+e.

Observagao 3.1. Quando uma sequéncia (x,) possui limite L, dizemos que a sequéncia ()
tende ou converge para L, e assim x, € (L —¢e, L + €), para todo n > ngy. Denotamos tal fato

stmbolicamente por
T, — L.

Uma sequéncia que possui limite chama-se convergente, do contrdrio ela € dita divergente.

Observagao 3.2. Temos como resultado imediato da definicao de limite, que

lim z, = L < lim (z, — L) =0,

n—o0 n—0o0

ou equivalente
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lim |z, — L| =0.
n—oo
Em particular

lim z, =0 < lim |z,| = 0.

Teorema 3.1. Uma sequéncia (x,) nao pode convergir para dois limites distintos.

Demonstracao: Suponha que lim z, = L e lim x, = M com L # M, e que L > M.
n—oo n—oo

Considerando, € = > (), tem-se que existem nq, no € N, tais que

L—-M

|z, — L] < , para todo n > ny, (3.1)

e também

L—-—M
|z, — M| <

, para todo n > ns. (3.2)

Entao, de (3.1]), temos

L—M - L<L—M
— T, — .
2 2

Somando L em todos os membros
L—M L—M
L—< 5 ><L+xn—L<L+( 5 ),

L+M 3L—M
z <z, < — para todo n > ny (3.3)

logo

De (13.2)), resulta que

onde, adicionando M em todos os membros temos,

L—M L—M
M—( 5 )<M+a:n—M<M+ 5

o que implica

3M — L L+ M
—5  <® <

Logo, tomando ng = max{n, ny}, tem-se de -B-4), que

L+ M L+ M
<z, <

, para todo n > ng (3.4)

, para todo n > ny,
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o que é um absurdo.

1
Exemplo 3.3. Seja (—) uma sequéncia dada, de acordo com os valores de n, obtemos os
n

termos

g e e e

A~ =

1
737

| —

Verifiguemos que L = 0 € o limite da sequéncia. Dado € > 0, seja ng € N, tal que, ng > —.
€

Logo

1

1
|xn—L|:'——0‘:
n

n

Observe que, para todo n > ng

1 1
- < —<g,
n Un
assim, para todo n > ng, temos
1
— —0] <e,
n
logo
lim — =0
n—oo M

1
Exemplo 3.4. Seja (—p> uma sequéncia dada, com p € R, p > 0 fizado.
n

1
L =0, é o limite da sequéncia. Dado € > 0, seja ng € N, tal que, ng > .

1 1 1
|z, — L| = ——0‘ e
np npb npb
Observe que, para todo n > ng
1 1
— < — <,
npP noP
assim, para todo n > ng, temos
1
— =0l <e,
np

logo

36

Verifiquemos que

. Logo



Exemplo 3.5. Dada a sequéncia, (—1)", podemos observar que os termos da sequéncia variam

entre -1 e 1. Entao, suponhamos que

lim [(~1)"] = L,

n—oo

1
e considere € = 5 Pela definicao temos, se n € par, resulta que
1 1
1-L| < 5= |L—1] < 5 bara todo n > ng (n par)

entao

1 1

—<L-1<—-.

2 2

Adicionando 1 em todos os membros, temos

1 1
l—=-<1+L-1<14 =
5 + +2,

o que tmplica
1 1
l—-=-<L<1+=
2 + 2’

logo
—<L<-. (3.5)

Se n impar, resulta que
1 )
|—1-L| < 5 para todo n > ny (n impar)
observamos que
1 1
-1+ L)< z=1+1L] <.
2 2
Da defini¢ao de modulo
1 1
—<1+L <.
2 + 2

Subtraindo —1 em todos os termos, temos
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1 1
—1-—-<L<-1+—
2 + 2’
entao
3 1
——<L<—-. 3.6
5 5 (3.6)
Logo, de (3.5)) - (3.6), obtemos
1 1 1 1
) P
2 sks 2 = 2 < 2’

o que é um absurdo. Logo, a sequéncia [(—1)"] nao possui limite, ou seja, seu limite nao existe.

Definicao 3.2. Dada uma sequéncia X = (x,)nen de nimeros reais, uma subsequéncia de X €

a restricao da funcao X a um subconjunto infinito

!/
N'={ni,nq,n3,..., ng, ...} de N,

onde

n<ng<ng<...<np<...,

€ escreve-se

X/ — (xnk)TLEN’; (xn17xnza L xnk,) oy (Ink)kENJ
para indicar a subsequéncia X' = X|N'.

Definigao 3.3. Dizemos que uma sequéncia (z,,) € limitada quando o conjunto dos seus termos
¢ limitado isto é, quando existem numeros reais a e b, tais que, a < x, < b, para todo n € N.
Isto quer dizer que todos os termos da sequéncia pertencem ao intervalo [a,b]. Entdo, uma

sequéncia (z,,) € limitada, quando existe um nimero real ¢ > 0. Tal que

|z,| < ¢, para todo n € N.

Definigao 3.4. Uma sequéncia (z,,), € dita limitada superiormente quando existe um nimero

real b, tal que, x, < b, para todo n € N. Ou seja, todos os termos x, pertencem a semi reta

(—o0, b].

Definicao 3.5. Uma sequéncia (x,) diz-se limitada inferiormente, quando eziste a € R, tal

que, a < x,, para todo n € N, ou seja, x, € [a, +00), para todo n € N.
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Exemplo 3.6. Seja x, = —n, cujos os termos sao

~1, -2, -3, ...,

observe que a sequéncia € limitada superiormente, pois

rn = —n <0, para todo n € N.

2

Exemplo 3.7. Dada a sequéncia x,, = n*, entao os termos sao

dat, a sequéncia € limitada inferiormente pois, x,, > 1.

Exemplo 3.8. Dada a sequéncia x, = L, obtemos os termos
2(n+1)
1 23 4 5
46’810 127 7

11
podemos observar que a sequéncia dada estd limitada no intervalo fechado [Z’ 5} .

Definicao 3.6. Uma sequéncia (z,) chama-se mondtona nao-decrescente quando x, < Tpi1,

para todo n € N.

Definigao 3.7. Uma sequéncia (x,) € mondtona nao-crescente, quando .1 < x, para todo

n € N.
Definigao 3.8. Uma sequéncia (x,) € crescente quando temos x, < x,.1 para todo n € N.
Definicao 3.9. Uma sequéncia é dita decrescente quando x, > x,.1 para todo n € N.

Observagao 3.3. Toda sequéncia mondtona nao-decrescente (respect. nao-crescente) € limi-

tada inferiormente (respect. superiormente) pelo seu primeiro termo.

Observagao 3.4. para que uma sequéncia mondtona seja limitada € suficiente que possua
uma subsequéncia limitada. De fato, seja (zp, )non uma subsequéncia limitada da sequéncia
mondotona (digamos, ndao-decrescente). Temos x,, < ¢ para todo n, € N'. Dado qualquer

n € N, existe n, € N tal que, n < ny. Entdo

Portanto, a sequéncia € limitada.
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Teorema 3.2. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao: Seja L = lim x,,. Tomando € = 1, vemos que existe, nyg € N, tal que
n—oo

n>ny=1, €(L—-1, L+1).

Sejam b o menor e ¢ o maior elemento do conjunto finito {xy, ..., x,,, L — 1, L + 1}.

Todos os termos x,, da sequéncia estao contidos no intervalo [b, ], logo ela é limitada. [ ]

Teorema 3.3. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstragao: Seja (x,) mondtona, digamos nao-decrescente e limitada.
Escrevamos X = {z1,..., zp,...} e L = supX. Afirmamos que L = lim z,,. Com efeito,
n—oo

dado € > 0, o nimero (L — €) nao é cota superior de X. Logo, existe ng € N, tal que
L—¢e<x, <L.
Assim, como (x,,) é ndo-decrescente, temos
n>ny=L—-¢c<x,, <z, <L+e¢,
dai

lim z,, = L.
n—oo

Semelhantemente, se (z,,) é ndo-crescente e limitada, entao

lim x, = M,
n—oo

onde M é o infimo do conjunto dos valores (z,,). [
As definigoes de supremo e infimo podem ser encontradas nas seguintes referéncias, [5] e

[6].

Proposicao 3.1. Se lim x,, = L, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o limite L.
n—oo

Demonstracao: Seja (z,,) uma subsequéncia de (z,). Podemos observar que

n<ng<ng<<...<nNg...

onde
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ny > 1, ny > 2, ng > 3.
De forma geral, n, > k, para todo k£ € N. Considerando € > 0, existe nyg € N, tal que
n > ng, acarreta |z, — L| < ¢,
em particular, para ng > ng, temos |z, — L| < e. Mas n; > k todo k € N, e portanto
k> ng=ng >ng= |z, —L| <e,
logo
lim z,, = L.

k—o0

Teorema 3.4 (Bolzano Weierstrass). Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia

convergente.

Demonstragao: E suficiente mostrar que toda sequéncia (limitada ou nao) possui uma sub-
sequencia mondtona. Diremos que um termo z,,, da sequeéncia dada ¢ destacado quando z,, > x,
para todo p > n. Seja D C N o conjunto dos indices n, tais que, x,, ¢ um termo destacado. Se

D for um conjunto dos indices infinito,

D ={ny, ng, ..., ng, ...},
onde

n<ng<...<ng<...

entdo, a subsequéncia (x,),ep serd mondtona nao-crescente. Se, entretanto, D for finito seja
ny € N maior do que todos os n € D. Entao xz,,, nao é destacado logo existe ny > n; com
Tp, < Tn,. Por sua vez, z,, nao é destacado, logo existe ng > ny com x,, < Tp, < Tp,.

Prosseguindo obtemos uma subsequéncia crescente

Tpy < Tpy < oo < Ty < oeo
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Exemplo 3.9. Seja 0 < a < 1. A sequéncia (a, a®, ..., a", ...), formada pelas poténcias

sucessivas de a, € decrescente limitada pois multiplicando 0 < a < 1 por a™ resulta
0<a™t <a™.
Afirmamos que
lim a" = 0.
n—oo

1
Com efeito, dado € > 0, como — > 1, seque-se entao que existe ng € N, tal que
a

)

M =

ou seja
a™ <¢
de onde, seque que
n>ng=la"—0]=a" <a™ <e¢,
logo
lim a" = 0.
n— oo

Neste caso, lim a™ = inf{a";n € N} =0.
n—oo

3.2 Limite da soma dos termos de uma P.G infinita

Nas progressoes geométricas em que 0 < |¢| < 1, a soma dos n primeiros termos tem um
limite finito quando n tende a infinito. Nesse caso, ¢ aproxima-se de zero para n suficientemente

grande, ou seja

lim ¢" = 0.
n—oo
Sabemos que
1 —g"
Sn = xl( 1 )7
l—¢q



para ¢ # 1. Logo

]_ _
lm g, — 211 =0)
Portanto,
lim Sn:i,()<|q|<1.
n—00 1—g¢q

11
Exemplo 3.10. Vamos calcular o limite da soma dos termos progressao geométrica (5, T ) .

Note que
Sp = 1+1+1+ ! + ...+
"2 4 8 16 on’
como, r1 = =, € ¢ = =, temos
1
T . 5 _2_
i S S
2 2
Logo
lim S, = 1.
n—oo

Isso significa que quanto maior for n, a soma

ey ]
274 8716 T on

serd mais prorvima de 1.

3.3 Sequéncias de Cauchy

Defini¢ao 3.10. Uma sequéncia (x,) € denominada sequéncia de Cauchy se para cada € > 0

existe um N(g) = ng € N, tal que

m,n > ng = |r, —x,| <e.

Em outra palavras, significa dizer que quando uma sequéncia é de Cauchy os seus termos ficam

arbitrariamente proximos uns dos outros a partir de um determinando indice.
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1
Exemplo 3.11. A sequéncia <—) ¢ de Cauchy pois, se € > 0 € dado, considere ng € N, tal
n

que
ng > —
£

cuja existéncia € garantida. Entao

1 1 1 E €
— < —+ — < —+4 = =¢, para todo m,n > ny.
m-_ ng mng 2 2

Proposicao 3.2. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia convergente para o limite L. Dado ¢ > 0, existe

ng € N, tal que

€
n2n0:>|:rn—L|<§,

portanto, para m, n > ng, temos

3

225.

|xm—xn|§|mm—L|+|xn—L|<%+

Proposicao 3.3. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Para ¢ = 1, existe ng € N, Tal que
m, n>nyg= T, —x,| <1
Pela desigualdade triangular temos que, para todo n > ny,
|Tn| = |0 — Tng + Tng| < |0 — Tig| + |Tng| < 1+ |T0y)-
Seja
M = maz{|z1|,|za|, - -, |Tno—1], 1 + |Tno |}
e temos que

|z,| < M, para todo n € N.
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Observacao 3.5. A reciproca da proposicao 3.3 nao € verdadeira, jd que existem sequéncias

limitadas que nao sao de Cauchy.

Proposicao 3.4. Toda sequéncia de Cauchy de R € convergente.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy. Temos que (z,) é limitada, pela pro-
posicao anterior. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 3.4), (x,) possui uma

subsequéncia (x,, ) convergente para o limite L. Dado € > 0, existe n; € N, tal que
€
nkznlé\xnk—Ll<§.

Por outro lado, sendo (z,) de Cauchy, existe ny € N, tal que

n,mzngélxn—xm|<g.

Tomemos, n3 = max{ny, ny}. Como ny > k para todo k € N, teremos

xp — L] < |xp — 2y, + 2y, — L| < |2p — 20 | + |70y, — L <§+E=€, Vk>mns3

isto é

lim x, = L.
n—o0

3.4 Limites e desigualdades

Seja P uma propriedade referente aos termos de uma sequéncia (z,). Diremos que para
todo n suficientemente grande x,, goza da propriedade P, para significar que existe um ng € N,

tal que, x, goza da propriedade P, para todo n > ng.

Teorema 3.5. Seja lim x, = L. Se M < L, entao para n suficientemente grande, tem-se,
n—oo

M < x,. Analogamente, se L < M entao x, < M para todo n suficientemente grande.

Demonstracao: Tomando, ¢ = L — M, temos, ¢ > 0 e M = L — . Pela defini¢cao de limite,

existe ng € N, tal que
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n>ng=L—c<x,<L+e¢,
portanto
M < x,, para todo n > ng

A outra afirmacao se prova analogamente. [ ]

Corolario 3.1. Seja L = lim x,,. Se L > 0 entao, para todo n suficientemente grande, tem-se
n—oo

x, > 0. Analogamente, se L < 0 entdao, x,, < 0 para todo n suficientemente grande.

Corolario 3.2. Sejam L = lim x, e M = lim y,. Se x, < y,, para todo n suficientemente
n—oo n—oo

grande entao L < M. Em particular se x, < M para todo n suficientemente grande entao,

lim x, < M.

n—oo
Observacao 3.6. Sendo z, < y,, nao podemos afirmar que os limites L < M.

1 1 1 1
Exemplo 3.12. Dadas as sequéncias — e ——, podemos observar que —— < —, porém
n n n o n

. 1 .
lim —— =0¢ lim — =0,
n—oo M n—oo N

ambas, tem limites iguais a zero.

Teorema 3.6 (Teorema do confronto). Se lim z, = lim y, = L e z,, < z, < y,, para todo
n—oo n—oo

n suficientemente grande, entao temos
lim z, = L.
n—oo
Demonstragao: Dado arbitrariamente € > 0, existem ny, no € N, tais que
n>n =>L—ec<ux,<L+e¢,
e também
n>ny,=>L—e<y,<L+c.

Seja ng = max{ny, na}, entao

n>ng=>L—-ec<z, <z, <y, <L+e=z,€(L—¢ L+e¢),
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logo

lim z, = L.
n—oo

Exemplo 3.13. Para provar

lim M =0.
n—oo n

Podemos observar que para todo n € N, temos

log\/n < /n,

como

1
lOg \/_ = 5 10g<n)7

Seque-se que

log(n) < 2y/n.
Dividimos por n, resulta que

(n) _ 2

0<log— < —
n

)
vn
fazendo n — oo, pelo teorema do confronto, temos que

i 2807 _
n— o0 n

[sen(m

Exemplo 3.14. Podemos mostrar que o lim

n—oo

5 } = 0. Analisando a limitacao da func¢ao
n

seno, temos
|sen(n)| < 1= —1<sen(n) <1,
onde dividindo por n?, temos

1 < sen(n)

1
5— < —, para todo n € N,
n n

calculando o limite
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lim — =0,
n—oo N2
e também
=1
lim — =0,
n—od ’n,2

temos que, pelo teorema do confronto

3.5 Operacoes com limites

Teorema 3.7. Se o lim x, =0 ¢ (y,) € uma sequéncia limitada (convergente ou nao), entao
n—oo

lim z,y, = 0.
n—oo

Demonstracao: Existe ¢ > 0, tal que |y,| < ¢ para todo n € N. Dado arbitrariamente ¢ > 0,

existe ng € N, tal que
€
n>ng= |z, <-,
c

entao

ce
n > ng = |Tan| = |Tallyn| < - = E.

Logo

lim (z,y,) = 0.

n—o0

1
Exemplo 3.15. Se z, = — ey, = sen(n), entdo (y,) nao converge mas, como —1 <y, <1 e
n

1
lim (—) =0 tem-se
n—oo \ N

n—00 n—00 n

lim (z,y,) = lim {SW’(”)} — 0.

Observagao 3.7. Se lim x, =0, mas (y,) ndo € limitada, o produto (x,y,) pode divergir ou
n—oo

convergir para um valor qualquer.
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1
Exemplo 3.16. Dadas as sequéncias x, = — e y, = n2, podemos observar que lim — = 0 e
n n—oo N,

2 4 T
Yn = n° € tlimitada, mas
TnYn = En =n,

ou seja, o produto diverge.

1 1
Exemplo 3.17. Dadas as sequéncias x, = — e Yy, = cn, temos lim — = 0 e y, = cn €
n n—oo M

timitada, entao

logo, o produto converge.

Teorema 3.8. Se o lim z,, = L e lim y, = M, entdo:
n—oo n—oo
i) im (z, +y,) = L+ M;
n—oo
i) lim (x, —y,) = L — M;
n— o0

19t) lim (z,y,) = LM,
n—oo

n L
iv) lim (x_) =—seM#0 ey, #0, para todo n € N.
n—o0 \ Y M
Demonstracao:

i) Seja e > 0 dado. Entao existem n; e ny em N, tais que

5
n > ny acarreta |z, — L| < 2

e também

£
n > ny acarreta |y, — M| < 3

Agora se, n > maz{n, ny}, entdo

€ €

(@0 90) = (L M| < fon — L]+ g — M| < S+ 5 =

€
ii) Seja e > 0 dado. Entao existem n; e ny em N, tais que n > ny, acarreta |z, — L| < 3 e
€
n > ng, acarreta |y, — M| < 5 agorase n > max{ny,ns}, temos
€ €
(0 = g0) = (L= M)| < [o0 = L]+ g — M| < S+ 5 =
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iii) Sabemos, em primeiro lugar, que toda sequéncia convergente é limitada, logo existe um

c > 0, tal que

|z,| < ¢, para todo n € N.

Seja agora € > 0. Entao, existem ny, ny € N, onde

>ng = | Ll < 2
n>n Ty —
e
5
n— M| < —.

|y <3

Portanto, se n > maz{n;,ny}, temos
|$nyn_LM| = |xn(yn_M)+M(l‘n_L)|

< wn(yn = M)+ [M (2, — L))

= |zallyn — M|+ |M||z, — L

o ey M
2¢  2|M|

< £4,°C

-2 2

= £.

iv) Observamos que

v M yM

n—o0 n

1
Como lim (x,M — y,L) = LM — ML = 0, é suficiente provar que, ( M) é uma sequéncia

limitada para concluir que

e portanto

2
Ora colocando, ¢ = R temos
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0<c< M2
Como

lim y, M = M?,
n—oo
seque-se do Teorema 3.5 que para todo n suficientemente grande, tem-se

¢ <ynM,

e portanto, para n suficientemente grande, tem-se

s
ib—*
Q-

complementando a demonstragao. ]

Proposicao 3.5. Se z, > 0, para todo n € N e lim (an) =L < 1, entao, lim x, = 0.

n—oo Ty, n—oo
Demonstracao: Tomemos ¢ € R, com L < ¢ < 1. Entao

Tn+41
Ty

0<

<c,

para todo n suficientemente grande. Segue-se que,

Tn+1
0<In+1:( n+>xn<cxn<xn.
T

n

Logo, para n suficientemente grande a sequéncia (x,) é mondtona decrescente e limitada in-
feriormente. Seja M = lim z,. De x,,1 < cz,, para todo n suficientemente grande resulta,
n—o0

fazendo n — oo, que M < cM, isto é
(1—c)M <0.

Como, M >0e 0 < ¢ < 1, concluimos que
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3.6 Limites infinitos

Definicao 3.11. Dada uma sequéncia (x,,), escreve-se lim x, = 400, para significar que dado
n—o0

arbitrariamente, A > 0, existe, ng € N, tal que
n>ng= x, > A.

Se tivermos lim x, = +00 entdo a sequéncia (x,) ndo € limitada superiormente. Porém
n—oo

a reciproca nao € verdadeira.

Definicao 3.12. Dada uma sequéncia (x,,), escreve-se lim x, = —o0, para significar que dado,
n—oo

A > 0, pode-se encontrar ng € N, tal que
n>ng=r, <—A.

Se tivermos lim x, = —oo entdo a sequéncia (x,) ndo € limitada inferiormente. Nesse
n—oo

caso também a reciproca nao € verdadeira.

Observacao 3.8. Decve-se enfatizar que, lim x, = 400 e li_>rn Yn = —00, as sequéncias (x,) e
n—oo n oo

(yn) ndo sdo convergentes. Note que
lim z, = +o0o < lim —x, = —o0.
n—oo n—oo
Exemplo 3.18. Dada a sequéncia x,, = n+n(—1)", podemos observar que (x,) ndao € limitada

superiormente, porém nao se tem lim x,, = 400, jd que T(2,—1) = 0 para todo n € N.
n—oo

Observagao 3.9. Se (x,,) € ilimitada superiormente e crescente, entdo lim x, = +00.
n—oo

Corolario 3.3. Sejam (x,) € (yn) sequéncias, entao ocorrem as sequintes afirmacoes:
i) Se lim z, = +oo e (y,) € limitada inferiormente entao, lim (z, + y,) = 400,
n—oo n—oo

i) Se lim z,, = +oo e existe ¢ > 0, tal que, y, > ¢ para todon € N entao, lim (z,y,) = +00;
n—o00 n—0o0

. Y. Tn
1i1) Se x, >c >0, y, > 0 para todon € N e lim y, =0, entdo lim <—) = +00;
n—oo

n—oo ’y,n

w) Se (x,) € limitada e lim y,, = +00 entao, lim (ﬁ) = 0.

n—oo n—oo yn

Demonstracao:
i) Existe ¢ € R, tal que y,, > ¢ para todo n € N. Dado arbitrariamente A > 0 existe ny € N,

tal que

n>ng=x,>A—c
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Segue-se que
n>ng=Tp+y,>A—c+c=A,
logo
lim (z, + yp) = +00.
n—oo
ii) Dado arbitrariamente A > 0, existe ny € N, tal que
A
n>ng =T, > —,
c
dai
Ac
n>ng= Ty, > — = A,
c
donde
lim (z,y,) = +00.
n—oo

iii) Dado A > 0, existe ng € N, tal que

C
n>ng =Yy, < —

A’
entao
T Ac
n>nyg=—>—=A4A,
Yn c
logo
z
lim =% = 4.
n—oo yn

iv) Existe ¢ > 0, tal que |z, | < ¢ para todo n € N. Dado arbitrariamente ¢ > o, existe ng € N,

tal que
c
n>ng= Y, > —,
€
entao
Tn ce
n>ny=|—| < — =c¢.
Yn c
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1
Exemplo 3.19. Dada a sequéncia (x,), se lim z, = 0, entdo lim (—) =400, sex, >0c¢

n—oo n—oo xn
. 1
lm | — ) = —o0, se z, <O0.

n—00 \ I'p,

1
Exemplo 3.20. Dada a sequéncia (x,), se lim x, = +o00, entao, lim <—> =0.

n—oo n—00 \ Tp,

1
Exemplo 3.21. Se a > 1, a sequéncia x,, = a™ tende a infinito. De fato, 0 < — < 1, de forma
a

que

tende a zero, entao

() — o0.

Observacao 3.10. Podemos perceber a indeterminagao do tipo +00 — oo. De fato, se

lim x, = +o00 e lim y, = —0c0
n—o0 n—oo

nenhuma afirmacao geral pode ser feita sobre

lim (z,, + Yn)-
n—oo

Exemplo 3.22. Dadas as sequéncias x, = n + (—1)" e y, = —n, observe que

lim (z, + y,) = lim (—1)",
n—oo n—oo

nao existe, ja que o termo (—1)" € alternante (ver exemplo 3.5).

Exemplo 3.23. Dadas as sequéncias x,, = 2n e y, = —n, podemos fazer

lim (x, + yn) = lim n = 4o0.

n—oo n—oo
Exemplo 3.24. Dadas as sequéncias x, =n ey, = —2n, temos que
lim (z, + y,) = lim (—n) = —oc.
n—oo n—oo
Exemplo 3.25. Dadas as sequéncias x, =n+c e y, = —n, assim

lim (z, + yn) = ¢,

n—o0

54



poderd assumir um valor arbitrdrio ¢ € R.

Outras indeterminacoes frequentemente encontradas sdao oo?, 1% e 0°. Os limites mais
importantes da Andlises quase sempre se apresentam sob a forma de uma expressao indetermi-

nada.

Exemplo 3.26. Temos como um limite especial

. "
e = lim (1+—) ,
n—o00 n

observamos que esse limite € da forma 1°°, que vamos analisar posteriormente.
Analisando a grandeza entre alguns limites, dadon € N, a > 1 e um nimero k£ € N, entao

lim n* = lim ¢* = lim n! = lim n™.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Todas estas sequéncias tém limite infinito. Porém para valores muito grandes de n, temos
n* < a® < n! <« n",

onde o simbolo < significa ”7é uma fracao muito pequena”podemos perceber que, o cresci-
mento exponencial supera o polinomial, o crescimento fatorial supera o exponencial com base

ilimitadamente crescente.

Exemplo 3.27. Em relagao a grandeza de limites, temos que, se a > 1 e k € N sdo constantes,

entao

. onk Coat . onl
lim — = lim — = lim — = 0.
n—oo q" n—oo M) n—oo N

.ok n¥
Vamos mostrar que lim — = 0, fazendo x,, = —, temos que
n—oo " a™

T 1\*
Tn n

entao

se a > 1, pela Proposi¢cao 3.5
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lim z, = 0.

n—oo
) . a® a”
Mostremos também que lim — = 0, fazendo y, = —, temos que
n—oo n! n!
Yn+1 _ a
Yo (n+1)

entao

lim —
1m

logo, pela Proposi¢cao 3.5

lim y, = 0.

n—oo

o . nl . n!
Finalizando, mostremos que lim — = 0, admitimos z, = —, temos que
n—oo N nn

Zntl n 1"
Zn (n4+1)]7

entao

1 .
sabendo que, — < 1 e utilizando a Proposig¢ao 3.5, temos que
e

lim z, = 0.
n—0o0
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Capitulo 4

Limites importantes

Neste capitulo mostraremos alguns exemplos de limites especiais. O estudo desses exem-

plos teve como referéncia [4].

Exemplo 4.1. A sequir apresentamos um importante exemplo de sequéncia mondtona, e que
define o numero e, base dos logaritmos naturais. FEsse numero surgiu na consideracao de um

problema de juros compostos instantaneamente. Nesse contexto ele € definido mediante o limite

: 1\"
e:hm(l—i——).
n

Observe que esse limite ¢ uma forma indeterminada do tipo 1°°, pois, enquanto o expoente tende
1
a infinito, a base 1 + — tende decrescentemente a 1.
n
Mostraremos que a sequéncia que define e € crescente e limitada, portanto, tem limite.

Pela formula do binomio de Newton, temos

1 n
Ty = (1+—)
n

p— rl n’
B "1 n (n—1) [n— (r—1)]
a 1+;Fﬁ n n

Logo

xn:1+§;%<l—%><1—%>...(1—T;1>. (4.1)

Substituindo n por n + 1, nesta ultima expressao, obtemos
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+1
«— 1 1 2 r—1
xM4:1+§:— 1— 1— 1= .
—rl n+1 n+1 n+1
Desconsiderando o ultimo termo desta ultima somatoria estaremos somando até r = n. Vemos
que cada fator entre parénteses que ai aparece, € maior que os fatores correspondentes em (4.1)),
concluimos que Tpy1 > Tp, provando que a sequéncia (x,) € efetivamente crescente.

Podemos observar que cada paréntese que aparece em (4.1) € menor do que 1, de sorte

que, sendo n > 1

Ty, < 1+Z%’
r=1 "

_ 1 1
R
< 2+ L + ! + + L
2 22 2n71
Podemos observar que
L + L + + L <1
2 22 e on—1 ’

Formando a soma dos termos de uma P.G finita, onde a soma é menor que 1, (ver no exemplo
3.10). Portanto, x, < 3. Logo (x,) € limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass a
sequéncia admite uma subsequéncia convergente. Sendo crescente e limitada, (x,) tem limite,

que € o numero e. Fica claro também que, esse numero esta compreendido entre 2 e 3.

~ . ™" .
Observacao 4.1. Para provar que, ¢ = lim (1 — —) . Introduzimos m = n — 1 e notemos

n
que
R ek DN SRR SR S AU -
(n_l) m m

(-3)"- ()

mas, esta ultima expressio tende a e, quando fazemos m tender a infinito (o que também

equivale a fazer n tender a infinito). Em vista disso podemos escrever

1 n
e = lim (1 + —) .
n—+oo n
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Exemplo 4.2. Dado um nimero a > 0, a sequéncia x, = Va, tem limite igual a 1. Supo-
nhamos que a > 1, donde {/a =1+ h,,, onde h, é um nimero positivo conveniente. Todos os

termos da formula do binémio de Newton em (1 + h,)"™ sao positivos, de sorte que
a=(1+h,)" >1+nh, >nh,.
assim
mzqya—u<%

e isso serd menor do que qualquer € > 0 fixado de antemdo, desde que

a
n>-—-.
€
1 1
No caso 0 < a <1, temos que — > 1, donde — 1. Logo
a {a
1 1 1
lim {/a = li = =-=1.
dn Va=lm = T

{75 n—oo

Exemplo 4.3. Dada a sequéncia /n, vamos mostrar que o lim Yn = 1, consideremos também
n—,oo

que Yn =1+ h,, onde h, novamente é um nimero positivo conveniente.

—1 —1
n:u+mw:1+mh+ﬂ%¢lmy+nfumw>ﬁﬁflm@2
donde
2
hp)? <
2 ) o 2
Agora, dado € > 0, serd menor do que €%, desde que n seja maior do que, ——— = ny.
(n—1) e2+1

Consequentemente

n>ng=|{n—1=h, <e,

provando o resultado desejado.
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Consideracoes finais

Buscamos com esse trabalho facilitar a compreensao e o acesso a definigoes e resultados
sobre sequéncias e limites, querendo lembrar também da importancia do estudo de sequéncias
numéricas no ensino médio nos conteidos de P.A e P.G, juros e etc, como também a im-
portancia do estudo de sequéncias e limites pois faz base para as definicoes de convergéncia,
divergéncia, continuidade, derivada, e integral. Essa importancia foi a base de motivacao para

o desenvolvimento deste trabalho.
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