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Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudo sobre os espacos métricos, teoria que genera-
liza alguns conceitos estudados no Célculo e na Andlise Real, especialmente aqueles que
tratam acerca da no¢do de distancia. O Teorema de Baire é um dos resultados relevantes
nesta pesquisa. Para demonstrarmos, usaremos como suporte alguns resultados preliminares
que serdo apresentados nos dois capitulos iniciais. No primeiro, abordaremos sobre espacos
métricos e nocdes de topologia, ja no segundo trabalharemos com sequéncias e espacgos
métricos completos. Por fim, no terceiro capitulo serd apresentado o Teorema de Baire. Para
o desenvolvimento do trabalho adotamos como metodologia a pesquisa bibliografica, so-

mada a pesquisas em documentos eletronicos disponiveis na internet.

Palavras-Chave: Teorema de Baire, Espacos Métricos, Convergéncia.



Abstract

In this work, we make a study of metric spaces, a theory that generalizes some con-
cepts studied in Calculus and Real Analysis, especially those that deal with the notion of
distance. Baire’s theorem is one of the relevant results in this research. To demonstrate it, we
will use as support some preliminary results that will be presented in the two opening chap-
ters. In the first one, we discuss about metric spaces and notions of topology, in the second
one we will work with sequences and complete metric spaces. Finally, the third chapter will
present the theorem of Baire. For the development of the study we adopt as a methodology
the bibliographic research, combined with researches in electronic documents available on

the internet.

Key-words: Baire’s Theorem, Metric Spaces, Convergence.
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Introducao

Na teoria dos espacos métricos busca-se a generalizacdo de alguns dos conceitos
estudados no Célculo e na Andlise Real, especialmente aqueles onde intervém a nog¢do de
distancia (conceitos topoldgicos). Nossos estudos acerca desta teoria conduziram-nos até o
Teorema de Baire, um resultado importante no estudo dos espacos métricos.

O presente trabalho estd dividido em trés capitulos. No primeiro, abordaremos re-
sultados acerca dos espacos métricos e de algumas nog¢des topoldgicas, necessdrias para
demonstrarmos o Teorema de Baire. No segundo capitulo, discutiremos sobre as sequén-
cias e os espacos métricos completos. Por fim, no terceiro capitulo, trataremos a respeito do
Teorema de Baire.

Em todo o texto procuramos trabalhar os conteidos de maneira detalhada, sempre
colocando exemplo(s) de facil entendimento apds cada defini¢do ou resultado, possibilitando
uma leitura mais agradavel, sem perder o rigor da matemadtica.

Para o desenvolvimento deste trabalho, adotamos como metodologia a pesquisa bibli-
ografica e a pesquisa em documentos eletronicos, disponiveis na internet. A fundamentacao
tedrica estd pautada, principalmente, em: (LIMA, 2007), (KUHLKAMP, 2002), textos que
tém como conteuidos os espacos métricos e suas propriedades. O tnico pré-requisito a leitura
desde material € um curso de Andlise Real, o que tornaria os resultados e demonstragdes aqui

trabalhadas mais familiares.



1 Espacos Métricos e Nocoes de Topologia

Neste capitulo serdo apresentados alguns resultados importantes para o desenvolvi-
mento deste trabalho, os quais servirdo de base para compreendermos e demonstrarmos o
Teorema de Baire. Os contetidos aqui abordados poderam ser encontrados pelo leitor nas
referéncias (LIMA, 2007) e (KUHLKAMP, 2002), ou em qualquer outro livro de intro-
ducdo aos espagos métricos e a topologia geral. Assim sendo, procuramos trabalhar estes
conteidos detalhadamente, sempre colocando exemplo(s) de facil entendimento apds cada
definicdo ou resultado.

1.1. Definicao de espaco métrico

Antes de apresentarmos a definicdo formal de espaco métrico, faremos uma ex-
posicdo informal acerca deste conceito. Para isso, observemos que a prépria palavra métrica,
na sua forma escrita, nos sugere o significado de distancia. Dessa forma, € intuitivo perce-
bermos que um espago métrico é um conjunto no qual nés podemos medir a distdncia entre
seus elementos, de alguma maneira.

Um dos exemplos mais intuitivos que usaremos para motivar a defini¢do de métrica
é certamente o plano R?, onde a disténcia entre dois pontos é o comprimento do segmento
de reta que os une. Seja A e B pontos distintos de R? e d a distancia entre estes pontos. Essa

distancia satisfaz as seguintes propriedades:

1. d(A,B) =0 < A = B (a distancia entre um ponto e ele mesmo ¢é nula);
2. d(A,B) > 0 (a distancia entre dois pontos distintos é maior que zero);
3. d(A,B) =d(B,A) (a distancia é simétrica);
4. d(A,C) <d(A,B)+d(B,C) (a distancia satisfaz a desigualdade triangular).

O nome desta tultima propriedade se deve ao fato que, na geometria euclidiana, o
comprimento de um lado de um tridngulo é sempre menor que a soma dos comprimentos
dos outros dois lados do tridngulo. Para entendermos melhor a desigualdade triangular ob-

servemos a figura na pagina seguinte.
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d(A, B) d(B, C)

d(A, C)

Figura 1.1.: A desigualdade triangular

Até aqui trabalhamos o conceito de espaco métrico de forma intuitiva, no entanto, tal

conceito se torna geral através da definicdo que segue.

Definicao 1.1 Seja M um conjunto ndo vazio. Uma métrica num conjunto M é uma apli-
cagdo d : M x M — R que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um niimero
real d(x,y), chamado de distdncia de x a y, de modo que para quaisquer x,y,z € M, sejam
satisfeitas as seguintes condigoes:

1. d(x,y) =0 x=y,

2. Sex #yentdo d(x,y) > 0;

3. d(x,y) =d(y,x);

4. d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).

Defini¢do 1.2 Denomina-se espaco métrico o par (M,d), onde M é o conjunto e d é a
métrica em M. Quando a métrica for facilmente subtendida, escreveremos simplesmente

M, para indicar o espagco métrico (M, d).

Os elementos de um espago métrico podem ser de natureza diversas, como: nimeros,
pontos, vetores, matrizes, fungdes, conjuntos, etc. Estes elementos seram sempre chamados
de pontos de M.

E importante notar que espaco métrico é uma estrutura e nio um conjunto. Percebe-
se isto ao verificar que 0 mesmo conjunto munido com métricas distintas d4 origem a espagos

métricos distintos.

Exemplo 1.1 Seja R o conjunto dos niimeros reais e d(x,y) = |x—y| a distdncia entre e-
lementos de R. Mostraremos que d é uma métrica em R e concluiremos que (R,d) é um
espaco métrico. Para tanto, utilizemos das propriedades de niimeros reais e verifiquemos as
condigoes enunciadas na defini¢do de métrica.

1. dx,y)=0& |x—y|=0cx—y=0&x=y,

2. d(x,y)=|x—y|>0;

3. d(xy) = r=] = |=y+a = (=) =) = (=D |r=x)| = [y =] = d(3);
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4. Como para todo a,b € R vale
ja+b| < |a|+ ],

temos

x—zl=x—y+y—z[ <|x—y|+]y—z|.

Logo,
d(x,z) <d(x,y) +d(y,2).

Portanto, d é uma métrica e (R,d) é um espago métrico. Esta métrica é chamada métrica

usual em R.

Exemplo 1.2 (A métrica zero-um) Mostraremos neste exemplo que podemos obter um es-
pagco métrico a partir de um conjunto arbitrdrio M, ndo vazio. Para isso basta definir a
métricad : M x M — R, onde

d(x,y) 0, se x=y
xX,y) =
Y 1, se x#y

Dados x,y € M, vejamos se d é uma métrica:

1. Se x =Yy, temos

d(x,y) =d(x,x) =0;

2. Sex#y
d(x,y)=1>0;

3. Para x =y, teremos
d(x,y) =d(x,x) =d(y,x).

Por outro lado, se x # 'y
d(x,y)=1ed(yx)=1.

Logo, d(x,y) = d(y.x);
4. Quando x = z, entdo
d(x,z) =0<d(x,y) +d(y,2).

A desigualdade acima é vdlida pois, d(x,y) +d(y,z) ndo pode ser menor que zero.

Se porém x # z, caso em que
d(x,z) =1,

!'Se a,b € Rentdo |a+b| < |a| +|b|.
De fato, se a+b > Oentdo |a+b| =a+b < |a|+ |b];
Por outro lado, se a+b < 0 temos |a+b| = —(a+b) = (—a) + (—b) < |a| + |b|.
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entdo ndo pode ocorrer x =y ey =1z, ouseja, X =y ouy *z.
Assim
d(x,y) +d(y,z) > 1 =d(x,z2).

Ou seja,
d(x,z) < d(x,y) +d(y,2).

Como as quatro condi¢des acima foram satisfeitas, podemos concluir que d é uma métrica

em M e (M,d) um espagco métrico.

Exemplo 1.3 (Métrica do mdximo) Sejam x = (x1,x2,...,X,) ey = (¥1,¥2,...,yn) elementos

de R". Mostremos que

d(x7y) :max{|x1 —)’1| ’ |x2_y2|a'--a|xn_yn|}

é uma métrica em R".

1. Para x =y, temos:

d(x,y) = max{lxi —yi[, 2 —ya|,...,|xu —yul}
= max{|x; —xi|,|x2—x2|,..., Xy —xu|}
= max{|0[,|0],...,|0|}
= max{0,0,...,0}
= 0.

2. Sex=#y,
d(x,y) = max{|x; —yi[, |2 —y2.-.., [xa — yal}

Como ’xl_yl, >07 !xz—yzl >07'--7’xn_yn’ >0,
max{|x1 _yl|7|x2_y2|7~--7|xn_yn|} > 0.

Logo d(x,y) > 0, quando x # y.

3. Temos:

d(x,y) = max{|x; —yi|,[x2=y2[,... [Xn = yul}
= max{[(=1)(y1 —x)[,|(=D) (2 =x2) ..., |(=1) yn —xa) |}
= max{[(=D[y1 —x1[,|(=Dlly2 = x2| ..., [(= D[ [yn — 2]}
= max{|y1 —xi[,[y2 —x2[,.... |yn — xXn[}
= d(y,x).
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. Queremos mostrar que

d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).

Ou ainda,
max{|x1—zl\,|x2—zZ|,...,|xn—zn|} < maX{|X1—y1|,|X2—y2|,...,|Xn—yn|}
+ max{lyl_Z1|7|y2_Z2|7'-'7|yn_Zn|}-
Para isso, observemos que:
d(x,z) = max{|x; — z1|,|x2 — 22|, - - -, |Xn — Zu|} = |xi — 7| para algum 1 <i<n;
d(-x7y> :maX{|x1 _y1|7|x2_y2|7--~7|xn_yn|} - ‘xj_yj‘ para algum 1< ] <n; (11)
d(y,z) = max{|y1 —zi|,[v2— 22|, -+, |vu — 2|} = |yx — 2| para algum 1 <k <n.(1.2)

Sendo assim, devemos mostrar que:
i — zi] < [y =]+ e — 2zl
De 1.1 e 1.2 temos, respectivamente:

i — il < |xj_yj‘ para todo 1 < i <n;

lvi — zi| < |yx — zx| paratodo 1 <i<n.

i = zi| = b = yi 4 yi =zl < =yl + [yi = zil < Jxj =y e =z

Logo,
d(x,z) <d(x,y) +d(y,z).

Portanto, para quaisquer x = (X1,X2,...,Xy) €y = (¥1,Y2,---,¥n) do R",

d(xay) :max{‘xl _yl‘ ) |x2_y2|7'--a|xn_yn|}

¢ uma métrica e (R",d) é um espago métrico.

Para o pr6ximo exemplo introduziremos a seguinte defini¢do:

Definicao 1.3 Seja X um conjunto ndo vazio. Diremos que uma funcdo f: X — R é limi-

tada se existir um niimero real k > 0, onde k depende de f, tal que

|f(x)| <k, para todo x € X.
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Denotaremos por B(X;R) o conjunto formado por todas as fungoes [ : X — R que sdo
limitadas, isto é,
B(X;R) ={f:X — R; f¢é limitada}.

Exemplo 1.4 (Métrica da convergéncia uniforme ou métrica do sup?) Mostraremos neste
exemplo que d : B(X;R) x B(X;R) — R dada por:

d(f,g) =supl|f(x)—g(x)|.

xeX

¢é uma métrica em B(X;R).
De fato,
1. Se f,g € B(X;R),

d(f,8) =0 sup|f(x) —g(x)|[=0<[f(x) —g(x)[ =0 f(x) —g(x) =0 f(x) = g(x).

xeX

2. Se f,g € B(X;R) e [ # g, entdo existe xo € X tal que f(xo) # g(xo).

Assim,
d(f,g) =sup|f(x) —g(x)[ = [f(x0) — g(x0)[ > 0.

xeX

3. Se f,g € B(X;R), entdo

d(f,g) =sup|f(x) —g(x)| = sup[(=1)[g(x) — f(x)]| = sup|g(x) = f(x) = d(g, f)-

xeX xeX xeX

4. Se f,g,h € B(X;R), entdo para cada x € X temos que

Pela desigualdade triangular dos niimeros reais, tem-se

/() = g()| = |/ (%) = h(x)] + [h(x) = g()]| < |/ (x) = h(x) [+ |1 (x) — g(x)] -

Logo,
d(f,g) =sup|f(x) —g(x)| < sup{|f(x) = h(x)| + |i(x) — g(x)[}- (*)

xeX xeX
Pelas propriedades do supremo, se A e B sdo conjuntos limitados superiormente em R,

entdo A+ B é limitado superiormente em R e

sup[A + B] < supA + supB.?

2 Ver a defini¢io de supremo em (LIMA, 2004) ou na se¢o 1.3 deste trabalho.
3 Para maiores informacdes acerca das propriedades do supremo consultar (OSMUNDO E ALDO, 2008) ou
(LIMA, 2004).
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Aplicando este resultado ao lado direito de (*), teremos

d(f.g) < i;‘}}’{'f (x) = A(x)| + |~(x) — g(x)[}
< )scggﬂf (x) —h(x)[} +§2§ |h(x) —g(x)[}
< d(f,h)+d(h,g).

Portanto d é uma métrica em B(X;R) e (B(X;R),d) é um espaco métrico.
Para ilustrarmos a métrica do sup, considemos X = [0,1] e f,g:[0,1] — R, definidas da
seguinte forma:

f(x) =xeg(x) =% comxe€[0,1].

dif, @)

I O g g ey B

0 112 X

Figura 1.2.: Métrica da convergéncia uniforme ou métrica do sup

Vejamos na figura acima que a distdncia d(f,g) é o comprimento da maior corda vertical

que une os pontos dos grdficos das fungoes [ e g. Assim,

a7.0) =suplr) el =7 (5) ~#(3)| =3 - (%)2 L

Definicdo 1.4 Se (M,d) é um espago métrico e X C M, entdo (X,d) é chamado subespago
de (M,d).

A métrica do subespago (X,d) é chamada métrica induzida por (M,d).

Exemplo 1.5 Pelo exemplo 1.1 R munido de sua métrica usual é um espago métrico. Como
Z C R, segue pela defini¢do 1.4 que (Z,d) é um subespaco de (R,d). Da mesma forma
(N,d) e (Q,d) sdo subespagos de (R,d).
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1.2. Bolas abertas, bolas fechadas e esferas

A nocdo de bolas e esferas é importante no estudo dos espacos métricos, haja vista
que boa parte das defini¢des e resultados apresentados posteriormente dependem da defini¢ao

destes objetos matematicos.

Definicao 1.5 Sejam (M,d) um espagco métrico, a um ponto de M e r > 0 um niimero real.
1. A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a;r), formado pelos pontos x de M, que

estdo a uma distancia menor do que r do ponto a. Ou seja,

B(a;r) = {x € M;d(x,a) < r}.

- e
’ -
4 \
’ A
f
I
]
' /|
]
1
[} r 1
1 4a ]
1 i
\ U
A ’
* ’
\‘ s
\\ I,
~ a'

-
- -

Figura 1.3.: Bola aberta

2. A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto Bla;r], dos pontos x de M, cuja distdncia

ao ponto a é menor do que ou igual a r. Isto é,

Bla;r] = {x € M;d(x,a) < r}.

Figura 1.4.: Bola fechada
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3. A esfera de centro a e raio r é o conjunto S(a;r), constituido pelos pontos x de M, cuja

distancia ao ponto a é igual a r. Ou seja,

S(a;r) ={x e M;d(x,a) =r}.

Figura 1.5.: Esfera

Exemplo 1.6 Seja R um espaco métrico, a um ponto de R e r > 0 um niimero real. Mostremos
que, em R, bolas e esferas equivalem, respectivamente, a intervalos e pontos.
1. A bola aberta B(a;r) = {x € R;d(x,a) < r} € o intervalo aberto (a — r,a+r), pois como

d(x,a) = |x—a| < r segue que —r <x—a <r, ouseja: a—r<x<a-+r;

o O—-
a-r a a+r

Figura 1.6.: A bola aberta de centro a e raio r

2. De forma semelhante, a bola fechada Bla;r] = {x € R;d(x,a) < r} é o intervalo fechado
l[a—r,a+r], pois se d(x,a) = |x —a| < rentdo —r <x—a <r. Logo,a—r<x<a-+r;

a-r a a+r

Y

Figura 1.7.: A bola fechada de centro a e raio r

3. Aesfera S(a;r) = {x € R;d(x,a) = r} é o par de pontos {a— r,a-+r}, pois a igualdade

d(x,a) = |x—a| = r implica dizer que —x+a=r ou x—a =r. Logo, x=a—r ou
xX=a+r.
S N ———— P — —_—
a-r a a+r

Figura 1.8.: A esfera de centro a e raio r
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Exemplo 1.7 Consideremos o plano R? e as seguites métricas:

di(xy) = /-y -y
dr(x,y) = |xi—=yi|+x2—y2 e
di(x,y) = max{|xi —y1|,|x2—yl},

onde x = (x1,x2) e y = (y1,¥2)-

As bolas abertas B(a,r) relativamente as métricas dy,dy e d3 sdo respectivamente: o inte-
rior de um circulo de centro a e raio r, o interior de um quadrado de centro a e lados de
comprimento 2r, paralelos aos eixos, e o interior de um quadrado de centro a e diagonais

paralelas aos eixos, ambas de comprimento 2r.

Ao utilizarmos métricas diferentes, as bolas podem assumir formas interessantes.
As figuras abaixo representam as bolas fechadas B[0, 1] referentes as métrica d;,d, e d3,

respectivamente.

Figura 1.9.: Bolas fechadas relativas as métricas d;, d> € d3

1.3. Subconjuntos limitados de um espaco métrico

A ideia de conjunto limitado estd intimamnete ligado ao conceito de distancia. Aqui,

veremos alguns resultados relevantes para nosso estudo.

Defini¢ao 1.6 Um subconjunto X de um espagco métrico (M,d) é dito limitado quando existe

um niimero real ¢ > 0 tal que d(x,y) < ¢ para quaisquer x,y € X.

Exemplo 1.8 O subconjunto [0, 1] é limitado em R com sua métrica usual. De fato, dado

c = 1 temos que d(x,y) = |x—y| < 1, para todo x,y € [0, 1].

Definicao 1.7 Diremos que o espaco métrico M é limitado, ou que a métrica d é limitada,

se existe um niimero real ¢ > 0 tal que d(x,y) < ¢ para quaisquer x,y € M.
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Proposicao 1.1 Um conjunto X C M ¢é limitado se, e somente se, X C Bla;r| para alguma
bola Bla;r| de M.

Demonstragdo: Mostremos inicialmente a volta. Se X C Bla;r] para algum a € M e r > 0,

entdo dados x,y € X, pela propriedade da desigualdade triangular temos que:
d(x,y) <d(x,a) +d(a,y) <r+r=2r.

Logo, se X C Bla;r|, entdo X ¢é limitado. Por outro lado, se X ¢ limitado, isto &, se existe
¢ > 0 tal que
d(x,y) <c

para todo x,y € X, entdo dado a € X, tome r = ¢ e teremos que
dx,a)<c=r
para qualquer x € X, ou seja, X C Bla;r]. ]

Proposicao 1.2 Sejam M um espaco métrico e X,Y C M conjuntos limitados. Entdo X UY

€ um subconjunto limitado de M.

Demonstracd@o: Com efeito, fixemos um pontoa€ X eumpontob €Y. Se X =JouY =4,
segue que X UY =Y ou X UY = X, respectivamente. Dai, X UY € limitado, por hipétese.
Podemos agora supor, sem perda de generalidade, que X,Y # @. Como X e Y sdo limitados

em M existem c1,cy > 0 tais que
d(x,a) <cred(yb)<c
paratodox € X ey € Y. Considere
k=ci+cy+d(a,b) > 0.
Logo,sex&€ X ey €Y temos que
d(x,y) <d(x,a)+d(a,b)+d(b,y) <ci+d(a,b)+cr =k.

Portanto, para todo x,y € X UY temos:

1. sex,y € X, entdo d(x,y) < c| <k;

2. sex,y €Y, entdo d(x,y) < cy <k

3. sexeXeyeY,entdod(x,y) <k.

Ou seja, d(x,y) < k para todo x,y € X UY, mostrando que X UY é limitado em M. ]
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Definicao 1.8 Seja X um subconjunto dos niimeros reais. Dizemos que X é limitado supe-

riormente quando existe a € R tal que x < a para todo x € X. Denominemos a por cota

~

Figura 1.10.: Conjunto limitado superiormente em R

superior de X.

X

Exemplo 1.9 Seja S = {x € R;x < 1} um subconjunto de R. Temos que S ¢é limitado superi-
ormente, pois dado 2 € R, x <2 para todo x € S. Note que qualquer niimero real maior ou

igual a 1 ¢ cota superior para S, ou seja, 1, V2,7 sdo cotas superiores para S.

/S
1 ﬁ m

Figura 1.11.: O conjunto S é limitado superiormente

Exemplo 1.10 O conjunto R_ = {x € R;x < 0} ¢ limitado superiormente. De fato, qualquer
niimero real a ndo negativo é cota superior de R_, pois se a > 0 entdo x < 0 < a para todo

xeR_.

Definicao 1.9 Seja X C R limitado superiormente. Um niimero b é dito supremo de X,

quando é a menor das cotas superiores. Chamaremos o supremo de X por supX.

Exemplo 1.11 Consideremos S = {x € R;x < 1} um subconjunto limitado superiormente
em R. O supremo de S é o niimero real 1, pois é a menor das cotas superiores de S. Note

que supS =1¢€S.

Proposicao 1.3 Dado um conjunto X C R limitado superiormente, para que b € R seja o
supremo de X é necessdrio e suficiente que se tenha:

1. x < b paratodox e X;

2. Dado € > 0 arbitrdrio, existe x € X tal que b —¢€ < x.

A demonstracdo desta proposi¢do pode ser encontrada em (OSMUNDO E ALDO, 2008).
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Definicao 1.10 Seja X um subconjunto dos niimeros reais. Dizemos que X é limitado in-

Sferiormente quando existe a € R tal que a < x para todo x € X. Denominemos a por cota

inferior de X.
/ X

Figura 1.12.: Conjunto limitado inferiormente em R

Exemplo 1.12 O subconjunto T = {x € R;x > 0} de R ¢ limitado inferiormente, pois 0 < x

para todo x € T. Note que qualquer niimero real menor ou igual a 0 é cota inferior de N, ou

/ T
-m \E 0

Figura 1.13.: O conjunto 7 € limitado inferiormente

seja, —T, —/2,0 sdo cotas inferiores de N.

Exemplo 1.13 Consideremos N = {1,2,3,...} o conjunto dos niimeros naturais. N é limi-

tado inferiormente, pois 0 < x para todo x € N.

Definicao 1.11 Seja X C R limitado inferiormente. Um niimero b é dito infimo de X, quando

¢ a maior das cotas inferiores. Denotemos o infimo de X por infX.

Exemplo 1.14 Seja S = {x € R;x > 0} um subconjunto limitado inferiormente em R. O

infimo de S ¢ 0, pois é a maior das cotas inferiores de S. Observe que o infS =0 € S.

Proposicao 1.4 Dado um conjunto X C R limitado inferiormente, para que b € R seja o
infimo de X é necessdrio e suficiente que se tenha:

1. b <xparatodo x € X;

2. Dado € > 0 arbitrdrio, existe x € X tal que x < b+ €.

A demonstracdo desta proposi¢ao segue de forma andloga a da proposi¢do 1.3.

Definicao 1.12 Seja X um subconjunto limitado de um espaco métrico M. Chamamos de

didmetro de X ao supremo dos niimeros d(x,y) com x,y € X. Em nota¢cdo matemdtica:

diam X = sup{d(x,y);x,y € X }.
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1.4. Conjuntos abertos e fechados

Algumas nocdes de topologia serdo relevantes para o estudo do Teorema de Baire,
pois em tal resultado hd uma relacdo entre conjuntos abertos, conjuntos fechados e interior.

Nesta secdo, trabalharemos duas classes de conjuntos, os abertos e os fechados.

Definicao 1.13 Seja A um subconjunto de um espagco métrico M. Um ponto a € A é chamado
ponto interior de A quando é centro de uma bola aberta contida em A, ou seja, quando existe
r > 0 tal que

B(a;r) C A.

Figura 1.14.: Ponto interior

Exemplo 1.15 Consideremos o espago métrico R e [0, 1) um subconjunto de R. Mostremos
que o interior do intervalo [0, 1) na reta é o intervalo aberto (0, 1).
De fato, dado a € (0,1) segue que

O0<ax<l.

Tomando-se r = min{a,1 —a} > 0, temos
(a—ra+r)C|0,1). (%)
A inclusdo (*) é verdadeira, pois se x € (a—r,a+r), entdo

a—r<x<a-r.
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Comor<a(—a<-—r)er<1—a, tem-se
a—a<a—-r<x<a+r<a+(l—a).
Dai,
0O=a—a<a-r<x<a+r<a+(l—a)=1.
Ou seja, 0 <x<1=x€]0,1).
Logo, a € [0,1). Por outro lado, se a = 0 entdo
B(0;r) 10,1).
O que implica que 0 ndo é ponto interior de |0, 1). Portanto, int [0,1) = (0, 1).

Exemplo 1.16 Seja Q o conjunto dos niimeros racionais. O interior de Q em R é vazio pois

nenhum intervalo aberto pode ser formado apenas por niimeros racionais.?

Definicao 1.14 Dizemos que A é um conjunto aberto em M quando todo ponto de A for ponto
interior de A, ou seja, quando todo ponto a € A é centro de uma bola aberta inteiramente

contida em A.

Exemplo 1.17 Seja A = (—1,0)U(0,1). Entdo A é um subconjunto aberto da reta. Com
efeito, para todo x € A tem-se x € (—1,0) ou x € (0,1). Em qualquer caso, existe uma bola

aberta (neste exemplo um intervalo) que contém x e estd contido em A.

O conjunto de todos os pontos interiores de A serd chamado interior de A e denotado
por int A. Segue que A € aberto quando A = int A.

Proposicao 1.5 Toda bola aberta B(a;r) num espaco métrico M é um conjunto aberto.

Demonstragdo: Queremos mostrar que B(a;r) é um conjunto aberto em M, ou seja, que
todo ponto x € B(a;r) é centro de uma bola aberta inteiramente contida em B(a;r). Para
cada ponto x € B(a;r), temos

d(x,a) <r,

dai,

s=r—d(x,a)

¢ um nimero positivo. Consideremos entdo a bola B(x;s) e afirmamos que

B(x;s) C B(ayr).

4 Verem (LIMA, 2007)
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De fato, se y € B(x;s), entdo
d(y,x) <s

e, consequentemente, pela desigualdade triangular

d(y,a) < d(y,x)+d(x,a)
< s+d(x,a)

= T

Como d(y,a) < r segue que y € B(a;r), e portanto, B(x;s) C B(a;r) como queriamos. |

A figura abaixo nos traz a ideia geométrica deste Teorema e de sua demonstracao.
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Figura 1.15.: Toda bola aberta € um conjunto aberto

Exemplo 1.18 Os intervalos abertos (a,b) sdo subconjuntos abertos da reta, pois sdo bolas

abertas de centro no seu ponto médio # e raio b_T“.

[ ]

o L9

h-a
2

Figura 1.16.: Os intervalos abertos sdo subconjuntos abertos da reta

Definicao 1.15 Seja M um espaco métrico. Um ponto a € M chama-se ponto isolado de M
quando existe r > 0 tal que B(a;r) = {a}.

Definicao 1.16 Um espaco métrico M é dito discreto quando todo ponto de M for ponto
isolado.
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Exemplo 1.19 O conjunto dos niimeros reais inteiros 7, com a métrica usual induzida de R
€ um espaco métrico discreto.

De fato, seac Z e 0 <r < 1 entdo
B(a;r)NZ={a}.
A afirmagdo acima é verdadeira, pois
Bla;r) ={x€Z;|x—a|l <r<1}={a}.
Assim, mostramos que a € Z ¢é ponto isolado de Z. Como a é qualquer, Z é discreto.

Exemplo 1.20 O conjunto dos niimeros naturais, com a métrica usual induzida de R tam-

bém é um espago métrico discreto.

Definicao 1.17 Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto b € M é dito
ponto de fronteira de X se para todo r > 0, a bola B(b;r) contiver pelo menos um ponto de

X e um ponto de M — X. O conjunto dos pontos de fronteira de X em M é denotada por dX.

Exemplo 1.21 Consideremos o subconjunto A = (0,1) de R. Temos que 0X = {0,1}, pois
dado qualquer real r > 0, as bolas abertas B(0;r) e B(1;r) contém pontos de A e de R — A.

Exemplo 1.22 Seja X = {(x,y) € R%;x +y < 1} um subconjunto do R?. A fronteira de X é
F={(x,y) € R x+y= 1}, pois para todo r > 0, as bolas centradas em um ponto qualquer
de F contém pontos de X e de R* — X.

Definicao 1.18 Um subconjunto F de um espaco métrico M é dito fechado em M se, e so-

mente se, seu complementar M — F for aberto.

Exemplo 1.23 Consideremos F = (—oo, —1]U{0}U[1, +o0) um subconjunto de R. Podemos
afirmar que F ¢ fechado, pois seu complementar R — F = (—1,0)U (0, 1) é aberto. Veja o
exemplo 1.17.

Seja (M, d) um espago métrico qualquer. Podemos afirmar M e & sdo abertos e fecha-
dos simultaneamente. Isto nos mostra, que ao contrario do que podem sugerir as palavras
“aberto” e “fechado”, estes dois conceitos ndo sdo excludentes. Além disso, um conjunto

pode nio ser aberto nem fechado.

Teorema 1.1 Seja M um espaco métrico.
1. O espaco métrico M e o conjunto vazio & sdo abertos;
2. SeA1,As, ... A, sdo abertos, entdo A1 NAxN...NA, é aberto, ou seja, a intersecdo finita

de abertos ¢ aberta;
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3. Se {Ay }rer € uma familia arbitrdria de abertos, entdo A = U Ay, € aberto, isto é, a

AEL
reunido arbitrdria de abertos é aberta.

Demonstragdo:

1. De fato, M € aberto, pois se a € M entdo para r > 0 temos B(a;r) C M, ou seja, todo ponto
de M € ponto interior de M. Para mostrar que @ € aberto basta notar que um subconjunto
X C M s6 deixa de ser aberto quando existe x € X tal que nenhuma bola de centro x esta
contida em X. Como ndo existe x € &, ndo existe nenhuma bola de centro x que ndo esteja
no vazio.

2. Seja

B=A1NAN...NA,.

Pode ocorrer
B=gouB#gJ.

No caso de B = & basta aplicar o item 1. Por outro lado, se B # & consideremos a € B, e
mostraremos que a € intB, ou seja, que existe r > 0 talque B(a;r) C B.
De a € B, temos

acA,a€A;,....,acA,.

Como A1,A,,...,A, sdo abertos existem nimeros positivos ri,72,...,7,, tais que
B(a;r1) CA1,B(a;rn) CAz,....B(asry) C A,
Tomando r = min{ry,ra,...,r,} temos
B(a;r) C B(a;r1),B(a;r) C B(a;r2),...,B(a;r) C B(asry).
Portanto,

B(a;r) CAy,B(a;r) CAa,...,B(a;r) C Ap,

ou seja,
B(a;r) CA1NAN...NA, =B,

mostrando que a € intB.
3. Queremos mostrar que A € aberto. Seja a € A. Entdo a € A para algum A € L. Como este
A, é aberto, existe r > 0 tal que B(a;r) C Ay. Logo

B(a;r) C UAA =A,
el

o que implica em a € intA. Portanto, A € aberto.
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Exemplo 1.24 A Intersecdo de uma familia infinita de abertos pode ndo ser um conjunto
aberto. Por exemplo, G, = (0, 1+ %) é aberto em R, ao contrdrio de m G, =(0,1].

n=1

1

Exemplo 1.25 No espaco métrico R o intervalo I,, = (07 1— 71) ¢€ aberto para todon € N e

U I, = (0, 1) também é aberto.
n=1
Lema 1.1 (Leis de Morgan) Sejam M e L dois conjuntos arbitrdrios. Para cada A € L seja

By, um subconjunto de M. Entdo

1 B =M—((M—-By);

AEL A€L
2. (B=M—JM—By).
A€EL A€L

Teorema 1.2 Seja M um espagco métrico.
1. M e & sdo fechados;
2. Se F\,F,,...,F, sdo fechados, entdo F{ UF,U...UF, é fechado;
3. Se {F}rer, € uma familia arbitrdria de fechados, entdo F = (| F, é fechado.
A€L
Demonstracao:
1. Os complementos de M e & sdo, respectivamente, & € M que sdo conjuntos abertos.
Logo, M e @ sdo fechados.
2. Pelas Leis de Morgan, temos:

FIURU...UF,=M—|M-FR)N(M—F)N...0(M—F,)).

Como Fy,F,...,F, sdo fechados, segue que M — F|,M — F>,...,M — F, sdo abertos e pelo
teorema 1.1,
A=M-F)NM-FK)N...0N(M—-F,)

€ aberto. Logo, o conjunto
FFUFRU...UF,

¢ fechado por ser complementar do aberto A.

3. Pelas Leis de Morgan,

NAh=M-JM-F),

AEL AEL

Sendo os F), fechados, os M — F; sdo abertos e assim, pelo teorema 1.1

UM —-F)

AEL
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¢ aberto. Logo, seu complementar

M- JM-FR)=F

AEL AEL

é fechado.
[

Exemplo 1.26 Seja B, [O; 1], n € N um subconjunto fechado do espago métrico R. A inter-

n
= 1
secdo infinita dos fechados B, [O; %} € um conjunto fechado, pois ﬂ B, {0; —} = {0}.
n

n=1

Exemplo 1.27 Consideremos o espagco métrico R e o intervalo F, = [rll, 1] fechado em R.

Temos que a unido infinita dos fechados F,, ndo é fechada, ou seja, U F, = (0,1].

n=1

1.5. Ponto de acumulacao e fecho

Definicao 1.19 Seja X um subconjunto de M. Um ponto a € M é chamado ponto de acu-
mulagdo de X se para todo r > 0 a bola B(a;r) contiver algum ponto de X diferente de a.
O conjunto de todos os pontos de acumulacdo de X é chamado derivado de X e é denotado

por X'

Exemplo 1.28 No espaco métrico R com sua métrica usual, se X = Z, temos X' = &.
De fato, dado p € R, ou p é inteiro ou estd entre dois inteiros consecutivos, digamos n e
n—+ 1.

Se p for inteiro, tomemos r = % e teremos

(B <p;%> - {p}) NZ=g2.
Por outro lado, se p ndo for interiro tomemos r = min{p —r,(n+1) — p}. Dai,
(B(p;r) —{p})NZ=2.
Portanto, em ambos os casos 7 = @.
Exemplo 1.29 SejaM =R e X = {1, %, %, ;11,...}. Entdo
X' ={0}.

De fato, dado r > 0 temos
B(0;r) = (—nr).
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Pela propriedade arquimediana dos niimeros reais, podemos escolher n € N tal que % <r,

entdo
d<0,1> = l—0' :1<r.
n n n
Dai, |
" € B(0;r)
Logo,
B(0;r)NX # 2,

istoé, 0 € X',

Definicao 1.20 Dado um subconjunto X de um espagco métrico M, chamaremos fecho de X
ao conjunto obtido pela unido de X aos seus pontos de acumulagdo. Denotemos o fecho de
X porX.

Resumidamente, X =X UX'.

Exemplo 1.30 Seja Z um subconjunto do espagco métrico R. O fecho de Z ¢é o préprio
conjunto Z, ou seja, 7. = 7.
De fato, como Z. = ZUZ! e 7! = @, segue que

Z=1.

Exemplo 1.31 OfechodosubconjuntoX:{1,%,%,%,...}deRéoconjunto)_(:{0 1,411

I RIC RN R

Obviamente,
X =XxuXx'.

Como X' = {0}, temos que

1.6. Densidade

Definicao 1.21 Dizemos que um subconjunto X de um espaco métrico M é denso em M

quando X = M, ou seja, quando para cada bola aberta ndo-vazia A em M tem-se ANX # @.

Exemplo 1.32 O conjunto Q dos niimeros racionais é denso em R.

De fato, sejam a,b € R com a < b. Mostremos que (a,b) NQ # @. Se 0 € (a,b), entdo ndo
hd mais nada a ser demonstrado. Se 0 & (a,b), entdo 0 < a ou b < 0. Consideremos o caso
a>0(ocasob <0 éandlogo).

Para a = 0 temos, pela Propriedade arquimediana, que existe n € N tal que

1
n(b—a)>1$n(b—0)>1$nb>1$;<b.
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1
a<—<b.

Logo,
1
; S (Cl,b) ﬂ(@.

Por outro lado, se a > 0 pela propriedade arquimediana, existe n € N tal que

nb—a)>1=n>

b—a

Seja m € N o menor natural tal que m > na. Dessa forma,
m—1<an<m,

ou seja,

m—1 m
<a<-—.
n n

Para concluir que %! € (a,b) NQ basta mostrar que % < b. Suponhamos, por absurdo, que

% > b. Neste caso,

m—1 m m m—1 1 1
<a<b<—=b—a<—-— )
n n n n n b—a

- 1
contradizendo n > 5—. Logo,

%e(a,b)ﬂ(@.

Portanto, Q é denso em R.



2 Espacos métricos completos

Apresentaremos neste capitulo alguns resultados preliminares, utilizados no capitulo
seguinte, na demonstracdo do Teorema de Baire. Aqui trataremos acerca das sequéncias em

espacos métricos e dos espacos métricos completos.

2.1. Sequéncias

Em matematica, desde o ensino médio passamos a lidar com sequéncias, por exem-
plo, as progressdes aritméticas e geométricas. Neste estudo, a defini¢do de sequéncias estard

inserida no contexto dos espagos métricos.

Definicao 2.1 Seja M um conjunto ndo vazio. Uma sequéncia num espago métrico M é uma
Sungdo x : N — M tal que x(n) = x,, para todo n € N. A imagem do natural n pela fun¢do

x serd chamada de n-ésimo termo da sequéncia.

Representaremos uma sequéncia x : N — M por (x1,x2,x3,...) ou x,. Por outro

lado, a nota¢@o {x;,x2,x3,...} indica o conjunto x(N) dos pontos da sequéncia.

Exemplo 2.1 Se definirmos x : N — R, com x, = (—1)". Entdo teremos a sequéncia

(—1,1,—1,1,...), cujo conjunto de termos é {—1,1}.

Definicdo 2.2 Sejam (x,) uma sequéncia num espaco métrico M. Dizemos que (x,) con-
verge para a € M quando para todo niimero € > 0 dado arbitrariamente, pudermos obter
no € N tal que para todo

n>ny=d(x,,a) <e.

Para indicarmos que x,, converge para a, escrervemos lim x,, = a.
n—oo
Quando lim x, = a para algum a € M, dizemos que a sequéncia de pontos x; € con-
n—oo
vergente em M e tem limite a. Se ndo existe lim x,, em M, dizemos que a sequéncia é

n—yoo
divergente em M.
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Exemplo 2.2 Seja o espaco métrico R com sua métrica usual. A sequéncia x, = % é con-
vergente e lim x,, = 0.

n—oo
De fato, dado € > 0 qualquer, a propriedade arquimediana dos niimeros reais garante que

existe n, € N tal que

1
n,€ >1=— <&¢.

no

Entdo, para todo n > n, temos

1 1 1

d(x,,0) = ——0‘ =-<—<e

n n- n,
Logo,

lim x,, = 0.

n—yoo

Exemplo 2.3 Consideremos o R?, com sua métrica usual e (zn) uma sequéncia de pontos

1 2
Zn = (X, Yn) = <1_272__> :

do plano, dada por:

n

Mostremos que (x,,) converge para o ponto (1,2).

De fato, para n arbitrdrio, tem-se que

U 12) = |(1-1.2-

Logo, dado € > 0, pela propriedade arquimediana dos niimeros reais existe n, € N tal que

5
n08>\/§:>£<8.
no

Entdo, para todo n > ng temos

d((xnayn)v (1a2)) =

Portanto, 1im (x,,y,) = (1,2).
n—oo
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Teorema 2.1 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia num espago métrico M com lim x, = a. Dado
n—yoo

€ =1> 0existe np € N tal que
para todo n > ng = d(x,,a) < 1,
ou seja,
X, € B(a; 1), para todo n > ny.

Logo, o conjunto

{xnovx}’l0+1 7xn0+27 .. }

dos elementos da sequéncia pertencentes a B(a; 1) é limitado.

Como

{x1,x2,.. ., x,1}

¢ limitado por ser finito, concluimos que

{x17x27x37 .. 7xn7 .. } - {XI,XZ, . 7xn0—1} U {-xn07xno+17-xn0+27 .. }
¢ limitado, ou seja, (x,) € limitada. n

Exemplo 2.4 A reciproca do teorema 2.1 é falsa. A sequéncia x, = (—1)" é limitada, pois
xn € B(0;2) para todo n € N, mas ndo é convergente. De fato, suponha x,, = (—1)" con-

vergindo para um niimero real a entdo, para € = % existiria n, € N tal que

1

para todo n > n, teriamos d(xp,a) = |(—1)" —a| < X

isto é, . :
la+1] < X para n impare |a—1| < 5 paran par.

Em outras palavras,

! 1< <1 1 1—|—1< <1+1
2 d=37¢73 as3T

c(3_1 c(13
a 277 2) ¢4 \32)
C(L3 I\ A (13,
a4 2772 3'2)

o que é um absurdo. Portanto (x,) ndo converge.

dai,

ou seja,



37

2.2. Sequéncias de Cauchy

Nesta se¢do trataremos acerca de uma propriedade conhecida como “propriedade de
Cauchy”. Intuitivamente, este resultado nos mostra que se uma sequéncia (x,) é convergente
entdo, para indices suficientemente grandes, seus termos aproximam-se arbitrariamente uns
dos outros. Abaixo segue a definicao formal.

Definicao 2.3 Sejam (x,) uma sequéncia num espago métrico M. Dizemos que (x,) é uma

sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, existir ny € N tal que
para todo m,n > ng = d(x,,X,) < €.

Teorema 2.2 Se (x,) é uma sequéncia convergente num espaco métrico M, entdo (x,) é de

Cauchy.

Demonstragdo: Consideremos (x,) convergindo para a € M, ou seja, ligll Xp = a No espago
Nn—oo
métrico M. Entdo, dado € > 0 existe ng € N tal que

n>ng=d(x,,a) <

N m

Usando a desigualdade triangular no espaco métrico M, temos que para m,n > ng

d(xp,xm) < d(xp,a)+d(a,x,)
- € n €
2 2
= &
Portanto, (x,) é de Cauchy. n
Podemos afirmar que a reciproca do teorema anterior é verdadeira, ou seja, que toda
sequéncia de Cauchy é convergente? Para respodermos esta pergunta, consideremos Q o

conjunto dos niimeros racionais, com sua métrica usual d(x,y) = |x —y|. Seja (x,) sequéncia

de niimeros racionais convergindo para um ntiimero irracional a. Por exemplo,
xi=lLixx=1,4x3=1,41;x4 =1,414;...,

onde lim x, = V2.

A seq’ilz:cia (x,) é convergente em R e, portanto é uma sequéncia de Cauchy em R, pelo
teorema 2.2. Os termos x, pertencem todos a Q, cuja métrica é induzida de R, logo, (x;)
é uma sequéncia de Cauchy em Q. Como /2 ¢ Q temos que (x,,) nio é convergente neste
espaco. Logo, nem toda sequéncia de Cauchy é convergente, o que responde a pergunta

inicial.
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Teorema 2.3 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy num espago métrico M. Dadoe =1>0
existe ng € N tal que
m,n > ng = d(x,X,) < 1.

Em particular para n > ng, temos
d(xp,xn,) <1,

ou seja,
Xn € B(xy,31).

Logo, o conjunto

{xno»xnﬁ»l 7-xn0+27 .. }

dos elementos da sequéncia pertencentes a B(x,,;1) € limitado e tem didmetro menor ou

igual a 1. Como

{x1, %2, x0,—1}
¢ limitado por ser finito, concluimos que
{x1,x0,x3, X, = {20, X —1 U {0, s X0, 1, Xy 42, - )
¢ limitado, ou seja, (x,) € limitada. n
Teorema 2.4 Toda sequéncia mondtona limitada em R é convergente.

A demonstracio deste teorema estd disponivel em (OSMUNDO E ALDO, 2008).

2.3. Espacos métricos completos

Definicao 2.4 Diremos que um espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M for convergente em M.

Exemplo 2.5 O conjunto dos niimeros reais R com sua métrica usual é um espagco métrico
completo, ou seja, toda sequéncia de Cauchy em R é convergente.

De fato, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Pelo teorema 2.3, toda sequéncia de
Cauchy é limitada. Logo (xy) € limitada. Se (x,) for mondtona, o teorema 2.4 garante que

(xn) converge.
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Se porém, (x,) ndo for mondtona, poderemos garantir sua covergencia pelo que segue.

Tomamos:
yr = inf{xl,X2,X3,...}
y2 = inf{xp,x3,x4,...}
y3 = inf{x3,x4,xs,...}
yn = inf{xy,Xp41,X042,...}

Observe que todos os niimeros da construcdo acima estdo bem definidos. Assim, por exem-

plo, se {x2,x3,x4,...} C {x1,%2,%3,...}, entdio !
inf{xy,xp,x3,...} <inf{xp,x3,x4,...} = y; < .
Dai, temos que a sequéncia (y,) estd em ordem crescente, ou seja,
VIS Sy3<....

Logo, (yn) é mondtona. Como (x,) € limitada, digamos

a<x, <b
para todo n e, por defini¢do, (y,) depende de (x,), entdo

a<y,< b
para todo n. Logo, o teorema 2.4 garante a convergéncia de (yy). Seja entdo

lim y, = p.

n—oo
Mostremos que lim x,, = p.
n—oo
Pelo fato de (y,) ser convergente, dado € > 0 existe um indice n; tal que

€
n2n1:>|yn—p|<§.

Por outro lado, sendo (x,) de Cauchy existe ny tal que

€
m,n > ny = |x, —xp| < 3

Como

Yn = inf{xnaanrl;anrZa . }

1'Se A ¢ BC R, infA e infB existem, entdo infB < infA.
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segue que y, é a maior cota inferior do conjunto {X,,X,+1,Xn42, ...} 0 que implica em y, + %

ndo ser cota inferior deste conjunto. Por conseguinte, existe um indice i,, > n de modo que

€
ynﬁxz'n<yn+§-

Somando —y, em todos os membros da desigualdade acima, teremos

€
3

€

Tomando nyg = max{ny,ny} e usando o seguinte artificio

Xp—p = (%0 —%;,) + (Xi, = Yu) + (Yn — P)

temos que
|xn_p| = |(xn_xin)+(xin_yn)+(yn_p)|
< Joew—xi, |+ xi, — yul + [y — P
< €+8+8
3 3 3

= €

Portanto,
fim =

Isto é, (x,) € convergente e, R é completo.



3 O Teorema de Baire

Neste capitulo serd apresentado o Teorema de Baire, um dos mais importantes re-
sultados dentro da teoria dos espacos métricos. Na sua demosntrag¢do faremos uso da teoria

exposta nos capitulos anteriores.

3.1. Uma breve biografia de René-Louis Baire

René-Louis Baire, nasceu em 21 de janeiro de 1874 na cidade de Paris e faleceu no
dia 5 de julho de 1932 em Chambery na Franca. Filho de um alfaiate, era um dos trés irmaos
desta familia pobre que teve de lutar sob dificeis circunstincias financeiras. Mesmo nestas
condi¢des, em 1886, quando tinha 12 anos, Baire ganhou uma bolsa no Liceu Lakanal que
lhe permitia ter uma boa educac¢do. Nesta institui¢io tornou-se um aluno excepcional, vindo
a receber duas men¢des honrosas no Concours Général, competi¢do entre os alunos de todos
os liceus da Franca.

Ao final de 1890, Baire concluiu as aulas
avancgadas no Liceu Lakanal e entrou na se¢do espe-
cial de matematica do Lycée Henri I'V. Enquanto es-
tava 14, preparou-se para o exame da Ecole Normale
Supérieure e da Ecole Polytechnique, tendo passado
nos dois em 1892. Porém, decidiu estudar na Ecole
Normale Supérieure, onde atraiu a aten¢do por sua ma-
turidade intelectual, durante os trés anos da graduacio.

Depois de receber seu diploma, Baire seguiu
para sua agregacio' em 1895. Ele fez melhor que to-
dos os outros alunos na parte escrita do teste, mas ficou

apenas em terceiro lugar geral, devido a um erro em

sua apresentacdo oral sobre a continuidade da funcdo

exponencial. No decorrer da exposicdo, Baire perce-
Figura 3.1.: René-Louis Baire

! Espécie de exame oficial de alto padrio académico para cargos na educagio piiblica.



42

beu que sua demonstragdo de continuidade, a qual havia aprendido no Lycée Henri IV, foi
puramente um artificio, uma vez que ndo se referia o suficiente para a definicdo da funcao.
Essa decepg¢do fez com que o jovem professor revisasse completamente a base de seu curso
de andlise e direcionasse suas pesquisas para a continuidade e a ideia geral de func¢des.

Mesmo tendo acontecido este fato inesperado, Baire foi convidado a ser professor de
Liceu em Bar-le-Duc e, posteriormente, foi concedida uma bolsa que lhe permitiu estudar
na Itdlia, onde foi fortalecido por seu orientador Vito Volterra, com quem logo se viu em
acordo e que reconheceu a originalidade e a for¢a da sua mente. Em 24 de mar¢o de 1899,
Baire defendeu sua tese de doutorado sobre as func¢des descontinuas, diante de uma banca
examinadora composta por Appell, Darboux e Picard.

Em 1901 Baire foi nomeado para a Universidade de Montpellier, como “Maitre de
conférences”. Em 1904 ele foi premiado com um Peccot Foundation Fellowship para passar
um semestre numa universidade e desenvolver suas habilidades como professor, Baire es-
colheu o College de France, onde lecionou a cadeira de Analise. Ele foi nomeado para um
cargo universitdrio, em 1905, quando ingressou na Faculdade de Ciéncias de Dijon. No ano
de 1907 foi promovido a professor de Andlise em Dijon, onde continuou suas investigagcdes
em Andlise. Baire aposentou-se em 1925 e passou seus ultimos anos de vida em varios hotéis
que ele poderia pagar com a sua pequena pensao.

Apesar de ser incapaz de trabalhar por longos periodos, Baire escreveu alguns tra-
balhos importantes. Entre eles estdo: Théorie des nombres irrationels, des limites et de la
continuité (Teoria dos nimeros irracionais, limites e continuidade) publicado em 1905 e os
dois volumes de Lecgons sur les teorias generales de I’analyse (Li¢Oes sobre a geral teoria
da andlise), publicado em 1907-1908. Baire deu um passo decisivo no abandono da ideia
intuitiva do funcionamento e da continuidade e viu claramente que a teoria dos conjuntos

infinitos, foi fundamental para uma verdadeira anélise rigorosa.

3.2. Teorema de Baire

O teorema seguinte é a generaliza¢do do “principio dos intervalos encaixados”, um

relevante fato sobre numeros reais. Este resultado é chamado Teorema de Cantor.

Teorema 3.1 Sejam M um espagco métrico e F1 D F, D F3 D ... D F, D ... uma sequéncia

decrescente de subconjuntos fechados ndo-vazios de M com lim diam F,, = 0. Entdo
n—o0

contém exatamente um ponto.
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Demonstracd@o: Como os conjuntos Fi, F>, F3, ..., F;, ... sdo ndo-vazios, para cadan € N
escolhemos arbitrariamente um ponto x| € F1,x2 € Fo,x3 € F3, ..., X, € Fy, .... A sequéncia
(x1,%2,X3,...,X,,...) assim obtida é de Cauchy.
De fato, dado € > 0, como

lim diam F;,, =0,

n—oo
existe ng € N tal que

n>ny=|diam F, — 0| <&.

Assim,

n>ng= diamF;, <E€.

Figura 3.2.: Generaliza¢do do principio dos intervalos encaixados
Sabendoque F1 D F, DF3D...DF, D ..., temos

m,n > ng = by, CFy, e b, CFy,.

Como x,, € F;, e x,, € F;,, segue que

Xy Xn € Fpy.
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Logo,
m,n > ng = d(x,,x,) < diam F,, <€.

Portanto, a sequéncia constuida (x,) é de Cauchy e, como M é completo, (x,) converge. Seja

lim x,, = a.
n—soo

Vamos provar que a € F = ﬂ F,.
n=1
De fato, dado um niimero natural n = 1, temos que

X € Fy para todo k > 1.

Assim,

lim x; =a € Fi.
k—roo

Generalizando, para n qualquer

X € F, para todo k > n.

Logo,
limx; =a € F,,
k—ro0
ou seja,
ac ﬂ F,=F.
n=1

(o]

Quanto a unicidade observa-se que se existisse um ponto b € ﬂ F, com a # b, entdo

n=1
diam F, > d(a,b) > 0
para todo n, o0 que contraria a hipétese
lim diam F, = 0.
n—roo

Portanto, nio existe b # a em F, ou seja, F = {a}. |
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Exemplo 3.1 Consideremos as bolas fechadas B, = B [0; %] no espa¢o métrico completo R.

O conjunto ﬂ B,, contém exatamente um ponto.

n=1
De fato, seja

1 1 1
B —B[O;l],Bz—B{O;—} ,Bg—B[O;—] ,...,Bn—B{O;—} e

Temos que:

I. BiDByDB3D...,DBy,...;

2. By, é fechada e ndo vazia para todo n € N;
3. lim diam B,, = 0.

n—oo
Logo, o teorema anterior garante

o)

(1 B

n=1

contém exatamente um ponto. Obviamente 0 € B, para todo natural n o que implica em
() B.={0}.
n=1

Teorema 3.2 (Teorema de Baire) Se A1,A3,As, ..., A,,...¢éuma sequéncia de subconjuntos

abertos e densos de um espago métrico completo M, entdo

A= ()Ax

n=1
é denso em M.

Demonstracdo: Queremos provar que a intersecao enumerdvel de conjuntos abertos e densos
de M é densaem M. Seja Aj,A>,A3,..., Ay, ... uma sequéncia de conjuntos abertos e densos
no espaco métrico completo M e
A= ()An
n=1
Dada uma bola aberta qualquer B(a;r), ndo vazia, em M mostremos que B(a;r) NA # &, ou

seja, que A = ﬂ A, é denso em M. Como, por hipétese, A; é denso em M e B(a;r) C M,

n=1
temos que

B(a;r)NA; # 2.

Considere a; € B(a;r)NA;. Como B(a;r) NA; é um conjunto aberto e todo conjunto aberto

contém uma bola fechada, existe r; > 0 tal que

By =Blaj;ri] CA1NB(a;r).
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Sem perda de generalidade podemos supor | < 1. Pelo fato de A; ser denso em M temos
B(a1;r1) NAj 75 .

Seja ay € B(ay;r1) NAz. Como B(aj;r;) NA; é um conjunto aberto e todo conjunto aberto

contém uma bola fechada, existe r, > 0 tal que
By = Blax; ] CAyNB(ay;r).
Podemos também supor rp, < % Notemos que:
B1 D By(ouB; C By),

diamB; <2-1=2

1

Por construcio, obtemos uma sequéncia de bolas fechadas By, tais que:
1. BiOBD>B;D...0B,D ..

2. B, # @ para todo n;

3. lim diam B, =0.

n—soo
Entdo, pelo teorema 3.1, temos

ﬂ B, = {P}
n=1
Mostremos que p € B(a;r)NA, ou seja, que p € Ae p € B(a;r). Como

B CA{,B, CA>»,B3 CAj3,....B, CA,,...

segue que

(BnC () An,

n=1 n=1

dai,
{p}={(B.C [)An=A.
n=1 n=1
Por outro lado,

By CB(a;r)e By DBy DB3 D ... DBy,

logo,
B, C B(a;r),
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para todo n e assim

ﬂ B, C B(a;r),

n=1

isto &,
{p}= m B, C B(a;r).
n=1
Portanto,
pE€B(a;r)NA
e A é denso em M, o que termina a prova. ]

Definicao 3.1 Um subconjunto X de um espagco métrico M é magro em M quando

X=Xpe inX,=2

n=1

para todo n.

o5}

Para que o conjunto X seja magro em M ¢é necessdrio e suficiente que X C U F,

n=1
onde Fy,F>,F3,...,F,,...sdo fechados com interior vazio em M.

Essa nomenclatura tem por objetivo destacar uma classe de conjuntos que sejam, num
certo sentido, insignificantes dentro do espaco métrico que os contém. A nocao de conjunto
magro desempenha, nos espacos métricos, papel semelhante ao da no¢do de “conjunto de
medida nula” em anélise.

Na terminologia antiga, um conjunto magro era chamado de conjunto de primeira
categoria. Eram chamados, de conjuntos de segunda categoria, aqueles que ndo eram ma-

gros.

Exemplo 3.2 O conjunto dos niimeros racionais Q é magro em R.

De fato, basta lembrar que o conjunto dos niimeros racionais é enumerdvel, ou seja

Q=

xeQ

Dai, Q é uma reunido enumerdvel e, int {x} = O, para qualquer Xx.

Apresentaremos a seguir duas maneiras equivalentes de enunciar o Teorema de Baire.
Para maiores informagdes consultar (KUHLKAMP, 2002), (LIMA, 2007).

Teorema 3.3 (Teorema de Baire) Todo subconjunto magro de um espagco métrico completo

tem interior vazio.
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Teorema 3.4 (Teorema de Baire) Seja M um espaco métrico completo e F1,F,,F3,....F,, ...

uma sequéncia de subconjuntos fechados de M tais que

ink,=9o
para todo n. Entdo
int U F,=0.
n=1

oo

Teorema 3.5 Se um espaco métrico M é completo e M = U F,, onde cada F, é fechado em
n=1
M, entdo existe ng tal que int F,, # O.

(o]

Demonstragdo: Se fosse int F,, = & para todo n, entdo M = U F,, seria magro em M e assim

n=1
pelo Teorema de Baire 3.3 terfamos int M = & em M. Como todo ponto de M pertence ao

interior de M e int M = & em M, segue que M = &, 0 que € um absurdo. Portanto o interior
de M ¢ vazio, isto é, int F,, # @. ]



Conclusao

A teoria dos espagos métricos € um importante recurso matematico, a partir do qual
pode-se generalizar a ideia de distancia. Dessa forma, torna-se possivel “medir” distancias
entre elementos de conjuntos que possuem caracteristicas diversas (fun¢des, matrizes, etc),
cuja nocao de distancia ndo € visilvemente natural.

Durante a revisdo bibliogréafica foi possivel estudar a generalizacio de ideias matemati-
cas que foram trabalhadas nos cursos de Calculo e Anélise Real, a exemplo da defini¢do de
conjunto limitado, conjunto aberto, conjunto fechado e densidade. Além disso, pudemos
perceber que a ideia de distincia estd intimamente ligada ao cdlculo de limite, derivadas e
integrais.

Por fim, resolvemos abordar como tema principal de nosso trabalho o Teorema de
Baire, pois ele estd relacionado a topologia dos conjuntos, uma vez que refere-se a abertos,
fechados, fechos e interiores. Este resultado ainda € védlido se a métrica do espago estudado

for substituida por uma métrica equivalente.
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A Apéndice

Proposicao A.1 (Propriedade arquimediana de R): Dados a,b € R com a > 0 existe n € N
tal que na > b.

Demonstragd@o: Consideremos o subconjunto S de R dado por
S = {ma;m € N}.

Negar a existéncia de n € N tal que na > b significa dizer que ma < b para todo n € N.
Ou seja, S seria limitado superiormente. Sabendo que todo cunjunto limitado superiormente
possui supremo, existe M = supS. Como a > 0, pela proposi¢do 1.3 item 2 existe my € N
tal que M — a < mpa donde M < (mg + 1)a. Mas isso é uma contradi¢do pois mp+ 1 € N e,
portanto, (mo + 1)a € S, por defini¢do de S. Logo, existe n € N tal que na > b. [ ]



