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“Sempre me pareceu estranho que todos aque-

les que estudam seriamente esta ciência aca-

bam tomados de uma espécie de paixão pela

mesma. Em verdade, o que proporciona o

máximo de prazer não é o conhecimento e

sim a aprendizagem, não é a posse, mas a

aquisição, não é a presença, mas o ato de

atingir a meta ”.

(Carl Friedrich Gauss)



Resumo

Neste trabalho apresentaremos um estudo introdutório sobre Geometria Diferencial, com

ênfase no estudo de superf́ıcies regulares, na qual iremos estabelecer vários resultados e

propriedades geométricas a respeito dessas superf́ıcies. Tendo como objetivo central de-

mostrar o Teorema Egregium de Gauss que teve grande consequência no desenvolvimento

da Geometria Diferencial, na qual afirma que a curvatura gaussiana de uma superf́ıcie é

invariante por isometrias locais.

Palavras chave: Geometria Diferencial. Curvatura Gaussiana. Isometria.



Abstract

In this paper we present an introductory study of Differential Geometry, with emphasis

on the study of regular surfaces, in which we will establish several results and geometric

properties on these surfaces. With the central objective demonstrate the Guss Theorem

Egregium Eminent had great consequence in the development of Differential Geometry,

which states that Gaussian curvature of a surface is invariant local isometry.

Key words: Differential Geometry. Gaussian Curvature. Isometries.
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Introdução

A Geometria Diferencial estuda as propriedades relativas a medição de curvas e

superf́ıcies através do cálculo diferencial e integral. Tendo a sua origem no estudo de

curvas planas iniciado por Leibniz (1646-1716) e Newton (1643-1727), que posteriormente

Leonard Euler (1707-1783) e Gaspard Monge (1746-1818) estenderam para o estudo a

curvas e superf́ıcies no espaço.

Carl Freidrich Gauss (1777-1855) contribuiu para diversas áreas da ciência, devido o

seu trabalho realizado em superf́ıcies no espaço Euclidiano, iniciou assim um novo ramo da

geometria que ficou conhecido como a Geometria Diferencial. Em 1827 Gauss publicou o

seu famoso trabalho ”Disquisitiones generales circa superf́ıcie curva”. Nesta obra o autor

define a curvatura de uma superf́ıcie e o famoso Teorema Egregium de Grauss.

O presente trabalho se encontra organizado em três caṕıtulos da seguinte maneira:

No caṕıtulo 1 introduziremos conceitos e resultados fundamentais de álgebra linear e

cálculo diferencial de várias variáveis que serão utilizados nos demais caṕıtulos. Além

disso, definiremos curvas no espaço euclidiano tridimensional e estudaremos seu compor-

tamento neste espaço. No caṕıtulo 2 apresentaremos a definição de superf́ıcie regular no

R3, bem como estudaremos várias propriedades geométricas relacionadas a estas, dentre

as quais destacamos a primeira e a segunda forma fundamental. No terceiro caṕıtulo

demonstraremos o Teorema Egregium de Gauss, para isto, estudaremos o conceito de

isometria entre superf́ıcies regulares e estabeleceremos relações entre os coeficientes da

primeira e segunda forma fundamental. Por fim, apresentaremos as considerações finais

do trabalho.
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Caṕıtulo 1

Teoria Preliminar

Neste caṕıtulo realizaremos uma revisão de alguns conceitos e resultados que usaremos

nos demais caṕıtulos. Para mais detalhes veja [4], [6] e [17].

1.1 Cálculo Vetorial e Diferencial no Espaço Euclidi-

ano R3

Seja R3 o espaço vetorial1 de dimensão três com as operações de soma e produtor por

escalar.

Definição 1.1. Dados dois vetores w1 = (x1, y1, z1) e w2 = (x2, y2, z2) de R3 e λ ∈ R,

definimos:

1. Soma w1 + w2 como sendo o vetor

w1 + w2 = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2).

2. O produto λw1 como sendo o vetor

λw1 = (λx1, λy1, λz1).

Definição 1.2. A distância entre dois pontos p1 = (x1, y1, z1) e p2 = (x2, y2, z2) é dada

por

d(p1, p2) = ||p2 − p1|| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.
1Para mais detalhes sobre espaço vetorial, sugerimos a referência [4] e [9].
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Definição 1.3. Seja w = (x, y, z) ∈ R3. O módulo (ou norma) de w é dado por

||w|| =
√
x2 + y2 + z2.

Um vetor w é dito unitário quando ||w|| = 1.

Definição 1.4. Os vetores w1, w2, ..., wn são linearmente dependentes quando existem

números reais λ1, λ2, ..., λn nem todos não nulos, tais que

λ1w1 + λ2w2 + ...+ λnwn = 0.

Os vetores w1, w2, ..., wn são linearmente independentes se não são linearmente dependen-

tes.

Definição 1.5. Sejam w1 = (x1, y1, z1) e w2 = (x2, y2, z2) vetores de R3. O produto

interno de w1 por w2 é definido como sendo o número real dado por

〈w1, w2〉 = x1x2 + y1y2 + z1z2.

Tem-se que 〈w,w〉 = ||w||2, para todo vetor w.

Como consequência da definição de produto interno podemos enunciar a seguinte

proposição.

Proposição 1.1. Sejam w1, w2, w3 vetores de R3 e λ um número real, então

1. 〈w1, w2〉 = 〈w2, w1〉;

2. 〈λw1, w2〉 = 〈w1, λw2〉;

3. 〈w1, w2 + w3〉 = 〈w1, w2〉+ 〈w1, w3〉;

4. 〈w1, w1〉 ≥ 0;

5. 〈w1, w1〉 = 0 se, e só se, w1 = 0.

Definição 1.6. Se w1 e w2 são vetores não nulos, o ângulo θ entre w1 e w2 é dado por

cos θ =
〈w1, w2〉
||w1|| ||w2||

,

onde 0 ≤ θ ≤ π.

Dois vetores w1 e w2 são ditos ortogonais se, e somente se, 〈w1, w2〉 = 0.

12



Definição 1.7. Um conjunto {w1, w2, ..., , wn} de vetores de um espaço vetorial W será

uma base se:

1. {w1, w2, ..., wn} é linearmente independente;

2. Todo vetor de W pode ser escrito como combinação linear de {w1, w2, ..., wn}, isto é,

dado o vetor w ∈ W , então

w = a1w1 + a2w2 + ...+ anwn,

onde a1, a2, ..., an são escalares reais.

Definição 1.8. Uma base formada por vetores unitários e dois a dois ortogonais é dita

uma base ortonormal (ou referencial ortonormal).

Definição 1.9. Sejam w1 = (x1, y1, z1) e w2 = (x2, y2, z2) dois vetores. O produto vetorial

de w1 por w2, denotado por w1 × w2, é dado como sendo o vetor de componentes

w1 × w2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Proposição 1.2. Dados os vetores w1, w2, w3 de R3 e λ um escalar real, o produto vetorial

possui as seguintes propriedades:

1. ||w1×w2|| = ||w1|| ||w2|| senθ, onde 0 ≤ θ ≤ 2π é o ângulo entre w1 e w2 (0 ≤ θ ≤ 2π);

2. 〈w1 × w2, w1〉 = 〈w1 × w2, w2〉 = 0;

3. w1 × w2 = 0 se, e só se, w1 e w2 são linearmente dependentes;

4. w1 × w2 = −(w2 × w1);

5. w1 × (w2 + w3) = w1 × w2 + w1 × w3;

6. (λw1)× w2 = λ(w1 × w2);

7. w1 × (w2 × w3) = 〈w1, w3〉w2 − 〈w1, w2〉w3.

Definição 1.10. Dados três vetores w1 = (x1, y1, z1), w2 = (x2, y2, z2), w3 = (x3, y3, z3),

o número real

〈w1, w2 × w3〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
é denominado produto misto de w1, w2, w3.
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Definição 1.11. Sejam {u1, u2, u3} e {w1, w2, w3} duas bases ordenadas de R3, e

w1 = a11u1 + a21u2 + a31u3,

w2 = a12u1 + a22u2 + a32u3,

w3 = a13u1 + a23u2 + a33u3,

onde aij com i, j ∈ {1, 2, 3} são números reais. Dizemos que as bases {u1, u2, u3} e

{w1, w2, w3} tem a mesma orientação se o determinante de mudança de base é positivo,

isto é, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 a31

a21 a22 a32

a31 a23 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0. (1.1)

Duas bases ordenadas têm orientação oposta quando o determinante de mudança

de base é negativo.

Definição 1.12. Uma aplicação F de um subconjunto A de R2 em R3, denotada por

F : A ⊂ R2 → R3, é uma correspondência que, para cada p ∈ A, associa um único ponto

F (p) ∈ R3. Tal aplicação pode ser representada por

F (p) = (F1(p), F2(p), F3(p)).

As funções Fi : R3 → R com i = 1, 2, 3, são ditas funções coordenadas de F .

Definição 1.13. Uma bola aberta em R3 de centro p0 ∈ R3 e raio ε ∈ R, com ε > 0 é o

conjunto, denotado por Bε(p0), dos pontos p ∈ R3 que distam de p0 menos que ε, isto é,

Bε(p0) = {p ∈ R3; |p− p0| < ε}.

Definição 1.14. Um conjunto A ⊂ R3 é dito aberto em R3 se para todo p0 ∈ A, existe

Bε(p0) tal que Bε(p0) ⊂ A.

De agora em diante A denotará um conjunto aberto.

Definição 1.15. Um subconjunto S ⊂ R3 é dito conexo se não existem dois abertos A1 e

A2 em R3, tais que A1 ∩ A2 = ∅, A1 ∩ S, A2 ∩ S são não vazios e S ⊂ A1 ∪ A2.

14



Definição 1.16. Seja a aplicação F : A ⊂ R2 → R3. Diz-se que F (x) tem limite L

quando x tende para p ∈ A, representando por

lim
x→p

F (x) = L,

quando para todo ε ∈ R, com ε > 0, existe δ > 0 tal que 0 < ||x − p|| < δ implique

||F (x)− L|| < ε.

Definição 1.17. Seja a aplicação F : A ⊂ R2 → R3. Diz-se que F é cont́ınua em p ∈ A

se dado ε ∈ R, com ε > 0, existe δ > 0 tal que se ||x− p|| < δ então ||F (x)− F (p)|| < ε.

Assim, em termo de limites, diz-se que F : A ⊂ R2 → R3 é cont́ınua em p ∈ A, se

lim
x→p

F (x) = F (p).

Se F é cont́ınua para todo ponto p ∈ A, então F é cont́ınua em A.

Definição 1.18. Uma aplicação cont́ınua F : A ⊂ R2 → R3 é um homeomorfismo sobre

F (A) se F é injetora e a inversa F−1 : F (A) ⊂ R3 → R2 é cont́ınua. Neste caso, A e

F (A) são conjuntos homeomorfos.

Definição 1.19. Seja F : A ⊂ R2 → R3 uma função definida em um aberto A ⊂ R2.

Fixemos p0 ∈ A e w um vetor não-nulo de R2. A derivada direcional de F em p0 na

direção de w é o vetor

Dp0F (w) = lim
t→0

F (p0 + tw)− F (p0)

t
,

quando o limite existe.

Figura 1.1: Derivada direcional
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Considerando a base canônica {e1, e2} de R2, as derivadas direcionais de F em p0

nas direções dos vetores da base são denominadas derivadas parciais de F em p0. Se

F (x1, x2) = (F1(x1, x2), F2(x1, x2), F3(x1, x2)), então a derivada parcial de F em p0 na

direção de ei é denotada por
∂F

∂xi
(p0) ou Fxi(p0) e é igual a

∂F

∂xi
(p0) =

(
∂F1

∂xi
(p0),

∂F2

∂xi
(p0),

∂F3

∂xi
(p0)

)
.

Definição 1.20. Dizemos que uma função F : A ⊂ R2 → R3 é diferenciável em p0 se

existe uma aplicação linear2 dFp0 : R2 → R3 que é chamada a diferencial de F em p0 e é

definida da seguinte maneira. Sejam w ∈ R2 e α : (−ε, ε) → A uma curva diferenciável

tal que α(0) = p0 e α′(0) = w. Então, a curva β = F ◦ α : (−ε, ε) → R3 também é

diferenciável e

dFp0(w) = β′(0).

Definição 1.21. Uma aplicação diferenciável F : A ⊂ R2 → B ⊂ R3 é um difeomorfismo

se possui inversa F−1 : B ⊂ R3 → R2 diferenciável. Neste caso, diz-se que A e B são

difeomorfos.

Definição 1.22. Seja F : A ⊂ R2 → R3 uma função diferenciável em p0. Como dFp0 :

R2 → R3 é uma aplicação linear, temos a matriz associada a dFp0, relativamente às bases

canônicas de R2 e R3, dada por

A =


∂F1

∂x1
(p0)

∂F1

∂x2
(p0)

∂F2

∂x1
(p0)

∂F2

∂x2
(p0)

∂F3

∂x1
(p0)

∂F3

∂x2
(p0)

 ,
onde F1, F2, F3 são as funções coordenadas de F . A matriz acima é denominada matriz

Jacobiana de F em p0.

Proposição 1.3. Sejam F,G : A ⊂ R2 → R3 funções diferenciáveis em p0 e λ ∈ R,

então as funções F +G, λG, 〈F,G〉 e F ×G são diferenciáveis em p0 com

2Entende-se por uma transformação linear (ou aplicação linear) A : E → F , onde E, F são espaços

vetoriais, uma correspondência que associa a cada vetor v ∈ E um vetor A(v) = A · v = Av ∈ F de modo

que para quaisquer u, v ∈ E e α ∈ R. Tenhamos:

A(u+ v) = Au+Av,

A(αu) = αAu.

16



1. d(F +G)p0 = dFp0 + dGp0;

2. d(λG)p0 = λdGp0;

3. d(〈F,G〉)p0 = 〈dFp0 , G〉+ 〈F, dGp0〉;

4. d(F ×G)p0 = dFp0 ×G+ F × dGp0.

Definição 1.23. Dizemos que uma aplicação F : A ⊂ R2 → R3 é diferenciável de

classe Ck, k ≥ 1 (respectivamente C∞) se as derivadas parciais de F até a ordem k

(respectivamente todas as ordens) existem e são cont́ınuas.

A seguir vamos enunciar dois resultados para casos gerais, mas podem ser facilmente

adaptados para R2 e R3.

Proposição 1.4 (Regra da Cadeia). Sejam F : U ⊂ Rn → Rm e G : V ⊂ Rm → Rk

aplicações diferenciáveis, onde U e V são conjuntos abertos tais que F (U) = V . Então

G ◦ F : U → Rk é uma aplicação diferenciável, e

d(G ◦ F )p = d(G)F (p) ◦ dFp, p ∈ U.

Demonstração. Consultar [6], página 153.

Proposição 1.5 (Teorema da Função Inversa). Seja F : U ⊂ Rn → Rn uma aplicação

diferenciável e suponha que em p ∈ U a diferencial dFp : Rn → Rn é um isomorfismo3.

Então existe uma vizinhança V de p em U e uma vizinhança W de F (p) em Rn tal que

F : V → W tem inversa diferenciável F−1 : W → V .

Demonstração. Consultar [10], página 96.

1.2 Curvas no Espaço

Definição 1.24. Uma curva parametrizada diferenciável em R3 é uma aplicação dife-

renciável α, de classe C∞, de um intervalo aberto I ⊂ R em R3. A variável t ∈ I é o

parâmetro da curva, e o subconjunto de R3 formado pelos pontos α(t), t ∈ I, é o traço

da curva.

3Entende-se por isomorfismo uma transformação linear A : E → F , na qual A é uma bijeção linear

entre os espaços vetoriais E e F .
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Observe que uma curva parametrizada diferenciável α : I ⊂ R→ R3 é uma aplicação

α(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ I,

onde x(t), y(t) e z(t) são funções diferenciáveis de classe C∞.

Exemplo 1.1. A aplicação

α(t) = (x0 + at, y0 + bt, z0 + ct), t ∈ R,

onde a2 + b2 + c2 6= 0 é uma curva parametrizada diferenciável, cujo traço é uma reta

passando pelo ponto P0(x0, y0, z0) e paralela ao vetor v de componentes (a, b, c).

Figura 1.2: Traço da curva α(t) = (x0 + at, y0 + bt, z0 + ct)

Definição 1.25. Seja α : I ⊂ R → R3 uma curva parametrizada diferenciável, que a

cada t ∈ I associa α(t) = (x(t), y(t), z(t)). O vetor

α′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t))

é chamado vetor tangente a α em t.

Definição 1.26. Uma curva parametrizada diferenciável α : I → R3 é dita regular quando

α′(t) 6= 0, para todo t ∈ I.
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Exemplo 1.2. A curva no Exemplo 1.1 é uma curva parametrizada regular, pois α′(t) =

(a, b, c) e ||α′(t)|| 6= 0, para todo t ∈ I.

Definição 1.27. Sejam I e J intervalos abertos de R, α : I → R3 uma curva regular e

h : J → I uma função diferenciável de classe C∞, cuja derivada de primeira ordem é não

nula em todos os pontos de J e tal que h(J) = I. Então, a função composta

β = α ◦ h : J → R3

é uma curva regular, que tem o mesmo traço que α, chamada reparametrização de α por

h. A função h é dita mudança de parâmetro.

Figura 1.3: Traços das curvas α e β = α ◦ h.

Definição 1.28. A parametrização de uma curva regular α é o sentido de percurso do

traço de α.

Exemplo 1.3. A curva

α(t) =

(
cos

s√
2
, sen

s√
2
,
s√
2

)
, s ∈ R,

é reparametrização da hélice circular

β(t) = (cost, sent, t), t ∈ R

pela mudança de parâmetro h(s) = s√
2
, s ∈ R.

Definição 1.29. Seja α(t), t ∈ R, uma curva regular de R3. O comprimento do arco da

curva α de t0 a t1 é dada por ∫ t1

t0

||α′(t)||dt.
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Figura 1.4: Hélice circular

Definição 1.30. Uma curva regular α : I → R3 é dita parametrizada pelo comprimento

de arco se para cada t0, t1 ∈ I, com t0 ≤ t1,∫ t1

t0

||α′(t)||dt = t1 − t0.

Proposição 1.6. Uma curva regular α : I → R3 está parametrizada pelo comprimento

de arco se, e só se, para todo t ∈ I, ||α′(t)|| = 1.

Consideremos uma curva regular α(s) = (x(s), y(s), z(s)), s ∈ I parametrizada pelo

comprimento do arco s. Para cada s ∈ I, o vetor tangente α′(s), que denotaremos por

t(s) = (x′(s), y′(s), z′(s)) é unitário.

Definição 1.31. Se α : I → R3 é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco, então a curvatura de α em s ∈ I é o numero real

k(s) = ||α′′(s)||.

O modulo ||α′′(s)|| da derivada segunda mede a taxa de variação do ângulo que

as tangentes vizinhas fazem com a tangente em s, ou seja, dá uma medida do quão

rapidamente a curva se afasta, em uma vizinhança de s, da reta tangente a α em s.

Definição 1.32. Seja α : I → R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco tal que k(s) > 0. O vetor

n(s) =
α′′(s)

k(s)
,

é denominado vetor normal de α em s.
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Definição 1.33. Seja α : I → R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco tal que k(s) > 0. O vetor binormal a α em s é

b(s) = t(s)× n(s).

O referencial ortonormal {t(s), n(s), b(s)} é dito triedro de Frenet da curva α em s.

Cada par de vetores do triedro de Frenet determina um plano. O plano de R3 que

contém α(s) e é normal ao vetor t(s) é o plano normal à curva α em s. O plano que

contém α(s) e é normal a b(s) é denominado plano osculador, e o plano que contém α(s)

e normal a n(s) é o plano retificante da curva α em s.

Figura 1.5: Planos gerados pelo Triedro de Frenet

Como t(s) e n(s) são unitários, pela propriedade 1 da Proposição 1.11, b(s) é unitário,

e o módulo ||b′(s)|| mede o grau de variação do ângulo do plano osculador em s com os

planos osculadores vizinhos. Portanto, ||b′(s)|| indica o quão rapidamente a curva se

afasta, em uma vizinhança de s do plano osculador em s. Para calcular b′(s) observamos

que por um lado, b′(s) é normal a b(s) e, por outro lado,

b′(s) = t′(s)× n(s) + t(s)× n′(s) = t(s)× n′(s),

isto é, b′(s) é normal a t(s). Decorre dáı que b′(s) é paralelo a n(s), e podemos escrever

τ(s) = 〈b′(s), n(s)〉.

Definição 1.34. O número real τ(s) definido por b′(s) = τ(s)n(s) é denominado torção

da curva em s.

21



Exemplo 1.4. Vamos obter o triedro de Frenet, a curvatura e torção da hélice circular

parametrizada pelo comprimento de arco

α(s) =

(
a cos

s√
a2 + b2

, a sen
s√

a2 + b2
,

bs√
a2 + b2

)
, s ∈ R,

onde a > 0 é uma constante.

Observe que

t(s) =
α′(s)

||α′(s)||
=

1√
a2 + b2

(
−a sen

s√
a2 + b2

, a cos
s√

a2 + b2
, b

)
,

α′′(s) =
−a

a2 + b2

(
cos

s√
a2 + b2

, sen
s√

a2 + b2
, 0

)
,

k(s) = ||α′′(s)|| = a

a2 + b2
.

Portanto,

n(s) =
α′′(s)

k(s)
=

(
−cos s√

a2 + b2
,− sen

s√
a2 + b2

, 0

)
,

b(s) = t(s)× n(s) =
1√

a2 + b2

(
b sen

s√
a2 + b2

,−b cos s√
a2 + b2

, a

)
,

b′(s) =
b√

a2 + b2

(
cos

s√
a2 + b2

, sen
s√

a2 + b2
, 0

)
,

τ(s) = 〈b′(s), n(s)〉 = − b√
a2 + b2

.

Observe que, se α(s) é uma curva regular de R3, então k(s) ≥ 0, enquanto a torção

pode ser negativa ou positiva.
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Caṕıtulo 2

Teoria Local das Superf́ıcies

2.1 Superf́ıcies Regulares

De maneira intuitiva uma superf́ıcie pode ser definida como um subconjunto de R3 obtida

tomando pedaços do plano que se dobrando e colando entre si, de tal forma que a figura

formada não apresente pontos, arestas ou auto-interseção. No que segue nos baseamos

em [6].

Definição 2.1. Um subconjunto S ⊂ R3 é uma superf́ıcie regular se, para cada p ∈ S,

existe uma vizinhança V de p em R3 e uma aplicação X : U → V ∩ S de um aberto U de

R2 sobre V ∩ S ⊂ R3 tal que

1. X é diferenciável. Isto significa que se escrevemos

X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U,

as funções x(u, v), y(u, v) e z(u, v) têm derivadas parciais cont́ınuas de todas as ordens

em U .

2. X é um homeomorfismo. Como X é cont́ınua pela condição 1, isto significa que X

tem inversa X−1 : V ∩ S → U que é cont́ınua.

3. (condição de regularidade) Para todo q ∈ U , a diferencial dXq : R2 → R3 é injetora.

A aplicação X é chamada uma parametrização ou um sistema de coordenadas (lo-

cais) em (uma vizinhança de) p, e V ∩S é chamada uma vizinhança coordenada de S em

p.
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Figura 2.1: Vizinhança coordenada do ponto p ∈ S

Fonte: DO CARMO, 2005.

A condição 3 da definição garante a existência de plano tangente em cada ponto

da superf́ıcie. Vejamos algumas formas equivalentes de expressar essa condição. Vamos

calcular a matriz da aplicação linear dXq nas bases canônicas e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)

de R2 com coordenadas (u, v) e f1 = (1, 0, 0), f2 = (0, 1, 0), f3 = (0, 0, 1) de R3 com

coordenadas (x, y, z).

Seja q = (u0, v0). O vetor e1 é tangente à curva u→ (u, v0) cuja imagem por X é a

curva

u→ (x(u, v0), y(u, v0), z(u, v0)).

Esta última curva (chamada curva coordenada v = v0) está em S e tem em X(q) o

vetor tangente

dXq(e1) =

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
=
∂X

∂u
,

onde as derivadas são calculadas em (u0, v0) e um vetor é indicado pelas suas componentes

na base {f1, f2, f3}.

Analogamente, usando a curva coordenada u = u0 (imagem por X da curva v →

(u0, v), obtemos

dXq(e2) =

(
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
=
∂X

∂v
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Figura 2.2: Vetores tangentes às curvas u→ (u, v0) e v → (u0, v)

Fonte: DO CARMO, 2005.

Assim, a matriz da aplicação linear dXq nas bases consideradas é,
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

 . (2.1)

Portanto, a condição 3 da definição pode ser expressa exigindo-se que uma das condições

seja satisfeita:

1. Os dois vetores coluna da matriz (2.1) sejam linearmente independentes;

2. O produto vetorial ∂X/∂u× ∂X/∂v 6= 0;

3. A matriz de aplicação linear dXq tem posto 2, isto é, um dos determinantes Jacobianos

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣ , ∂(y, z)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣
∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

∣∣∣∣∣∣ , ∂(x, z)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v

∣∣∣∣∣∣ ,
seja diferente de zero em q.

Exemplo 2.1. Vamos mostrar que a esfera unitária S2 = {(x, y, z) ∈ R3;x2+y2+z2 = 1}

é uma superf́ıcie regular.

Observe que a aplicação X1 : U ⊂ R2 → R3 dada por

X1(x, y) = (x, y,
√

1− (x2 + y2)), (x, y) ∈ U,
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onde U = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1}, é uma parametrização para a parte superior de S2

menos o equador. De fato, X1(U) é a parte (aberta) de S2 acima do plano xy.

Como x2 + y2 < 1, então as funções coordenadas de X1 possuem derivadas parciais

cont́ınuas de todas as ordens. Logo, a condição 1 está satisfeita.

A condição 3 também é verificada, pois

∂(x, y)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂x

∂x
∂y

∂y
∂x

∂y
∂y

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

Para verificar a condição 2, observe que X1 é bijetora e que X−11 é a restrição da

projeção estereográfica π : S2 − {(0.0.1)} → R2, dada por π(x, y, z) = (x, y), ao conjunto

X1(U). Assim, X−11 é cont́ınua em X1(U).

De forma análoga ao que foi feito para a parametrização X1, podemos provar que

X2(x, y) = (x, y,−
√

1− (x2 + y2)),

X3(x, z) = (x,
√

1− (x2 + z2), z),

X4(x, z) = (x,−
√

1− (x2 + z2), z),

X5(y, z) = (
√

1− (y2 + z2), y, z),

X6(y, z) = (−
√

1− (y2 + z2), y, z),

são parametrizações para S2 e S2 = X1 ∪X2 ∪X3 ∪X4 ∪X5 ∪X6. Mostrando assim que

S2 é uma superf́ıcie regular.

Figura 2.3: Parametrizações da esfera S2

Fonte: DO CARMO, 2005.
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Exemplo 2.2 (Helicóide). Considere a hélice ćırcular α : R→ R3 dada por

α(u) = (cosu, senu, au), a 6= 0.

Por cada ponto da hélice, trace uma reta paralela ao plano xy e que intersecta o eixo Oz.

A superf́ıcie H gerada por essas retas é chamada um helicóide.

Figura 2.4: Helicóide

Fonte: Dispońıvel em: http://www.mspc.eng.br/matm/curv_sup02.shtml.

Vamos mostrar que a aplicação X : (0, 2π)× R→ H dada por

X(u, v) = (v cosu, v senu, au),

é uma parametrização para o helicóide. De fato, como as funções coordenadas v cosu, v senu

e au possui derivadas de todas as ordens a condição 1 da definição é satisfeita. Além disso,

Xu = (−v senu, v cosu, a),

Xv = (cosu, senu, 0).

Dáı,

Xu ×Xv = (−a senu, a cosu,−v).

Implicando

||Xu ×Xv|| =
√
a2 sen2u+ a2 cos2 +v2 =

√
a2 + v2 6= 0,
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pois v2 ≥ 0 e a 6= 0. Logo, a condição 3 da definição é satisfeita.

Para mostrar a condição 2 da definição, observe que pela Definição 1.18 devemos

mostrar que X é injetora e sua inversa é cont́ınua. Seja (x, y, z) = (v cosu, v senu, au),

então u =
z

a
e v =

√
x2 + y2, implicando que u e v podem ser determinados de maneira

única. Além disso,

cosu =
x

v
=

x√
x2 + y2

,

senu =
y

v
=

y√
x2 + y2

,

com u ∈ (0, 2π). Assim, X é injetora.

Para mostrar que X−1 é cont́ınua, primeiramente observe que v é uma função

cont́ınua de x e y, consequentemente, uma função cont́ınua de (x, y, z). Além disso,

cotan
u

2
=

cos
u

2

sen
u

2

=
2 cos

u

2
sen

u

2

2 sen2
u

2

=
senu

1− cosu
=

y
v

1− x
v

=
y√

x2 + y2 − x
.

Implicando que

u = 2 arccotan
y√

x2 + y2 − x
,

é uma função cont́ınua de (x, y, z). Portanto, X−1 é cont́ınua.

Como visto nos exemplos acima nem sempre é fácil verificar que uma determinada

superf́ıcie é regular utilizando a Definição 2.1, sendo assim, a partir de agora vamos

determinar alguns resultados que facilitarão essa verificação.

Proposição 2.1. Se f : U → R é uma função diferenciável em um conjunto aberto U

de R2, então o gráfico de f , isto é, o subconjunto de R3 dado por (x, y, f(x, y)) para

(x, y) ∈ U , é uma superf́ıcie regular.

Demonstração. Observe que a aplicação X : UR2 → R3 dada por

X(x, y) = (x, y, f(x, y))

é uma parametrização do gráfico, cuja vizinhança coordenada cobre todos os pontos do

gráfico. A condição 1 e 3 da Definição 2.1 são verificadas, pois as funções coordenadas de

X são diferenciáveis em U e

∂(x, y)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂x

∂x
∂y

∂y
∂x

∂y
∂y

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1.
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Além disso, cada ponto (x, y, z) do gráfico é a imagem por X de um único ponto

(x, y) ∈ U . Logo, X é bijetora, e como X−1 é a restrição ao gráfico de f da projeção de

R3 sobre o plano xy, é cont́ınua. Portanto, o gráfico de f é uma superf́ıcie regular.

Exemplo 2.3. A aplicação

X(u, v) =

(
u, v,

u2

a2
− v2

b2

)
, (u, v) ∈ R2,

onde a e b são constantes não-nulas, é uma superf́ıcie parametrizada regular, cujo traço

é o parabolóide hiperbólico

S =

{
(x, y, z) ∈ R3; z =

x2

a2
− y2

b2

}
.

Figura 2.5: Parabolóide Hiperbólico

Definição 2.2 (Superf́ıcie de Revolução). Uma superf́ıcie S ⊂ R3 gerada pela rotação de

uma curva plana C em torno de um eixo no plano que não encontra a curva, é chamada

de Superf́ıcie de Revolução.

O eixo é chamado de eixo de revolução da curva C e a curva C é dita uma geratriz

da superf́ıcie de revolução S.

Proposição 2.2. Seja α(v) = (f(v), 0, g(v)) com a < v < b e f(v) > 0, uma curva

parametrizada C. Então,

X(u, v) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v)),
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do conjunto aberto U = {(u, v) ∈ R2; 0 < u < 2π a < v < b} é uma parametrização para

a superf́ıcie de revolução gerada por α.

Demonstração. Como as funções f(v) e g(v) são diferenciáveis em U , segue que a condição

1 da Definição 2.1 é satisfeita. Além disso,

Xu = (−f(v) senu, f(v) cosu, 0),

Xv = (f ′(v) cosu, f ′(v) senu, g′(v)).

Dáı,

Xu ×Xv = (f(v)g′(v) cosu, f(v)g′(v) senu,−f(v)f ′(v)).

Implicando

||Xu ×Xv|| =
√
f(v)2g′(v)2 cos2 u+ f(v)2g′(v)2 sen2u+ f(v)2f ′(v)2

=
√
f(v)2g′(v)2 + f(v)2f ′(v)2

= f(v)
√
g′(v)2 + f ′(v)2 > 0,

para todo (u, v) ∈ U , pois f(v) > 0. Logo, a condição 2 da Definição 2.1 é verificada.

Para mostrar que X é um homeomorfismo, pela Definição 1.18 devemos mostrar que

X é injetora e a sua inversa X−1 é cont́ınua. Primeiramente mostraremos que X é injetora.

De fato, seja (x, y, z) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v)), então z = g(v) e f(v) =
√
x2 + y2 e

como (f(v), 0, g(v)) é uma parametrização de C, podemos determinar v de maneira única.

Além disso, o parâmetro u fica determinado de modo único, pois

cosu =
x

f(v)
=

x√
x2 + y2

,

senu =
y

f(v)
=

y√
x2 + y2

,

com u ∈ (0, 2π). Assim, X é injetora.

Agora mostraremos que X−1 é cont́ınua, observe que pelo fato de v ser uma função

cont́ınua de z e
√
x2 + y2, consequentemente, é uma função cont́ınua de (x, y, z). Agora

mostraremos que u é uma função cont́ınua de (x, y, z). Como u ∈ (0, 2π) então cotanu
2

está definida para todo u ∈ (0, 2π). Dáı,

cotan
u

2
=

cos
u

2

sen
u

2

=
2 cos

u

2
sen

u

2

2 sen2
u

2

=
senu

1− cosu
=

y
f(v)

1− x
f(v)

=
y√

x2 + y2 − x
.
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Observe que
√
x2 + y2 − x 6= 0, pois X(U) ⊂ R3 − {(x, y, z) ∈ R3; y = 0 e x ≥ 0}.

Implicando que

u = 2 arccotan
y√

x2 + y2 − x
,

que é uma função cont́ınua de (x, y, z). Assim, X−1 é cont́ınua, e portanto X é uma

parametrização para S.

Figura 2.6: Superf́ıcie de revolução

Fonte: DO CARMO, 2005.

Exemplo 2.4. O catenóide é uma superf́ıcie de revolução, obtida girando a catenária,

α(v) = (a cosh v, 0, av), −∞ < v <∞,

em torno do eixo Oz, onde a > 0. Então, pela Proposição 2.2

X(u, v) = (a cosh v cosu, a coshu senu, av),

onde 0 < u < 2π, e −∞ < v <∞, é uma parametrização para o catenóide.

Exemplo 2.5 (Toro de Revolução). O Toro é a superf́ıcie obtida pela rotação do ćırculo

C1 = {(x, y, z) ∈ R3; (y − a)2 + z2 = r2, x = 0} de centro (0, a, 0) e raio r > 0 com a > r,

em torno do eixo Oz. Então, α(v) = (0, a + r cos v, r senv) é uma parametrização para

C1 e pela Proposição 2.2 a aplicação X : U ⊂ R2 → R3 dada por

X(u, v) = ((a+ r cosu)cosv, (a+ r cosu)senv, rsenu),
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onde U = {(u, v) ∈ R2; 0 < u < 2π e 0 < v < 2π} é uma parametrização para o Toro.

Figura 2.7: Toro de Revolução

Fonte: DO CARMO, 2005.

Definição 2.3. Dada uma aplicação diferenciável F : U ⊂ Rn → Rm definida em um

conjunto aberto U de Rn, dizemos que p ∈ U é um ponto cŕıtico de F se a diferencial

dFp : Rn → Rm não é uma aplicação sobrejetora. A imagem F (p) ∈ Rm de um ponto

cŕıtico é chamado um valor cŕıtico de F .

Definição 2.4. Um ponto de a ∈ Rm é chamado um valor regular de uma aplicação

diferenciável F : U ⊂ Rn → Rm, se a diferencial dFp : Rn → Rm é sobrejetora para todo

ponto p ∈ f−1(a).

Seja f : U ⊂ R3 → R uma função diferenciável, então dfp(1, 0, 0) = fx, dfp(0, 1, 0) =

fy e dfp(0, 0, 1) = fz. Portanto, afirmar que dfp : R3 → R não é sobrejetora é equivalente

a dizer que fx(p) = fy(p) = fz(p) = 0. Portanto, a ∈ f(U) é um valor regular de

f : U ⊂ R3 → R se, e somente se, fx, fy e fz não se anulam simultaneamente em

qualquer ponto da imagem inversa

f−1(a) = {(x, y, z) ∈ U ; f(x, y, z) = a}.

Proposição 2.3. Se f : U ⊂ R3 → R é uma função diferenciável e a ∈ f(U) é um valor

regular de f , então f−1(a) = {(x, y, z) ∈ U ; f(x, y, z) = a} é uma superf́ıcie regular em

R3.
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Demonstração. Como a é um valor regular de f , então pela Definição 2.4 dfp : R3 → R

é sobrejetora para todo ponto p = (x0, y0, z0) em f−1(a). Logo, as derivadas parciais

fx, fy, fz não se anulam simultaneamente em p. Suponha que fz(p) 6= 0 e considere a

aplicação F : U ⊂ R3 → R3 dada por

F (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)).

Como a diferencial de F em p é dada por

dFp =


∂x
∂x

∂x
∂y

∂x
∂z

∂y
∂x

∂y
∂y

∂y
∂z

∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

 =


1 0 0

0 1 0

fx fy fz

 ,

temos que

det(dFp) = fz 6= 0.

Implicando que dFp é um isomorfismo, então pelo Teorema da Função Inversa (ver Pro-

posição 1.5), existem vizinhanças V ⊂ U de p e W = F (V ) tais que F : V → W é

inverśıvel e a sua inversa F−1 : W → V é diferenciável.

As funções coordenadas x = u, y = v, z = g(u, v, t), com (u, v, t) ∈ W de

F−1(u, v, g(u, v, t)) são diferenciáveis. Em particular, z = g(u, v, a) = h(x, y) é uma

função diferenciável definida na projeção de V sobre o plano xy. Como

F (f−1(a) ∩ V ) = W ∩ {(u, v, t) ∈ R3; t = a},

então o gráfico de h é f−1(a)∩V , e pela Proposição 2.1, f−1(a)∩V é uma vizinhança co-

ordenada de p. Consequentemente, todo p ∈ f−1(a) pode ser coberta por uma vizinhança

coordenada, e podemos concluir que f−1(a) é uma superf́ıcie regular.

Exemplo 2.6. Seja o elipsóide dado por

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Vamos definir uma função diferenciável

f(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1

Podemos notar que 0 é um valor regular de f , já que as derivadas parciais fx, fy, fz se

anulam simultaneamente somente no ponto (0, 0, 0), que não pertence a f−1(0). Então, o

elipsóide dado por S = f−1(0) é uma superf́ıcie regular.
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Definição 2.5. Diremos que uma superf́ıcie S ⊂ R3 é conexa se quaisquer dois pontos

podem ser ligados por uma curva cont́ınua contida em S.

O próximo exemplo mostra que superf́ıcies regulares podem não ser conexas.

Exemplo 2.7. Vamos mostrar que o hiperbolóide de duas folhas dado por −x2−y2+z2 = 1

é uma superf́ıcie regular não conexa. De fato, defina uma função diferenciável f(x, y, z) =

−x2 − y2 + z2 − 1. Podemos notar que 0 é um valor regular de f , já que as derivadas

parciais se anulam simultaneamente somente no ponto (0, 0, 0), que não pertence a f−1(0).

Note que a superf́ıcie f−1(0) não é conexa. De fato, dado dois pontos em duas

folhas distintas (z > 0 e z < 0) e uma curva cont́ınua α(t) = (x(t), y(t), z(t)) contida na

superf́ıcie e ligando esses dois pontos, temos que z(t) muda de sinal para algum t0, isto

é, z(t0) = 0. Assim, α(t0) não pertence a f−1(0), pois

f(α(t0)) = −x(t0)
2 − y(t0)

2 − 1 6= 0.

Figura 2.8: Hiperbolóide de duas folhas

Fonte: DO CARMO, 2005.

A proposição à seguir fornece rećıproca local da Proposição 2.1, isto é, qualquer

superf́ıcie regular é localmente o gráfico de uma função diferenciável.

Proposição 2.4. Seja S ⊂ R3 uma superf́ıcie regular e p ∈ S. Então existe uma vizi-

nhança V de p em S tal que V é o gráfico de uma função diferenciável que tem uma das

seguintes formas:

z = f(x, y), y = g(x, z), x = h(y, z)
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Demonstração. Seja X : U ⊂ R2 → S uma parametrização de S em p, dada por X(u, v) =

(x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U . Então, pela condição 3 da Definição 2.1 um dos

determinantes Jacobianos
∂(x, y)

∂(u, v)
,
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(x, z)

∂(u, v)
,

não se anula em X−1(p) = q.

Suponha que ∂(x,y)
∂(u,v)

(q) 6= 0, e considere a aplicação diferenciável π ◦ X : U → R2

dada por

(π ◦X)(u, v) = (x(u, v), y(u, v)).

Como
∂(x, y)

∂(u, v)
(q) 6= 0, logo dq(π ◦ X) : R2 → R2 é um isomorfismo. Então pelo

Teorema da Função Inversa, existem vizinhanças V1 de q e V2 de π ◦ X(q) tal que π ◦

X : V1 → V2 é um difeomorfismo, implicando que π restrita a X(V1) = V é bijetora

e a sua inversa (π ◦ X)−1 : V2 → V1 é diferenciável. Agora considere a composição

ψ : X ◦ (π ◦X)−1 : V2 → X(V1) = V tal que

ψ(x, y) = (x, y, z(x(u, v), y(u, v))),

podemos notar que V é o gráfico de uma função diferenciável z = z(u(x, y), v(x, y)) =

f(x, y). Os casos que restam podem ser tratados da mesma maneira, considerando x =

h(y, z) e y = g(x, z)

Exemplo 2.8. Vamos mostrar que o cone de uma folha C, dado por

z =
√
x2 + y2, (x, y) ∈ R2,

não é uma superf́ıcie regular. De fato, supondo que C é uma superf́ıcie regular, então

pela proposição anterior existiria uma vizinhança V de (0, 0, 0) ∈ C que seria o gráfico

de uma função diferenciável que tem uma das seguintes formas

z = f(x, y), y = g(x, z), x = h(y, z).

A função não pode ser da forma x = h(y, z) nem da forma y = g(x, z), pois em uma

vizinhança da origem (0, 0, 0) as projeções de C sobre os planos yz e xz não são injetoras,

e a forma z = f(x, y) =
√
x2 + y2 não é diferenciável numa vizinhança de (0, 0, 0).

Porém se removemos a sua origem (0, 0, 0) obteremos que C é uma superf́ıcie regular.

De fato, observe que a parametrização

X(x, y) = (x, y,
√
x2 + y2), (x, y) ∈ R2 − {(0, 0)},
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cobre todo o cone menos o ponto (0, 0, 0) e como X é uma aplicação diferenciável podemos

concluir pela Proposição 2.1, que o cone menos a sua origem é uma superf́ıcie regular.

Proposição 2.5. Seja p ∈ S um ponto de uma superf́ıcie regular S e seja X : U ⊂

R2 → R3 uma aplicação com p ∈ X(U) tal que as condições 1 e 3 da definição 2.1 sejam

satisfeitas. Suponha que X seja bijetora. Então X−1 é cont́ınua.

Demonstração. Seja X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) com (u, v) ∈ U e q ∈ U arbitrário.

Podemos supor que
∂(x, y)

∂(u, v)
(q) 6= 0, já que X satisfaz as condições 1 e 3 da Definição 2.1.

Vamos considerar a projeção π : R3 → R2 dada por π(x, y, z) = (x, y).

Pelo Teorema da Função Inversa (ver Proposição 1.5), existem V1 vizinhança de q

em U e V2 de π◦X(q) em R2 tais que π◦X : V1 → V2 é um difeomorfismo. Agora supondo

que X seja bijetora. Então,

X−1 = (π ◦X)−1 ◦ π,

é uma composição de aplicações cont́ınuas, e portanto X−1 é cont́ınua.

Exemplo 2.9. Vamos mostrar que a aplicação X : V ⊂ R2 → R3 dada por

X(θ, ϕ) = ( senθ cosϕ, senθ senϕ, cos θ),

onde V = {(θ, ϕ); 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π}, é uma parametrização para a esfera unitária

S2 do Exemplo 2.2.

De fato, observe que X(V ) cobrir toda a esfera menos o semi-ćırculo C = {(x, y, z) ∈

R3; y = 0 e x ≥ 0}. Como as funções coordenadas senθ cosϕ, senθ senϕ e cos θ têm

derivadas parciais de todas as ordens, então X é diferenciável. Além disso,

Xθ(θ, ϕ) = (cos θ cosϕ, cos θ senϕ,− senθ),

e

Xϕ(θ, ϕ) = ( senθ senϕ, senθ cosϕ, 0).

Implicando

Xθ ×Xϕ = ( sen2θ cosϕ,− sen2θ senϕ, cos θ senθ)

e

||Xθ ×Xϕ|| =
√

sen4θ cos2 ϕ+ sen4θ sen2ϕ+ cos2 θ sen2θ

=
√

sen4θ + cos2 θ sen2θ

= | senθ| 6= 0,
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pois 0 < θ < π. Logo, X satisfaz as condições 1 e 3 da Definição 2.1.

Para mostrar que X é bijetora, observe que dado (x, y, z) ∈ S2 − C, θ fica deter-

minado de maneira única por θ = cos−1 z, uma vez que 0 < θ < π. Logo, conhecendo o

valor de θ, temos que cosϕ =
x

senθ
e senϕ =

y

senθ
são determinados de maneira única.

Assim, X tem uma inversa X−1, e portanto X é bijetora.

Como S2 é uma superf́ıcie regular podemos concluir pela proposição anterior que

X(V ) é uma parametrização de S2.

2.2 Mudanças de Parâmetro e Funções Diferenciáveis

em Superf́ıcies

Como vimos no Exemplo 2.2 um ponto p ∈ S pode pertencer a mais de uma parame-

trização. Para que a Definição 2.1 faça sentido, é necessário que ela não dependa do

sistema de coordenadas escolhido. Neste sentido podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposição 2.6 (Mudanças de Parâmetros). Seja p um ponto de uma superf́ıcie regular

S, e sejam X : U ⊂ R2 → S e Y : V ⊂ R2 → S duas parametrizações de S, tais que

p ∈ X(U) ∩ Y (V ) = W . Então a mudança de coordenadas h = X−1 ◦ Y : Y −1(W ) →

X−1(W ) é um difeomorfismo, isto é, h é diferenciável e tem uma inversa diferenciável

h−1.

Demonstração. Vamos mostrar que h é um difeomorfismo. Observe que a aplicação h =

X−1 ◦ Y é um homeomorfismo, pois X−1 e Y são homeomorfismo. Agora mostraremos

que h é diferenciável. De fato, seja r ∈ Y −1(W ) arbitrário e defina q = h(r). Como

X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) é uma parametrização, pela condição 3 da Definição

2.1, temos que um dos determinantes Jacobianos

∂(x, y)

∂(u, v)
(q),

∂(x, z)

∂(u, v)
(q),

∂(y, z)

∂(u, v)
(q),

não se anula em q. Suponha que

∂(x, y)

∂(u, v)
(q) 6= 0.

Estendendo X a uma aplicação F : U × R→ R3 definida por

F (u, v, t) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v) + t), (u, v) ∈ U, t ∈ R.
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Figura 2.9: Mudanças de Parâmetros

Então, F é diferenciável e a restrição F |U×{0} = X(u, v). Logo, o determinante da dife-

rencial dFq, é ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

0

∂y
∂u

∂y
∂v

0

∂z
∂u

∂z
∂v

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∂(x, y)

∂(u, v)
(q) 6= 0.

Dáı, pelo Teorema da Função Inversa existe uma vizinhança M de X(q) em R3 tal

que F−1 existe e é diferenciável em M , pela continuidade de Y existe uma vizinhança N

de r em V tal que Y (N) ⊂M . Observe que, h|N = F−1◦Y |N é a composição de aplicações

diferenciáveis. Assim, aplicando a regra da cadeia (ver Proposição 1.4) podemos concluir

que h é diferenciável em r. Como r é arbitrário, h é diferenciável em Y −1(W ).

Aplicando o mesmo argumento, podemos mostrar que a aplicação h−1 é diferenciável,

e portanto h é um difeomorfismo.

A seguir definiremos função diferenciável em uma superf́ıcie regular.

Definição 2.6. Seja f : V ⊂ S → R uma função, definida em um subconjunto aberto

V de uma superf́ıcie regular S. Então f é diferenciável em p ∈ V se, para alguma

parametrização X : U ⊂ R2 → S, com p ∈ X(U) ⊂ V , a composição f ◦X : U ⊂ R2 → R

é diferenciável em X−1(p). A função f é diferenciável em V se é diferenciável em todos

os pontos de V .
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Como consequência da Proposição 2.6 segue que a definição dada acima não depende

da escolha da parametrizaçãoX. De fato, seja Y : V ⊂ R2 → S uma outra parametrização

de S em p, com p ∈ Y (V ), se h = X−1 ◦ Y : V → U , então f ◦ Y = f ◦X ◦ h também é

diferenciável em V.

A proposição seguinte diz que podemos estender os conceitos e propriedades locais

da Geometria Diferencial à superf́ıcies parametrizadas regulares.

Proposição 2.7. Sejam X : U → R3 uma parametrização de uma superf́ıcie regular S e

q ∈ U . Então existe uma vizinhança V de q em R2 tal que X(V ) ⊂ R3 é uma superf́ıcie

regular.

Demonstração. Seja X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), como X é uma parametrização

de S, então pela condição 3 da definição 2.1, podemos supor que ∂(x,y)
∂(u,v)

(q) 6= 0. Considere

a aplicação F : U × R→ R2 dada por

F (u, v, t) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v) + t), t ∈ R.

Então,

det(dFq) =


∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂t

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂t

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂t

 =


∂x
∂u

∂x
∂v

0

∂y
∂u

∂y
∂v

0

∂z
∂u

∂z
∂v

1

 =
∂(x, y)

∂(u, v)
(q) 6= 0.

Dáı, pelo Teorema da Função Inversa, existem vizinhanças W1 de q e W2 de F (q) tal que

F : W1 → W2 é um difeomorfismo. Seja V = W1 ∩ U , então F |V = X|V . Assim, X(U) é

um difeomorfismo em V e, portanto, uma superf́ıcie regular.

2.3 Plano Tangente e Diferencial de uma Aplicação

Nesta seção mostraremos que, para cada p ∈ S, o conjunto de vetores tangentes às curvas

parametrizadas de S, passando por p, constituem um plano, que denotaremos por TpS

(condição 3 da Definição 2.1).

Definição 2.7. Seja X : U ⊂ R2 → S uma parametrização de uma superf́ıcie regular

S, dizemos que um vetor w de R3 é um vetor tangente a S em p se w = α
′
(0), onde

α : (−ε, ε)→ S é uma curva parametrizada diferenciável em 0 e α(0) = p.
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Figura 2.10: Vetor tangente a S

Fonte: DO CARMO, 2005.

Os vetores Xu(u0, v0) e Xv(u0, v0) são vetores tangentes a S em (u0, v0), já que são

tangentes às curvas coordenadas.

Proposição 2.8. Seja X : U ⊂ R2 → S uma parametrização de uma superf́ıcie regular

S e seja q ∈ U . O subespaço vetorial de dimensão 2,

dXq(R2) ⊂ R3,

coincide com o conjunto de vetores tangentes a S em X(q).

Demonstração. Seja w = α′(0) um vetor tangente em X(q) e α : (−ε, ε) → X(U) ⊂ S

uma curva parametrizada diferenciável com α(0) = X(q). Logo, a curva β = X−1 ◦ α :

(−ε, ε)→ U é diferenciável. Pela Definição 1.20

dXq(β
′(0)) = α′(0) = w,

implicando que w ∈ dXq(R2).

Por outro lado, se w = dXq(v), com v ∈ R2. Observe que v é o vetor velocidade da

curva γ : (−ε, ε)→ U dada por

γ(t) = tv + q, t ∈ (−ε, ε).

Assim, pela definição de diferencial, w = α′(0), onde α = X ◦ γ. Portanto, w é um vetor

tangente.

Pela Proposição 2.8, o plano dXq(R2), que passa por X(q) = p, não depende da

parametrização X.
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Definição 2.8. O plano tangente a S em (u0, v0) é o conjunto de todos os vetores tan-

gentes a S em (u0, v0), que denotamos por TpS, onde p = (u0, v0).

Um vetor w em TpS, pode ser obtido como combinação linear da base associada

a X, isto é, na base {Xu, Xv} de TpS. De fato, como w = α′(0) e α = X ◦ β; onde

β : (−ε, ε)→ U é dada por β(t) = (u(t), v(t)) e β(0) = q = X−1(p). Então,

α′(0) =
d

dt
(X ◦ β)(0) =

d

dt
X(u(t), v(t))(0)

= Xu(q)u
′(0) +Xv(q)v

′(0) = w. (2.2)

Assim, na base {Xu(q), Xv(q)}, w tem coordenadas (u′(0), v′(0)), onde (u(t), v(t)) é

a expressão de uma curva cujo vetor velocidade é w na parametrização X.

Por definição de superf́ıcie parametrizada regular, Xu e Xv são vetores linearmente

independentes. Portanto TpS é um plano de R3, gerado por Xu e Xv. Observamos que,

em geral, Xu e Xv não são ortogonais, nem unitários.

Exemplo 2.10. Seja X(u, v) = (u, v,
√

1− u2 − v2), (u, v) ∈ U , onde U = {(u, v) ∈

R2;u2+v2 < 1}, uma das parametrizações de S2. Tomando um ponto p = (u0, v0) = (0, 0),

então os vetores Xu(0, 0) = (1, 0, 0) e Xv(0, 0) = (0, 1, 0) formam uma base do plano

tangente TpS. Portanto, todo vetor tangente a X em q é da forma (a, b, 0), onde a, b ∈ R.

Como já definimos plano tangente, podemos falar de uma aplicação diferenciável

entre superf́ıcies regulares.

Definição 2.9. Sejam S1 e S2 duas superf́ıcies regulares e ϕ : V ⊂ S1 → S2 uma aplicação

diferenciável de um conjunto aberto V de S1 em S2, a cada p ∈ V definimos a aplicação

linear

dϕp : TpS1 → Tϕ(p)S2,

atuando em um vetor w ∈ TpS1 da seguinte forma:

Seja α : (−ε, ε)→ S1 diferenciável, com α(0) = p e α′(0) = w, então

dϕp(w) = β′(0) =
d

dt
(ϕ ◦ α)(0),

com β = ϕ ◦ α, β(0) = ϕ(p).

Proposição 2.9. A aplicação dϕp : TpS1 → Tϕ(p)S2 definida por dϕp(w) = β′(0) é linear

e não depende da escolha da curva que passa por p com vetor tangente w.
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Demonstração. Como ϕ é diferenciável em p, então existem X(u, v) e X(u, v) parame-

trizações em vizinhanças de p e ϕ(p), respectivamente. Suponha que ϕ seja expressa

nestas coordenadas por

ϕ(u, v) = (ϕ1(u, v), ϕ2(u, v)),

e supondo que α seja expressa por

α(t) = (u(t), v(t)), t ∈ (−ε, ε).

Então, β(t) = (ϕ ◦ α)(t) = (ϕ1(u(t), v(t)), ϕ2(u(t), v(t))), e a expressão de β′(0) na base

{Xu, Xv} é dada por

β′(0) =

(
∂ϕ1

∂u
u′(0) +

∂ϕ1

∂v
v′(0),

∂ϕ2

∂u
u′(0) +

∂ϕ2

∂v
v′(0)

)
.

Assim, β′(0) só depende das coordenadas (u′(0), v′(0)) de w = α′(0) na base {Xu, Xv},

ou seja, β′(0) é independente de α. Além disso, dϕp é uma aplicação linear de TpS1 em

TpS2, cuja matriz nas bases {Xu, Xv} de TpS1 e {Xu, Xv} de Tϕ(p)S2 é dada por ∂ϕ1

∂u
∂ϕ1

∂v

∂ϕ2

∂u
∂ϕ2

∂v

 .

2.4 Primeira Forma Fundamental

Nesta seção estudaremos o instrumento que permite calcular o comprimento entre curvas,

ângulo entre vetores tangentes e área de uma região da superf́ıcie sem fazer menção ao

espaço ambiente onde a superf́ıcie se encontra.

Definição 2.10. Seja S uma superf́ıcie regular e TpS o plano tangente a S no ponto p.

A forma quadrática Ip definida por:

Ip : TpS → R

w → Ip(w) = 〈w,w〉p = ||w||2p ≥ 0,

é chamada de primeira forma fundamental.
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Como podemos observar, a primeira forma fundamental é basicamente o produto

interno usual de R3 restrito aos vetores tangentes a S.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {Xu, Xv} associada

a parametrização X(u, v) em p. Como um vetor tangente w ∈ TpS é o vetor tangente a

uma curva parametrizada α(t) = X(u(t), v(t)), t ∈ (−ε, ε), com p = α(0) = X(u0, v0).

Então, usando (2.2) obtemos

Ip(α
′(0)) = 〈α′(0), α′(0)〉p

= 〈Xuu
′ +Xvv

′, Xuu
′ +Xvv

′〉p

= 〈Xu, Xu〉p(u′)2 + 2〈Xu, Xv〉pu′v′ + 〈Xv, Xv〉p(v′)2 (2.3)

= E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2,

onde os valores das funções envolvidas são calculados em t = 0 e

E(u0, v0) = 〈Xu, Xu〉p,

F (u0, v0) = 〈Xu, Xv〉p,

G(u0, v0) = 〈Xv, Xv〉p,

são chamados de coeficientes da primeira forma fundamental e satisfazem as seguintes

propriedades:

1. E(u, v) > 0 e G(u, v) > 0 para todo (u, v), pois os vetores Xu e Xv são não-nulos;

2. E(u, v)G(u, v)− F 2(u, v) > 0. De fato, se θ é o ângulo entre Xu e Xv, temos que

〈Xu, Xv〉2 = ||Xu||2||Xv||2 cos2 θ,

e

||Xu ×Xv||2 = ||Xu||2||Xv||2 sen2θ.

Logo,

||Xu ×Xv||2 + 〈Xu, Xv〉2p = ||Xu||2||Xv||2.

Dáı,

EG− F 2 = ||Xu||2||Xv||2 − 〈Xu, Xv〉2p = ||Xu ×Xv||2 > 0. (2.4)

De agora em diante, omitiremos o ı́ndice p na indicação do produto interno 〈 , 〉.
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Exemplo 2.11. Um sistema de coordenadas para um plano P ⊂ R3 passando por p0 =

(x0, y0, z0) e contendo os vetores ortonormais w1 = (a1, b1, c1), w2 = (a2, b2, c2) é parame-

trizado por X(u, v) = p0 + uw1 + vw2, (u, v) ∈ R3. Logo, Xu = w1 e Xv = w2. Assim, os

coeficientes da primeira forma fundamental são as funções constantes:

E = 〈Xu, Xu〉 = 〈w1, w1〉 = 1,

F = 〈Xu, Xv〉 = 〈w1, w2〉 = 0,

G = 〈Xv, Xv〉 = 〈w2, w2〉 = 1.

Exemplo 2.12. Seja X(u, v) = (cosu, senu, v), 0 < u < 2π, −∞ < v < ∞, uma

parametrização para o cilindro reto C = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 = 1}. Então,

Xu = (− senu, cosu, 0),

Xv = (0, 0, 1).

Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental são as funções constantes:

E = sen2u+ cos2 u = 1,

F = 0,

G = 1.

Agora que conhecemos a primeira forma fundamental podemos estudar questões

geométricas sobre uma superf́ıcie regular, tais como o comprimento de arco, ângulo entre

curvas e áreas de regiões na superf́ıcie. Assim, o comprimento de arco s de uma curva

parametrizada α : J → S é dado por

s(t) =

∫ t

0

||α′(t)|| dt =

∫ t

0

√
Iα(t)(α′(t)) dt.

Em particular, se α(t) = X(u(t), v(t)) está contida em uma vizinhança coordenada

correspondente à parametrização X(u, v), segue de (2.3) que o comprimento de arco de

α, entre 0 e t é dada da seguinte forma

s(t) =

∫ t

0

√
〈α′(t), α′(t)〉 dt =

∫ t

0

√
Iα(t)(α′(t)) dt

=

∫ t

0

√
E(u′(t))2 + 2Fu′(t)v′(t) +G(v′(t))2 dt.
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Se w1 e w2 são vetores não-nulos tangentes a S em p, então o ângulo 0 ≤ θ ≤ π

formado por w1 e w2 é dado por

cos θ =
〈w1, w2〉
||w1|| ||w2||

.

Para expressar cos θ em termos da primeira forma fundamental, observamos que w1 +w2

é um vetor tangente a S em p e

Ip(w1+w2) = 〈w1+w2, w1+w2〉 = ||w1||2+2〈w1, w2〉+||w2||2 = Ip(w1)+2〈w1, w2〉+Ip(w2).

Portanto,

cos θ =
Ip(w1 + w2)− Ip(w1)− Ip(w2)

2
√
Ip(w1)Ip(w2)

.

Se duas curvas parametrizadas regulares α : I → S, β : I → S se intersectam em

t = t0, então o ângulo θ com que as curvas se intersectam é dado por

cos θ =
〈α′(t0), β′(t0)〉
||α′(t0)|| ||β′(t0)||

.

Em particular, o ângulo ϕ das curvas coordenadas de uma parametrização X(u, v) é

cosϕ =
〈Xu, Xv〉
||Xu|| ||Xv||

=
F√
EG

.

Portanto, podemos concluir que as curvas coordenadas de uma superf́ıcie se intersectam

ortogonalmente se, e só se, F (u, v) = 0 para todo (u, v).

Exemplo 2.13. Seja S2 = {(x, y, z) ∈ R3;x2 +y2 +z2 = 1} a esfera unitária do Exemplo

2.2, parametrizada por

X(θ, ϕ) = ( senθ cosϕ, senθ senϕ, cos θ), 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π.

Logo,

Xθ = (cos θ cosϕ, cos θ senϕ,− senθ, )

Xϕ = (− senθ senϕ, senθ cosϕ, 0).

Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental são as funções:

E = 〈Xθ, Xθ〉 = 1.

F = 〈Xθ, Xϕ〉 = 0.

G = 〈Xϕ, Xϕ〉 = sen2θ.
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Então, o comprimento de arco de uma curva α : I → S contida na esfera, cujo o vetor

tangente à esfera é α′(t) = aXθ + bXϕ, é dada por

s(t) =

∫ t

0

|α′(t)| dt =

∫ t

0

√
Iα(t)(α′(t)) dt =

∫ t

0

√
〈aXθ + bXϕ, aXθ + bXϕ〉 dt

=

∫ t

0

√
a2〈Xθ, Xθ〉+ 2ab〈Xθ, Xϕ〉+ b2〈Xϕ, Xϕ〉 dt

=

∫ t

0

√
Ea2 + 2Fab+Gb2 dt =

∫ t

0

√
a2 + b2 sen2θ dt.

E o ângulo ϕ das curvas coordenadas da parametrização X(u, v) é dada por

ϕ = arccos
F√
EG

= arc cos 0.

Assim, ϕ ∈ {π
2
,
3π

2
}.

A seguir vamos definir a noção de área de uma região limitada de uma superf́ıcie

regular, usando a primeira forma fundamental.

Definição 2.11. Um domı́nio (regular) de S é um subconjunto aberto e conexo de S,

cuja fronteira é a imagem de um ćırculo por um homeomorfismo diferenciável (isto é, sua

diferencial não se anula) que é regular exceto em um número finito de pontos.

Uma região de S é a união de um domı́nio com a sua fronteira.

Definição 2.12. Seja R ⊂ S uma região limitada de uma superf́ıcie regular, contida em

uma vizinhança coordenada de uma parametrização X : U ⊂ R2 → S. A área da região

R é dada por

A(R) =

∫ ∫
D

√
EG− F 2 dudv =

∫ ∫
D

||Xu ×Xv|| dudv,

onde E,F,G são os coeficientes da primeira forma fundamental e a igualdade é con-

sequência de (2.4).

A seguir enunciaremos o Teorema de Mudança de Variáveis para Integrais Duplas,

que usaremos para mostrar que as áreas de regiões contidas em uma superf́ıcie regular

independe da parametrização.

Teorema 2.1 (Teorema de Mudança de Variáveis para Integrais Duplas). Sejam f uma

aplicação integrável sobre uma região fechada e limitada Q do plano uv e Q uma região
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fechada e limitada do plano uv. Se h : Q→ Q for uma aplicação bijetora com derivadas

parciais cont́ınuas em Q e o Jacobiano J(h) de mudança de variável não se anula em Q,

então ∫ ∫
Q

f(u, v) dudv =

∫ ∫
Q

f(u(u, v), v(u, v)) |detJ(h)| dudv.

Demonstração. Consultar [15], página 252.

Proposição 2.10. A área de uma região independe da parametrização escolhida.

Demonstração. Sejam X : U ⊂ R2 → S uma parametrização de S e X(u, v) = X ◦h(u, v)

uma reparametrização de X por h, onde h : U ⊂ R2 → U é uma mudança de coordenada,

dada por h(u, v) = (u(u, v), v(u, v)). Sejam D ⊂ U e D ⊂ U regiões do plano tais que h

é um difeomorfismo com h(D) = D. Então, pelo Teorema de Mudança de Variáveis para

Integrais Duplas, temos que∫ ∫
D

||Xu ×Xv|| dudv =

∫ ∫
D

||Xu ×Xv|| |detJ(h)| dudv =

∫ ∫
D

||Xu ×Xv|| dudv.

Exemplo 2.14 (Área do Toro). Seja T o toro de revolução do Exemplo 2.9, obtido girando

ćırculo

C = {(x, y, z) ∈ R3; (x− a)2 + z2 = r2, y = 0}, a > r > 0,

em torno do eixo z.

Seja X : (0, 2π)× (0, 2π)→ T uma parametrização de T dada por

X(u, v) = ((a+ r cosu)cosv, (a+ r cosu)senv, rsenv),

que cobre o toro, exceto por um meridiano (v = 0) e um paralelo (u = 0). Então,

Xu = (−rsenu cos v,−rsenu senv, rcosu)

e

Xv = (−(a+ r cosu)senv, (a+ r cosu)cosv, 0),

Dáı, os coeficientes da primeira forma fundamental são

E(u, v) = r2, G(u, v) = (a+ r cosu)2, F (u, v) = 0
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Portanto, considerando a região Dε = {(u, v) ∈ R2; 0+ε ≤ u ≤ 2π−ε, 0+ε ≤ u ≤ 2π−ε},

onde ε > 0 é pequeno, temos que

A(X(Dε)) =

∫∫
Dε

√
EG− F 2 dudv

=

∫ 2π−ε

0+ε

∫ 2π−ε

0+ε

r(r cosu+ a) dudv

= r2(2π − 2ε)( sen(2π − ε)− senε) + ra(2π − 2ε)2.

Portanto,

A(T ) = lim
ε→0

A(X(Dε)) = 4π2ra.

2.5 Orientação de Superf́ıcies e a Aplicação de Gauss

Nesta seção vamos discutir em que sentido e quando é posśıvel orientar uma superf́ıcie

regular e estudaremos a aplicação normal de Gauss, cuja variação desta dá origem ao

conceito de curvatura que estudaremos na próxima seção.

Definição 2.13. Sejam X : U ⊂ R2 → S uma parametrização de uma superf́ıcie regular

S e p ∈ S, dizemos que um vetor de R3 é normal a S em p se é ortogonal a TpS, isto é,

é ortogonal a todos os vetores tangentes a S em p.

Como vimos na seção 2.3, fixada uma parametrização X : U ⊂ R2 → S de uma

superf́ıcie regular S em um ponto p ∈ S, TpS é um plano gerado pelos vetores Xu e Xv,

logo existem exatamente dois vetores unitários normais a S em p. Assim, vamos escolher

um vetor normal unitário a X(U) como sendo o vetor

N(q) =
Xu ×Xv

||Xu ×Xv||
, q ∈ X(U).

Assim, temos uma aplicação diferenciável N : X(U) → R3 que associa a cada

q ∈ X(U) um vetor normal e unitário N(q).

Definição 2.14. Sejam S uma superf́ıcie regular e V ⊂ S um conjunto aberto em S.

Chamamos N : V → R3 de campo diferenciável de vetores normais unitários em V .

É importante salientar que nem toda superf́ıcie admite um campo diferenciável de

vetores unitários definidos sobre toda a superf́ıcie. Por exemplo, sobre a faixa de Möbius
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obtida quando colamos as duas extremidades de um retângulo alongado de papel de modo

a fazer coincidir os vértices opostos.

Figura 2.11: A faixa de Möbius

Fonte: DO CARMO, 2005.

De maneira intuitiva, podemos percorrer uma vez o ćırculo médio (ver Figura 2.5):

depois de uma volta, o campo normal unitário N retornaria como −N , mostrando que

é posśıvel passar de cima para baixo caminhando sobre a faixa de Möbius. Portanto,

contradizendo a continuidade do campo.

Definição 2.15. Uma superf́ıcie regular é orientável se ela admite um campo diferenciável

de vetores normais unitários definido em toda a superf́ıcie. A escolha de N é chamada

uma orientação de S.

Uma orientação N em S induz uma orientação em cada plano tangente TpS, p ∈ S,

da seguinte maneira: Defina a base v, w ∈ TpS como sendo positiva se 〈v × w,N〉 é

positivo. Então, o conjunto de todas as bases positivas de TpS é uma orientação para

TpS. De fato, seja {v, w} uma base positiva de TpS e {v1, w1} uma base de TpS. Então,

se

v1 = a1v + b1w,

w1 = a2v + b2w.
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Logo,

〈v1 × w1, N(p)〉 = 〈(a1v + b1w)× (a2v + b2w), N(p)〉

= 〈a1v × a2v + a1v × b2w + b1w × a2v + b1w × b2w,N(p)〉

= 〈a1v × b2w + b1w × a2v,N(p)〉

= (a1b2 − b1a2)〈v × w,N(p)〉.

Portanto, por (1.1) temos que {v1, w1} é uma base positiva de TpS se a1b2− b1a2 > 0, isto

é, se {v1, w1} tem a mesma orientação de {v, w}.

A partir de agora S denotará uma superf́ıcie regular orientável, onde foi escolhido

uma orientação, diremos simplesmente que S é uma superf́ıcie com uma orientação N .

Definição 2.16. Seja S ⊂ R3 uma superf́ıcie com uma orientação N . A aplicação

N : S → R3 toma seus valores na esfera unitária

S2 =
{

(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = 1
}
.

A aplicação N : S → S2, assim definida é chamada a aplicação de Gauss de S.

Figura 2.12: Aplicação de Gauss

Fonte: DO CARMO, 2005.

A aplicação de Gauss é diferenciável, pois N exprime-se como funções diferenciáveis

dos parâmetros {Xu, Xv}, e a diferencial dNp de N em p ∈ S é uma aplicação linear de

TpS em TN(p)S
2.
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Exemplo 2.15. Considere a esfera unitária S2 = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = 1} Se

α(t) = (x(t), y(t), z(t)) é uma curva parametrizada em S2, então 2xx′ + 2yy′ + 2zz′ =

0,. Logo, o vetor (x, y, z) é normal à esfera no ponto (x, y, z). Assim, N = (x, y, z)

e N = (−x,−y,−z) são campos de vetores normais unitários em S2. Tomando N =

(−x,−y,−z) como uma orientação para S2, tem-se que N aponta para o centro da esfera.

Restrito à curva α(t), o vetor normal N(t) = (−x(t),−y(t),−z(t)) é uma função

vetorial de t, e portanto

dN((x′(t), y′(t), z′(t))) = N ′(t) = (−x′(t),−y′(t),−z′(t));

implicando que dNp(v) = −v para todo p ∈ S2 e todo v ∈ TpS
2. Observe que se es-

colhêssemos N como um campo normal teŕıamos dNp = v.

Proposição 2.11. A diferencial dN : TpS → TpS da aplicação de Gauss é uma aplicação

linear auto-adjunta1.

Demonstração. Como sabemos que dNp é linear, basta verificar que 〈dNp(w1), w2〉 =

〈w1, dNp(w2)〉 para base {w1, w2} de TpS. De fato, seja X(u, v) uma parametrização

de S em p e {Xu, Xv} a base associada de TpS. Se α(t) = X(u(t), v(t)) é uma curva

parametrizada em S, com α(0) = p, temos

dNp(α
′(0)) = dNp(Xuu

′(0) +Xvv
′(0)) =

d

dt
N(u(t), v(t))

∣∣∣∣∣
t=0

= Nuu
′(0) +Nvv

′(0)

em particular, dNp(Xu) = Nu e dNp(Xv) = Nv. Como N é ortogonal a Xu e Xv, então

〈N,Xu〉 = 0 e 〈N,Xv〉 = 0. Derivando com relação a v e u, obtemos

〈Nv, Xu〉+ 〈N,Xuv〉 = 0

〈Nu, Xv〉+ 〈N,Xvu〉 = 0.

Implicando,

〈Nu, Xv〉 = −〈N,Xuv〉 = 〈Nv, Xu〉.

Assim,

〈dNp(Xu), Xv〉 = 〈Xu, dNp(Xv)〉.

1Lembramos que uma aplicação linear A : E → E, num espaço vetorial munido de produto interno,

chama-se auto-adjunto quando 〈Au, v〉 = 〈u,Av〉, para quaisquer u, v ∈ E. Para mais detalhe recomen-

damos a referência [9].
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O fato de dN : TpS → TpS ser uma aplicação auto-adjunta nos permite associar a

dNp uma forma quadrática Q em TpS, dada por Q(v) = 〈dNp, v〉, v ∈ TpS. Usaremos a

forma quadrática como sendo −Q.

2.6 Segunda Forma Fundamental e Curvatura Gaus-

siana

Nesta seção estenderemos a ideia de curvatura de uma curva (estudada na seção 1.2),

para superf́ıcies regulares, isto é, tentaremos medir o quão rapidamente uma superf́ıcie S

se afasta do seu plano tangente TpS em uma vizinhança de p.

Definição 2.17. A forma quadrática IIp, definida em TpS por IIp(v) = −〈dNp(v), v〉, é

chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Definição 2.18. Seja C uma curva regular em S passando por p ∈ S, k a curvatura de

C em p, e cos θ = 〈n,N〉, onde n é o vetor normal a C e N é o vetor normal a S em p.

O número kn = k cos θ é chamado a curvatura normal de C ⊂ S em p.

Agora daremos uma interpretação geométrica da Segunda Forma Fundamental IIp.

Seja C uma curva regular em S, com p ∈ S e α : I → S uma curva parametrizada pelo

comprimento de arco tal que α(0) = p. Indicando por N(s) a restrição do vetor normal

N a curva α(s) temos que

〈N(s), α′(s)〉 = 0, ∀ s ∈ I.

Derivando a equação com relação a s, obtemos

〈N ′(s), α′(s)〉+ 〈N(s), α′′(s)〉 = 0,

implicando

〈N ′(s), α′(s)〉 = −〈N(s), α′′(s)〉.
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Dáı,

IIp(α
′(0)) = −〈dNp(α

′(0)), α′(0)〉

= −〈N ′(0), α′(0)〉

= 〈N(0), α′′(0)〉

= 〈N(0), k(0)n(0)〉

= k(0)〈N(0), n(0)〉

= kn(p).

Assim, o valor da segunda forma fundamental IIp em um vetor unitário v ∈ TpS é

igual a curvatura normal de uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco

passando em p e tangente a v. Como kn só depende do vetor tangente, segue o seguinte

resultado.

Proposição 2.12 (Meusnier). Todas as curvas de uma superf́ıcie S que têm, em um

ponto p ∈ S, a mesma reta tangente têm, neste ponto, a mesma curvatura normal.

A proposição acima nos permite falar em curvatura normal ao longo de uma direção

em p.

Definição 2.19. Seja v ∈ TpS um vetor unitário, a interseção de S com o plano contendo

v e N(p) é chamada seção normal de S em p ao longo de v.

Observe que em uma vizinhança de p, uma seção normal de S em p é uma curva

regular plana em S, cujo o vetor normal n(p) é ±N(p) ou zero, no caso em que k(p) = 0.

Então, k(p) é o valor absoluto da curvatura normal segundo v em p. Assim, o valor

absoluto da curvatura normal em p de uma curva α(s) é igual à curvatura da seção

normal de S em p, segundo α′(0).

Exemplo 2.16. No plano P dado por ax+ by + cz + d = 0, todas as seções normais são

retas, implicando que as curvaturas normais são nulas. O vetor normal unitário é dado

por

N =
(a, b, c)√
a2 + b2 + c2

.

Portanto, a segunda forma fundamental é identicamente nula em todos os pontos, o que

confirma o fato de dN ≡ 0.
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Como dNp é uma aplicação linear auto-adjunta, então pelo Teorema Espectral2

existe uma base ortonormal {e1, e2} de autovetores de dNp para TpS tal que

dNp(e1) = −k1e1;

dNp(e2) = −k2e2. (2.5)

Além disso, k1 e k2 (k1 ≥ k2) são o máximo e o mı́nimo da segunda forma fundamental.

Definição 2.20. As curvaturas principais em p são a curvatura normal máximo k1 e a

curvatura normal mı́nima k2; as direções correspondentes, isto é, as direções dadas pelos

autovetores e1 e e2 são chamadas direções principais em p.

Vamos obter uma maneira para calcular a curvatura normal, conhecendo as cur-

vaturas principais de S em p. Seja v ∈ TpS, com ||v|| = 1, como {e1, e2} é uma base

ortonormal positiva de TpS, temos que dNp(e1) = −k1e1 e dNp(e2) = −k2e2. Dáı,

v = e1 cos θ + e2 senθ,

onde θ é o ângulo de e1 a v na orientação de TpS. Logo,

kn = IIp(v) = −〈dNp(v), v〉

= −〈dNp(e1 cos θ + e2 senθ), e1 cos θ + e2 senθ〉

= 〈dNp(e1 cos θ) + dNp(e2 senθ), e1 cos θ + e2 senθ〉

= 〈e1k1 cos θ + e2k2 senθ, e1 cos θ + e2 senθ〉

= k1 cos2 θ + k2 sen2θ,

que é conhecida sob o nome de fórmula de Euler.

Definição 2.21. Seja p ∈ S e seja dNp : TpS → TpS a diferencial da aplicação de Gauss.

O determinante de dNp é chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da

metade do traço de dNp é chamado a curvatura média de S em p.

De (2.5), podemos escrever

dNp =

 −k1 0

0 −k2

 .

2O Teorema Espectral é um dos resultados mais relevantes da Álgebra Linear e assegura que se

A : E → E e um operador auto-adjunto num espaço vetorial de dimensão finita com produto interno,

então existe uma base ortonormal em E, relativamente a qual a matriz de A e uma matriz diagonal

a = [aij ], isto é, aij = 0 se i 6= j. A demonstração do Teorema Espectral, encontra-se na referência [9].
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Então,

K = det(dNp) = (−k1)(−k2) = k1k2,

e

H = −1
2

traço(dNp) = −1
2
(−k1 − k2) = 1

2
(k1 + k2).

A partir de agora vamos considerar que todas as parametrizações X : U ⊂ R2 → S

são compat́ıveis com a orientação N de S, isto é,

N =
Xu ×Xv

||Xu ×Xv||
,

e vamos obter fórmulas expĺıcitas para o cálculo da curvatura gaussiana, primeiramente

vamos calcular a segunda forma fundamental em um vetor α′(t) em TpS. Sejam X(u, v)

uma parametrização em um ponto p ∈ S de uma superf́ıcie S, com X(q) = p, e α(t) =

X(u(t), v(t)) uma curva parametrizada em S, com α(0) = p.

O vetor tangente a α(t) em p é α′(t) = Xu(q)u
′(t) +Xv(q)v

′(t) e

dNp(α
′(t)) = N ′p(u(t), v(t)) = Nu(q)u

′(t) +Nv(q)v
′(t).

Para simplificar a notação, todas as funções que aparecem abaixo indicam seus valores no

ponto p. Como Nu e Nv pertencem a TpS, então

Nu = a11Xu + a21Xv,

Nv = a12Xu + a22Xv. (2.6)

Dáı,

dN(α′) = (a11Xu + a21Xv)u
′
+ (a12Xu + a22Xv)v

′

= (a11u
′ + a12v

′)Xu + (a21u
′ + a22v

′)Xv,

isto é,

dN

 u′

v′

 =

 a11 a12

a21 a22

 u′

v′


Mostrando que, na base {Xu, Xv}, dN é dada pela matriz (aij), i, j = 1, 2. Note

que está matriz não é necessariamente simétrica, a não ser que {Xu, Xv} seja uma base
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ortonormal, pois neste caso

a21 = 〈a21Xv, Xv〉

= 〈a11Xu + a21Xv, Xv〉

= 〈Nu, Xv〉

= 〈dN(Xu), Xv〉

= 〈Xu, dN(Xv)〉

= 〈Xu, Nv〉

= 〈Xu, a12Xu + a22Xv〉

= a12. (2.7)

A expressão da segunda forma fundamental na base {Xu, Xv} é dada por

IIp(α
′) = −〈dN(α′), α′〉 = −〈Nuu

′ +Nvv
′, Xuu

′ +Xvv
′〉

= −(〈Nu, Xu〉(u′)2 + 〈Nu, Xv〉(u′)(v′) + 〈Nv, Xu〉(u′)(v′) + 〈Nv, Xv〉(v′)2).

De (2.6) temos que 〈Nv, Xu〉 = 〈Nu, Xv〉, então

IIp(α
′) = −(〈Nu, Xu〉(u′)2 + 2〈Nu, Xv〉(u′)(v′) + 〈Nv, Xv〉(v′)2),

Vamos denotar por

e = −〈Nu, Xu〉;

f = −〈Nv, Xu〉 = −〈Nu, Xv〉;

g = −〈Nv, Xv〉.

Que chamaremos de coeficientes da segunda forma fundamental. Portanto,

IIp(α
′) = e(u′)2 + 2f(u′)(v′) + g(v′)2.

Agora vamos obter os valores de aij em termos dos coeficientes e, f, g. A partir de

(2.6)

−e = 〈Nu, Xu〉 = 〈a11Xu + a21Xv, Xu〉 = a11E + a21F,

−f = 〈Nv, Xu〉 = 〈a12Xu + a22Xv, Xu〉 = a12E + a22F, (2.8)

−f = 〈Nu, Xv〉 = 〈a11Xu + a21Xv, Xv〉 = a11F + a21G,

−g = 〈Nv, Xv〉 = 〈a21Xu + a22Xv, Xv〉 = a12F + a22G.
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Onde E,F e G são os coeficientes da primeira forma fundamental na base {Xu, Xv}.

As relações em (2.8) podem ser expressas na forma matricial por

−

 e f

f g

 =

 a11 a21

a12 a22

 E F

F G

 ,

donde  a11 a21

a12 a22

 = −

 e f

f g

 E F

F G

−1 .
Como  E F

F G

−1 =
1

EG− F 2

 G −F

−F E

 .

Então,  a11 a21

a12 a22

 = −

 e f

f g

 1

EG− F 2

 G −F

−F E

 ,

Assim,  a11 a21

a12 a22

 = − 1

EG− F 2

 eG− fF −eF + fE

fG− gF −fF + gE

 . (2.9)

Portanto, a expressão para os coeficientes (aij) da matriz de dN na base {Xu, Xv}

são dados por

a11 =
fF − eG
EG− F 2

,

a12 =
eF − fE
EG− F 2

,

a21 =
gF − fG
EG− F 2

,

a22 =
fF − gG
EG− F 2

.

As equações em (2.6) com os valores obtidos acima são conhecidas como as equações de

Weingarten.

D (2.9), obtemos que

K = det(aij) =
eg − f 2

EG− F 2
(2.10)
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Para calcular a curvatura média, lembramos que o traço de uma matriz quadrática é dada

pela soma dos elementos da diagonal principal, então

H = −1

2
(a11 + a22) =

1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
. (2.11)

Como k1 + k2 = 2H e k1k2 = K, tem-se que k1 e k2 são as soluções para a equação

k2 − 2Hk + k = 0,

donde segue que k1 = H +
√
H2 −K e k2 = H −

√
H2 −K.

Exemplo 2.17. Vamos calcular a curvatura Gaussiana dos pontos do toro, cobertos pela

parametrização

X(u, v) = ((a+ r cosu) cosu, (a+ r cosu) senu), r senu), 0 < u < 2π, 0 < v < 2π.

Observe que

Xu = (−r senu cos v,−r senu senv, r cosu),

Xv = (−(a+ r cosu) senv, (a+ r cosu) cos v, 0),

Xuu = (−r cosu cos v,−r cosu senv,−r senu),

Xuv = (r senu senv,−r senu cos v, 0),

Xvv = (−(a+ r cosu) cos v,−(a+ r cosu) senv, 0).

Dáı,

E = 〈Xu, Xu〉 = r2,

F = 〈Xu, Xv〉 = 0,

G = 〈Xv, Xv〉 = (a+ r cosu)2.

Como ||Xu ×Xv|| =
√
EG− F 2, temos

e = 〈N,Xuu〉 =

〈
Xu ×Xv

||Xu, Xv||
, Xuu

〉
=

(Xu, Xv, Xuu)√
EG− F 2

=
r2(a+ r cosu)

r(a+ r cosu)
= r

f = 〈N,Xuv〉 =
det(Xu, Xv, Xuv)

r(a+ r cosu)
= 0

g = 〈N,Xvv〉 =
det(Xu, Xv, Xvv)

r(a+ r cosu)
= cosu(a+ r cosu).
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Assim,

K =
eg − f 2

EG− F 2
=

cosu

r(a+ r cosu)
.

Exemplo 2.18. Vamos determinar a curvatura de uma superf́ıcie dada como o gráfico de

uma função diferenciável z = h(x, y), onde (x, y) pertence a um conjunto aberto U ⊂ R2.

Para obter tais fórmulas, primeiramente parametrizamos a superf́ıcie por

X(u, v) = (u, v, h(u, v)) (u, v) ∈ U,

onde u = x, v = y. Logo,

Xu = (1, 0, hu),

Xv = (0, 1, hy),

Xuu = (0, 0, huu),

Xuv = (0, 0, huv),

Xvv = (0, 0, hvv).

Assim,

N(x, y) =
Xu ×Xv

||Xu ×Xv||
=

(−hx,−hy, 1)√
1 + h2x + h2y

,

é um campo normal unitário sobre a superf́ıcie, e os coeficientes da primeira e segunda

forma fundamental nessa orientação são dados por

E = 〈Xu, Xu〉 = 1 + h2u,

G = 〈Xu, Xv〉 = 1 + h2v,

F = 〈Xv, Xv〉 = huhv,

e = 〈N,Xuu〉 =
hxx

(1 + h2x + h2y)
1
2

,

f = 〈N,Xuv〉 =
hxy

(1 + h2x + h2y)
1
2

,

g = 〈N,Xvv〉 =
hyy

(1 + h2x + h2y)
1
2

.
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A partir das expressões acima, podemos obter a curvatura Gaussiana e a curvatura média:

K =
eg − f 2

EG− F 2
=

hxxhyy − h2xy
(1 + h2x + h2y)

,

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
=

1

2

(1 + h2x)hyy − 2hxhyhxy + (1 + h2y)hxx

(1 + h2x + h2y)
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Caṕıtulo 3

Geometria Intŕınseca das Superf́ıcies

Entende-se por geometria intŕınseca, cálculos métricos (comprimento, ângulo e área) sem

sair da superf́ıcie, isto é, conhecendo apenas a primeira forma fundamental. Neste caṕıtulo

veremos que a curvatura Gaussiana é um conceito intŕınseco, ou seja, é posśıvel expressá-la

em função da primeira forma fundamental.

3.1 Isometria

Como visto nos Exemplos 2.11 e 2.12, a primeira forma fundamental do plano e do cilindro

são iguais, isto é, em termos da geometria intŕınseca o plano e o cilindro se comportam

localmente da mesma maneira. Intuitivamente, é posśıvel cortar um cilindro ao longo

de sua geratriz e desenrolá-lo até torna-se um plano. Nesta seção estabeleceremos de

maneira precisa o que significa dizer que duas superf́ıcies apresentam a mesma primeira

forma fundamental.

Definição 3.1. Duas superf́ıcies regulares S e S são difeomorfas se existe uma aplicação

diferenciável ϕ : S → S com uma inversa diferenciável ϕ−1 : S → S. Uma tal ϕ é

chamada um difeomorfismo de S em S.

De agora em diante S e S denotaram superf́ıcies regulares.

Definição 3.2. Uma aplicação ϕ : S → S é uma isometria se ϕ é um difeomorfismo e

para todo p ∈ S e todos os pares w1, w2 ∈ TpS, temos

〈w1, w2〉p = 〈dϕp(w1), dϕp(w2)〉ϕ(p).
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Diz-se então que as superf́ıcies S e S são isométricas.

Proposição 3.1. Um difeomorfismo ϕ : S → S é uma isometria se, e somente se, a

diferencial dϕ preserva a primeira forma fundamental.

Demonstração. Supondo que ϕ é uma isometria, então

Ip(w) = 〈w,w〉p = 〈dϕp(w), dϕp(w)〉ϕ(p) = Iϕ(p)(dϕp(w)),

para todo w ∈ TpS. Reciprocamente, supondo que ϕ preserva a primeira forma funda-

mental. Logo, para todo w ∈ TpS, tem-se

Ip(w) = Iϕ(p)(dϕp(w)).

Dáı,

Ip(w1 + w2) = ||w1 + w2||2p = ||w1||2p + 2〈w1, w2〉p + ||w2||2p

= Ip(w1) + 2〈w1, w2〉p + Ip(w2)

= Iϕ(p)(dϕp(w1)) + 2〈w1, w2〉p + Iϕ(p)(dϕp(w2)).

Por outro lado,

Ip(w1 + w2) = Iϕ(p)(dϕp(w1 + w2)) = ||dϕp(w1 + w2)||2ϕ(p) = ||dϕp(w1) + dϕp(w2)||2ϕ(p)

= Iϕ(p)(dϕp(w1)) + 2〈dϕp(w1), dϕp(w2)〉ϕ(p) + Iϕ(p)(dϕp(w2)).

Implicando que 〈w1, w2〉p = 〈dϕp(w1), dϕp(w2)〉ϕ(p), e portanto, ϕ é uma isometria.

Definição 3.3. Uma aplicação ϕ : V → S de uma vizinhança V de p ∈ S é uma isometria

local em p se existe uma vizinhança V de ϕ(p) ∈ S tal que ϕ : V → V é uma isometria.

Se existe uma isometria local em S para todo ponto p ∈ S, diz-se que a superf́ıcie S é

localmente isométrica a S. S e S são localmente isométricas se S é localmente isométrica

a S e S é localmente isométrica a S.

É claro que se ϕ : S → S é um difeomorfismo e uma isometria localmente para todo

ponto p ∈ S, então ϕ é uma isometria globalmente.

No exemplo a seguir, mostraremos que pode acontecer de duas superf́ıcies serem

localmente isométricas sem serem globalmente isométricas.
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Exemplo 3.1. Sejam X : R2 → R3, X(u, v) = p0 + uw1 + vw2 uma parametrização

para o plano xy e X : (0, 2π)× R → R3, X(u, v) = (cosu, senu, v), uma parametrização

do cilindro C : x2 + y2 = 1. Logo, os coeficientes da primeira forma são: E = G = 1,

F = 0, E = G = 1 e F = 0, respectivamente.

Vamos mostrar que ϕ : X ◦ X−1 : X(U) → X(U) é uma isometria local, onde

U = (0, 2π) × R. De fato, cada vetor w tangente ao cilindro em um ponto p ∈ X(U) é

tangente a uma curva X(u(t), v(t)), onde (u(t), v(t)) é uma curva em U ⊂ R2. Assim, w

pode ser escrito como

w = Xuu
′ +Xvv

′.

Por outro lado, dϕ(w) é tangente à curva

ϕ(X(u(t), v(t)) = X(u(t), v(t)).

Implicando que, dϕ = Xuu
′ +Xvv

′. Como E = E, F = F , G = G, obtemos

Ip(w) = 〈w,w〉 = E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2

= E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2

= 〈dϕp(w), dϕp(w)〉

= Iϕ(p)(dϕp(w)).

Portanto, o plano e o cilindro são localmente isométricos.

Figura 3.1: Isometria entre o cilindro e o plano

Observe que o plano não é globalmente isométrico ao cilindro, pois qualquer curva

simples fechada no plano pode ser encolhida continuamente até tornar-se um ponto sem
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deixar o plano. Tal propriedade é preservada por homeomorfismos. No entanto, o cilindro

não possui essa propriedade, o que contradiz a existência de um homeomorfismo entre o

plano e o cilindro.

A proposição a seguir generaliza o argumento dado acima para obter um critério

para isometrias locais em termos de coordenadas locais.

Proposição 3.2. Suponha a existência de parametrizações X : U → S e X : U → S tais

que E = E, F = F , G = G em U . Então a aplicação ϕ = X ◦X−1 : X(U) → S é uma

isometria local.

Demonstração. Observe que ϕ é um difeomorfismo, pois é uma composição de difeo-

morfismos, logo basta mostrar que ϕ preserva a primeira forma fundamental. Sejam

p ∈ X(U) e w ∈ TpS, então w é tangente a uma curva diferencial X(α(t)) em t = 0, onde

α(t) = (u(t), v(t)) é uma curva em U , tal que α(0) = p. Assim, w pode ser escrito como

α′(0) = w = Xuu
′ +Xvv

′.

Por definição, o vetor dϕp(w) é tangente à curva X(α(t)) em t = 0. Logo,

dϕ(w) = Xuu
′ +Xvv

′.

Dáı,

Ip(w) = 〈α′(0), α′(0)〉 = E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2,

= E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2

= Iϕ(p)(dϕp(w)).

Assim, ϕ é uma isometria local.

A seguir vamos mostrar que o catenóide e o helicóide são localmente isométricos.

Exemplo 3.2. Vimos no Exemplo 2.4 que uma parametrização para o catenóide é dada

por

X(u, v) = (a cosh v cosu, a coshu senu, av),

onde 0 < u < 2π, e −∞ < v <∞. Dáı, os coeficientes da primeira forma fundamental

são:

E = a2 cosh2 v, F = 0, G = (a2(1 + senh2v)) = a2 cosh2 v.
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Pelo Exemplo 2.2 uma parametrização para o helicóide é dada por

X(u, v) = (v cosu, v senu, au), 0 < u < 2π, −∞ < v <∞.

Fazendo a seguinte mudança de parâmetro:

u = u, v = a senhv, 0 < u < 2π, −∞ < v <∞,

que é posśıvel, pois X é bijetora e o Jacobiano

∂(u, v)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0

0 a cosh v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a cosh v,

nunca se anula. Assim, a nova parametrização do helicóide é

X(u, v) = (a senhv cosu, a senhv, au).

Dáı,

Xu = (−a senhv senhu, a senhv coshu, a),

Xv = (a cosh v cosu, a cosh v senu, 0).

Então os coeficientes da primeira forma fundamental são:

E = a2 cosh2 v, F = 0, G = a2 cosh2 v.

Assim, pela proposição anterior temos que o catenóide e o helicóide são localmente isométricos.

65



Figura 3.2: Transformação do Helicóide no Catenóide

Fonte: DO CARMO, 2005.

3.2 Śımbolos de Christoffel

Denotaremos por S, uma superf́ıcie regular orientável e orientada. Seja X : U ⊂ R2 → S

uma parametrização na orientação de S. Como no estudo de curvas para cada ponto

associamos o triedro de Frenet {t, n, b}. No caso de superf́ıcies é posśıvel associar a cada

ponto de X(U) um triedro natural dado pelos vetores Xu, Xv e N .

Expressando as derivadas dos vetores Xu, Xv e N na base {Xu, Xv, N}, obtemos

Xuu = Γ1
11Xu + Γ2

11Xv + L1N ;

Xuv = Γ1
12Xu + Γ2

12Xv + L2N ;

Xvu = Γ1
21Xu + Γ2

21Xv + L2N ;

Xvv = Γ1
22Xu + Γ2

22Xv + L3N ; (3.1)

Nu = a11Xu + a21Xv;

Nv = a12Xu + a22Xv.

Onde os aij, i, j = 1, 2 foram obtidos na Seção 2.6 e os outros coeficientes serão deter-

minados. Os coeficientes Γki,j, i, j, k = 1, 2 são chamados śımbolos de Chistoffel de S na
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parametrização X. Como Xuv = Xvu, conclúımos que Γ1
12 = Γ1

21 e Γ2
12 = Γ2

21, isto é, os

śımbolos de Christoffel são simétricos em relação aos ı́ndices inferiores.

Tomando o produto interno das quatro primeiras relações de (3.1) com N , obtemos

que:

L1 = 〈N,Xuu〉 = e, L2 = 〈N,Xuv〉 = f, L2 = 〈N,Xvu〉 = f, L3 = 〈N,Xvv〉 = g,

onde e, f, g são os coeficientes da segunda forma fundamental de S.

Para determinar os śımbolos de Chistoffel em termos da primeira forma fundamental,

tomamos o produto interno nas quartos primeiras relações em (3.1) com Xu e Xv, e

obtemos os seguintes sistemas:Γ1
11E + Γ2

11F = 〈Xuu, Xu〉 = 1
2
Eu;

Γ1
11F + Γ2

11G = 〈Xuu, Xv〉 = Fu − 1
2
Ev.

(3.2)

Γ1
12E + Γ2

12F = 〈Xuv, Xu〉 = 1
2
Ev;

Γ1
12F + Γ2

12G = 〈Xuv, Xv〉 = 1
2
Gu.

(3.3)

Γ1
22E + Γ2

22F = 〈Xvv, Xu〉 = Fv − 1
2
Gu;

Γ1
22F + Γ2

22G = 〈Xvv, Xv〉 = 1
2
Gv.

(3.4)

Observe que para cada par de equações o determinante é diferente de zero, pois

EG − F 2 > 0. Assim, os três sistemas acima são posśıveis e determinados. Vamos

resolver o sistema (3.2). ComoΓ1
11EG+ Γ2

11FG = 1
2
EuG;

Γ1
11F

2 + Γ2
11GF = FuF − 1

2
EvF.

e Γ1
11EF + Γ2

11F
2 = 1

2
EuF ;

Γ1
11EF + Γ2

11EG = EFu − 1
2
EEv.

Então,

(EG− F 2)Γ1
11 =

1

2
EuG− FuF +

1

2
EvF,

67



e

(EG− F 2)Γ2
11 = EFu −

1

2
EuF −

1

2
EEv.

Implicando que

Γ1
11 =

EuG− 2FuF − EvF
2(EG− F 2)

,

Γ2
11 =

2EFu − EEv − FEv
2(EG− F 2)

.

Resolvendo os demais sistemas obtemos:

Γ1
12 =

GEv − FGu

2(EG− F 2)
;

Γ2
12 =

EGu − FEv
2(EG− F 2)

;

Γ1
22 =

2GFv −GGu − FGv

2(EG− F 2)
;

Γ2
22 =

EGv − 2FFv + FGu

2(EG− F 2)
.

Assim, podemos concluir que os śımbolos de Christoffel são invariantes por isome-

trias, pois depende apenas dos coeficientes da primeira forma fundamental.

Exemplo 3.3. Vamos calcular os śımbolos de Christoffel para uma superf́ıcie de revolução

parametrizada por X(u, v) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v)), f(v) 6= 0.

Os coeficientes da primeira forma fundamental são:

E = (f(v))2, F = 0, G = (f ′(v))2 + (g′(v))2,

donde

Eu = 0, Ev = 2ff ′,

Fu = Fv = 0,

Gu = 0, Gv = 2(f ′f ′′ + g′g′′),
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Utilizando as equações obtidas anteriormente, obtemos

Γ1
11 =

EuG− 2FuF − EvF
2(EG− F 2)

= 0;

Γ1
12 =

GEv − FGu

2(EG− F 2)
=
ff ′

f 2
=
f ′

f
;

Γ1
22 =

2GFv −GGu − FGv

2(EG− F 2)
= 0;

Γ2
11 =

2EFu − EEv − FEv
2(EG− F 2)

= − ff ′

(f ′)2 + (g′)2
;

Γ2
12 =

EGu − FEv
2(EG− F 2)

= 0;

Γ2
22 =

EGv − 2FFv + FGu

2(EG− F 2)
=

f ′f ′′ + g′g′′

(f ′)2 + (g′)2
.

3.3 O Teorema Egregium de Gauss

Antes de demonstrar o Teorema Egregium de Gauss, um dos teoremas mais importantes

da Geometria Diferencial, vamos obter as relações entre os coeficientes da primeira e

da segunda formas fundamentais, para isto vamos derivar as relações obtidas em (3.1).

Observe que

(Xuu)v = (Γ1
11)vXu + Γ1

11Xuv + (Γ2
11)vXv + Γ2

11Xvv + (L1)vN + L1Nv,

(Xuv)u = (Γ1
12)uXu + Γ1

12Xuv + (Γ2
12)uXv + Γ2

12Xvu + (L2)uN + L2Nu. (3.5)

Substituindo (3.1) em (3.5) temos

(Xuu)v = (Γ1
11)vXu + Γ1

11(Γ
1
12Xu + Γ2

12Xv + L2N) + (Γ2
11)vXv

+ Γ2
11(Γ

1
22Xu + Γ2

22Xv + L3N) + (L1)vN + L1(a12Xu + a22Xv)

= Xu((Γ
1
11)v + Γ1

11Γ
1
12 + Γ2

11Γ
1
22 + L1a12) +Xv((Γ

2
11)v + Γ1

11Γ
2
12 + Γ2

11Γ
2
22 + L1a22)

+ N(L2Γ
1
11 + L3Γ

2
11 + (L1)v),

e

(Xuv)u = (Γ1
12)uXu + Γ1

12(Γ
1
11Xu + Γ2

11Xv + L1N) + (Γ2
12)uXv

+ Γ2
12(Γ

1
21Xu + Γ2

21Xv + L2N) + (L2)uN + L2(a11Xu + a21Xv)

= Xu((Γ
1
12)u + Γ1

12Γ
1
11 + Γ2

12Γ
1
21 + L2a11) +Xv((Γ

2
12)v + Γ1

12Γ
2
11 + Γ2

12Γ
2
21 + L2a21)

+ N(L1Γ
1
12 + L2Γ

2
12 + (L2)u).
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Como (Xuu)v = (Xuv)u, então igualando os coeficientes de Xv, e usado o fato que e = L1

e f = L2, obtemos

Γ1
11Γ

2
12 + Γ2

11Γ
2
22 + ea22 + (Γ2

11)v = Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 + fa21 + (Γ2

12)u. (3.6)

Implicando

(Γ2
12)u − (Γ2

11)v + Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22 − Γ1

11Γ
2
12 = ea22 − fa21

= e

(
fF − gE
EG− F 2

)
− f

(
eF − fE
EG− F 2

)
= −E eg − f 2

EG− F 2

= −EK, (3.7)

onde K é a curvatura Gaussiana.

De forma análoga igualando Xu obtemos

(Γ2
12)u − (Γ2

11)v + Γ2
12Γ

1
12 − Γ2

11Γ
1
11 = ea12 − fa11

= e

(
gF − fG
EG− F 2

)
− f

(
fF − eg
EG− F 2

)
= F

eg − f 2

EG− F 2

= FK. (3.8)

Agora considerando (Xvv)u = (Xvu)v e aplicando o mesmo método utilizado em

(3.5), obtemos:

(Γ1
22)u + Γ1

22Γ
1
11 + Γ2

22Γ
1
21 − (Γ1

21)v − Γ1
21Γ

1
21 − Γ2

21Γ
1
22 = fa12 − ga11

= f

(
gF − fG
EG− F 2

)
− g

(
fF − eG
EG− F 2

)
= G

eg − f 2

EG− F 2

= GK, (3.9)

e

(Γ2
22)u + Γ1

22Γ
2
11 + Γ2

22Γ
2
21 − (Γ2

21)v − Γ1
21Γ

2
21 − Γ2

21Γ
2
22 = fa22 − ga21

= f

(
fF − gE
EG− F 2

)
− g

(
ef − fE
EG− F 2

)
= −F eg − f 2

EG− F 2

= −FK, (3.10)
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As expressões obtidas em (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10) são conhecidas como fórmulas de

Gauss. Diante destes resultados podemos demonstrar o Teorema Egregium de Gauss.

Teorema 3.1 (Egregium de Gauss). A curvatura Gaussiana K de uma superf́ıcie é in-

variante por isometrias locais.

Demonstração. Vamos mostrar que dada uma isometria ϕ : S → S, então K(p) =

K(ϕ(p)) para todo p ∈ S.

Sejam X : U ⊂ R2 → S uma parametrização de S em p e ϕ : V ⊂ S → S uma

isometria local (onde V ⊂ X(U) é uma vizinhança de p), então, X = ϕ ◦ X é uma

parametrização de S em ϕ(p). Dáı,

E = 〈Xu, Xu〉 = 〈dϕ(p)(Xu), dϕ(p)(Xu)〉 = 〈Xu, Xu〉 = E,

G = 〈Xu, Xv〉 = 〈dϕ(p)(Xu), dϕ(p)(Xv)〉 = 〈Xu, Xv〉 = G,

F = 〈Xv, Xv〉 = 〈dϕ(p)(Xv), dϕ(p)(Xv)〉 = 〈Xv, Xv〉 = F .

Assim, os respectivos śımbolos de Christoffel coincidem, isto é, Γkij(u, v) = Γ
k

ij(u, v)

para todo (u, v) ∈ U . Assim, pelas fórmulas de Gauss,

K(p) = K(X(u, v)) = K(X(u, v)) = K(ϕ(p))

Portanto, a curvatura Gaussiana é invariante por isometrias locais.

É um importante fato que a curvatura Gaussiana, como foi definida na seção 2.6

a partir da segunda forma fundamental, acaba dependendo apenas da primeira forma

fundamental.

A seguir estabeleceremos algumas consequências do Teorema Egregium de Gauss.

Exemplo 3.4. Como foi demonstrado no exemplo 3.7, o catenoide é localmente isométrico

ao helicóide. Logo pelo Teorema Egregium Gauss as curvaturas gaussianas são iguais em

pontos correspondentes.

Exemplo 3.5. Como visto no exemplo 3.1, o plano e o cilindro são localmente isométricos.

Segue do Teorema Egregium Gauss, que as curvaturas gaussianas são iguais em pontos

correspondentes.
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Exemplo 3.6. É imposśıvel a existência de uma isometria local entre o plano e a esfera,

pois a curvatura gaussiana do plano é nula, enquanto a da esfera é constante não nula.

Este fato é de grande importância para a cartografia, ele implica que é imposśıvel descrever

com precisão um mapa da terra no papel.

Exemplo 3.7. O Teorema Egreguim só pode ser usado quando existe uma isometria

(local) entre duas superf́ıcies, de modo que a rećıproca do Teorema não é verdadeira. De

fato, sejam X(u, v) = (u cos v, u senv, log u), com u > 0 uma parametrização para o funil

e Y (u, v) = (u cosu, u senv, u) uma parametrização para o Helicóide dado no Exemplo

2.2. Então,

Xu =

(
cos v, senv,

1

u

)
,

Xv = (−u senv, u cos v, 0),

Xuu =

(
0, 0,− 1

u2

)
,

Xuv = (− senv, cos v, 0),

Xvv = (−u cos v,−u senv, 0)

Yu = (cos v, senv, 0),

Yv = (−u senv, u cos v, 1),

Yuu = (0, 0, 0),

Yuv = (− senv,− cos v, 0),

Yvv = (−u cos v,−u senv, 0).

Implicando,

Xu ×Xv = (− cos v,− senv, 0),

Yu × Yv = ( senv,− cos v, u).

Dáı,

NX =
Xu ×Xv

||Xu ×Xv||
=

1√
u2 + 1

(− cos v,− senv, u),

NY =
Yu × Yv
||Yu × Yv||

=
1√

u2 + 1
( senv,− cos v, u).

Assim, os coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental para a parametrização
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X são:

EX =
u2 + 1

u2
,

FX = 0,

GX = u2,

eX = − 1

u
√
u2 + 1

,

fX = 0,

gX =
u√
u2 + 1

.

E os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental para a parametrização Y são:

EY = 1,

FY = 0,

GY = 1 + u2,

eY = 0,

fY = − 1√
u2 + 1

,

gY = 0.

Portanto,

KX =
eXgX − f 2

X

EXGX − F 2
X

= − 1

(u2 + 1)2
=

eY gY − f 2
Y

EYGY − F 2
Y

= KY .

Por outro lado, não existe uma isometria local entre X e Y , pois os termos da

primeira forma fundamental são diferentes.
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Considerações Finais

O trabalho apresentou um estudo dos conteúdos que são abordados em um curso

introdutório de Geometria Diferencial, possibilitando um amadurecimento de alguns te-

mas estudados durante o curso de graduação, em particular nas disciplinas de Análise,

Álgebra Linear e Cálculo Diferencial. Além disso, contribui para despertar o interesse

pela continuidade no estudo e na pesquisa nesta área.
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[8] KÜHNEL, Wolfgang. Differential Geometry: Curves - Surfaces - Manifolds.

2th ed. USA: American mathematical Society, 2005.
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