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“Sempre me pareceu estranho que todos aque-
les que estudam seriamente esta ciéncia aca-
bam tomados de uma espécie de pairao pela
mesma. Em verdade, o que proporciona o
mdzrimo de prazer nao ¢ o conhecimento e
sim a aprendizagem, nao € a posse, mas a
aquisicao, nao € a presenca, mas o ato de

»

atingir a meta

(Carl Friedrich Gauss)



Resumo

Neste trabalho apresentaremos um estudo introdutoério sobre Geometria Diferencial, com
énfase no estudo de superficies regulares, na qual iremos estabelecer vérios resultados e
propriedades geométricas a respeito dessas superficies. Tendo como objetivo central de-
mostrar o Teorema Egregium de Gauss que teve grande consequéncia no desenvolvimento
da Geometria Diferencial, na qual afirma que a curvatura gaussiana de uma superficie é

invariante por isometrias locais.

Palavras chave: Geometria Diferencial. Curvatura Gaussiana. Isometria.



Abstract

In this paper we present an introductory study of Differential Geometry, with emphasis
on the study of regular surfaces, in which we will establish several results and geometric
properties on these surfaces. With the central objective demonstrate the Guss Theorem
Egregium Eminent had great consequence in the development of Differential Geometry,

which states that Gaussian curvature of a surface is invariant local isometry.

Key words: Differential Geometry. Gaussian Curvature. Isometries.
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Introducao

A Geometria Diferencial estuda as propriedades relativas a medi¢ao de curvas e
superficies através do calculo diferencial e integral. Tendo a sua origem no estudo de
curvas planas iniciado por Leibniz (1646-1716) e Newton (1643-1727), que posteriormente
Leonard Euler (1707-1783) e Gaspard Monge (1746-1818) estenderam para o estudo a

curvas e superficies no espaco.

Carl Freidrich Gauss (1777-1855) contribuiu para diversas dreas da ciéncia, devido o
seu trabalho realizado em superficies no espaco Euclidiano, iniciou assim um novo ramo da
geometria que ficou conhecido como a Geometria Diferencial. Em 1827 Gauss publicou o
seu famoso trabalho ” Disquisitiones generales circa superficie curva”. Nesta obra o autor

define a curvatura de uma superficie e o famoso Teorema Egregium de Grauss.

O presente trabalho se encontra organizado em trés capitulos da seguinte maneira:
No capitulo 1 introduziremos conceitos e resultados fundamentais de algebra linear e
calculo diferencial de varias varidveis que serao utilizados nos demais capitulos. Além
disso, definiremos curvas no espaco euclidiano tridimensional e estudaremos seu compor-
tamento neste espago. No capitulo 2 apresentaremos a definicao de superficie regular no
R3, bem como estudaremos vérias propriedades geométricas relacionadas a estas, dentre
as quais destacamos a primeira e a segunda forma fundamental. No terceiro capitulo
demonstraremos o Teorema Egregium de Gauss, para isto, estudaremos o conceito de
isometria entre superficies regulares e estabeleceremos relagoes entre os coeficientes da
primeira e segunda forma fundamental. Por fim, apresentaremos as consideracoes finais

do trabalho.
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Capitulo 1

Teoria Preliminar

Neste capitulo realizaremos uma revisao de alguns conceitos e resultados que usaremos

nos demais capitulos. Para mais detalhes veja [4], [6] e [17].

1.1 Calculo Vetorial e Diferencial no Espaco Euclidi-

ano R?

Seja R? o espaco vetoria]E] de dimensao trés com as operacoes de soma e produtor por

escalar.

Definigao 1.1. Dados dois vetores wy = (x1,91,21) € wa = (T2, Ys, 22) de R? e X\ € R,

definimos:

1. Soma wy + we como sendo o vetor
wy + wy = (21 + Ta, Y1 + Y2, 21 + 22).
2. O produto \wy como sendo o vetor
Awy = (Axg, Ayp, Azp).

Defini¢ao 1.2. A distincia entre dois pontos p1 = (x1,y1,21) € p2 = (T2, Y2, 20) € dada

por

d(p1,p2) = ||lp2 — p1l| = \/(352 —21)2 4+ (y2 —y1)? + (22 — 21)2

'Para mais detalhes sobre espaco vetorial, sugerimos a referéncia [4] e [9].
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Definigao 1.3. Seja w = (x,y,2) € R®. O mddulo (ou norma) de w é dado por
llw|| = Va2 +y? + 22

Um vetor w é dito unitario quando ||w|| = 1.

Definicao 1.4. Os vetores wy,ws, ..., w, Sao linearmente dependentes quando existem

numeros reais Ay, Ag, ..., A, nem todos nao nulos, tais que

)\11111 + )\2w2 + ...+ )\nwn =0.

Os vetores wq, wo, ..., w, sao linearmente independentes se nao sao linearmente dependen-

tes.

Definigao 1.5. Sejam w; = (11,91,21) e wy = (T2, Ys, 20) vetores de R3. O produto

interno de wy por wo € definido como sendo o numero real dado por

(wy,wa) = w123 + Y1Y2 + 2122.

Tem-se que (w,w) = ||w||?, para todo vetor w.

Como consequéncia da definicao de produto interno podemos enunciar a seguinte

proposicao.

Proposicao 1.1. Sejam wi, wy, w3 vetores de R® e X\ um nimero real, entao

~

- A{wy, we) = (we, wn);

2.

3. (wy,wy + ws) = (wy, wa) + (wy,ws);
4. (wy,wq) >0;

5. (wy,wy) =0 se, e s6 se, wy = 0.

Definicao 1.6. Se wy e wy sao vetores nao nulos, o angulo 0 entre wy e wy € dado por

(wy, wy)

cos) = —————
[wi ][ [Jws]]

onde 0 <0 <.

Dois vetores w; e wy sdo ditos ortogonais se, e somente se, (wy, wy) = 0.

12



Defini¢ao 1.7. Um conjunto {wy,ws,...,,w,} de vetores de um espago vetorial W serd
uma base se:

1. {wy,wy, ..., w,} € linearmente independente;

2. Todo vetor de W pode ser escrito como combinagao linear de {wy,ws, ...,w,}, isto €,

dado o vetor w € W, entao
W = AW + QW3 + ... + AWy,
onde ay, as, ..., a, Sao escalares reais.

Definicao 1.8. Uma base formada por vetores unitdrios e dois a dois ortogonais é dita

uma base ortonormal (ou referencial ortonormal).

Definigao 1.9. Sejam wy = (x1, 41, 21) € wy = (X2, Yo, 29) dois vetores. O produto vetorial

de wy por wsy, denotado por wy X ws, € dado como sendo o vetor de componentes

1 ]k
Wy X Wy = | 21 Y1 21
T Y2 <2

Proposicao 1.2. Dados os vetores wy, wy, ws de R e X um escalar real, o produto vetorial
possui as sequintes propriedades:
[|wy X we|| = ||wy|] ||we]| send, onde 0 < 0 < 27 é o angulo entre wy e wy (0 < 0 < 27);
(wy X wy,wy) = (wy X we, ws) = 0;

. wy X we =0 se, e s0 se, wy e wsy Sao linearmente dependentes;

. W X(w2+w3):w1 X wq + Wy X ws;

1
2
3
4. wy X wg = —(wg X wy);
5
6. (Awy) X we = AMwy X wy);
7.

wyp X (’wg X w3) = <w1,w3>w2 — (wl,w2>w3.

Defini¢ao 1.10. Dados trés vetores wy = (x1, 41, 21), we = (T2,Y2, 22), ws = (T3, Y3, 23),

o numero real

1 X9 I3
(W, wa X wy) = Y1 Y2 Ys |
21 %2 23

¢ denominado produto misto de wq, wy, ws.
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Definigao 1.11. Sejam {uy, us, uz} e {wi,ws, w3} duas bases ordenadas de R3, e

w1 = A11U1 + A21U2 + A31U3,
Wo = A12U1 + Q22U + A32U3,

W3 = a13U1 + Go3Uz + G33U3,

onde a;; com i,j € {1,2,3} sao numeros reais. Dizemos que as bases {uy,us,uz} e
{wy, we, w3} tem a mesma orienta¢ao se o determinante de mudanca de base € positivo,

1sto €,

11 ag21 a3

as as azg | > 0. (1.1)

a31 dag23 G33

Duas bases ordenadas tém orientagao oposta quando o determinante de mudanca

de base é negativo.

Definicao 1.12. Uma aplicagio F de um subconjunto A de R?* em R3, denotada por
F:AcCR? = R3, € uma correspondéncia que, para cada p € A, associa um 1inico ponto

F(p) € R3. Tal aplicagdo pode ser representada por

F(p) = (Fi(p), Fa(p), F3(p))-

As funcoes Fy : R* — R com i = 1,2,3, sao ditas funcoes coordenadas de F.

Definicao 1.13. Uma bola aberta em R? de centro pg € R e raio e €R, come >0 € o

conjunto, denotado por B.(py), dos pontos p € R® que distam de py menos que €, isto é,

B.(po) = {p € R% |p— po| < &}

Definicao 1.14. Um conjunto A C R? € dito aberto em R? se para todo py € A, existe
B.(po) tal que B.(py) C A.

De agora em diante A denotard um conjunto aberto.

Defini¢ao 1.15. Um subconjunto S C R? é dito conezo se ndo existem dois abertos A e

Ay em R3, tais que A, N Ay =10, A,NS, A; NS sdo ndo vazios e S C Ay U As.

14



Definigao 1.16. Seja a aplicagio F : A C R* — R3. Diz-se que F(z) tem limite L

quando x tende para p € A, representando por

lim F(z) = L,

T—p
quando para todo € € R, com ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que 0 < ||z — p|| < § implique

1P () = LI| <e.

Definicao 1.17. Seja a aplicacao F : A C R? — R3. Diz-se que F' € continua em p € A

se dado € € R, com e > 0, existe 0 > 0 tal que se ||z — p|| < § entdo ||F(x) — F(p)|| < e.

Assim, em termo de limites, diz-se que F': A C R? — R3 € continua em p € A, se

lim F(z) = F(p).

T—p

Se F' € continua para todo ponto p € A, entao F é continua em A.

Definigao 1.18. Uma aplicagio continua F : A C R? — R3 € um homeomorfismo sobre
F(A) se F ¢é injetora e a inversa F~' : F(A) C R* — R? é continua. Neste caso, A e

F(A) sdo conjuntos homeomorfos.

Definicao 1.19. Seja F : A C R? — R3? uma funcao definida em um aberto A C R2.
Fizemos py € A e w um vetor nao-nulo de R?. A derivada direcional de F' em py na

direcao de w € o vetor

D, F(w) = lim Fipo +tw) = Flpy)

t—0 t ’

quando o limite existe.

Figura 1.1: Derivada direcional

Y z
Y
F
f-]_ /—. D, F(w)
/—F[_;u.]/m:':
Fpa)
] y
; >
xr
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Considerando a base canonica {ej, es} de R?, as derivadas direcionais de F' em py
nas diregoes dos vetores da base sao denominadas derivadas parciais de F' em pg. Se

F(x1,m9) = (Fi(x1,22), Fa(x1, 22), F3(x1,22)), entdo a derivada parcial de F' em py na

oF
direcao de e; é denotada por 5 (po) ou Fy,(po) e é igual a
Xy

OF . (O0F, . OF, . OF
o, (po) = (8_a:i(p0)’ 8_%(]30)’ 8_%@0)) .

Defini¢ao 1.20. Dizemos que uma funcio F : A C R? — R? € diferencidvel em p, se
existe uma aplicagao linemﬂ dF,, : R* = R® que é chamada a diferencial de F' em py e é
definida da seguinte maneira. Sejam w € R? e a : (—¢,e) — A uma curva diferencidvel
tal que a(0) = py e &/ (0) = w. Entdo, a curva f = Foa : (—,e) — R? também é
diferencidvel e

dFy, (w) = B'(0).

Definigao 1.21. Uma aplicagio diferencidvel F: A C R? — B C R? € um difeomorfismo
se possui inversa F~' : B C R® — R? diferencidvel. Neste caso, diz-se que A e B sao

difeomorfos.

Definigao 1.22. Seja F : A C R? = R? uma fungdo diferencidvel em py. Como dF,, :
R? — R® € uma aplicagdo linear, temos a matriz associada a dF,,, relativamente as bases

canénicas de R? e R3, dada por

‘3—51(190) %(po)

A= g—ff(po) ‘3%(190) )
g—ff(po) g%(po)

onde I, Fs, F3 sao as fungoes coordenadas de F'. A matriz acima € denominada matriz

Jacobiana de F' em py.

Proposicao 1.3. Sejam F,G : A C R? — R3 funcoes diferencidveis em py e A € R,

entao as fungoes F' + G, NG, (F,G) e F x G sao diferencidveis em py com

2Entende-se por uma transformacao linear (ou aplicagao linear) A : E — F, onde E, F sido espagos
vetoriais, uma correspondéncia que associa a cada vetor v € E um vetor A(v) = A-v = Av € F de modo

que para quaisquer u,v € E e a € R. Tenhamos:

Alu+v) = Au+ Av,
A(au) = aAu.

16



1. d(F + G)p, = dF,, + dGp,;

2. d(AG)p, = MG, ;

3. d((F,G))p, = (dFpy, G) + (F,dGp,);

4. d(F X G)py = dFy, x G+ F X dGp,.

Definicao 1.23. Dizemos que uma aplicacio F : A C R? — R3 € diferencidvel de

classe C*, k > 1 (respectivamente C™) se as derivadas parciais de F até a ordem k

(respectivamente todas as ordens) existem e sdo continuas.

A seguir vamos enunciar dois resultados para casos gerais, mas podem ser facilmente

adaptados para R? e R3.

Proposigao 1.4 (Regra da Cadeia). Sejam F: U CR* - R™ e G : V C R™ — R*
aplicagoes diferencidveis, onde U e V' sao conjuntos abertos tais que F(U) = V. Entao

GoF:U — RF ¢ uma aplicacdo diferencidvel, e
d(G o F)p = d(G)F(p) o de, peU.

Demonstragao. Consultar [6], pagina 153. O

Proposicao 1.5 (Teorema da Fungao Inversa). Seja F': U C R" — R" uma aplicagao
diferencidvel e suponha que em p € U a diferencial dF,, : R" — R" € um isomorﬁsmiﬂ
Entao existe uma vizinhang¢a V' de p em U e uma vizinhan¢a W de F(p) em R™ tal que

F:V — W tem inversa diferencidvel F=*: W — V.

Demonstragao. Consultar [10], pdgina 96. ]

1.2 Curvas no Espaco

Definicao 1.24. Uma curva parametrizada diferencidvel em R3 é uma aplicacio dife-
rencidvel o, de classe C*, de um intervalo aberto I C R em R3. A wvaridvelt € I é o
pardametro da curva, e o subconjunto de R3 formado pelos pontos a(t), t € I, € o trago

da curva.

3Entende-se por isomorfismo uma transformacio linear A : E — F, na qual A é uma bijecdo linear

entre os espagos vetoriais F/ e F.

17



Observe que uma curva parametrizada diferencidvel a : I C R — R3 é uma aplicacao

a(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € 1,
onde x(t),y(t) e z(t) sdo fungoes diferencidveis de classe C°.

Exemplo 1.1. A aplicacao
a(t) = (xo + at,yo + bt, 20 +ct), t € R,

onde a®> + b? + ¢ # 0 é uma curva parametrizada diferencidvel, cujo traco é uma reta

passando pelo ponto Py(xo, Yo, 20) € paralela ao vetor v de componentes (a,b,c).

Figura 1.2: Traco da curva a(t) = (zo + at,yo + bt, 2o + ct)

-

Py (xy, ¥9,2y)

/

*‘<

Definigao 1.25. Seja o : I C R — R?® wma curva parametrizada diferencidvel, que a

cada t € I associa a(t) = (x(t),y(t), z(t)). O vetor

¢ chamado vetor tangente a o em t.

Definicao 1.26. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R3 é dita reqular quando

o/(t) # 0, para todo t € 1.

18



Exemplo 1.2. A curva no Exemplo ¢ uma curva parametrizada reqular, pois o (t) =

(a,b,c) e ||/(t)]| # 0, para todo t € I.

Definigao 1.27. Sejam I e J intervalos abertos de R, o : I — R® uma curva reqular e
h:J — I uma funcao diferencidvel de classe C*, cuja derivada de primeira ordem é nao

nula em todos os pontos de J e tal que h(J) = I. Entdo, a fun¢ao composta
B=aoh:J—R?

¢ uma curva reqular, que tem o mesmo traco que o, chamada reparametriza¢ao de o por

h. A funcao h € dita mudanca de parametro.

Figura 1.3: Tracos das curvas a e f = a o h.

V4
J s [ A(s)=a(h(s))
T~

, t=h(s) ¥
o

I a

b

.
\ T

Definicao 1.28. A parametrizacao de uma curva reqular o € o sentido de percurso do

traco de a.
Exemplo 1.3. A curva

(t) ( i 55 > eR
a(t) = cos—=,sen—,—= |, s ,
V2 V2 V2

¢ reparametrizacao da hélice circular

B(t) = (cost, sent,t), teR

S

pela mudanga de parametro h(s) = 7 8 € R.

Definigao 1.29. Seja a(t), t € R, uma curva reqular de R3. O comprimento do arco da

t1
/ o/ (1))t
to

19

curva o de ty a ty € dada por



Figura 1.4: Hélice circular

r

()]

Definicao 1.30. Uma curva reqular o : I — R? € dita parametrizada pelo comprimento
de arco se para cada ty,ty € I, com ty < 1y,
t1
/ |/ (t)]|dt = t1 — to.
to
Proposicao 1.6. Uma curva reqular « : I — R? estd parametrizada pelo comprimento

de arco se, e so se, para todo t € I, ||/ (t)|| = 1.

Consideremos uma curva regular a(s) = (x(s),y(s), z(s)), s € I parametrizada pelo
comprimento do arco s. Para cada s € I, o vetor tangente o/(s), que denotaremos por

t(s) = (2'(s),y'(s), 2'(s)) é unitério.

Definicao 1.31. Se o : I — R? € uma curva reqular parametrizada pelo comprimento de

arco, entao a curvatura de o em s € I é o numero real

k(s) = [l (s)]l-

O modulo ||a”(s)|| da derivada segunda mede a taxa de variacdo do angulo que
as tangentes vizinhas fazem com a tangente em s, ou seja, dd uma medida do quao

rapidamente a curva se afasta, em uma vizinhanca de s, da reta tangente a o em s.

Definig¢ao 1.32. Seja a : I — R3 uma curva reqular parametrizada pelo comprimento de

arco tal que k(s) > 0. O vetor

é denominado vetor normal de o em s.
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Definicao 1.33. Seja o : I — R3 uma curva reqular parametrizada pelo comprimento de

arco tal que k(s) > 0. O vetor binormal a o em s €

O referencial ortonormal {t(s),n(s),b(s)} é dito triedro de Frenet da curva a em s.

Cada par de vetores do triedro de Frenet determina um plano. O plano de R? que
contém «(s) e é normal ao vetor t(s) ¢ o plano normal a curva o em s. O plano que
contém «a(s) e é normal a b(s) é denominado plano osculador, e o plano que contém «a(s)

e normal a n(s) é o plano retificante da curva « em s.

Figura 1.5: Planos gerados pelo Triedro de Frenet

b(s)
plano normal

plano retificante

—

afs) n(s)

t(s) plano osculador

Como t(s) e n(s) sdo unitdrios, pela propriedade 1 da Proposic¢ao 1.11, b(s) é unitério,
e o médulo ||b'(s)|| mede o grau de variagao do angulo do plano osculador em s com os
planos osculadores vizinhos. Portanto, ||b'(s)|| indica o quao rapidamente a curva se
afasta, em uma vizinhanga de s do plano osculador em s. Para calcular b'(s) observamos

que por um lado, b'(s) é normal a b(s) e, por outro lado,
V(s) =t(s) x n(s) +t(s) x n'(s) =t(s) x n'(s),
isto é, b/(s) é normal a t(s). Decorre dai que ¥'(s) é paralelo a n(s), e podemos escrever
7(s) = (t'(s),n(s)).

Definigao 1.34. O niumero real 7(s) definido por b'(s) = 7(s)n(s) é denominado tor¢do

da curva em s.
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Exemplo 1.4. Vamos obter o triedro de Frenet, a curvatura e tor¢ao da hélice circular

parametrizada pelo comprimento de arco

b
a(s) = (a cos;,asen i , i > , s €R,
Va2 + b? Va2 4+ Va? + 12

onde a > 0 € uma constante.

Observe que

t(s) = ?ls) ! (—asenLacosL b>
@l ~ Vet v Vi are’)

a’(s) = % cos——0t sen—— 0
a2+ b2 Va2 +b?’ Vaz+b2 )’

a

ks) =[Gl = 573

Observe que, se a(s) é uma curva regular de R3, entdao k(s) > 0, enquanto a torgao

pode ser negativa ou positiva.



Capitulo 2

Teoria Local das Superficies

2.1 Superficies Regulares

De maneira intuitiva uma superficie pode ser definida como um subconjunto de R? obtida
tomando pedacos do plano que se dobrando e colando entre si, de tal forma que a figura
formada nao apresente pontos, arestas ou auto-intersecao. No que segue nos baseamos

em [6].

Definicao 2.1. Um subconjunto S C R3 é uma superficie reqular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p em R?® e uma aplicacdo X : U — V NS de um aberto U de

R2 sobre VNS C R? tal que

1. X é€ diferenciavel. Isto significa que se escrevemos
X(uav) = (:E(u7v)7y(u7v)vz(u7v))> (U,U) ev,

as fungoes x(u,v), y(u,v) e z(u,v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens
em U.

2. X € um homeomorfismo. Como X € continua pela condicdo 1, isto significa que X
tem inversa X1 : VNS — U que é continua.

3. (condigdo de reqularidade) Para todo q € U, a diferencial dX, : R* — R3 € injetora.

A aplicagao X é chamada uma parametriza¢ao ou um sistema de coordenadas (lo-

cais) em (uma vizinhanca de) p, e V' NS é chamada uma vizinhanca coordenada de S em

p-
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Figura 2.1: Vizinhanga coordenada do ponto p € S

Fonte: DO CARMO, 2005.

A condigao 3 da definicao garante a existéncia de plano tangente em cada ponto
da superficie. Vejamos algumas formas equivalentes de expressar essa condigao. Vamos
calcular a matriz da aplicac@o linear dX, nas bases canonicas e; = (1,0), e; = (0,1)
de R? com coordenadas (u,v) e f; = (1,0,0), fo = (0,1,0), f3 = (0,0,1) de R® com

coordenadas (z,y, z).

Seja ¢ = (ug,vp). O vetor e; é tangente a curva u — (u, vg) cuja imagem por X é a
curva

u— (z(u,vo), y(u, vo), 2(u, vg)).

Esta ultima curva (chamada curva coordenada v = vg) estd em S e tem em X (q) o

vetor tangente

Or Oy 0z 0X
dXq(e1) = (%7%7%) = ou’

onde as derivadas sao calculadas em (ug, vg) e um vetor é indicado pelas suas componentes

na base {f1, f2, f3}

Analogamente, usando a curva coordenada u = ug (imagem por X da curva v —

(uo, v), obtemos
_ (Ox Oy 02\ 0X
dXg(e2) = (%7 o’ %) ~ v
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Figura 2.2: Vetores tangentes as curvas u — (u,vg) € v — (ug, v)

u= “0

curvas
coordenadas

Fonte: DO CARMO, 2005.

Assim, a matriz da aplicacao linear dX, nas bases consideradas ¢,

oz ox
ou  Ov
9y Oy
o (2.1)
ou  Ov

Portanto, a condicao 3 da definicao pode ser expressa exigindo-se que uma das condi¢oes

seja satisfeita:

1. Os dois vetores coluna da matriz (2.1 sejam linearmente independentes;
2. O produto vetorial 0.X/0u x 0X /v # 0;

3. A matriz de aplicacao linear dX, tem posto 2, isto é, um dos determinantes Jacobianos

) oy 0 dr 0
O, y) _|ow a | 0wz |50 a0 | 9@2) |5 &
I(u,v) a oy | O(u,v) oz 0z |7 O(u,v) oz 0z |

ou Ov ou  Ov Ou v

seja diferente de zero em gq.

Exemplo 2.1. Vamos mostrar que a esfera unitdiria S* = {(x,y, z) € R® 2?+y*+2% = 1}

€ uma superficie reqular.

Observe que a aplicagio X, : U C R? — R3 dada por

X1<£L',y) = (x,y, V 1- (12 +y2))’ (ﬁ,y) € U7
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onde U = {(x,y) € R%; 2% + y* < 1}, € uma parametrizagao para a parte superior de S*

menos o equador. De fato, X,1(U) é a parte (aberta) de S* acima do plano xy.

Como 2 + y?> < 1, entdo as funcoes coordenadas de X, possuem derivadas parciais

continuas de todas as ordens. Logo, a condicdo 1 estd satisfeita.

A condi¢cao 3 também € verificada, pois

1 0
ANwy) |55 5 | .,
Ox,y) | 2| T
ox Oy 0 1

Para verificar a condicdo 2, observe que X € bijetora e que X; ' € a restricio da
projecdo estereogrdfica m : S* — {(0.0.1)} — R?, dada por w(x,y, z) = (x,y), ao conjunto
X, (U). Assim, X;' é continua em X,(U).

De forma andloga ao que foi feito para a parametrizacao X1, podemos provar que

X2 z,y z,Y,— 1_(x2+y2))7

Xs(z, 2 z,/1— (224 22), 2),

1 - (y2 + 22)7%2);

1—(y* +22),y, 2),

Y,z

(z,y) = (
(z,2) = (
Xy(z,2) = (1,—/1— (22 +22),2),
(y,2) = (
(y,2) = (=

X6 Y,z

sao parametrizacoes para S? e S? = X, U Xy U X5 U X, U X5 U Xg4. Mostrando assim que

S? ¢ uma superficie reqular.

Figura 2.3: Parametrizacoes da esfera S?

=
@ D
B.5%0

Fonte: DO CARMO, 2005.
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Exemplo 2.2 (Helicéide). Considere a hélice circular o : R — R? dada por
a(u) = (cosu, senu, au), a # 0.

Por cada ponto da hélice, trace uma reta paralela ao plano xy e que intersecta o eizo Oz.

A superficie H gerada por essas retas € chamada um helicoide.

Figura 2.4: Helicoide

Fonte: Disponivel em: http://www.mspc.eng.br/matm/curv_sup02.shtml.

Vamos mostrar que a aplica¢ao X : (0,27) x R — H dada por
X (u,v) = (vcosu,vsenu, au),

€ uma parametrizacao para o helicoide. De fato, como as fungoes coordenadas v cos u, v senu

e au possui derivadas de todas as ordens a condi¢do 1 da defini¢ao € satisfeita. Além disso,

X, = (—vsenu,vcosu,a),
Xy

= (cosu, senu,0).

X, X X, = (—asenu,acosu, —v).

Implicando

1 X, x X,|| = VaZsen2u + a2 cos? +v2 = Va2 +v2 # 0,
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pois v2 >0 e a # 0. Logo, a condicio 3 da definicio é satisfeita.

Para mostrar a condi¢io 2 da defini¢do, observe que pela Defini¢do devemos
mostrar que X € injetora e sua inversa € continua. Seja (z,y,z) = (vcosu,vsenu,au),

. z 5 . . . .
entao u = — e v = \/x? + y?, implicando que u e v podem ser determinados de maneira
a

unica. Além disso,

T T
COSUY = — = ————,

v /x2+y2

v /:UQ—l—yQ’

com u € (0,2m). Assim, X ¢é injetora.

Para mostrar que X~' € continua, primeiramente observe que v € uma funcao

continua de x ey, consequentemente, uma fungao continua de (z,vy,z). Além disso,

U U
) cos 5 co8 o Sel senu u y
cotan— = == T - — = _
sen 286n2§ l—cosu 1—-3  /e2+y?—z

Implicando que
Y

NIz

¢ uma funcgao continua de (x,y,z). Portanto, X' € continua.

u = 2 arccotan

Como visto nos exemplos acima nem sempre é facil verificar que uma determinada
superficie é regular utilizando a Definicao [2.1] sendo assim, a partir de agora vamos

determinar alguns resultados que facilitarao essa verificacao.

Proposicao 2.1. Se f : U — R € uma funcdao diferenciavel em um conjunto aberto U
de R?, entdo o grdfico de f, isto €, o subconjunto de R® dado por (z,y, f(z,y)) para

(z,y) € U, é uma superficie reqular.

Demonstracao. Observe que a aplicacao X : UR? — R? dada por

X(l’, y) = (fL’, Y, f(xa y))
é uma parametrizacao do grafico, cuja vizinhanca coordenada cobre todos os pontos do

grafico. A condicao 1 e 3 da Definicao sao verificadas, pois as funcoes coordenadas de

X sao diferenciaveis em U e

10
vy | 5 5| _ .,
oz,y) | 2| o

oxr Oy 01



Além disso, cada ponto (z,y,z) do grafico é a imagem por X de um tnico ponto
(z,y) € U. Logo, X é bijetora, e como X! é a restricio ao gréfico de f da projegao de

R? sobre o plano zy, é continua. Portanto, o grafico de f é uma superficie regular. O]

Exemplo 2.3. A aplicacdo

2 2

X (u,v) = (u,v,%—%), (u,v) € R?,

onde a e b sao constantes nao-nulas, € uma superficie parametrizada regular, cujo trago

€ o paraboloide hiperbolico

2 2
S:{(:L’,y,z)E]R‘g;z:x——y—}.

a? b2

Figura 2.5: Paraboléide Hiperbdlico
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Definigao 2.2 (Superficie de Revolugio). Uma superficie S C R? gerada pela rotagdo de
uma curva plana C' em torno de um eixo no plano que nao encontra a curva, é chamada

de Superficie de Revolucao.

O eixo é chamado de eixo de revolugao da curva C' e a curva C' é dita uma geratriz

da superficie de revolugao S.

Proposicao 2.2. Seja a(v) = (f(v),0,9(v)) coma < v < b e f(v) > 0, uma curva

parametrizada C. Entao,

X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)),
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do conjunto aberto U = {(u,v) € R* 0 < u <27 a < v < b} é uma parametriza¢io para

a superficie de revolugcao gerada por c.

Demonstrag¢ao. Como as fungoes f(v) e g(v) sdo diferencidaveis em U, segue que a condi¢ao

1 da Definigiio [2.1] ¢ satisfeita. Além disso,
Xu = (=f(v)senu, f(v)cosu,0),
Xy = (f'(v)cosu, f'(v)senu, g (v)).
Daf,
Xux Xy = (f(v)g'(v) cosu, f(v)g'(v) senu, — f(v) f'(v)).

Implicando

[Xu x Xol| = VF(0)2g (v)? cos?u+ f(v)2g'(v)2sen?u + f(v)2 f'(v)?
= V()29 )+ f(0)2f(v)?
= f)Vg W)+ f(v)? >0,

para todo (u,v) € U, pois f(v) > 0. Logo, a condi¢ao 2 da Defini¢ao é verificada.

Para mostrar que X é um homeomorfismo, pela Definicao devemos mostrar que
X éinjetora e a sua inversa X ! é continua. Primeiramente mostraremos que X ¢é injetora.
De fato, seja (z,y,2) = (f(v) cosu, f(v)senu, g(v)), entdo z = g(v) e f(v) = /22 +y% e
como (f(v),0, g(v)) é uma parametrizacao de C', podemos determinar v de maneira tnica.

Além disso, o parametro u fica determinado de modo 1inico, pois

T X
cosu = = ,
fv) a2+ 42
senu = Y = y

com u € (0,27). Assim, X é injetora.

Agora mostraremos que X ~! é continua, observe que pelo fato de v ser uma funcao
continua de z e y/x2 + y?, consequentemente, é uma funcao continua de (x,y, z). Agora
mostraremos que v é uma fungao continua de (z,y,z). Como u € (0,27) entdo cotaniy

estd definida para todo u € (0, 27). Dal,

U s L aen® Y
cotan— = o 2 = o 2 Sen§ I S (C) N Y
seng 2seHQg L—cosu 1—=555 a2+y?—u
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Observe que /22 +y? — x # 0, pois X(U) C R® — {(z,y,2) € Ry =0e x > 0}.
Implicando que
Yy

NIz

que é uma fungao continua de (z,y,z). Assim, X! é continua, e portanto X é uma

u = 2 arccotan

parametrizacao para S. O

Figura 2.6: Superficie de revolucao

Eixo de rotagao

Meridiano

Paralelo

Fonte: DO CARMO, 2005.

Exemplo 2.4. O catendide € uma superficie de revolugao, obtida girando a catendria,
a(v) = (acoshv,0,av), —oo < v < 00,
em torno do eizo Oz, onde a > 0. Entao, pela Proposi¢ao
X(u,v) = (acoshvcosu,acoshusenu,av),
onde 0 <u<2m, e —o0 < v <00, € uma paramelrizacao para o catenoide.

Exemplo 2.5 (Toro de Revolugao). O Toro € a superficie obtida pela rotag¢do do circulo
C'={(z,y,2) € R% (y —a)®*+ 2% =r*,x = 0} de centro (0,a,0) e raior >0 coma >,
em torno do eixo Oz. Entao, a(v) = (0,a + rcosv,rsenv) € uma parametrizacao para

C' e pela Proposicao a aplica¢io X : U C R? — R® dada por
X (u,v) = ((a + rcosu)cosv, (a + 1 cos u)senv, rsenu),
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onde U = {(u,v) € R*0 < u <21 e 0<v<2r} éuma parametrizacao para o Toro.

Figura 2.7: Toro de Revolugao

Fonte: DO CARMO, 2005.

Definicao 2.3. Dada uma aplicagao diferencidvel F : U C R" — R™ definida em um
conjunto aberto U de R"™, dizemos que p € U é um ponto critico de F' se a diferencial
dF, : R* — R™ ndo é uma aplicagio sobrejetora. A imagem F(p) € R™ de um ponto

critico € chamado um valor critico de F'.

Definicao 2.4. Um ponto de a € R™ é chamado um valor reqular de uma aplicacao

diferenciavel F' : U C R" — R™, se a diferencial dF, : R — R™ € sobrejetora para todo

ponto p € f~1(a).

Seja f : U C R* — R uma fungao diferencidvel, entao df,(1,0,0) = f., df,(0,1,0) =
fy e df,(0,0,1) = f,. Portanto, afirmar que df, : R®> — R nao é sobrejetora é equivalente
a dizer que f,(p) = f,(p) = f.(p) = 0. Portanto, a € f(U) é um valor regular de
f:U CR® — R se, e somente se, f,, f, ¢ f. ndo se anulam simultaneamente em

qualquer ponto da imagem inversa

fa) ={(2,y,2) €U, f(x,y,2) = a}.

Proposigao 2.3. Se f: U C R® — R € uma funcao diferencidvel e a € f(U) é um valor
reqular de f, entao f~'(a) = {(z,y,2) € U; f(x,y,2) = a} é uma superficie reqular em

R3.
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Demonstracao. Como a é um valor regular de f, entao pela Definicao df, : R* > R
é sobrejetora para todo ponto p = (zg,¥0,20) em f~'(a). Logo, as derivadas parciais
[z, [y, f» ndo se anulam simultaneamente em p. Suponha que f,(p) # 0 e considere a

aplicacao F : U C R® — R3 dada por

F(x7 y? Z) - (CC? y? f(x7 y’ Z))

Como a diferencial de F' em p é dada por

0. 0. o)

Fo 8—; 5 1 0 0
_ Jdy Oy Oy _

0 0, of

temos que

det(dF,) = f. #0.

Implicando que dF), é um isomorfismo, entdao pelo Teorema da Fungdo Inversa (ver Pro-
posi¢ao [L.5), existem vizinhangas V. C U de p e W = F(V) tais que F : V. — W ¢

inversivel e a sua inversa F~!: W — V é diferencidvel.

As fungoes coordenadas = = u, y = v, z = g(u,v,t), com (u,v,t) € W de
F~Yu,v,g(u,v,t)) sao diferencidveis. Em particular, 2 = g(u,v,a) = h(z,y) ¢ uma

funcao diferenciavel definida na projecao de V' sobre o plano xy. Como
F(f(a)nV) =Wn{(uv,t) €R*t=a},

entdo o grafico de h é f~1(a) NV, e pela Proposi¢ao 2.1} f~'(a) NV ¢é uma vizinhanga co-
ordenada de p. Consequentemente, todo p € f~!(a) pode ser coberta por uma vizinhanca

coordenada, e podemos concluir que f~!(a) é uma superficie regular. O

Exemplo 2.6. Seja o elipsoide dado por

$2 y2 22
Stat =1

Vamos definir uma fung¢do diferencidvel
22y 22

flayz)=—5++5-1

Podemos notar que 0 é um valor reqular de f, jd que as derivadas parciais fy, f,, f. se
anulam simultaneamente somente no ponto (0,0,0), que nao pertence a f~1(0). Entao, o

elipsdide dado por S = f~1(0) é uma superficie reqular.
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Definigao 2.5. Diremos que uma superficie S C R3 é conexa se quaisquer dois pontos

podem ser ligados por uma curva continua contida em S.

O préximo exemplo mostra que superficies regulares podem nao ser conexas.

Exemplo 2.7. Vamos mostrar que o hiperboléide de duas folhas dado por —x?—y?+2% =1
¢ uma superficie reqular nao conexa. De fato, defina uma funcgao diferencidvel f(x,y,z) =
—2% —y? + 22 — 1. Podemos notar que 0 é um valor reqular de f, jd que as derivadas

parciais se anulam simultaneamente somente no ponto (0,0,0), que ndo pertence a f~1(0).

Note que a superficie f~1(0) ndo é conexa. De fato, dado dois pontos em duas
folhas distintas (z > 0 e z < 0) e uma curva continua o(t) = (x(t),y(t), 2(t)) contida na
superficie e ligando esses dois pontos, temos que z(t) muda de sinal para algum to, isto

é, 2(tg) = 0. Assim, a(ty) ndo pertence a f~1(0), pois

flalto)) = —a(to)* — y(to)® =1 #0.

Figura 2.8: Hiperboldide de duas folhas

H

Fonte: DO CARMO, 2005.

A proposicao a seguir fornece reciproca local da Proposicao [2.1] isto é, qualquer

superficie regular é localmente o grafico de uma funcao diferenciavel.

Proposigao 2.4. Seja S C R® uma superficie reqular e p € S. Entdo eriste uma vizi-
nhanca V de p em S tal que V € o grdfico de uma funcao diferencidvel que tem uma das

sequintes formas:

&z = f(x,y), Yy = g(ZE,Z), T = h(yv Z)
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Demonstragdo. Seja X : U C R? — S uma parametrizagao de S em p, dada por X (u, v) =
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U. Entdo, pela condi¢ao 3 da Defini¢ao 2.1 um dos

determinantes Jacobianos

nao se anula em X 1(p) = ¢.

Suponha que %(q) £ 0, e considere a aplicacao diferencidvel m o X : U — R?
dada por
(m 0 X)(u,v) = (x(u,v), y(u, v)).
Como ggz’i; (q) # 0, logo dy(m o X) : R* — R? é um isomorfismo. Entdo pelo

Teorema da Fungao Inversa, existem vizinhancas V; de ¢ e Vo de m o X(q) tal que 7o
X : Vi = V5 é um difeomorfismo, implicando que 7 restrita a X(V;) = V é bijetora
e a sua inversa (mo X)~! : Vo, — V; ¢ diferencidvel. Agora considere a composicio

Y:Xo(moX)t:Vy—= X(Vi) =V tal que

V(z,y) = (2, y, 2(z(u,v),y(u,v))),

podemos notar que V é o grafico de uma fungao diferenciavel z = z(u(z,y),v(z,y)) =

f(z,y). Os casos que restam podem ser tratados da mesma maneira, considerando = =
My, z) ey =g(z,2) O

Exemplo 2.8. Vamos mostrar que o cone de uma folha C', dado por

2= +y?% (z,y) € R’

nao € uma superficie reqular. De fato, supondo que C € uma superficie reqular, entao
pela proposicao anterior existiria uma vizinhang¢a V' de (0,0,0) € C que seria o grifico

de uma funcao diferencidvel que tem uma das sequintes formas
z=f(z,y), y=9g(x,2), ©=h(y, 2).

A fung¢ao nao pode ser da forma x = h(y, z) nem da forma y = g(x, z), pois em uma
vizinhanga da origem (0,0,0) as projecoes de C' sobre os planos yz e xz nao sdo injetoras,

e a forma z = f(x,y) = /22 + y? nao € diferencidvel numa vizinhanga de (0,0,0).

Porém se removemos a sua origem (0,0, 0) obteremos que C' é uma superficie reqular.

De fato, observe que a parametriza¢ao

X(z,y) = (z,y, V2> +y?), (z,y) € R> —{(0,0)},
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cobre todo o cone menos o ponto (0,0,0) e como X € uma aplicacio diferencidvel podemos

concluir pela Proposicao que o cone menos a sua origem € uma superficie reqular.

Proposicao 2.5. Seja p € S um ponto de uma superficie reqular S e seja X : U C
R? — R? uma aplicacao com p € X (U) tal que as condigoes 1 e 3 da definigao sejam

satisfeitas. Suponha que X seja bijetora. Entdo X' € continua.

Demonstragao. Seja X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) com (u,v) € U e q € U arbitrario.
0(z,y)
O(u,v)

Vamos considerar a projegao 7 : R® — R? dada por 7(z,vy,2) = (z,v).

Podemos supor que (q) # 0, ja que X satisfaz as condigoes 1 e 3 da Definigao 2.1.

Pelo Teorema da Funcao Inversa (ver Proposigao |1.5)), existem V; vizinhanga de ¢
em U e V, de mo X (q) em R? tais que mo X : V; — V4 é um difeomorfismo. Agora supondo

que X seja bijetora. Entao,

X~ = (o X)om,
é uma, composicao de aplicacoes continuas, e portanto X ' é continua. O
Exemplo 2.9. Vamos mostrar que a aplicacio X : V C R? — R? dada por
X (0, ¢) = (send cos p, senf senyp, cos ),

onde V ={(0,¢);0 <0 <m0 < ¢ <271}, € uma parametrizacio para a esfera unitdria

S? do Exemplo 2.2.

De fato, observe que X (V') cobrir toda a esfera menos o semi-circulo C' = {(x,y, z) €
R3y =0 ez > 0}. Como as fungdes coordenadas senf) cosp, senfsenp e cosf tém

derivadas parciais de todas as ordens, entao X € diferencidvel. Além disso,

Xo(0,p) = (cos b cos ¢, cos 0 sengp, — senf),

e
X, (8, p) = (senfsenyp, send cos ¢, 0).
Implicando
Xy x X, = (sen®0 cos p, — sen’d sengp, cos 6 send))
e
| Xp x X,|| = +/sentfcos?p + sen*fsen2p + cos? @ sen2d
= v/ sen*d + cos? f sen26
= |senf| # 0,
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pois 0 < 0 < . Logo, X satisfaz as condi¢oes 1 e 3 da Definicao 2.1.

Para mostrar que X € bijetora, observe que dado (z,y,2) € S* — C, 0 fica deter-
minado de maneira inica por 0 = cos™! z, uma vez que 0 < 6 < w. Logo, conhecendo o

valor de 0, temos que cos p = sao determinados de maneira unica.

e senyp =
send sen

Assim, X tem uma inversa X1, e portanto X € bijetora.

Como S? € uma superficie reqular podemos concluir pela proposicio anterior que

X (V) é uma parametrizacao de S.

2.2 Mudancas de Parametro e Funcoes Diferenciaveis

em Superficies

Como vimos no Exemplo 2.2 um ponto p € S pode pertencer a mais de uma parame-
trizacao. Para que a Definicao 2.1 faca sentido, é necessario que ela nao dependa do

sistema de coordenadas escolhido. Neste sentido podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 2.6 (Mudancas de Parametros). Seja p um ponto de uma superficie reqular
S, esejam X : U CR? = SeY :V CR?— S duas parametrizacoes de S, tais que
pe X({U)NY(V)=W. Entao a mudanca de coordenadas h = X 1oY : Y YW) —
X=Y W) € um difeomorfismo, isto é, h € diferencidvel e tem uma inversa diferencidvel

ht.

Demonstracao. Vamos mostrar que h é um difeomorfismo. Observe que a aplicagao h =
X~!'oY é um homeomorfismo, pois X! e Y sao homeomorfismo. Agora mostraremos
que h ¢ diferencidvel. De fato, seja r € Y~}(WW) arbitrdrio e defina ¢ = h(r). Como
X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) é uma parametrizacao, pela condigao 3 da Defini¢ao
2.1, temos que um dos determinantes Jacobianos

O(z,y) Oz, z)
a(u’v)(q), a(uw)(Q), a(w)@),

nao se anula em ¢q. Suponha que

9(z,y)
O(u,v)

Estendendo X a uma aplicacdo F': U x R — R? definida por

(q) #0.

F(u,v,t) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v) + t), (u,v) €U, t€R.
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Figura 2.9: Mudancas de Parametros

Entao, F ¢ diferenciavel e a restricao F'|yy0y = X (u,v). Logo, o determinante da dife-

rencial dFy, ¢

gz 9z
ou  Ov

I(z,y)
9y Oy = ’
9z 0z 1
ou  Ov

Dai, pelo Teorema da Funcao Inversa existe uma vizinhanga M de X (q) em R? tal
que F~! existe e é diferencidvel em M, pela continuidade de Y existe uma vizinhanca N
derem V tal que Y(NN) C M. Observe que, h|y = F~1oY |y é a composicao de aplicagoes
diferencidveis. Assim, aplicando a regra da cadeia (ver Proposigao podemos concluir

que h ¢ diferencidvel em r. Como r é arbitrdrio, i é diferencidvel em Y1 (T).

Aplicando o mesmo argumento, podemos mostrar que a aplicacao h~! é diferencidvel,

e portanto h é um difeomorfismo. O

A seguir definiremos funcao diferenciavel em uma superficie regular.

Definicao 2.6. Seja f : V C S — R uma funcao, definida em um subconjunto aberto
V' de uma superficie reqular S. Entdo f € diferencidvel em p € V se, para alguma
parametrizacio X : U CR?* = S, comp € X(U) CV, a composi¢io foX : U CR> - R
¢ diferencidvel em X 1(p). A fungdo f € diferencidvel em V se € diferencidvel em todos

0s pontos de V.
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Como consequéncia da Proposicao segue que a definicao dada acima nao depende
da escolha da parametrizacao X. De fato, sejaY : V C R? — S uma outra parametrizacao
de Semp,compeY(V),seh=X"1oY:V - U,entdao foY = fo X oh também &

diferenciavel em V.

A proposicao seguinte diz que podemos estender os conceitos e propriedades locais

da Geometria Diferencial a superficies parametrizadas regulares.

Proposigao 2.7. Sejam X : U — R3 uma parametrizacio de uma superficie reqular S e
q € U. Entdo existe uma vizinhanga V de ¢ em R? tal que X (V) C R3 é uma superficie

reqular.

Demonstracao. Seja X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), como X é uma parametrizagao
de S, entao pela condicao 3 da defini¢ao , podemos supor que %(q) = (0. Considere
a aplicacao F': U x R — R? dada por

F(u,v,t) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v) + t), t € R.

Entao,
ox oo o o oz g
ou  Ov ot ou  Ov (9( )
z,y
o o o || o _ o,
det(qu) Ou Ov Ot ou  Ov 0 a(u7v)(Q)7é0
ou Ov Ot ou  Ov

Dai, pelo Teorema da Funcao Inversa, existem vizinhangas W de ¢ e W5 de F(q) tal que
F : Wy — Wy é um difeomorfismo. Seja V- = W;NU, entao F|y = X|y. Assim, X(U) é

um difeomorfismo em V' e, portanto, uma superficie regular. O

2.3 Plano Tangente e Diferencial de uma Aplicacao

Nesta secao mostraremos que, para cada p € S, o conjunto de vetores tangentes as curvas
b1 Y )
parametrizadas de S, passando por p, constituem um plano, que denotaremos por 7,5

(condic@o 3 da Definigao 2.1).

Definigao 2.7. Seja X : U C R? — S uma parametrizacio de uma superficie reqular
S, dizemos que um vetor w de R® é um wvetor tangente a S em p se w = O/(O), onde

a:(—e,e) = S € uma curva parametrizada diferencidvel em 0 e a(0) = p.
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Figura 2.10: Vetor tangente a S
w=a'(0)

Fonte: DO CARMO, 2005.

Os vetores X, (ug, vg) e X,(ug,vy) sdo vetores tangentes a S em (ug, vg), ja que sdo

tangentes as curvas coordenadas.

Proposicao 2.8. Seja X : U C R? — S uma parametrizacio de uma superficie reqular

S e seja g e U. O subespago vetorial de dimensao 2,
dX,(R?) C R?,
coincide com o conjunto de vetores tangentes a S em X (q).
Demonstragao. Seja w = «/(0) um vetor tangente em X(q) e a : (—e,¢) = X(U) C S

uma curva parametrizada diferencidvel com «(0) = X(g). Logo, a curva = X toa:

(—e,e) — U ¢ diferencidvel. Pela Definigao [1.20]
dX,(8(0)) = &/ (0) = w,
implicando que w € dX,(R?).

Por outro lado, se w = dX,(v), com v € R%. Observe que v é o vetor velocidade da

curva vy : (—¢,e) — U dada por
v(t) =tv+q, te(—¢e).
Assim, pela defini¢ao de diferencial, w = o/(0), onde o = X o~. Portanto, w é um vetor
tangente. O
Pela Proposicao , o plano dX,(R?), que passa por X(q) = p, nao depende da

parametrizacao X.
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Defini¢ao 2.8. O plano tangente a S em (ug,vo) € o conjunto de todos os vetores tan-

gentes a S em (ug,vy), que denotamos por T,S, onde p = (ug, vp).

Um vetor w em 7,5, pode ser obtido como combinagao linear da base associada
a X, isto é, na base {X,,X,} de T,,S. De fato, como w = ¢/(0) e @« = X o f3; onde
B:(—¢e,e) = U é dada por B(t) = (u(t),v(t)) e 5(0) = g = X! (p). Entao,

d d

@'(0) = (X 0 B)(0) = S X(u(t), o(t))(0)

= Xu(@)'(0) + Xo(q)'(0) = w. (2:2)

Assim, na base {X,(q), X,(¢)}, w tem coordenadas (u'(0),v'(0)), onde (u(t),v(t)) é

a expressao de uma curva cujo vetor velocidade é w na parametrizacao X.

Por definicao de superficie parametrizada regular, X, e X, sao vetores linearmente
independentes. Portanto 7,5 é um plano de R?, gerado por X, e X,. Observamos que,

em geral, X, e X, nao sao ortogonais, nem unitarios.

Exemplo 2.10. Seja X (u,v) = (u,v,v/1—u?—2?),(u,v) € U, onde U = {(u,v) €
R% u?+0v? < 1}, uma das parametrizacoes de S%. Tomando um ponto p = (ug, vo) = (0,0),
entdao os vetores X,(0,0) = (1,0,0) e X,(0,0) = (0,1,0) formam uma base do plano

tangente T,,S. Portanto, todo vetor tangente a X em q € da forma (a,b,0), onde a,b € R.

Como ja definimos plano tangente, podemos falar de uma aplicacao diferenciavel

entre superficies regulares.

Definicao 2.9. Sejam S, e S duas superficies requlares e p : V. C S1 — Sy uma aplicagao
diferencidvel de um conjunto aberto V de S1 em S, a cada p € V' definimos a aplicacdo
linear

d(pp : TpS1 — T¢(p)52,
atuando em um vetor w € 1,57 da sequinte forma:

Seja o : (—e,e) — Sy diferencidvel, com a(0) =p e o/(0) = w, entdo

d

dpy(w) = 5'(0) = E(so o a)(0),

com 3= poa, B(0)=¢(p).
Proposicao 2.9. A aplicacdo dyy, : T,S1 — Ty S2 definida por dp,(w) = 5'(0) € linear

e nao depende da escolha da curva que passa por p com vetor tangente w.
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Demonstrag¢io. Como ¢ é diferenciavel em p, entdo existem X (u,v) e X (u,v) parame-
trizagdes em vizinhancas de p e ¢(p), respectivamente. Suponha que ¢ seja expressa
nestas coordenadas por

QD(U, U) = (‘pl(u’ U), 902(u> U))v

e supondo que « seja expressa por

Entéo, 5(t) = (¢ o a)(t) = (¢1(u(t),v(t)), p2(u(t),v(t))), e a expressao de §(0) na base
{X4, X3} é dada por

9 0 9 9
B'(0) = (%u'(()) + S (0), S (0) + %v'(@)) .

Assim, ’(0) sé depende das coordenadas (u/(0),v'(0)) de w = o/ (0) na base { Xy, X, },
ou seja, 3'(0) é independente de . Além disso, dy, é uma aplicacao linear de 7,,5; em

T,Ss, cuja matriz nas bases {X,, X, } de T,,5 e { X4, X5} de Tp(p)S2 é dada por

Op1  Op1
ou ov
02 Opa
ou ov

2.4 Primeira Forma Fundamental

Nesta secao estudaremos o instrumento que permite calcular o comprimento entre curvas,
angulo entre vetores tangentes e area de uma regiao da superficie sem fazer mencao ao

espaco ambiente onde a superficie se encontra.

Definicao 2.10. Seja S uma superficie reqular e T,,S o plano tangente a S no ponto p.

A forma quadrdtica I, definida por:

I,: 17, = R

w = L(w) = (w,w), =[[w|f; >0,

¢ chamada de primeira forma fundamental.
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Como podemos observar, a primeira forma fundamental é basicamente o produto

interno usual de R3 restrito aos vetores tangentes a S.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base {X,, X, } associada
a parametrizagdo X (u,v) em p. Como um vetor tangente w € 7,5 ¢ o vetor tangente a
uma curva parametrizada a(t) = X (u(t),v(t)), t € (—¢,¢), com p = «(0) = X (ug, vo).

Entao, usando (2.2) obtemos

I,(a(0)) = (d/(0),d/(0)),
= (X' + X', Xu' + X,0'),
= (X, Xu)p()? + 2(Xy, X))tV + (X, X,)p(v)? (2.3)
= E)*+2Fuv + G,

onde os valores das funcoes envolvidas sao calculados em ¢t =0 e

E(ug,v9) = (Xu, Xu)p,

F(ug,v0) = (Xu, Xo)p,

G(uo,v0) = (Xo, Xo)p,
sao chamados de coeficientes da primeira forma fundamental e satisfazem as seguintes
propriedades:
1. E(u,v) >0 e G(u,v) > 0 para todo (u,v), pois os vetores X, e X, sdo nao-nulos;

2. E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) > 0. De fato, se 6 é o angulo entre X,, e X, temos que

(X, Xo)® = || Xul P[] X0 | cos® ),

e
|1 X > Xo|* = [|Xu] ]| X0 | |* sen”d.
Logo,
|1 X0 % X * + (X, Xo)p = || Xul P17
Dali,

EG - F? = ||Xu||2||Xv||2 - <Xu’Xv>; = ||Xu X ‘XUH2 > 0. (2'4)
De agora em diante, omitiremos o indice p na indicagdo do produto interno { , ).
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Exemplo 2.11. Um sistema de coordenadas para um plano P C R3 passando por py =
(20, Yo, 20) € contendo os vetores ortonormais wy = (a1, by, 1), wy = (az, be, o) € parame-
trizado por X (u,v) = pg + uw; +vwsy, (u,v) € R3. Logo, X, = w; e X, = wy. Assim, 0s

coeficientes da primeira forma fundamental sdo as funcoes constantes:

E = <XuaXu> = <’U.)1,’(U1> = 17
F = <XuaXv> = <’LU1,’LU2> = 0,
G p—

<XU,XU> = <’UJ2,U)2> = 1

Exemplo 2.12. Seja X(u,v) = (cosu, senu,v), 0 < u < 27w, —oc0 < v < 00, uma

parametrizagao para o cilindro reto C' = {(z,y,2) € R3; 22 +y?> = 1}. Entdo,

X, = (—senu,cosu,0),

X, = (0,0,1).
Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental sao as funcoes constantes:

= sen2u—1—<3082u:1,
= 07

= 1

Agora que conhecemos a primeira forma fundamental podemos estudar questoes
geométricas sobre uma superficie regular, tais como o comprimento de arco, angulo entre
curvas e areas de regides na superficie. Assim, o comprimento de arco s de uma curva

parametrizada a : J — S é dado por

)= [0l = [\l @) a

Em particular, se a(t) = X (u(t),v(t)) estd contida em uma vizinhanga coordenada
correspondente a parametrizacao X (u,v), segue de (2.3) que o comprimento de arco de

«, entre 0 e t é dada da seguinte forma

S0 = [ V@m0 dt = [ flofe) d
- /0 VE@D? 1 2Fa (00 {f) + G/ (D)2 dt.
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Se w; e wy sao vetores nao-nulos tangentes a S em p, entdao o angulo 0 < 0§ < 7

formado por w; e wy é dado por

Para expressar cosf em termos da primeira forma fundamental, observamos que wy + w»

¢ um vetor tangente a S em p e
Ly(wi+wz) = (wi+we, wi+ws) = [Jwr]|*+2{(wy, wa) +|[ws|* = I, (w1) +2(wr, wz) + I (ws).
Portanto,

cosg = Dpwi +ws) = Iy(wy) — Ip(wa)
24/ Ty (wy) I (ws)

Se duas curvas parametrizadas regulares o : I — S, f: I — S se intersectam em

t = ty, entao o angulo € com que as curvas se intersectam é dado por

(@'(to), B (1))
o’ (to) ] 115 (to) Il

Em particular, o angulo ¢ das curvas coordenadas de uma parametrizacao X (u,v) é

cosf =

(X, X,)  F
X 1 Xl VEG

Portanto, podemos concluir que as curvas coordenadas de uma superficie se intersectam

cos p =

ortogonalmente se, e sé se, F'(u,v) = 0 para todo (u,v).

Exemplo 2.13. Seja S? = {(x,y,2) € R® 22 +y?+ 22 = 1} a esfera unitdria do Ezemplo

2.2, parametrizada por
X(0,¢) = (senf cos p, senfsenp,cosf), 0<0 <7, 0<¢<2m.
Logo,

X9 = (cosfcosp,cosfsenp, —send, )

X, = (—senfsenyp, send cosp,0).
Assim, os coeficientes da primeira forma fundamental sao as fungoes:

= (Xg, Xp) = 1.
F = (X4, X,)=0.

= (X,,X,) = sen®d.
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Entdo, o comprimento de arco de uma curva o : I — S contida na esfera, cujo o vetor

tangente a esfera € o/ (t) = aXg + bX,, € dada por

s(t) = /Ot |a’(t)|dt:/0t1/la(t)(oz’(t)) dt:/ot V{aXs +bX, X +bX,) dt

t
_ /\/a2<X9,X9>+2ab(X9,X@>+b2<X¢,X@> dt
0

t t
= / VEa? + 2Fab + Gb2 dt:/ a? + b?sen?f dt
0 0

E o dngulo ¢ das curvas coordenadas da parametrizacio X (u,v) € dada por

F
VEG

= arccos0.

@ = arccos

3
Assim, ¢ € {g, ;}

A seguir vamos definir a nocao de area de uma regiao limitada de uma superficie

regular, usando a primeira forma fundamental.

Definigao 2.11. Um dominio (regular) de S € um subconjunto aberto e conexo de S,
cuja fronteira € a imagem de um circulo por um homeomorfismo diferencidvel (isto €, sua

diferencial nao se anula) que é reqular exceto em um nimero finito de pontos.

Uma regiao de S ¢é a uniao de um dominio com a sua fronteira.

Definicao 2.12. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie regular, contida em
uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacio X : U C R?> — S. A drea da regido

R € dada por
A(R) = //\/EG’—F2 dudvz//HXuvaHdudv,
D D

onde E,F,G sao os coeficientes da primeira forma fundamental e a igualdade é con-

sequéncia de (2.4).

A seguir enunciaremos o Teorema de Mudanca de Varidveis para Integrais Duplas,
que usaremos para mostrar que as areas de regioes contidas em uma superficie regular

independe da parametrizacao.

Teorema 2.1 (Teorema de Mudanca de Varidveis para Integrais Duplas). Sejam f uma

aplicacdo integrdvel sobre uma regido fechada e limitada Q do plano wv e Q uma regido
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fechada e limitada do plano wo. Se h: Q — Q for uma aplicacdo bijetora com derivadas
parciais continuas em Q e o Jacobiano J(h) de mudanca de varidvel ndo se anula em Q,

entao
//f(u,v) dudv://f(u(ﬂ,ﬁ),v(ﬂ,ﬁ)) |detJ(h)| dudv.
Q Q
Demonstragao. Consultar [15], pagina 252. O

Proposigao 2.10. A drea de uma regido independe da parametrizacdo escolhida.

Demonstracio. Sejam X : U C R? — S uma parametrizacio de S e X (u,7) = X oh(u, )
uma reparametrizacio de X por h, onde h : U C R? — U é uma mudanca de coordenada,

dada por h(w,v) = (u(u,v),v(w,v)). Sejam D C U e D C U regides do plano tais que h

¢ um difeomorfismo com h(D) = D. Entao, pelo Teorema de Mudanga de Variaveis para

Integrais Duplas, temos que

// meyvudmm:// X0 x X \detJ(h)\dadE:// X, x X|| dudo.
D D D

]

Exemplo 2.14 (Area do Toro). Seja T o toro de revolugao do Exemplo 2.9, obtido girando
circulo

C={(z,y,2) eER* (x —a)* + 22 =12 y=0}, a>r >0,

em torno do eixo z.

Seja X : (0,27) x (0,27) — T uma parametriza¢ao de T dada por
X(u,v) = ((a + rcosu)cosv, (a + 7 cosu)senv, rsenv),
que cobre o toro, exceto por um meridiano (v = 0) e um paralelo (u = 0). Entdo,

X, = (—rsenucosv, —rsenu senv,rcosu)

X, = (—(a+rcosu)senv, (a + r cosu)cosv, 0),

Dai, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E(u,v) = 7%, G(u,v) = (a+rcosu)?®, F(u,v)=
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Portanto, considerando a regiio D. = {(u,v) € R?; 0+e < u < 2r—e¢, 0+ < u < 2m—¢},

onde € > 0 € pequeno, temos que

AX(D.)) = / VEG = F? dudv

27r € 2m—¢
= / / r(rcosu + a) dudv

= 21 — 2¢)(sen (2w — €) — sene) + ra(2w — 2¢)°.

Portanto,

A(T) = lim A(X(D.)) = 4n’ra.

e—0

2.5 Orientacao de Superficies e a Aplicacao de Gauss

Nesta secao vamos discutir em que sentido e quando é possivel orientar uma superficie
regular e estudaremos a aplicacao normal de Gauss, cuja variacao desta d& origem ao

conceito de curvatura que estudaremos na proxima secao.

Definicao 2.13. Sejam X : U C R? — S uma parametrizacdo de uma superficie reqular
S epeS, dizemos que um vetor de R* é normal a S em p se é ortogonal a T,S, isto €,

¢ ortogonal a todos os vetores tangentes a S em p.

Como vimos na secao 2.3, fixada uma parametrizacao X : U C R? — S de uma
superficie regular S em um ponto p € S, T,,S ¢ um plano gerado pelos vetores X, e X,,
logo existem exatamente dois vetores unitarios normais a S em p. Assim, vamos escolher

um vetor normal unitdrio a X (U) como sendo o vetor

X, x X,

N(q) = —2=2v
(9) X, < X

qe X(U).
Assim, temos uma aplicagao diferencidavel N : X(U) — R3 que associa a cada
g € X(U) um vetor normal e unitario N(q).

Definicao 2.14. Sejam S uma superficie reqular e V. C S um conjunto aberto em S.

Chamamos N : V — R? de campo diferencidvel de vetores normais unitdrios em V.

E importante salientar que nem toda superficie admite um campo diferenciavel de

vetores unitarios definidos sobre toda a superficie. Por exemplo, sobre a faixa de Mobius
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obtida quando colamos as duas extremidades de um retangulo alongado de papel de modo

a fazer coincidir os vértices opostos.

Figura 2.11: A faixa de Mobius

Fonte: DO CARMO, 2005.

De maneira intuitiva, podemos percorrer uma vez o circulo médio (ver Figura [2.5)):
depois de uma volta, o campo normal unitario N retornaria como —/N, mostrando que
é possivel passar de cima para baixo caminhando sobre a faixa de Mobius. Portanto,

contradizendo a continuidade do campo.

Definicao 2.15. Uma superficie reqular € orientdvel se ela admite um campo diferencidvel
de vetores normais unitdarios definido em toda a superficie. A escolha de N é chamada

uma orientacao de S.

Uma orientagao N em S induz uma orientacao em cada plano tangente 7,5, p € S,
da seguinte maneira: Defina a base v,w € T,5 como sendo positiva se (v X w, N) é
positivo. Entao, o conjunto de todas as bases positivas de 7,,S ¢ uma orientacao para
T,S. De fato, seja {v, w} uma base positiva de 7,,S e {vy, w;} uma base de 7,,S. Entao,

se

V1 = 0,11)"‘6111),

w; = QU + byw.
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Logo,

(v Xxwy, N(p)) = ((a1v+ bjw) X (agv + byw), N(p))

(
= {a1v X agv 4+ a1V X bow + byw X agv + byw X byw, N(p))
(a1v X bow + byw X ayv, N(p))

(

a1by — byas){v x w, N(p)).

Portanto, por (1.1) temos que {vy, w;} é uma base positiva de T,,S se a1by —byagy > 0, isto

é, se {v1, w1} tem a mesma orientacao de {v, w}.

A partir de agora S denotarda uma superficie regular orientavel, onde foi escolhido

uma orientagao, diremos simplesmente que S é uma superficie com uma orientagao N.

Definicao 2.16. Seja S C R® wma superficie com uma orientacdo N. A aplicagdo

N : S — R3 toma seus valores na esfera unitdria
S*={(z,y,2) eR*;2” +y* + 2* =1} .

A aplicagdo N : S — S?, assim definida é chamada a aplicacdo de Gauss de S.

Figura 2.12: Aplicacao de Gauss

N(p)

Fonte: DO CARMO, 2005.

A aplicacao de Gauss ¢ diferenciavel, pois N exprime-se como func¢oes diferenciaveis
dos parametros {X,, X,}, e a diferencial dN, de N em p € S é uma aplicagao linear de

TpS em TN(p) 52.
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Exemplo 2.15. Considere a esfera unitdria S* = {(z,y,z) € R} 2* +y?> + 22 =1} Se
a(t) = (z(t),y(t),2(t)) € uma curva parametrizada em S?, entao 2z’ + 2yy’ + 222 =
0,. Logo, o vetor (x,y,z) € normal & esfera no ponto (r,y,z). Assim, N = (x,y,2)
e N = (—x,—y,—z) sao campos de vetores normais unitdrios em S*. Tomando N =

(—x, —y,—z) como uma orienta¢ao para 52, tem-se que N aponta para o centro da esfera.

Restrito a curva a(t), o vetor normal N(t) = (—x(t), —y(t), —z(t)) € uma fung¢do

vetorial de t, e portanto

AN ((#'(t), y'(1), 2'(1))) = N'(t) = (=2'(1), =/ (t), =2'(1));

implicando que dN,(v) = —v para todo p € S* e todo v € T,S*. Observe que se es-

colhessemos N como um campo normal teriamos dN, = v.

Proposicao 2.11. A diferencial AN : T,,S — T,S da aplicagcao de Gauss € uma aplicagdo

linear auto-adjuntd].

Demonstragao. Como sabemos que dN, ¢ linear, basta verificar que (dN,(w1),ws) =
(wy, dNy(wq)) para base {w;,ws} de T,S. De fato, seja X(u,v) uma parametrizagao
de S em p e {X,, X,} a base associada de T,S. Se a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva

parametrizada em S, com «(0) = p, temos

dN,(a/(0)) = dN,(X,u'(0) + X,0'(0)) = %N(u(t), v(t))] = Nu/'(0) + N,o'(0)

t=0
em particular, dN,(X,) = N, e dN,(X,) = N,. Como N ¢ ortogonal a X, ¢ X, entdo

(N, X,)=0¢e (N, X,) =0. Derivando com relagao a v e u, obtemos
(Ny, Xo) + (N, X)) = 0
(Ny, Xo) + (N, Xpu) = 0.
Implicando,
<Nua Xv> - _<N7 Xuv> = <NU7XU,>
Assim,
(dNp(Xo), Xo) = (Xu, ANp(Xy)).

]

Lembramos que uma aplicacao linear A : E — E, num espaco vetorial munido de produto interno,

chama-se auto-adjunto quando (Au,v) = (u, Av), para quaisquer u,v € E. Para mais detalhe recomen-

damos a referéncia [9].
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O fato de dN : T,S — T,5 ser uma aplicacao auto-adjunta nos permite associar a
dN, uma forma quadratica ) em 7,5, dada por Q(v) = (dN,,v),v € T,S. Usaremos a

forma quadratica como sendo —(Q).

2.6 Segunda Forma Fundamental e Curvatura Gaus-

siana

Nesta se¢ao estenderemos a ideia de curvatura de uma curva (estudada na segao 1.2),
para superficies regulares, isto é, tentaremos medir o quao rapidamente uma superficie S

se afasta do seu plano tangente 7,5 em uma vizinhanca de p.

Definigao 2.17. A forma quadrdtica 11,, definida em T,S por I1,(v) = —(dN,(v),v), €

chamada a sequnda forma fundamental de S em p.

Definicao 2.18. Seja C' uma curva reqular em S passando por p € S, k a curvatura de
C em p, e cos = (n,N), onde n é o vetor normal a C e N € o vetor normal a S em p.

O numero k, = kcos é chamado a curvatura normal de C C S em p.

Agora daremos uma interpretacao geométrica da Segunda Forma Fundamental I7,,.
Seja C' uma curva regular em S, com p € S e o : [ — S uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco tal que a(0) = p. Indicando por N(s) a restricdo do vetor normal
N a curva a(s) temos que

(N(s),a/(s))y =0, Vsel.

Derivando a equagao com relacao a s, obtemos
(N'(s),d/(s)) + (N(s),a"(s)) = 0,

implicando
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Dai,

I5,(a(0) = -

Assim, o valor da segunda forma fundamental /7, em um vetor unitdrio v € T,,S é
igual a curvatura normal de uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco
passando em p e tangente a v. Como k,, sé depende do vetor tangente, segue o seguinte

resultado.

Proposicao 2.12 (Meusnier). Todas as curvas de uma superficie S que tém, em um

ponto p € S, a mesma reta tangente tém, neste ponto, a mesma curvatura normal.

A proposicao acima nos permite falar em curvatura normal ao longo de uma diregao

em p.

Definicao 2.19. Seja v € T,,S um vetor unitdrio, a intersecao de S com o plano contendo

v e N(p) € chamada se¢do normal de S em p ao longo de v.

Observe que em uma vizinhanca de p, uma secao normal de S em p é uma curva
regular plana em S, cujo o vetor normal n(p) é =N (p) ou zero, no caso em que k(p) = 0.
Entao, k(p) é o valor absoluto da curvatura normal segundo v em p. Assim, o valor
absoluto da curvatura normal em p de uma curva a(s) é igual a curvatura da segao

normal de S em p, segundo o/(0).

Exemplo 2.16. No plano P dado por ax + by + cz +d = 0, todas as se¢oes normais sao
retas, implicando que as curvaturas normais sao nulas. O vetor normal unitdrio € dado

por

(a,b,c)
Va+ b2+
Portanto, a seqgunda forma fundamental € identicamente nula em todos os pontos, o que

confirma o fato de dN = 0.
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Como dN, é uma aplicacao linear auto-adjunta, entao pelo Teorema Espectra]ﬂ

existe uma base ortonormal {e;,es} de autovetores de dN, para T,S tal que

de(el) = —]{7161;

de<€2) = —k2€2. (25)
Além disso, ky e ks (k1 > ko) s@o 0 méximo e o minimo da segunda forma fundamental.

Definicao 2.20. As curvaturas principais em p sao a curvatura normal mdzrimo ki e a
curvatura normal minima ko; as direcoes correspondentes, isto €, as direcoes dadas pelos

autovetores ey € ey sao chamadas direcoes principais em p.

Vamos obter uma maneira para calcular a curvatura normal, conhecendo as cur-
vaturas principais de S em p. Seja v € 7,5, com ||v|]| = 1, como {e;, ez} é uma base

ortonormal positiva de T,,5, temos que dN,(e1) = —kiey e dNy(ea) = —kaes. Dal,
v = e1 cosf + ey send,
onde 0 é o angulo de e; a v na orientagao de 7,,S. Logo,
ko = I1,(0) = —{dN,(0),v)

= —(dNy,(e1 cos + ey senf), ey cos 6 + ey send)
= (dNp(ey cosf) + dN,(ezsenb), ey cos f + ey send)
= (e1ky cosf + exkq send, eq cos 6 + e; send)
= kycos? 0 + kysend,

que é conhecida sob o nome de férmula de Euler.

Definicao 2.21. Sejap € S e seja dN, : T,,S — T,,S a diferencial da aplicacao de Gauss.
O determinante de dN, € chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da

metade do trago de dN, é chamado a curvatura média de S em p.

De (2.5), podemos escrever

20 Teorema Espectral é um dos resultados mais relevantes da Algebra Linear e assegura que se
A: E — E e um operador auto-adjunto num espaco vetorial de dimensao finita com produto interno,
entdo existe uma base ortonormal em F, relativamente a qual a matriz de A e uma matriz diagonal

a = [a;5], isto é, a;; = 0 se i # j. A demonstracdo do Teorema Espectral, encontra-se na referéncia [9].
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Entao,

K= d@t(de) = (—k‘l)(—kg) = k’lkg,

H = —% trago(de) = —%(—kl — kg) = %(kl + k2)
A partir de agora vamos considerar que todas as parametrizacoes X : U C R? — S
sao compativeis com a orientacao N de S, isto é,

X, x X,

N=_vZv
12X x Xl

e vamos obter formulas explicitas para o calculo da curvatura gaussiana, primeiramente
vamos calcular a segunda forma fundamental em um vetor o/(t) em 7,S. Sejam X (u,v)
uma parametrizagao em um ponto p € S de uma superficie S, com X(q) = p, e a(t) =

X (u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, com «(0) = p.

O vetor tangente a a(t) em p é o/(t) = Xu(q)u'(t) + X, (q)V'(t) e
AN, (/' (t)) = N, (u(t), v(t)) = Nu(q)u'(t) + No(q)v'(2).

Para simplificar a notagao, todas as fungoes que aparecem abaixo indicam seus valores no

ponto p. Como N, e N, pertencem a 7,5, entao

Ny = an Xy + an X,

N, = a19 X, + a22.X,. (2.6)
Dai,
dN () = (ann X, + angv)u/ + (a12 Xy + a22Xv)vl
= (anv' + ar2v) Xy, + (an v’ + agnv’)X,,
isto é,
AN u _ 11 a2 o/
v’ 21 Q22 v’

Mostrando que, na base {X,, X, }, dN ¢é dada pela matriz (a;;), i,j = 1,2. Note

que estd matriz nao é necessariamente simétrica, a nao ser que {X,, X,} seja uma base
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ortonormal, pois neste caso

a1 =

A expressao da segunda forma fundamental na base {X,, X, } é dada por

(@) = —{(dN(d),a) = —(Nu' + N, X, u' + X,0)
= —((Nu, Xu) (W) + (Nuy, Xo) (@) (V) + (Noy Xo) (@) (V) + (N, Xo) ()%).

De ([2.6) temos que (N, X,,) = (N,, X,), entao

ITy(a/) = =((Nu, Xu) (') + 2(Nu, Xo) (@) () + (No, Xo) (')%),

Vamos denotar por

e = —(Ny, Xu);
f = _<NvaXu> = _<NU7X’U>;
g = _<NvaXv>-

Que chamaremos de coeficientes da segunda forma fundamental. Portanto,

IT,() = e(u')* + 2f (W) (v') + g(v')".

Agora vamos obter os valores de a;; em termos dos coeficientes e, f,g. A partir de

—e = (Ny, Xy) = (auXy + an Xy, Xo) = anFE + an F,
—f = (N, Xu) = (@12 Xy + a2 X, Xoy) = a12E + agF, (2.8)
—f = (Nu, Xy) = (ann Xy + a1 Xy, Xop) = anF' + anG,
—g = (N, Xy) = (a1 Xy + a22X,, X)) = anF + a2G.

26



Onde E, F' e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,,, X, }.

As relagbes em ([2.8]) podem ser expressas na forma matricial por

e f aip Ao E F
[ g a1z A2 F G
donde .
a1 G921 (& f FE F
Qi Ao f g F G
Como .
E F 1 G —-F
FaGl| EG-F\_p g
Entao,
a1l Aol B e f 1 G —-F
- O _ 2
Q2 QA22 [ g EG-F —F E
Assim,
aip a9 1 eG — fF —eF + fE
= TEG- P ~ (29)
a12 Qo2 fG—gF —fF+gFE

Portanto, a expressao para os coeficientes (a;;) da matriz de dN na base {X,, X,}

sao dados por

"  JF —eG
T EG-FY

el —fE
alQ__EG—FZ’
" _gF - fG
QI_EG_F27
.  fF—g9G
2T EG - F?

As equagdes em (2.6)) com os valores obtidos acima sao conhecidas como as equagoes de

Weingarten.

D (2.9), obtemos que

eg — f?
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Para calcular a curvatura média, lembramos que o traco de uma matriz quadratica é dada
pela soma dos elementos da diagonal principal, entao

leG — 2fF + gE
2 EG-F2

H= —%(an +an) = (2.11)
Como ki + ko = 2H e k1ky = K, tem-se que ki e ky 820 as solugoes para a equacao

k* —2Hk+ k=0,
donde segue que ky = H+vVH? — K ek, =H —VH? — K.

Exemplo 2.17. Vamos calcular a curvatura Gaussiana dos pontos do toro, cobertos pela

parametrizacao
X(u,v) = ((a+ rcosu) cosu, (a+rcosu)senu),rsenu), 0 <u <21, 0<v < 2.

Observe que

X, = (—rsenucosv, —rsenusenv,r cosu),
X, = (—(a+rcosu)senv,(a+ rcosu)coswv,0),
Xuw = (—rcosucosv,—rcosusenv, —rsenu),
Xuw = (rsenusenv,—rsenucosv,0),
Xpw = (—(a+rcosu)cosv,—(a+rcosu)senv,0).
Dat,
= <Xu>Xu> = T27

F = (X,,X,) =0,

= (X,, X,,) = (a+7cosu)’.

Como || X, x X,|| = VEG — F?2, temos

Xy x X Xu, X0, X 2
e = <N,qu>: ﬁ’qu :( wy <Xy uu):T(Cl—i‘TCOSU):
|| X, Xol| VEG—F?2  r(a+rcosu)

det( Xy, Xy, Xuw)
r(a+ rcosu)

f = (N, Xw) = =0

det(Xu, Xy, Xow)
r(a+ rcosu)

g = (N, X, = = cosu(a + rcosu).
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Assim,
eg—f* COS U
 EG—F2 r(a+rcosu)

Exemplo 2.18. Vamos determinar a curvatura de uma superficie dada como o grdfico de
uma fungdo diferencidvel z = h(z,y), onde (x,y) pertence a um conjunto aberto U C R2.

Para obter tais formulas, primeiramente parametrizamos a superficie por
X(u,v) = (u,v, h(u,v)) (u,v) €U,

onde u = x,v =1y. Logo,

£
Il

1,0, hy),

s
I

0,1, hy),
0,0, huu),

e
I

O? 07 h’LLU)?

e
e
I
—~ —~ ~~ ~~ ~

s
|

0,0, hyy).

Assim,

Xy x X, —hg, —hy, 1
N<x’y>_ _( 2 )

CIXux Xl TFRZFRZ

¢ um campo normal unitdrio sobre a superficie, e os coeficientes da primeira e sequnda

forma fundamental nessa orientacao sao dados por

E = (X, X,) =1+h02
G = (X, X,) =1+h2,
F - <Xv7Xv> - h hUJ
hrz
e = <N7qu>: 2 PN
(1+h2+ hy)z
fo= (N Xy) = — T
(1+h2 +h2)>
g = <N? va) = hyy

(1+h2+h2)7
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A partir das expressoes acima, podemos obter a curvatura Gaussiana e a curvatura média:

€g — f2 o haghyy — h?zy

K =
EG—F?  (1+h2+h2)

1eG = 2fF+gE  1(1+h2)hyy = 2hhyhey + (14 h2)ha,
2 EG-F2 2 (14 h2 + h2)
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Capitulo 3

Geometria Intrinseca das Superficies

Entende-se por geometria intrinseca, cdlculos métricos (comprimento, angulo e drea) sem
sair da superficie, isto é, conhecendo apenas a primeira forma fundamental. Neste capitulo
veremos que a curvatura Gaussiana é um conceito intrinseco, ou seja, é possivel expressa-la

em funcao da primeira forma fundamental.

3.1 Isometria

Como visto nos Exemplos e a primeira forma fundamental do plano e do cilindro
sao iguais, isto é, em termos da geometria intrinseca o plano e o cilindro se comportam
localmente da mesma maneira. Intuitivamente, é possivel cortar um cilindro ao longo
de sua geratriz e desenrola-lo até torna-se um plano. Nesta secao estabeleceremos de
maneira precisa o que significa dizer que duas superficies apresentam a mesma primeira

forma fundamental.

Definicao 3.1. Duas superficies requlares S e S sio difeomorfas se existe wuma aplicag@o
diferencidvel ¢ : S — S com uma inversa diferencidvel o' : S — S. Uma tal ¢ ¢é
chamada um difeomorfismo de S em S.

De agora em diante S e S denotaram superficies regulares.

Definicao 3.2. Uma aplicacio ¢ : S — S € uma isometria se ¢ é um difeomorfismo e

para todo p € S e todos os pares wy, wy € 1,5, temos

(Wi, w2), = <d<pp (wi), d, (w2>>w(p) .
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Diz-se entao que as superficies S e S sao isométricas.

Proposicao 3.1. Um difeomorfismo ¢ : S — S ¢é wma isometria se, e somente se, a

diferencial dy preserva a primeira forma fundamental.
Demonstracao. Supondo que ¢ é uma isometria, entao

I, (w) = (w,w), = (dpy(w), dpp(W)) ) = Loy (dpy(w)),

para todo w € T,S. Reciprocamente, supondo que ¢ preserva a primeira forma funda-

mental. Logo, para todo w € T,5, tem-se

Ip(w) = L) (dpp(w)).
Dai,

L(wy +wa) = [Jwr +wsl[Z = |Jwil2 + 2(wi, wa)p + [|wol [
= Ip(w1) + 2(wy, w2)p + L (w2)

= T (dpp(wi)) + 2(wi, wa)p + L) (dipp(w2)).

Por outro lado,

L(wy +wy) = L) (dy, (wi +ws)) = ||dy, (w1 + w)| |2,y = ||dy, (w1) + dy, (ws)[]%,)

Lp(p)(dcpp (wy)) + 2<deop (wr), d‘Pp (w2)>w(p) + Iw(p)(dsap (w3)).

Implicando que (wy, wa), = (dpy(w1), dpp(w2)) ), € Portanto, ¢ é uma isometria. O

Definicao 3.3. Uma aplicacio o : V — S de uma vizinhanca V dep € S € wma isometria
local em p se existe uma vizinhanca V de o(p) € S tal que ¢ : V — V € uma isometria.
Se existe uma isometria local em S para todo ponto p € S, diz-se que a superficie S é
localmente isométrica a S. S e S sdo localmente isométricas se S € localmente isométrica

a S eS € localmente isométrica a S.

E claro que se ¢ : S — S é um difeomorfismo e uma isometria localmente para todo

ponto p € S, entao ¢ é uma isometria globalmente.

No exemplo a seguir, mostraremos que pode acontecer de duas superficies serem

localmente isométricas sem serem globalmente isométricas.
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Exemplo 3.1. Sejam X : R? — R3, X(u,v) = py + uw; + vwy wma parametriza¢io
para o plano vy e X : (0,27) x R — R3, X (u,v) = (cosu, senu, v), uma parametrizacio
do cilindro C : x*> + y*> = 1. Logo, os coeficientes da primeira forma sio: E = G = 1,
F=0,E=G=1eF =0, respectivamente.

Vamos mostrar que ¢ : X o X~ ' 1 X(U) — X(U) ¢ uma isometria local, onde
U = (0,27) x R. De fato, cada vetor w tangente ao cilindro em um ponto p € X(U) é

tangente a uma curva X (u(t),v(t)), onde (u(t),v(t)) é uma curva em U C R2. Assim, w

pode ser escrito como

Por outro lado, dp(w) € tangente a curva

p(X (ult), v(t)) = X (u(t), v(t)).
Implicando que, dp = X, u' + X,v'. Como E=FE, F=F, G =G, obtemos

!/

L(w) = (w,w) = E)*+2Fuv +G(')?
(u)
= (dpp(w), dpp(w))

I@(p)(d@p(w))'

E 2
E()? +2Fuv + G((v)?

Portanto, o plano e o cilindro sao localmente isométricos.

Figura 3.1: Isometria entre o cilindro e o plano

:‘}1

U

.&Q
/-""_——"“-\

p Y O 2

=

)

Observe que o plano nao é globalmente isométrico ao cilindro, pois qualquer curva

simples fechada no plano pode ser encolhida continuamente até tornar-se um ponto sem
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deixar o plano. Tal propriedade é preservada por homeomorfismos. No entanto, o cilindro
nao possui essa propriedade, o que contradiz a existéncia de um homeomorfismo entre o

plano e o cilindro.
A proposicao a seguir generaliza o argumento dado acima para obter um critério

para isometrias locais em termos de coordenadas locais.

Proposicao 3.2. Suponha a existéncia de parametrizacoes X :U — S e X : U — S tais
que E=FE, F=F,G=G emU. Entio a aplicacio o = X o X' : X(U) = S € uma

1sometria local.

Demonstracao. Observe que ¢ é um difeomorfismo, pois é uma composicao de difeo-
morfismos, logo basta mostrar que ¢ preserva a primeira forma fundamental. Sejam
pe X(U)eweT,S, entdo w é tangente a uma curva diferencial X («(t)) em t = 0, onde

a(t) = (u(t),v(t)) é uma curva em U, tal que a(0) = p. Assim, w pode ser escrito como
d'(0) =w = X, u + X0

Por definicio, o vetor dip,(w) é tangente & curva X (a(t)) em ¢t = 0. Logo,

Dali,
Lw) = ((0),a(0)) = E@)? + 2Fu'v/ + G2,
= E@)*+2Fuv +G@)?
= Lo (dpp(w))
Assim, ¢ é uma isometria local. O]

A seguir vamos mostrar que o catendide e o helicéide sao localmente isométricos.

Exemplo 3.2. Vimos no Exemplo que uma parametrizacao para o catenoide é dada

por
X(u,v) = (acoshwvcosu,acoshusenu,av),

onde 0 < u < 2w, e —oo <wv<oo. Dai, os coeficientes da primeira forma fundamental

sao0:
E = a*cosh®v, F =0, G = (a*(1 + senh®v)) = a? cosh®v.
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Pelo Exemplo uma parametrizacao para o helicoide € dada por
X (u,v) = (Vcosu, vsent, au), 0<u < 2w, —00 <7V < 00.
Fazendo a sequinte mudanca de parametro:

u=u, v=asenhv, 0<u<2r, —00<v<O00,

que € possivel, pois X € bijetora e o Jacobiano

1 0

= = acosh v,

0 acoshv

nunca se anula. Assim, a nova parametrizacao do helicoide €

X(u,v) = (asenhvcosu,asenhv, au).
Dag,

X, = (—asenhvsenhu,asenhvcoshu,a),

X, = (acoshvcosu,acoshvsenu,0).

Entao os coeficientes da primeira forma fundamental sao:
E =a%cosh*v, F =0, G = a®cosh?v.

Assim, pela proposicao anterior temos que o catendide e o helicdide sao localmente isométricos.

65



Figura 3.2: Transformacao do Helicéide no Catendide

riias

e

4 5% 1]

A
A

Fonte: DO CARMO, 2005.

3.2 Simbolos de Christoffel

Denotaremos por S, uma superficie regular orientavel e orientada. Seja X : U C R? — S
uma parametrizacao na orientacao de S. Como no estudo de curvas para cada ponto
associamos o triedro de Frenet {¢,n,b}. No caso de superficies é possivel associar a cada

ponto de X (U) um triedro natural dado pelos vetores X,,, X, e N.
Expressando as derivadas dos vetores X, X, e N na base {X,, X,, N}, obtemos

X = T1,X, +T12,X, + LyN;

Xpuw = I3 X, +T3,X, + LyN;
Xow = DI'3oX, +T%X, + LsN; (3.1)
N, = anXy+ anXy;

N, = a2 X, + anX,.

Onde os a;5,%,j = 1,2 foram obtidos na Segao 2.6 e os outros coeficientes serao deter-

minados. Os coeficientes Ff’ ;»8,J,k = 1,2 sao chamados simbolos de Chistoffel de S na
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parametrizagao X. Como X, = X,,, concluimos que I'{, = I'}; e ['%, = I'%,, isto é, os

simbolos de Christoffel sao simétricos em relacao aos indices inferiores.
Tomando o produto interno das quatro primeiras relagoes de (3.1)) com N, obtemos
que:

L1:<N7qu>:67 L2:<N7Xuv>:f7 EQZ<N’Xvu>:f7 L3:<N7va>:.97

onde e, f, g sao os coeficientes da segunda forma fundamental de S.

Para determinar os simbolos de Chistoffel em termos da primeira forma fundamental,
tomamos o produto interno nas quartos primeiras relagoes em (3.1)) com X, e X, e

obtemos os seguintes sistemas:

ThE +THE = (Xu, Xu) = 5Eu;

(3.2)
TLF +T3HG = (X X,) = F, — 1B,
TLE 4T3, F = (Xyw, Xy) = %Ev; (33
PLE +T2,F = (X, Xu) = F, — %Gu; (3.4)

1—‘%2F + F%QG - <X’U’U’ X’U> - %GU'

Observe que para cada par de equagoes o determinante é diferente de zero, pois

EG — F? > 0. Assim, os trés sistemas acima sdo possiveis e determinados. Vamos

resolver o sistema ((3.2). Como

' EG 4T} FG = E,G;

I F2+T2GF = F,F — 1E,F.

e
' EF + 1%, F? = JE,F;
'tEF + T2, EG = EF, — %EEU.
Entao,
(EG — FA)I'y, = %EHG —F,F+ %EUF,

67



1 1
(BG — F)IY, = BF, — 5E,F — S FE,.

Implicando que

E.G-2F,F - E,F

Fh = )
2(EG — F?)
2o 2FF, - FE,— FE,
e 2(EG — F?2)
Resolvendo os demais sistemas obtemos:
o GE, - FG,
2 2(EG - F?)
2 - EG, - FE,
12 2(EG — F2)’
o 2GF, - GG, - FG,
2 2(EG — F?)
2 EG, —2FF, + FG,
2 2(EG — F?)

Assim, podemos concluir que os simbolos de Christoffel sao invariantes por isome-

trias, pois depende apenas dos coeficientes da primeira forma fundamental.

Exemplo 3.3. Vamos calcular os simbolos de Christoffel para uma superficie de revolucao

parametrizada por X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)), f(v)#0.

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

donde
EuZO, EUZfola
Fu = Fv = 07
Gu:O7 GUZQ(fIf//+g/gI/),
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Utilizando as equacoes obtidas anteriormente, obtemos

po_ BG-2RE-EF_,
2(EG — F?) ’

GEU_FGu_ff/_f,_

1

(e ) R

o _ 20F, -GG, -FG,
22 2(EG — F2) ’

. _ 2BF,—EE,-FE,____ [f
v 20BG-F?) (f)2+(9)*
) EG,—FE,

e = oma—m ="

2 _ EG -2FE+FG, _ ['["+ 49"
s 20BG—F?)  (f)2+(g)

3.3 O Teorema Egregium de Gauss

Antes de demonstrar o Teorema Egregium de Gauss, um dos teoremas mais importantes
da Geometria Diferencial, vamos obter as relagoes entre os coeficientes da primeira e
da segunda formas fundamentais, para isto vamos derivar as relagoes obtidas em ((3.1]).

Observe que

(qu)v - (Fh)vXu + Fth, + (Fil)va + F%lev + <L1>vN + Lle

(Xuv)u = (Fiz)uXu + F%QXW + (F%Q)uXv + F%szu + (LQ)uN + L2Nu' (3-5)

Substituindo (3.1)) em (3.5 temos
(qu)v = (Fh)vXu + F%1<F12Xu + I‘%2)(1) + L2N) + (F%)va
+ (DX +T5,X, 4+ LsN) + (L1)oN + Li(a12Xy + a22X,)
= Xu((r%l)v + F%IF%Q + F%IF%Q + Liayz) + Xv((ri)v + F%IF%2 + F%J‘%Q + Liass)

+ N(LoD}, + LT3, + (L)),

(Fb)uXu + Fb(Fth + F%lXU + LlN) + (F%2>uXv

—~
e
<
~—
5

|

+ T5T5 Xy +T5,X, + LoN) 4 (L2)u N + La(a1 X, + an X,)

Xu((rb)u + beh + F%QIgl + Loayr) + Xv((F%Q)v + Fbr%l + F%2F31 + Loas:)

+ N(LiT}, + LoT3, + (La)y).
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Como (Xyw)y = (Xuv)u, entao igualando os coeficientes de X, e usado o fato que e = L,

e f = Lg, obtemos

FhF%Q + F%1F§2 + eaz + (Ffl)v = F%zri + F%2F%2 + fas + (Fiz)u'

Implicando

(F%Q)u - (F%I)v + FiQF%I + F%QF%Q - F%F%Q - FLF%Q = eaxp — fax

B fF—gFE el — fE
_e(EG—FJ_j<EG—FJ

onde K ¢é a curvatura Gaussiana.

De forma anéloga igualando X, obtemos

(Pf2)u - (Ffl)v + F%ZF%Q - F%lrh -

Agora considerando (X, )y

(3.5)), obtemos:

eg — f?
- g2

EG — F?
— _FK,

eais — fan

€<gF—fG>_f(fF—eg)
EG — F? EG — F?

eg — f*
F—

EG — F?
FK.

(F%2)u + F52F%1 + F%QF%1 - (Igl)v - F%lrél - 1%11%2 = faz — gan
gF — fG fF —eG

EG — F?
eg — f*
EG — F?
= GK,

= G

(F§2)u + F;QF% + F%QF% - (F§1>v - F%J%l - F31F32 = faz — gan
_ fF—gEY\ ef —fE
- I\ec—F) I\EG_F?
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eg — f?
- _pJ )

EG — F?
- _FK,

(3.6)

(3.7)

(3.8)

= (Xuu)v € aplicando o mesmo método utilizado em

EG—F2)

(3.9)

(3.10)



As expressoes obtidas em (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10) sdo conhecidas como férmulas de

Gauss. Diante destes resultados podemos demonstrar o Teorema Egregium de Gauss.

Teorema 3.1 (Egregium de Gauss). A curvatura Gaussiana K de uma superficie € in-

variante por isometrias locais.

Demonstra¢io. Vamos mostrar que dada uma isometria ¢ : S — S, entdo K(p) =

K(p(p)) para todo p € S.

Sejam X : U C R? — S uma parametrizacio de Sem pe ¢ : V C S — S uma
isometria local (onde V' C X(U) é uma vizinhanca de p), entdo, X = ¢ o X é uma

parametrizacao de S em ¢(p). Dai,

¥

£
[
=

E = (Xy, Xu) = (do(p)(Xu), do(p)(Xa)) = (X,
G = (X, Xy) = (do(p)(Xu), dp(p)(Xy)) = (Xu, Xu) = G,
F=(X,,X,) = {de(p)(Xy,),do(p)(X,)) = (Xo, Xy) = F

. . , . . . , =k
Assim, os respectivos simbolos de Christoffel coincidem, isto é, T';(u,v) = T'y;(u,v)

para todo (u,v) € U. Assim, pelas férmulas de Gauss,

Portanto, a curvatura Gaussiana é invariante por isometrias locais. O

E um importante fato que a curvatura Gaussiana, como foi definida na secao 2.6
a partir da segunda forma fundamental, acaba dependendo apenas da primeira forma

fundamental.
A seguir estabeleceremos algumas consequéncias do Teorema Egregium de Gauss.
Exemplo 3.4. Como foi demonstrado no exemplo 3.7, o catenoide € localmente isométrico

ao helicoide. Logo pelo Teorema Egregium Gauss as curvaturas gaussianas sao iguais em

pontos correspondentes.

Exemplo 3.5. Como visto no exemplo o plano e o cilindro sao localmente isométricos.
Seque do Teorema Egregium Gauss, que as curvaturas gaussianas sao iguais em pontos

correspondentes.
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Exemplo 3.6. F impossivel a existéncia de uma isometria local entre o plano e a esfera,
pois a curvatura gaussiana do plano € nula, enquanto a da esfera € constante nao nula.
Este fato € de grande importancia para a cartografia, ele implica que € itmpossivel descrever

com precisao um mapa da terra no papel.

Exemplo 3.7. O Teorema Egreguim sé pode ser usado quando existe uma isometria
(local) entre duas superficies, de modo que a reciproca do Teorema nao € verdadeira. De
fato, sejam X (u,v) = (ucosv,usenv,logu), com u > 0 wma parametriza¢ao para o funil
e Y(u,v) = (ucosu,usenv,u) uma parametrizagao para o Helicéide dado no Ezemplo

2.3 Entao,

X, = |cosv, senv, —),

X, = (—usenv,ucosv,0),

<
)

<

Xuw = (—senv,cosv,0),
Xy = (—ucosv,—usenv,0)
Y, = (cosv, senv,0),
Y, = (—usenv,ucosv,1),
Yuu = (07 07 0)
Yiw = (—senv,—cosv,0),
Yoo = (—ucosv,—usenv,0).
Implicando,
X, x X, = (—cosv,—senv,0),
Y, xY, = (senv,—cosv,u).
Dat,
Xy x X 1
Nx = “ = — COS v, — senv, u),
S O RV )
Y. xY, 1
Ny = . = (senv, — cosv, u).

Yux Yol Vu?+1

Assim, os coeficientes da primeira e da sequnda forma fundamental para a parametrizacao
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X sao:

By =t
u
Fy = 0,
Gx = u?
B 1
o LT
Jx = 0,
u

5 = JEeT

FE os coeficientes da primeira e sequnda forma fundamental para a parametrizacao Y sao:

By = 1,

FY = Oa

Gy =1 +u2,

€y = O,
1

fy = _uZ——f—l’

gy = 0.

Portanto,
Ky — exgx — f% _ 1 _ eyvgy — Iy ~ Ky

_ExGx—F)Z( (u2—|—1)2 _EyGy—F)%
Por outro lado, nao existe uma isometria local entre X e Y, pois os termos da

primeira forma fundamental sao diferentes.
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Consideracoes Finais

O trabalho apresentou um estudo dos contetudos que sao abordados em um curso
introdutério de Geometria Diferencial, possibilitando um amadurecimento de alguns te-
mas estudados durante o curso de graduacao, em particular nas disciplinas de Anélise,
Algebra Linear e Calculo Diferencial. Além disso, contribui para despertar o interesse

pela continuidade no estudo e na pesquisa nesta éarea.
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