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Resumo

O estudo das Equagoes Diferenciais Ordinarias é uma parte muito importante
da matematica, pois permite a resolucao de problemas das mais diversas areas como
Estatistica, Fisica, Biologia, Matematica Financeira dentre outras. Neste trabalho
estudamos as equagoes diferenciais, em particular as Equacoes Diferencias Ordinérias
Lineares de 1* ordem e demostramos o Teorema de Existéncia e Unicidade para este tipo
de equacao, com o objetivo de aplicar as defini¢oes e resultados estudados na resolucao

de alguns problemas do nosso cotidiano modelados por uma equagao diferencial.

Palavras-chave: Teorema de Existéncia e Unicidade, Equagoes Diferenciais Or-

dinarias, Aplicagoes.



Abstract

The study of Ordinary Differential Equations is a very important part of Mathe-
matics because it allows the resolution of problems from various fields such as Statistics,
Physics, Biology and Mathematical Finance, among others. In this work we studied
the differential equations, particularly the Differential Equations ordinary of 1st order
and we demonstrated The Theorem of Existence and Unicity for these type of equation
, in order to apply the results settings studied in the resolution of some of our everyday

problems modeled by a differential equation.

Keywords:Theorem of Existence and Unicity, Ordinary Differential Equations,

Applications.
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Introducao

As Equacoes Diferenciais Ordindrias tem um papel relevante na Matematica, pois possi-
bilita a interacao e a resolucao de problemas das mais diversas areas como Estatistica, Fisica,
Matematica Financeira dentre outras. Iremos estudar as Equacoes Diferenciais, em especial as
Equacoes Diferencias Ordinérias lineares de 1* ordem. Além disso, iremos enunciar e demostrar
um dos principais teoremas, que é o Teorema de Existéncia e Unicidade das Equagoes Difer-
encias Ordinarias Lineares de 1* Ordem. Com o objetivo de aplicar na resolucao de problemas

do nosso cotidiano. Para este estudo, o nosso trabalho esta assim dividido:

No capitulo 1 é feito um breve estudo tedrico das equagoes diferencias, bem como
a sua classificacao quanto ao tipo, ordem e linearidade. Em seguida, estudamos as equacoes
diferencias ordinarias lineares de 1* ordem, e usamos o Método do Fator Integrante para resolve-
las. Ainda neste capitulo apresentamos e desenvolvemos a demostracdo de um importante

teorema de existéncia e unicidade das solucoes, que diz que o problema de valor inicial

Wt ftyy = g(t)
y(to) = Yo,

tem uma tnica solugdo em um intervalo que contém tg, se f(¢,y) e g—i sao continuas no retangulo

R={(t,y) e R*a<t<pB;d§<y< A} contendo (g, yo).

No capitulo 2 é dedicado as aplicacoes das equacoes diferencias ordinarias, onde
foram apresentados problemas na area de Estatistica em que trabalhamos o problema en-
volvendo crescimento populacional, na Matematica Financeira trabalhamos com problemas
envolvendo juros e na Fisica com o problema envolvendo a Lei de Torricelli, onde para cada
problema foi modelado um Problema de Valor Inicial conforme apresentado acima, satisfazendo

as hipéteses do Teorema de Existéncia e Unicidade.

Além dos capitulos temos os anexos onde apresentamos alguns resultados utilizados

durante o trabalho.



Portanto, o estudo e desenvolvimento do teorema e as aplicacoes através das equacoes
diferencias sao de suma importancia para a compreensao de problemas reais. E possivel afir-
mar que este trabalho é relevante para que o pesquisador posso visualizar que o teorema pode
facilitar o estudo das aplicacoes nas mais diversas areas, motivando-os a buscar solucionar os

mais diversos problemas de equacoes diferencias ordinarias.



Capitulo 1

Equacoes Diferencias e o Teorema de

Existéncia e Unicidade

Neste capitulo iremos estudar as Equacoes Diferenciais, em particular Equacoes Diferen-
ciais Ordinarias Lineares de Primeira Ordem e o Método do Fator Integrante para resolvé-las.

Além de enunciarmos o Teorema de Existéncia e Unicidade para este tipo de equacao.

1.1 Equacoes diferencias

1.1.1 Definicao

Uma equagao diferencial é uma equagao em que as incognitas sao fungoes e a equagao
envolve derivadas destas fungoes. Numa equacao diferencial em que a incégnita é uma funcao

y(t), t é a variavel independente e y é a variavel dependente.

Vejamos um exemplo em que usamos as equagoes diferencias para modelar um problema.

Exemplo 1.1. O movimento de um objeto com massa m caindo na atmosfera perto do nivel

do mar, é descrito pela funcdo v(t) que satisfaz a equagdo diferencial

Onde m, g ey sao constantes. Nesta equagdo a incdognita € a fungdo v = v(t), t € a varidvel

independente e v € a varidvel dependente.

12



1.1.2 Classificagao

As equagoes sao classificadas quanto ao tipo, a ordem e a linearidade.

(a) Quanto ao tipo uma equagao diferencial pode ser ordindria ou parcial. Ela é ordinéria
se as fungoes incognitas forem funcoes de somente uma variavel. Caso contrario ela é parcial.
Portanto uma equacao diferencial é ordinaria se as derivadas que aparecem na equacao sao

derivadas ordinarias. Por exemplo , as equacoes que podem ser escritas na forma
/ /"
F(t,y,v',y",...) = 0.

(b) Quanto & ordem uma equagao diferencial pode ser de 12, 22... | de n-ésima ordem de-
pendendo da derivada de maior ordem presente na equagao. Uma equagao diferencial ordinéria

de ordem n é a equagao que pode ser escrita da forma
F<t7 y7 y,7 y”? A y(n)> = O'

(¢) Quanto a linearidade uma equagao diferencial pode ser linear ou nao linear. Ela é linear
se as incognitas e suas derivadas aparecem de forma linear na equagao, isto é, as incognitas e
suas derivadas aparecem em uma soma em que cada parcela é uma produto de alguma derivada
das incognitas com uma ordinaria linear de ordem n é uma equacgao que pode ser escrita da

forma

d d? dr
ao(t)y +ar(O) 7+ aa(t) =5 + o+ an(t) 22 = f(8).

As equagoes diferencias ordinarias que nao podem ser colocadas nessa forma nao sao lineares.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1.2. y" — 6y + 3y = 0 (Equacao Diferencial Ordindria de 2* ordem)
Exemplo 1.3. 2% 1 % = 0 (Equagao Diferencial Parcial de 2* ordem)

922

Exemplo 1.4. y\/y> — ldx — /1 —a2dy =0 ( EDO de 1° ordem)

1.2 Equacoes Diferencias de 1* ordem

As equacoes diferencias ordinarias de 1* ordem sao equacgoes que podem ser escritas como
/
F(t,y,y)=0.

13



Iremos estudar as equagoes de 1* ordem que podem ser escritas na forma

dy _

Uma solugao (particular) de uma equagao diferencial acima em um intervalo I é uma
func@o y(t) definida no intervalo I tal que a sua derivada y(t) esta definida no intervalo I e
satisfaz a equac@o acima neste intervalo. Ao admitimos que y(t) satisfaz a condi¢ao inicial
y(to) = Yo, temos o problema

@ =fty)

y(to) = Yo
que é chamado problema de valor inicial (PVI). Uma solugao de problema de valor inicial acima
em um intervalo I contendo ¢y é uma fungao y(t) que esta definida neste intervalo, tal que a

sua derivada também esta definida neste intervalo satisfaz o problema.

1.3 Resolucao de Equacoes diferencias Ordinarias de 12

ordem

Quando resolvemos uma equagao diferencial ordindria(EDO) de 1* ordem, normalmente
obtemos uma familia de solugoes que dependem de uma constante arbitraria, essa familia de
solucoes € a solucao geral da equagao. Assim toda solugao particular é obtida a partir da solucao
geral por uma escolha apropriada da constante. No caso do PVI, basta usarmos a condicao
inicial para obtermos tal constante, e neste caso a solu¢ao do PVI, que nada mais ¢ do que uma

solucao particular da equacao diferencial ordinaria dada.

1.3.1 Meétodo do Fator Integrante para EDO de 1* ordem

Vamos considerar as equagoes da forma

dy

= TPy =a(t). (1.1)

Vamos definir uma fungao auxiliar, u(t), de forma que ao multiplicarmos a equacao acima

por esta fungdo a equagao obtida é uma equacao linear com P(t) = 0, ou seja, do tipo

dy
=7 — gt

14



que ¢é resolvida integrando-se ambos os membros com relacao a t,e cuja solucao geral é dado
por y(t) = [¢(t)dt + c¢. Uma fungao com esta propriedade é chamada de fator integrante da

equacao linear.

Considere a funcao

ult) = el PO,
temos que pu(t) = e/ PO & um fator integrante para a equacio (1.1).

De fato, multiplicando a equagao (1.1) por p(t), obtemos

d
—(p.y) = q(t)u(t
77 (1) = a(t)u(t)
pois, pelas regras de derivacao
d dy
—(py) = —p(t) + p(t)-p(t)y

dt Cdt

1.4 Teorema de Existéncia e Unicidade

Teorema 1.1: Considere o Problema de Valor Inicial (PVI)

&= f(t,y)
y(to) = Yo
Se f(t,y) e g—]yc sdo continuas no retangulo R = {(t,y) € R};a <t < 3;6 < y < A} contendo

(1.2)

(to, Yo), entdo o problema (1.2) tem uma unica solugdo em um intervalo que contém t.
Demostracao:
Existéncia:
Defina uma sequéncia de fungoes y,(t) dadas por

yo(t) = Yo
Un(t) = yo + [i, F(5,yn-1(s))ds

temos como objetivo mostrar que limite de y, (t) existe, ou seja, y(t) = limy,(¢) e y(t) é solucao

de (1.2).

Como por hipdtese f(t,y) e g—g(t,y) sao continuas em R, e R é compacto estas funcoes

sao limitadas. Logo existem um a > 0 e um b > 0 tais que

Flty) <ae rf;—gu,y)\ <b¥(ty) € R (1.3)

15



Agora, usando o Teorema do Valor Médio (ver Anexo) e a desigualdade (1.3), obtemos:

If(t,y) — f(t,2)] <bly—z|,Va<d <t< g <B. (1.4)

Assim

D | () = wo |= lyo + fy, f(s,90(s))ds — o) |=| [y, £(5,0(5))ds |,

pelas propriedades da integral e pela desigualdade (1.3), temos:

|ft0 s, yo($))ds |< fti | f(s,50(s)) | ds < ftto ads = aftl; ds = a(t — tp)

e como z < |z|,Vx € R, logo

[y1(t) — yol < alt —to) < alt —tol. (1.5)
2) ly2(t) — 1 ()] = lwo + [, f(s,01(s))ds — yo — [ f(s,0(s))ds| =

M‘sm £ (5, 0(s))1ds]

onde,
|/ (5,51(5)) — (5. 0(s m</usm>>f@mmm

usando a desigualdade (1.4), obtemos

/Vsm sm»mglﬁmm—mmw

e por (1.5) segue que,

/ |f(s,y1(s f(s,90(s ))]dsg/ b.als — to|ds =

to

t ‘ tO‘z
=ba | |s—tylds=b.a [t =
to

[t — to]?
2 )

=b.a
logo

|t — to]?

ly2(t) — y1(t)] < b.a 5

(1.6)
3) lys(t) — va(t)] = lyo + [, F(s,92(s))ds — yo — [ f(s,31(s))ds| =

|/ (5,92(5)) — F(5.1(s w</usm>>f@mmm

16



usando a desigualdade (1.4), obtemos,

[ G = sl < [ o) = (s

to

por (1.6) segue que

t _ 2
/ |f(s,y2(s)) — f(s, (s ))]dsﬁb./ b.a’s ;O’ ds =

to

— b2 (t B to) —
' 6
b2 |t B t0|3
3
logo,
t —tol®
Vamos supor, por inducao, que
ot = 750|n—1
1 (1) — Yn_o(t)] < a.b™ 2.'—.
s (1) = a0 < b2 S

Dai temos,

|yn(t)_yn—1(t)|:|y()+/t f(s,yn—l(S))ds—yo—/ f(s,yn—g(S))dSIS/t (8, yn-1(5)) = (5, yn—2(s))|ds

to

usando a desigualdade (1.4), obtemos

/t (5, Unr(5)) — F(5 yno(s))|ds < b. / a1 (5) — yu_a(s)lds

e usando a hipotese de inducao

¢ a‘ban t
/t £ (5 gn1(s)) = (5 yn2(s))lds < b2 / |5 — to|""ds.

(n

Logo,

1t —=1"
(8) ()] < a0 (18)

e essas desigualdades sdao validas para o < o/ <t < f < ', em que o e 8/ sdo mais que

d < yn(t) < A sempre que o <t < f'.
Dai,

00 00 - t—to‘
W) = yuoi (D) < .b"1|—,
>l (®) = nea()] < b

17



sabendo que

a<t<fea<ty<p,

temos
a—f<t—ty<f—-—as —(f—-—a)<t—ty<f—a,
ou seja,
[t —to] <B—a<|8-al
Logo,

o que implica,

3 3(t) — ia(8)] < Zb@ (1.9
n=1 n=1 ’

Aplicando o teste da razao(ver anexo) em

ia bnfl |B B aln
—— ' n!

vemos que a série converge, pois considerando Y | a, com a, = a.b”_l‘ﬁ;—!o‘w, temos:
‘an+1| B |a.b”*1+1.(5 — )"t n! =
an (n+1)! ab" (B — a)”
B ‘a.bn_l.b.(ﬁ —a)"t! n! =
B (n+1).n! a1l (B—a)r

— | b(ﬁ - a)n-i—l ‘ _ ’b(ﬁ - O‘)n‘(ﬁ - O‘), —
(n+1).(8—a) (n+1).(8 —a)
_ ‘b.(ﬁ — a)| _
(n+1)
_ b= —0<1
n-+1

logo pelo teste da razao a série converge.
Como vimos que a série

i a bnfl |B B aln
—— ' n!

converge, aplicando o teste da comparagao(ver anexo) em (1.9) temos que Y |yn(t) — yn(t)| é

convergente.

18



Como
_Z/O‘i‘z Yi(t) — yr—1(t)), (1.10)

pois
Yn(t) = yo + (y1(t) — vo(t)) + (y2(t) —v1(t) + - + Yn-1(t) — Yn-2(t)) + (Yu(t) — Yn-1(t)),

temos que y,(f) é convergente, digamos que

lim y,(t) = y(t).

n—o0

Resta mostrar que y é continua. Para isto, considere m > n, e usando a desigualdade triangu-

lar(ver anexo) temos que pela equagao (1.10)

Y (t) — yn(t)| = | Z Ur(t) — ye—1(1))] <

k=n+1

m

< Z (Y (t) — yr—-1(1))]

por (1.9) temos

W) = ) < 3 [n(®) — s @) <Y abh (3 —a)t

|
k=n+1 k=n+1 k!
Passando o limite com m — oo e sabendo que y,, — y, temos
= abh (B —a)F
y) —w()l < Y 1 (111)
k=n+1 ’
Logo, dado € > 0, para n suficiente grande
€
[y(t) =y ()] < 3 (1.12)

para o <t < f.

Assim |, y(t) é continua. De fato, dado € > 0, para s suficiente proximo de ¢, temos.

1) = ()] < 5. (1.13)

ly(t) —y(s)] = |y(t) = yn(t) + yn(t) — yn(s) + yn(s) — y(s)|

utilizando a desigualdade triangular e a desigualdade (1.12), obtemos

[9(0) = y(5)] < [y(1) = ()] + (1) = vu() 4 [yals) —w(s)| < 5 + 5 + 5 =,
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mostrando, que y(t) é continua. Além disso, para o/ <t < (', temos

t

lm [ f(s,yn(s))ds :/t f(s, limy,(s))ds =

n—o0
to

= [ stsatens
pois, por (1.4) e (1.8)

| / £(5,ya(s))ds — / F(s,y(s))ds] <
< / (5, 0n(s)) — F(s,y(s))lds <

' = abi L (B—a) [
< [ bl —uiolas <o 3 o t=0E [

to k=n+1

2 abh (B —a)k
_ 3 s

O (t —to)

k=n+1

que tende a zero quando n — oco. Portanto,

y(t) = lim y,(t) = lim (y +/t f(8,yn—1(5))ds) =
=Y T}E&/ f(8,yn—1(s))ds =

= y0+/t f(s,y(s))ds.

Com isto, concluimos que y(t) = y, + ftz f(s,y(s))ds é continua e além disso é solu¢ao do

problema (1.2), pois

W04 51 fsuods) = Fitu0) = 1t
dt - dt " 7y - 7y - 7y
e
to
o) =+ [ Flsy(s))ds =0+ 0= o
to
Unicidade:
Suponha que y(t) e z(t) sejam solugoes do problema de valor inicial. Isto é
dy
S ft () y(te) =
o = Tt y0)sy(te) = v
e
dz

0 f(t,2(t)); 2(to) = vo-

20



Seja

- / 9(s) — =(s)\ds

Assim, como pelo Teorema Fundamental do Célculo

w0 = [ y(s)ds = / ' Flsy(s))ds
A(t) = /t: (s)ds = /t:f(s,z(s))ds

a4 / [y(s) — =(s)lds = [y(t) = =(t)]

e temos ainda que

segue que

d() = ly(t) — =(t)] < / 1y/(s) — 2/(8)]ds =
- / (s, 9(s)) — F(5, 2(5))lds

usando a equagao (1.4),

[ 766 = stsistelas <. [ ) = 2t0las
ou seja,
u'(t) < bou(t).
Subtraindo-se b.u(t) em ambos os membros da desigualdade acima, obtemos
u'(t) — bau(t) <0,
multiplicando pelo fator integrante u(t) = e~*, obtemos
u'(t).e7 — bau(t)e™ <0

onde podemos reescrever a equagao acima como

d, b
%(e a(t)) <0.

Integrando ambos os membros com relagao a t, temos
d . b /
— (e "u(t))dt < [ 0dt
[ ety <
usando propriedade de integral, obtemos
e u(t) <0.

Como e = o > 0 e u(t) > 0, portanto u(t) = 0 para Vt. Consequentemente,

/t ly(t) — =(s)|ds = 0,

o que implica assim y(t) = z(t),V t, como querfamos mostrar.
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Capitulo 2

Algumas aplicacoes das EDO

Neste capitulo apresentamos algumas aplicacoes das Equacgoes Diferencias Ordinédrias em
Estatistica, Matematica Financeira e Fisica, onde todos os problemas sao modeladas através de
um Problema de Valor Inicial, cuja solucao é garantida pelo Teorema de Existéncia e Unicidade

estudado.

2.1 Crescimento populacional

Consideremos o modelo matematico mais simples para tratar do crescimento populacional
de algumas espécies. Ele é chamado de modelo de crescimento exponencial, onde se supoe que,

a variacao da populacao em relacao ao tempo denotada por %, ¢é proporcional a populacao

presente, em outras palavras, se y = y(t) é a populagdo temos % = Ky, onde K é uma

constante. Assim, considerando que a populagao inicial é yq, isto é, y(0) = yo podemos descrever

o problema de encontrar y(t) como o problema de valor inicial

dy _
a =Ky
y(0) = yo
A equacao é linear e pode ser reescrita como
d
Y Ky=o, (2.1)

dt

que é uma equacao linear de 1° ordem.

Para resolvemos esta equacao, usaremos o Método do Fator Integrante. Determinamos o

fator integrante u(t) = e/ P®4 onde P(t) = —K, ou seja,

/L(t) _ efdet — o Kite

)
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tomando ¢ = 0, obtemos p(t) = e Xt Multiplicando a equacao (2.1) por u(t) = e %t obtemos,

d
e_Kt.d—zZ —Kety=0.
Mas, pelas regras de derivagao
d._gi v _ 4 g e Y
dt(e ) = dt<€ ).y +e o =
d, ke \_ —Kt _kt 4y
:E(e y)=—-Ke ™y+e o
De (2.2) e (2.3) temos
d, _
%(e Kty) = 0.

Integrando ambos os membros com relagao a ¢t obtemos,

/%(G_Kt.y) = /Odt

= e M y(t)=c,

ou

y(t) = c.eXt,

que ¢é a solucao geral da EDO.

Substituindo ¢t = 0 e como y(0) =y , obtemos

portanto, a solucao do PVI é

y(t) = yo.e™t

(2.2)

(2.3)

Exemplo 2.1. Uma populacao de bactérias cresce a uma taxa proporcional a populacao pre-

sente. Sabendo- se que apds uma hora a populacao é 3 vezes a populagao inicial, determine a

populacdo como func¢ao do tempo e o tempo necessdrio para que a populacao quadruplique .

Solugao:

Como a populagao de bactérias cresce a uma taxa proporcional a populagao presente,

conforme vimos acima, isto significa que a populagdo y(t) € a solugao do problema de valor

micial
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cuja solucao, conforme acabamos de ver é
y(t) = yo.e™t (2.4)

Sabendo- se ainda que em uma hora a populagdo inicial triplica , temos y(1) = 3y , entao

substituindo t =1 em (2.4) obtemos

y(1) = yo.e”,
dai substituindo y(1) na equagao anterior temos

3yo = yo.e" =

K =In3.
Assim, a equacgao que descreve como a populacao de bactérias varia com o tempo €

y (t) =y .€(ln3)t

ou seja,
y(t) = vo.3"
Como queremos saber também o tempo necessdario para que a populagao quadruplique, isto €, o

valor de t tal que y(t) = 4yo, basta substituirmos na ultima equacao, de onde obtemos
4’3/0 = yo.gt =3 =4=

= (In3)t = Ind =

L In4
~ In3
temos entao que t = é’;—g ~ 1,261 horas ~ 1 hora e 16 minutos.

2.2 Juros

Iremos dividir esta aplicacao em dois casos.
1° caso:

Vamos supor que fagamos uma aplicagdo de uma quantia sy em um banco e que a taxa

de variacao do investimento % é proporcional ao saldo em cada instante s(t) . Logo existe r
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€ R tal que % = r.s, além disso considerando que a aplicacao inicial, no instante t = 0 é s,

temos s(0) = sg, podemos descrever o problema de encontrar s(t) através de problema de valor

inicial
% =7r.s
(2.5)
s(0) = sq.

Observe que podemos reescrever a equagao (2.5), como

d
d—‘; s =0, (2.6)

que é uma EDO linear de 1* ordem, que iremos resolver pelo Método do Fator Integrante.

Determinamos o fator integrante u(t) = e/ M onde P(t) = —r dai,

H’(t) _ ef —rdt _ 6—7‘t+c

tomando ¢ = 0, temos o fator integrante u(t) = e .

Multiplicando a equacao (2.6) por u(t) = e, obtemos:

d
_Tt.d—j —e"rs=0
de onde segue que,
d
E(e‘”.s) = 0.

Integrando ambos os membros com relacao 4 t temos

/%(e‘”.s(t)) = /Odt

e "s(t)=C
s(t) = C.e™,
que ¢ a solucao geral da EDO .
Como s(0) = so temos
s = C.e™?
= s0=0C.
Portanto a solucao do PVI é
s(t) = sp.e™. (2.7)

Note que encontramos o saldo em fun¢ao do tempo a partir de uma aplicacao inicial qualquer

so. Assim, para cada valor sq fixado, teremos uma expressao para encontrarmos o saldo, num
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instante ¢t qualquer. Porém, este modelo pode nao parecer muito realista, pois normalmente os
juros sao creditados em periodos inteiros igualmente espagados. Ou seja, se i é a taxa de juros
em uma unidade de tempo, entao pela férmula de juros compostos o saldo apés n unidades de
tempo s(n) é dado por :
5(n) = so(1+ )", (2.8)

onde,

1 = taxa de juros;

n= unidades de tempo;

so= valor inicial do capital.

Substituindo-se ¢ por n na solu¢ao do problema de valor inicial obtida em (2.7) e usando
a equagao (2.8) temos:
sp.e"™ = s50(14+0)" =

e = (14",

elevando ambos os membros a % temos:
e =(1+1)

aplicando In em ambos os membros da tltima igualdade, obtemos

e =14+iour=In(1+1). (2.9)

Assim, a hipdtese inicial de que os juros sao creditados é realista desde que a constante de
proporcionalidade na equagao diferencial r e a taxa de juros i estejam relacionadas por (2.9).

Para pequenas taxas de juros os dois valores sao muito proximos.

Exemplo 2.2. Vamos supor que uma aplicagao renda juros de 2% ao més (continuamente).

Vamos encontrar o saldo como funcgao do tempo e o saldo apos 12 meses se o saldo inicial € de

R$ 300,00.
Solugao:

Conforme vimos, podemos descrever o problema de encontrar s(t) pelo problema de valor

micial.
ds

E:TS

s(0) = 300
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onde pelo que jda mostramos anteriormente temos que r = In(1 + 1), logo
=In(1+0,02) =in(1,02) = 0,019 =~ 0,02,

temos entao que

ds
8 =0,02s
dt (2.10)
s(0) = 300.
Reescrevendo (2.10) obtemos,
ds
— — 0,025 =0, 2.11
que € uma EDO linear de 1% ordem, que iremos resolver novamente pelo Método do Fator
Integrante.
Temos que encontrar o fator integrante u(t) = el PO sendo P(t) = —0,02 dai,

’[,L(t) — ef —0,02dt — 6—0,02t+c

I

tomando ¢ =0 , p(t) = e 002,

Multiplicando a equagdo (2.11) por u(t) = e~ %% temos,

ds
6_0 02t O 02s. 6_0 02t

~0
i =

o que implica ,

d
%(670’02'5.3) =0.

Integrando ambos os membros com relacao at obtemos:

d -0, 02t /
/ Lte 0dt
c

:>6002t ()

C

= s(t) = 00,02t

ou

s(t) = C.e""*
que € a solucao geral da EDO.

Como s(0) = 300, temos:
300 = C.e™?0

= C' = 300.
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Logo a solu¢ao do PVI €,
s(t) = 300.%92,

Assim em 12 meses, isto €, para t = 12, o saldo é:
5(12) = 300.e%212 = 300.e'*2

= 5(12) ~ 381,37

2° caso:

Vamos supor, agora, que além do investimento inicial sg facamos depdsitos ou saques
continuamente a uma taxa constante d (positivo no caso de depésitos e negativo no caso de

saques), entao neste caso o modelo que descreve esta situacao é o problema de valor inicial

% =rs+d
s(0) = s

Onde a equagao € linear e pode ser reescrita como

ds

— —rs=d 2.12

o (2.12)
para resolvermos temos que determinar o fator integrante pu(t) = e/ P®4 onde P(t) = —r, daf

[L(t) — e—’rdt — e—rt—i—c’

tomando ¢ = 0, temos u(t) = e .

Multiplicando a equacao (2.12) por u(t) = e~ obtemos
d

— —rets=de

dt

e—rt

de onde segue que

—(e7".s) =de "

Integrando ambos os membros com relagao a t temos

/%(e‘rt.s) = /de—”
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ou
d

t)=cet — =

s(t) = ce o

que ¢ solucao geral da EDO.

Como s(0) = sg, substituindo na equagao acima, obtemos

d
sg=cel— - =
r
d
=Cc=S)+ —.
r

Logo, a solucao do problema de valor inicial é

d d
t pummy — ). rt —_—
s(t) = (so + r) e .
ou seja,
d
s(t) = sg.e” + —(e"" = 1). (2.13)
r

Vamos comparar este resultado com o caso em que além dos juros serem creditados em
intervalos constantes os depdsitos ou saques de valor D sao feitos em intervalos constantes.
Neste caso o saldo apds n unidades de tempo s(n), pelas férmulas de juros compostos, é dado
por

s(1) = so(14+1i)+ D
s(2) = [so(1 +14) + D](1 +i) + D = so(1 +4)* + D(1 +i) + D
5(3) = [s0(1 +1)° + D(1 +14) + D](1 +14) + D = so(1 +4)* + D(1 +i)’D(1 + i) + D

s(4) =so(1+4)"+ D(1+i)* + D1 +i)*+ D(1 +4)+ D

s(n) = so(1+i)"+(D+ D1 +i)+ D(1+4)*+ ...+ D(1+4)"1). (2.14)

Temos que (D+ D(1+4)+ D(1+41i)*+...+D(1+i)"!) é a soma dos termos de uma PG finita,

que ¢ dada pela férmula
_a(l—¢")
1—q

n
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Assim,a soma dos termos da PG obtida é:

D.(1—(1+14)")

T T (1)
IS
:»sn:D((H?n_l). (2.15)
Substituindo (2.15) em (2.14) obtemos
smy:%u+n”+Déliﬁilﬁy (2.16)

7
Substituindo ¢ por n na solugao de problema de valor inicial (2.13) e comparando com a equagao

(2.16) obtemos que

d . 1+i)"—1
spe"™ + ;(e’"” —1)=so(1 4"+ D(—< Z)z' )

)

temos ainda que, pelo 1° caso, 1 + 7 = ¢e", dai

ou seja,
D
-

Usando a igualdade (2.9), se r = In(1 + i), segue que

d D
In(144) i
#d:M,
i
ou,set=¢e" —1, temos
d D
rooer—1
Logo,
In(1414)D "—1).d
g ma+p oy (= 1)d (2.17)
1 r

Podemos também neste caso usar o modelo continuo em que os depdsitos ou saques sao feitos
continuamente desde que a taxa continua de depdsitos d e os depdsitos constantes D estejam

relacionados como vemos em (2.17).
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Exemplo 2.3. Uma conta de poupanca acumula 6% de juros por ano, compostos continua-
mente, e saques continuos sao efetuados a uma taxa de R$ 900,00 por ano.Escreva e resolva o

PVI onde a equagao diferencial seja satisfeita pelo saldo s(t) da conta no tempo t.
Solucao:

Nesse caso, temos o PVI

ds
dt

s(0) = sg

=rs—d

Onde
d- taxa de saque por ano(relacionada com rela¢io a D)
r- constante de proporcionalidade (relacionada com relagdo a i)
So- valor inicial do capital.

Sendo assim temos ainda que o PVI pode ser escrito por

ds __
ds — 0,06.5 — 900

(2.18)
s(0) = sq.
Reescrevendo a equacgao temos,
ds
— — 5= — 2.1
o 0,06.s 900 (2.19)
Onde calculando o fator integrante pu(t) = e/ PO da nossa equagdo linear, sendo P(t) = —0,06

temos

p(t) = ef ~006dt — o=0.06t+c

Tomando ¢ = 0, obtemos o fator integrante

Multiplicagdo a equagio (2.19) por u(t) = e~ %% obtemos

e*Ov"th —0,06.e7 %0 g = —900.e 06
dt
de onde seque que,
d
E(e_o’%t.s) = —900.e~ %00,

Integrando ambos os membros com relacao a t temos

900
e 006t g(1) =

—0,06t
= e 7 4¢
0,06

= ¢ 0% 5(t) = 1500.e %% 4 ¢,
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ou seja,

s(t) = c.e®%" + 1500, (2.20)
que € solugao geral da EDO.

Como s(0) = sg, substituindo t =0 e s = 59 , obtemos
so = c.e”?%% + 1500

= 50 = ¢+ 1500
= ¢ = 50— 1500. (2.21)

Substituindo (2.21) em (2.20), temos que a solugao do PVI é
s(t) = (s — 1500).e%%" + 1500

ou seja,

s(t) = s0.€”%% — 1500(e”%% — 1).

2.3 Leil de Torricelli

A Lei de Torricelli diz que a taxa com que um liquido escoa por um orificio situado a uma

profundidade h é proporcional a vh. Ou seja

d
d_:f) = k.vh, onde k é uma constante. (2.22)

Mas, existe uma relagdo em v e h, pois o volume depende da profundidade h, isto é, v = v(h),
que depende da forma do tanque. Como v = v(h), pela regra da cadeia temos

dv dv dh

dt — dhdt’
substituindo em (2.22) temos,
dv dh
oo = kv
o que implica,
dh  kh

— =
dt o

Entao a altura, h(t) é a solu¢ao do problema de valor inicial

dh __ kR
dt dv



Exemplo 2.4. Um tambor conico com vértice para baizo, de 3 metros de altura e base circular
de raio 1 metro, esta cheio de dgua. Se fizermos um furo no fundo e em 40 minutos a altura
da coluna de agua cair pela metade, determinar a altura h em funcao do tempo e em quanto

tempo o tanque esvazia.
Conforme vimos, a altura h(t) é a solugdo do PVI

dh _ kR
N (2.23)
h(0) = hy.

Onde o volume de um cone e dado por

1
v = —7rh.

3

Inicialmente temos o volume total do tambor, ou seja, temos um cone com altura H e base com
raio R. Apds ser feito um furo, em t minutos teremos um novo volume, ou seja teremos um

cone com altura h e base com raio r. Assim,

h_r_ , _hR
H- R T H
Dai o volume em funcao da altura € dado por
1 1  h 1
v(h) = —ar*h = —W(?R)Zh = §Wh3(§)2
Derivando a funcgao v(h), temos:
dv 1 ., R,
dv 5 R,

Substituindo a igualdade (2.24) em (2.23) obtemos,

dh kA h k H
TR R
dt 7Th2(ﬁ)2 T R

ou seja,
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Multiplicando a equagao por h% temos:

Como
d 2 s 3
an'5") = h*
dai
d 2 s dh
an'5" g =
e usando regra da cadeia
d 2 s
a5 =

Integrando ambos os membros com relacao a t.

d 2 s
—(=h2 =
/dt(5 )dt /wdt

o que implica,

%hg =wt+c
ou ainda
e _ 5(wt + ¢)
2
Fazendo, w' = %2 e ¢ = 5, obtemos
hs =w't+ ¢,

de onde seque que

h(t) = (W't + c)5.

Como h(0) = 3,substituindo t =0 e h =3 em (2.25) obtemos

SN

3=(w'.0+¢)

3=(04c)3

5
6/232,

e como h(40) = 1,5 substituindo t =40 e h = 1,5 em ( 2.25) temos,

1,5 = (400 + ¢)3
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1,5% = 40w’ + ¢

onde ja obtemos que ¢ = 33 substituindo na tgualdade acima temos
1,52 = 40w’ + 33

40w’ = 1,53 — 33
, 1,53 —33
40
Assim a fungao que descreve como altura varia com o tempo € dada pela substituicdo de ¢ e w'

em (2.25)

w

1,55 — 33
o

Como também queremos saber em quanto tempo o tanque esvazia e sabendo que o tanque estard

SIS

h(t) = (W't +¢)5 = (3% + (2.26)

vazio quando h =0, dai substituindo em (2.26) encontramos t,

1,55 — 33
—t
40

Njot

(3% + )5 =0

1,53 — 33
—t
40
1,5% — 33t = —40.32
40.33
1,53 — 33

t =~ 49min

ot

33 + —0
t =

Logo, o tanque estard vazio apos aproximadamente 49 minutos.
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Anexo

Proposicao 2.1 (Derivada da soma). Se u e v sdo fun¢des derivdveis dx, entao a soma das

duas , u+ v € derivdvel em qualquer ponto onde ambos sejam derivdveis. Nessas pontos,

i(u+v)—d—u+@
dz dr  dx

Demonstragao: Ver [6]. u
Proposicao 2.2 (Derivada do produto). Se u+ v sdo derivdveis em x, entdo o produto uv

também ¢€, e

d dv du

%(uv) =Uu— +v—

A derivada do produto uv € multiplicado pela derivada de v somado a v multiplicado pela

derivada de u.

Demonstragao: Ver [0]. u

Teorema 2.1 (A regra da cadeia). Se f(u) é derivdvel no ponto u = g(z) e g(x) é derivdvel

em z, entao a fun¢do composta (f o g)(x) = f(g(z)) € derivivel em x e

(fog)(x) = f'(9(x)).¢'(x)

Na notagao de Leibniz, se y = f(u) e u = g(x), entao

dy _ dy du
dv  du dx

Onde % ¢ calculado em u = g(x)

Demonstragao: Ver [0]. u
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Teorema 2.2 (Teorema do Valor Médio ). Suponha que y = f(x) seja continua em um
intervalo fechado [a,b] e derivdavel no intervalo aberto (a,b). Entdo hd pelo menos um ponto em

(a,b), tal que

Demonstragao: Ver em [6]. n

Teorema 2.3 (Teorema Fundamental do Caélculo ). Se f é continua sobre [a,b] e se F é

uma primitiva de f neste intervalo, entao
b
[ st =ro) - P

Demonstragao: Ver [1]. n

Proposigao 2.3. Seja f: A C R? — R integrdvel. Entao, |f(z)| € integrdvel e:

‘ [ 1@ < [ 7@z

Demonstragao: Ver [2]. n

Proposigao 2.4 (Teste da Razao ). Seja Y, a, uma série de termos nao nulos e supon-

hamos que lim,,_, MZ—“' = L. Entao
a) Se L <1 a série € absolutamente convergente.

b) Se L > 1 a série € divergente.

c) Se L =1 o teste € inconclusivo.

Demonstragao: Ver [3]. n

Proposicao 2.5 (Teste de Comparagao ). Dadas as séries de termos nao negativos y -, an
e > by, se existir wuma constante C' > o tal que a, < Cb,, para todon € X, entio a

convergéncia dey | b, implica a de . | a, e a divergéncia dey | a, implica a de .~ by,.

Demonstragao: Ver [3]. n
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