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Resumo

O presente trabalho objetiva um estudo introdutoério acerca das equacoes diferenciais
ordinarias, centralizando os conceitos referentes aos estudos das equagoes diferenciais
lineares de ordem n, assim como, abordamos a teoria dos sistemas lineares de equacoes
diferenciais homogeéneos e nao-homogéneo. Inicialmente, vimos alguns métodos de ob-
tencao de solucao para equagoes lineares, em que foi utilizada a variacao de parametros
para se determinar a solugao geral da equagao. Posteriormente, focamos nos conceitos
sobre solucoes de sistemas lineares, que é o ponto chave deste trabalho, onde mencio-
namos o processo de determinacao dos autovalores e autovetores de uma matriz A dos
coeficientes do sistema, para determinar a solucao geral do sistema, por meio da va-
riacao de parametros. Este trabalho é reflexo da curiosidade na pesquisa matemaética
na area pura ou aplicada, onde focamos no tratamento quantitativo sobre equacoes
lineares como também, de sistemas lineares, motivando assim, a producao de um texto

bibliografico sobre o tema.

Palavras-chave: Equacoes Diferencias Ordinarias. Problema de Valor Inicial. Sis-

tema Linear.



Abstract

The present paper aims at an introductory study on the ordinary differential equations,
centralizing the concepts related to the studies of the linear differential equations of
n-th order, as well as, we approached the theory of linear systems of homogeneous and
nonhomogeneous differential equations. Initially, we saw some methods of obtaining
solutions for linear equations, in which a variation of parameters was used to determine
a general solution of the equation. Later, we focused on the concepts of solutions of
linear systems, which is the key point of this work, where we mention the process
of determining the eigenvalues and eigenvectors of a matrix A of the coefficients of
the system, to determine the general solution to the system, through the variation of
parameters. This work is a reflection of the curiosity in mathematical research in a
pure or applied area, where we focused in the quantitative treatment of linear equations
as well as linear systems, thus motivating a production of a bibliographic text on the

subject.

Keywords: Equations Ordinary Differences. Initial Value Problem. Linear System.
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Introducao

Sabe-se que a matemética é um instrumento poderosissimo para o trabalho inte-
lectual. A mesma vem sendo utilizada desde os tempos mais remotos quando se havia
necessidade das antigas civilizagbes representarem seus objetos. Sendo assim, se tra-
tando de aplicagoes matematicas, a modelagem torna-se ttil para interpretarmos certas
situagoes-problemas de diversas areas do cotidiano. Porém, nao é tao facil expressar um
determinado fenomeno em termos de um modelo matematico por meio de uma equacao
diferencial ou sistemas de equagoes diferenciais. E necessdrio que se tenha uma teoria
matematica adequada, o que nem sempre ocorre.

O estudo das equacoes diferenciais comeca com a criagao do calculo diferencial e
integral no século XVII, motivado inicialmente por suas aplicagoes a mecanica, surgidas
quando Newton (1642 —1727), Leibniz (1646 — 1716) e Bernoulli (1654 — 1705) resolveram
algumas equagoes diferenciais simples. Estas primeiras descobertas pareciam sugerir que
as solucoes de todas as equacoes diferenciais poderiam ser expressas por funcoes elemen-
tares.

Durante o século XVIII, alguns métodos mais sistematicos de solucoes de equacgoes
diferenciais foram desenvolvidos por outros estudiosos interessados nesta area de estudo,
comecando a ficar claro que poucas equacoes podiam ser resolvidas por métodos elemen-
tares; dai, uma das grandes preocupacoes passou a ser a de se encontrar condigoes para
garantir a existéncia e unicidade de solugoes, e deduzir propriedades da solucao através
da analise da propria equagao diferencial.

O estudo das equagoes diferenciais ordindrias (EDO), é um importante e extenso
campo de estudo na area de matematica pura e aplicada, que por sua vez, vem sendo uma
area constantemente explorada, uma vez que, possui uma ampla dimensao de aplicagoes,
seja no que diz respeito aos fendmenos fisicos ou até mesmo a problemas do dia-a-dia.

Este trabalho teve como finalidade complementar os estudos vistos na graduagao,
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a cerca do estudo bibliografico tedrico sobre Equacoes Diferenciais, no qual alguns dos
autores que deram suporte para que fosse possivel tal construgao dos conceitos e resultados
foram: BASSANEZI [1], EDWARDS [5], FIGUEREDO [4], LEIGHTON [6], SANTOS
[10], ZILL [11], E LOUREDO [7], que foram de fundamental importancia para descrigao
do texto.

O presente trabalho foi dividido em trés capitulos, onde no primeiro abordamos
as defini¢oes basicas e terminologias sobre o estudo das equagoes, bem como sua forma
geral. No segundo capitulo, estudamos alguns conceitos para a equacao diferencial li-
near homogénea e nao-homogeénea de ordem n, como também, o método de variacao de
parametros para obtencao da solucao particular de uma equacao nao-homogénea. Entre-
tanto, o resultado mais importante neste capitulo é o Teorema de Existéncia e Unicidade
de solugao. E finalmente no terceiro e ultimo capitulo, vimos a teoria e alguns resultados
para sistemas de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem, em que utilizamos o
processo de encontrar os autovalores e autovetores da matriz dos coeficientes do sistema

para determinar a solugao de um sistema linear.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste primeiro capitulo abordaremos alguns conceitos basicos essenciais para o en-
tendimento acerca das equacgoes diferenciais ordinarias, em particular lineares, bem como
algumas terminologias das quais devemos nos familiarizar. Apresentaremos também o Te-
orema de existéncia e unicidade, que garante tanto a existéncia como também a unicidade

de solucoes em algum intervalo I C R, desde que sejam satisfeitas algumas hipdteses.

1.1 Equacoes Diferenciais

Defini¢ao 1.1. (Equacgées Diferenciais) Uma equacao que contém as derivadas (ou
diferenciais) de uma ou mais varidveis dependentes, em relagdo a uma ou mais varidveis

independentes, € chamada de equacao diferencial.

As equacoes diferencias podem ser classificadas quanto, ao tipo, a ordem e a line-

aridade.

1.1.1 Classificagao pelo Tipo

Se uma equagao contém somente derivadas de uma ou mais variaveis dependentes,
com relagao a uma unica variavel independente, ela é chamada de equacao diferencial
ordinaria (EDO). Por outro lado, se uma equac@o diferencial contém as derivadas de
uma ou mais variaveis dependentes com relagao a duas ou mais variaveis independentes,

ela é chamada de equacgao diferencial parcial (EDP). Entretanto, nosso interesse neste
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trabalho é focar no estudo apenas de EDO. A seguir veremos um exemplo que distingue

uma EDO de uma EDP, respectivamente.

Exemplo 1.1.
dy 5 o du dv
de YT @ dm
Exemplo 1.2.
x 0u y ou
- — = U
ox Jy
r0®u  u  20u

0x? ot? ot
Observemos, no Exemplo 1.1, que, nas equagoes as fungoes dependem apenas de
uma variavel. Enquanto que, no Exemplo 1.2 em cada equagao, a funcao u depende de

duas variaveis.

1.1.2 Classificacao pela Ordem

A ordem da equacao corresponde a maior ordem das derivadas que aparecem na
equagcao.

No exemplo a seguir ilustramos uma equacao de segunda ordem.

Exemplo 1.3. Consideremos a equacao,
dy dy\’
— +5(—| — 4y = €".
d?x * (dx vy=-

Uma equagao diferencial ordinaria geral ou de n-ésima ordem é representada por
d™y

dy _ / )\ _
F(x,y,%,...,m>—0, ou F(a:,y,y,...,y )—O, (1.1)

onde F' é uma funcao que depende de z,y e das derivadas da funcao y até a ordem n.

Suponhamos que a equagao se aplica para todo x no intervalo aberto I, contido no conjunto
dos ntmeros reais, onde deixaremos claro que em todo nosso texto trataremos de fungoes
definida na reta. Em muitos casos é conveniente isolar o termo de mais alta ordem da

equacao (1.1), escrevendo na forma

d(n_l)y

d™y (s @ dny
- aya A dﬂf(nil)

-7 (n) — ! (n—1)
dl'(n) dr ) ou y f(may7y7--~ay )7

denominado forma normal da equacao.
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1.1.3 Classificagcao como Linear ou Nao-linear

Uma equacgao diferencial é chamada de linear quando pode ser escrita na forma

ilustrada a seguir,

d™y
dz )

d(nfl)y

T +a1(x)@ + ao(z)y = g(x). (1.2)

+ an71<$> dr

an(z)

Observacao 1.1. As equacoes diferenciais lineares caracterizam-se pela sequinte propri-
edade: cada coeficiente a;(x) comi=0,...,n, comn € N sao fungies reais que depende

apenas de x, e continuas em I C R.
Caso contrario, dizemos que a equacao é nao-linear.

Exemplo 1.4. A equagdo diferencial abaizo linear, pois estd na forma (1.2).

d
&y + 5xty = 2t
dx

1.1.4 Solucgoes para Equacoes Diferenciais

Definigao 1.2 (Solugao para uma Equagao Diferencial). Qualquer fun¢io y = y(x)

d d™
definida em algum intervalo aberto I, de nimeros reais tal que asn derivadas , d—y, cey d—(%,
X '\

existam em I e satisfacam a equacao € dita uma solugao explicita em I. Isto €,
F(y(@),y'(2),....,y"(x)) =0 Vrel
Exemplo 1.5. Seja y(z) uma fungdo definida por:
1

y(r) = 2> — 2.

Vejamos que y(x) € uma solugdo explicita para a equagdo.

2
!
—Z .
Yy 22y
Solugao: Calculando as derivadas da fungao, isto é, y/(z) = 2z + 272 e y'(z) =

2 — 2273, notemos que sao definidas para todo ntimero real x # 0. Substituindo as

funcoes na equacao dada, obtemos

(2-2%) - 2 (P —a )= (2—20%) — (2—2) = 0.

22
Logo, para qualquer nimero real z # 0, a fungao explicita y(z) dada satisfaz a equagao

diferencial no intervalo (—o0,0) e também (0, +00).
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Exemplo 1.6. Consideremos as equacoes diferenciais de primeira ordem:

d 2
(%) +1=0 e () +y*+4=0.

Veremos que elas nao possuem solugoes.

Solugao: De fato pois, para qualquer funcao real y = y(z) temos (y)> +1>0e (y)* +
y?+4 > 0.
Assim, concluimos que nem toda equacao admite necessariamente uma solucao real.

Por outro lado, a equacao diferencial de segunda ordem,
(y")* + 10y* =0,
possui unica solugao y(z) = 0 pois,
(y")?+10y* >0 se y#0.

Defini¢ao 1.3 (Solugao Implicita). Uma relagio G(z,y) =0 € dita uma solugdo
implicita, para uma equagdao diferencial do tipo (1.1) no intervalo I se define uma ou

mais solugcoes explicitas em 1.

Exemplo 1.7. Dada a relagao, y?> — 23 +8 = 0 , verifiquemos que esta define uma solugdo
implicita para a equacgao nao linear,

3z
= — ntervalo (2, 00).
Yy on no intervalo (2,00)

Solucao: Isolando a varidvel y temos,
y2 = x3 - 87
dat, extraindo a raiz quadrada em ambos os membros obtemos,

y==+Var3—8,

que estd bem definida para todo x > 2, ou seja, no intervalo (2,00). Agora, vejamos que

satisfaz a equagao. Temos,
y(z) = Va3 -8, ou ainda, y(x)= (2°— 8)%,

de onde

1 1
() = = (2 = 8)2 (32?), ou ainda Yy (v) = ————
Y@ =5 0~ 97 (32) )= s
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que também estd bem definida para o intervalo (2,00). Com isso, substituindo as fungoes

y(x) e y/(x) na equagao, obtemos

322 3a?
223 —8  2V/23 -8
A werificagdo para a solugao y(x) = —v a3 — 8 seque analogamente.

Defini¢ao 1.4 (Curva Integral). O grdfico de uma solugao y(x) de uma equagdao dife-
rencial ordindria é chamado curva integral. Uma vez que y(x) € uma fungao diferencidvel,

em I =R, ela € continua no seu intervalo de definicao I.

Considerando a equagao diferencial geral (1.1), quando resolvida, esperamos uma

familia a n-parametros de solucoes arbitrarios reais,

G(L%Qw-w%) = 07

Isso significa dizer que uma equacao diferencial, quando admite solucoes, tém um

numero infinito de solugoes em I, para escolhas convenientes das constantes arbitrarias.

Defini¢ao 1.5 (Solugao Particular). A solu¢ao de uma equagdao diferencial ordindria,

que nao dependa de parametros arbitrarios € chamada de solucao particular.

Exemplo 1.8. Considerando a equacao diferencial abaizo

dy 1 ,
— ——-2"=0
dr 3 ’
temos que, a solugao y(zr) = %x:s, definida em R, € uma solucdao particular.
Solucao: Com efeito,
dy 1
—7 — 232
dr 9 v
onde, simplificando, obtemos
dy 1,
dr 3
o que implica
1, 1

Definigao 1.6 (Solucao Geral ou Completa). Consideremos a equagdo diferencial

ordindria de ordem n do tipo (1.1),

F (x7 y?y/7 AR 7y(n)) - O'
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Se toda solugao para esta equacao puder ser obtida de uma familia de solucoes a n-parametros

arbitrdrios, em um intervalo I,
G(z,y(x),c1y...,cn) =0,

por meto de escolhas apropriadas dos parametros c;,i = 1,...,n, dizemos que a familia é

a solugcao geral da equacao diferencial em I.

1.1.5 Problema de Valor Inicial

Nosso esfor¢o neste tipo de problema é encontrar uma solugdo y(z) para uma
equagao diferencial de n-ésima ordem do tipo (1.1),

dy d(n)y
F(xayaﬁw"am _07

de maneira que y(x) satisfaca determinadas condi¢oes de contorno impostas; isto é,

condigoes iniciais sujeitas a y(x), como também, as suas derivadas, em um mesmo ponto.

O problema,
v =@y ™) ylae) =ve, ¥ (0) =wrs oy (@0) = Ynor,  (1.3)
onde, Yo, ¥Y1,-..,Yn_1 Sa0 constantes reais arbitrarias conhecidas, é denominado de pro-

blema de valor inicial (PVI). Os valores de y(z) e suas n — 1 derivadas em um ponto
Zo,

y(@o) = 4o, ¥'(z0) = Y1, -, y" " (20) = Y1,
sao chamados de condigoes iniciais.

Agora consideremos um problema de valor inicial de segunda ordem, como apresen-

tado abaixo

y' = f(@ .y, y(xo) = yo, ¥'(w0) = v1. (1.4)

Queremos encontrar uma solugao y(x) para a equagao acima, em um intervalo I.
contendo g, de modo que o gréafico ndo somente passa pelo ponto (xg,yp), mas também

que a inclinagao da curva y = y(z) nesse ponto seja y;. Veja a figura abaixo:
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solugdes da ED

|“—"1__'{ X

Figura 1.1: Gréafico PVI; Fonte: ZILL, 2001, Vol. 1.

A solugao geral de um problema de valor inicial de ordem n dado por (1.3), de
modo geral envolve uma familia de solugoes a n-parametros arbitrarios da equagao dife-
rencial dada. Assim, usando as n condigbes iniciais conhecidas, determinamos os valores
numéricos das n constantes na familia. Com isso, cada solucao particular resultante é

diferente em 1.
Exemplo 1.9. Vejamos que, para qualquer escolha das constantes ¢y e ¢z, a funcdo
y(x) = cre™" + cpe®,

¢ uma solugao da (EDO) y" —y' — 2y = 0. Nestas condi¢ies, determine c¢1 e ¢y tais que

y(x) € uma solucao para o PVI:
v'—y —2y=0 em R; y(0)=2 e ¢'(0)=-3.

Solugcao: Determinando as derivadas primeira e sequnda, temos: y'(z) = —cie™® +

2c0e ey (1) = c1e™® + deoe®®. Agora, substituindo as fungdes na equagdo, temos

Y'—y =2y = (cre™" +4c2e™) — (—cre" 4+ 2026™) — 2 (cre7" + e™),
o que implica,
Y' =y =2y =(ci+ec1—2c1)e " + (deg — 25 — 2¢9) €2 = 0,

Observamos que a igualdade vale para todo x em R. Logo, a fun¢do y(x) dada acima é

uma solucao para a equacao diferencial, para quaisquer escolhas das constantes ¢y € cs.
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Assim, pelas condicoes iniciais dadas podemos encontrar as constantes. Como

y(0) =2 e y/(0) = —3, temos

y(0) = cre" + cpe?? = 2,
Y (0) = —cre™ % + 2c9e*" = —3;

ou seja,

Cl+02:2
—Cl+202:—3

e, resolvendo este sistema pelo método da adicao, obtemos

7 1
C1 = — € Cp = ——.

3 3

Portanto, a solucao particular para a equagao diferencial dada em R €,

7 —x 1 2x
x)=|z)e " =< )e".
= (3) - ()
Ao considerarmos uma equagao diferencial de primeira ordem sob determinadas

condigoes impostas, no caso abaixo

dy_

o= (z,y);  y(zo) = vo,

somos induzidos aos seguintes questionamentos:

(a) O problema considerado tem solugao? Se existir serd tunica?

(b) Alguma curva integral passa pelo ponto (xg, y0)?

Sendo assim, enunciaremos o teorema a seguir que garante, para a equagao de pri-

meira ordem, que quando existir solugao para o PVI, tal solugao sera a unica.

Teorema 1.1. (Ezisténcia e Unicidade)' Consideremos o PVI, a sequir;

dy

% = f(l’, y)7 y<x0) = Yo. (15)

0
Sejam as fungoes f(x,y) e —f continuas em uma regiao retangular R no plano xy, definida

dy

por:

R={(z,y):a<z<b, c<y<d}

1O leitor interessado pode encontrar a demonstragio do Teorema 1.1 na referéncia [2].
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que contém o ponto (xo,y0) em seu interior. Entao, existe algum intervalo aberto I =
(xo — d, 29 + 9), e uma dnica solugdo y(x) definida em I que satisfaz o problema de

valor inicial. 2

A seguir, vejamos a representacao geométrica do Teorema 1.1. Logo apds, veremos
um exemplo onde utilizaremos o resultado de forma direta. Entretanto, consideremos a

fungao ¢(x) = y(z) definida em I sendo a solugao tnica do PVI.

Figura 1.2: Grafico Teorema de Existéncia e Unicidade; Fonte: NAGLE, EDWARD, 2012.

Exemplo 1.10. Vejamos agora, o problema de valor inicial a sequir.

d
3d—i —2*+ay* =0; y(1)=6.

Verifiquemos que o PVI admite uma solucdo inica.
Solucao: Reescrevendo a equac¢ao dada obtemos,

dy o —uay®
de 3 ’
2 _ 3 )

T 3:63/ e 8_£ = —zy®. No-

temos que, tanto a fun¢ao f(z,y) quanto a derivada primeira parcial 20 sao fungoes
Y

ou seja, temos um PVI da forma (1.5), onde f(z,y) =

continuas, em qualquer retangulo contendo o ponto (1,6), de maneira que as hipdteses do
Teorema de existéncia e unicidade de solugoes sao atendidas. Logo, segque-se que o pro-

blema de valor inicial dado tem uma solucao unica em um intervalo centrado em xy = 1.

20 Teorema 1.1 é conhecido como Teorema de Picard. Charles Emile Picard matemdtico francés
nasceu em 1856 morreu em 1941, fez significativas contribuicoes nas areas de equagoes diferenciais e

varidveis complexas.
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Portanto, com este Teorema temos como saber se existe algum intervalo centrado
em xg = 1 no qual o PVI dado tem uma unica solucao, sem necessariamente exibir a

expressao da solucao.



Capitulo 2

Equacoes Homogéneas e

Nao-Homogéneas

Neste capitulo veremos os conceitos e alguns resultados envolvendo equacoes dife-
renciais ordinarias lineares homogéneas e nao-homogéneas de ordens maiores. Abordare-
mos por exemplo: problema de valor inicial, Wroskiano, independéncia linear de solugoes,
principio da superposicao, solucao geral, férmula de Euler, reducao de ordem, equagao
diferencial homogeénea com coeficientes constantes e variacao dos parametros. tais teorias

sao necessarias para um bom entendimento do tema proposto.

2.1 Equacoes Diferenciais Lineares

2.1.1 Problema de Valor Inicial e de Valor de Contorno

Problemas de Valor Inicial

Consideremos agora um problema de valor inicial para uma equagao diferencial linear
de ordem n, dado por

d™y
an(x)m + (ln_l(l’)

d(nfl)y

d
D) ot al(x)—y + ag(x)y = g(x), onde a,(x) # 0, (2.1)

dx
y(20) = Y0, ¥ (v0) = y1, - -,y (20) = Yn_1.

Neste problema temos o interesse de encontrar uma funcao definida em algum in-

tervalo I, contendo g, que satisfaca a equacao diferencial e as n condicoes especificadas
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em xo: y(zo) = vo, ¥'(20) = y1,...,y" Y (xy) = yn_1. Porém, vimos anteriormente no
capitulo 1 que, para um problema de valor inicial de segunda ordem, uma solucao deve
passar pelo ponto (g, yo) e ter inclinagdo y; nesse ponto.

Sem perda de generalidade consideremos o caso n = 2, considerando uma equagao de
segunda ordem, para melhor compreensao das propriedades. Esta equacao é representada

na forma:
az(2)y" + a1 (x)y" + ao(z)y = g(x),

e ainda, como ag(z) # 0, Vz € I, dividindo a equagao por ay(z) e escrevendo

ai(x) ao() g(x) .

= , = q(z) e = f(x), obtemos a equacgao linear de segunda
as(x) p() as(x) 1) as(z) ) e °
ordem,

y" +p@)y +alx)y = f(o),
conhecida como forma padrao.

A seguir enunciaremos um Teorema que da condigoes suficientes para a existéncia

de uma tnica solugao do PVI (2.1).

Teorema 2.1. (Existéncia de Solucdo Unica) Sejam a,(x), an_1(z), ..., a1(z), ag(z)
e g(x) continuas em um intervalo I e seja a,(x) # 0para todo € 1. Se xg for um ponto
qualquer nesse intervalo, entdo existe uma unica solugdo y(x) do problema de valor inicial

(2.1) nesse intervalo.
Vejamos um exemplo a seguir que relaciona o Teorema 2.1
Exemplo 2.1. Dado o sequinte problema
y' =y =12z, y(0)=4, y(0)=1,

considere a fungdo y = 3e** +e~2* —3x e verifiquemos que esta € uma solucao do problema

de valor inicial.

Solucgao: A priore vejamos que a funcao dada satisfaz a equacao. Logo apds, analisemos

o problema de valor inicial. Calculando a primeira e segunda derivadas obtemos
Yy =6e* -2 -3 e y =12e% + 47,

Observe que as condigoes iniciais sdo satisfeitas, pois y(0) = 3¢ + ¢ —0 =4 e y/'(0) =

6’ —2e¢° — 3 = 1. Além disso,

Y —dy = (12 +4e ) —4.(3e* +e 2 —3x) = 12e* +4e 2 —12e** —4e ** + 127 = 127.



CAPITULO 2. EQUACOES HOMOGENEAS E NAO-HOMOGENEAS 25

Portanto, a funcao dada é solucao da equacao, para todo x real. Por outro lado, observe-
mos que a equagao ¢ linear, onde os coeficientes sao constantes. Além disso, os coeficientes
e a funcao g(z) sao continuas, a;(z) = 1 # 0. Logo, como sao satisfeitas todas as hipdteses

do Teorema 2.1, concluimos, que a funcao dada é a tnica solucao para o problema na reta

real.

2.1.2 Problema de Valor de Contorno

Veremos outro tipo de problema envolvendo uma equacao linear de segunda ordem
ou ordem superior, em que a funcao incégnita y e suas derivadas sao especificadas em

pontos distintos contidos no intervalo. Um problema do tipo

ay(@) 75+ ar (o) 7+ ao(a)y = g(a), (22)
com,
y(a) =yo, y(b) =,
¢ denominado de Problema de valor de contorno. Os valores y(a) = yo e y(b) = y; sdo
chamados de condigoes de contorno. Uma solucao para esse problema é uma fungao
que satisfaz a equacao diferencial em algum intervalo I, contendo a e b, cujo grafico passa

pelos pontos (a,yo) e (b, y1).

solugdes da ED

Figura 2.1: Gréfico Problema de Valor de Contorno; Fonte: ZILL, 2001, Vol.1.

Exemplo 2.2. Considere o sequinte problema de contorno:

y' +4y=0; y(0)=0, y(r)=0.
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Vejamos que a solucdo é dada por
y(x) = Acos(2x) + Bsen(2z).
Calculando as derivadas, obtemos
y' = —2Asen(2z) + 2B cos(2x),
y" = —4Acos(2x) — 4Bsen(2x).
Assim, substituindo na equacao diferencial, tem-se
(—4Acos(2x) — 4Bsen(2z)) + 4[A cos(2x) 4+ Bsen(2z)] = 0.

Agora, analisemos o problema de valor de contorno. Aplicando as condi¢oes de contorno
impostas, tem-se:

y(0) = Acos(2-0) + Bsen(2-0)
0=A-140
A=0.
Notemos que, para qualquer valor de B, a condi¢do y(m) = 0 € satisfeita, pois
y(m) = Acos(2m) + Bsen2m
y(r)=0-1+B-0=0.

Portanto, a funcao

y(x) = Bsen(2x)

satisfaz o problema de valor de contorno, para qualquer valor de B. Logo, concluimos que

este problema admite infinitas solu¢oes nao-triviais.

Defini¢ao 2.1 (Dependéncia e Independéncia Linear). Um conjunto de fun¢des

f1($), f2($)’ s >fn(x)>

serd chamado de linearmente dependente (LD), em um intervalo I, se houver cons-

tantes ¢y, ca, . . ., Cp, nao todas nulas, de forma que

crfi(@) + cafa(z) + -+ enfulz) =0,

para todo x no intervalo.
Se o conjunto de funcdes nao for linearmente dependente no intervalo, dizemos que

¢ linearmente independente (LI).
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Agora consideremos um caso particular, quando n = 2, para entendermos melhor
tal conceito. Sejam duas fungoes fi(x) e fa(x), linearmente dependentes. Entao, existem

c1 € ¢ nao ambas nulas, em que para todo x no intervalo I tem-se

cifi(z) +cafo(z) = 0.

Considerando ¢; # 0, temos

onde,
4]

o que nos fornece a afirmacao que, se duas fungoes forem linearmente dependentes, entao
uma funcao é multipla da outra.

A partir desta conclusao, tem-se que duas fungoes serao linearmente independentes
quando uma nao ¢é multiplo da outra.

Generalizando a ideia, deduzimos que, um conjunto de funcoes fi, fo, ..., f, € line-
armente dependente em um intervalo I, se pelo menos uma fungao puder ser escrita como

uma combinacao linear das demais fungoes. Vejamos, o exemplo a seguir:

Exemplo 2.3. Sejam as fungoes fi(x) = sen(2zx) e fo(x) = senx cosz, definidas em R.
Verifiguemos se sao linearmente dependentes, ou independentes.
Solugao: Inicialmente, utilizando a formula do arco duplo para funcao fi(x) = sen(2zx),

temos, sen(2z) = 2senx cosx = 2 fa(x). Logo,

fi(z) = 2fs(x).

Portanto, dizemos que as funcgoes fi(x) e fa(x) sao linearmente dependentes para todo x

em R.

2.2 Equacoes Homogéneas

Uma equacao homogénea é escrita da forma:

dn—ly
dl.n—l

mn

an(2) Y 4 a1 ()

d
e + et al(x)—y + ap(z)y =0, (2.3)

dx

onde temos que a func¢do g(z), na equagao (2.1), é identicamente nula, porém, quando

g(x) # 0 dizemos que a equagao é nao homogénea. Veremos no decorrer do trabalho,
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que para determinar a solugao de uma equacao nao homogénea precisamos antes encontrar

a solucao para equagao homogénea associada (2.3).

2.2.1 Principio da Superposicao

No teorema a seguir veremos que a soma (ou superposigao) de duas ou mais solugoes

da equagao diferencial linear homogénea é também uma solucao.

Teorema 2.2. (Principio da Superposicao - Equagées Homogéneas) Sejam
y1,Y2 duas solugoes da equagio diferencial homogénea de ordem n (2.3), em um inter-

valo I. Entao, a combinacao linear

y = c1y1(w) + coya(m)

€ também uma solucdo. Onde ¢; € R, 1 =1,2.
Demonstracao: Provaremos para o caso particular k = 2.
Sejam yy e yo solugoes em um intervalo I para a equagao (2.3). Assim, substituindo

na equacao temos,

an(z) (c1y1 + 02?/2)(n) + - a(z) (eryy + c2ys) + ao(x) (cryr + c2y2) =

= an(x)clygn) + Gn(l’)czyén) + -+ ar(z)ary; + ar(x)eayh + ao(x)eryr + ao(z)coys =

— 1 |an(@y + o @)y + ao@)y | + e |an(@)l” -+ an@)yh + ao(x)y:] =
:Cl'O+CQ'O:O,
pois, por hipotese, yi e ys sao solucoes. [
O resultado pode ser generalizado para um niumero k de solugoes, a prova seque
analogamente ao caso k = 2.

Exemplo 2.4. Sejam as trés fungoes apresentadas a sequir:

y1($) - 6317 y2($> = COs QZL', y3($) = Sen2I7
que sao solugoes da equacao linear homogénea de terceira ordem abaizo:

y® — 3y + 4y — 12y = 0.

Assim, pelo Teorema 2.2, a combinacao destas solugoes ainda serd uma solugcao para

equagao diferencial dada.
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Observacao 2.1. (a) Uma equagio diferencial homogénea sempre tem a solugdo trivial

y = 0.

(b) Um mailtiplo constante cy de uma solugdo y de uma equagdao diferencial homogénea

€ também uma solucao.

2.3 Operadores Diferenciais

Uma equacao diferencial linear pode ser escrita em termos de operadores diferen-
dy
dx’

Naturalmente as derivadas de ordem superior podem ser expressas, em termos de D, de

ciais, denotado por D. y = y(z) é uma fungao diferenciavel em I, definimos Dy :=

uma forma natural como:

d (dy
~ (=) = D(Dy) = D?
dx(dx> (Dy) y

e, em geral,
d™y
dz™

Por outro lado, expressoes polinomiais envolvendo D sao também, operadores diferenciais.

n

Por exemplo, temos o operador diferencial de n-ésima ordem da forma,

L = a,(2)D"™ + a,_y () D"V + ... 4 ay(2) D + ap(x). (2.4)

A partir das duas propriedades bésicas da diferencia¢do, temos que, Dlcf(x)] =
cD|[f(z)], onde ¢ é uma constante, e D[f(x)+ g(x)] = Df(x)+ Dg(z). Com isso, segue-se

que o operador diferencial L possui a propriedade da linearidade, isto é,

Llof (x) + Bg(x)] = a Lf (x)] + B Llg(x)], (2.5)

onde a e [ sdo constantes. Por conta da propriedade (2.5), dizemos que o operador
diferencial L, de ordem n, é um operador linear.
Sob essas afirmacgoes poderemos representar uma equacao diferencial linear, na forma

expressa pelo operador D. Vejamos um exemplo a seguir, ilustrando essa ideia.

Exemplo 2.5. Consideremos a equacao diferencial linear nao-homogénea, y" + 5y’ + 6y =

bx — 3. Assim, podemos escreve-la como:

D?*y + 5Dy + 6y = 5x — 3,
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ou ainda,

(D*+5D +6) y =5z — 3.

Através da expressao (2.4) podemos escrever a equagao diferencial linear homogénea

e nao homogeénea de ordem n na forma compacta, como:

Lly)=0 e L(y)=g(x).

A definicao a seguir nos dara suporte para o critério de independéncia linear de

funcoes.

Definigao 2.2. (Wronskiano)' Sejam as funcgoes fi(x), f2(z),- -+, fu(z) diferencidveis

pelo menos n—1 vezes em algum intervalo aberto I. Consideremos a fun¢ao(determinante),

W (fi(2), fo(), ..., fu(z)) =

A7) 5@ )
A fungao W(fi(x), fo(z), -+, fu(x)) € chamada de wronskiano das fungées
(@), fa(x), -, ful2).

O teorema seguinte proporciona condigoes suficientes para identificar de uma ma-

neira pratica, a independéncia linear de n-funcoes em algum intervalo I.

Teorema 2.3. (Critério para Independéncia Linear de Funcgodes)

Suponhamos que as funcgoes fi(x), fo(x), -+, fu(x) sejam diferencidveis pelo menos
n — 1 vezes em algum intervalo I. Se o Wronskiano for diferente de zero em pelo me-
nos um ponto do intervalo I, entdo as fungoes fi(x), fo(x), -+, fu(x) sao linearmente

idependentes em 1.

Demonstragao: Suponhamos que W(fi, fo, -, fn)(xo) # 0 para algum ponto z em I,
e suponha que fi, fo, -+, fn sejam (LD) no intervalo I. Assim, por serem (LD), decorre

que existem escalares ¢q,---,c,, i=1,---,n, nao todos nulos, tais que

cafi(x) 4+ cofo(z) + -+ cpfu(x) =0, paracada z € l. (2.6)

!Josef Maria Hoene Wronski nasceu na Polonia em 1778, foi educado na Alemanha, morreu em

1853, mais filésofo do que um matematico.
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Mas por hipotese as n-funcoes sao diferenciaveis em I; assim, calculando as n—1 derivadas

da equagao (2.6), obtemos a equagao matricial

fi(z) fa(z) fa(z) c1 0
(x Wz ' (x c 0
A AW ) S I
7@ @) B )\ e 0
Como existe uma solu¢ao nao-trivial X = (¢q,...,¢,), de (2.7), pois os escalares ¢;

nao sao todos nulos, a matriz dos coeficientes da equacao (2.7) serd nao invertivel; isto é,

seu determinante é nulo. Logo,

S for e

W(fi, fa,--o, fn)(x) = f{ fé f;l =0, Vz el

0 que por sua vez, é uma contradigao, pois supomos W ( f1, fa, ..., fn)(x) # Oem algumz €
I. Por conseguinte, concluimos que as fungoes fi(z), fo(z), ..., fu(z) sdo (LD) em I. m

A seguir veremos um exemplo deste fato.

Exemplo 2.6. Verifiguemos que as fungoes trigonométricas dadas por f(x) = senx e
g(x) = cosz, definidas em R, sao (LI) em R.

Solucao: Pela definicao do Wronskiano temos

senr  cosw
W (senz, cosx) =
cosT —senr

Calculando o determinante temos
W (senz, cosz) = (—sen’z) — cos® v = —(sen’x + cos® x) = —1.

Dai, como o W(senx,cosz) = —1 # 0, Vz € R, seque do Teorema 2.3 que as fun¢oes

f e g sao LI em R.

Em contrapartida, veremos no préoximo exemplo que a reciproca do Teorema 2.3 em

geral nao vale; isto é, podemos ter funcoes LI e o Wronskiano ser identicamente nulo.
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Exemplo 2.7. Sejam as funcaes,

fla) =2

5 x?, se x>0,
g(z) = |z|* =
—23, se x <0,

definidas em R. Note que, para x > 0

2 x
W(a®, |z]*) = = 0.
3r2 3z2
Agora, para < 0, temos
3 =2
W(a®, |zf’) = = 0.
322 —322

Entretanto, as funcoes dadas [ e g sao linearmente independentes em R, pois se as cons-

tantes c1 e ¢y satisfazem a combinacdo linear,
ar’® +colr)* =0
temos em particular, para x =1 e x = —1,

al?> + 1P =0

e
(=12 4 el =12 =0
assim,
Ccl+ cp = 0
e
—C1+ ¢ = 0.

Resolvendo este sistema, pelo método da adigao, concluimos que ¢y = co = 0, 0 que mostra

a independéncia linear das funcoes f e g em I.

Corolario 2.1. Se o conjunto de fungoes {fi1, fa, -+, fu} possuem pelo menos n — 1

derivadas e sao linearmente dependentes no intervalo aberto I, entao

W (fis far o, fa)(2) =0,

para todo x em 1.
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Observacgao 2.2. A prova do Coroldrio 2.1 seque naturalmente, pela negacao Teorema

2.3, ou seja, uma contra-positiva.

Exemplo 2.8. Sejam as fungdes trigonométricas fi(x) = sen’z e fo(x) = 1—cos 2z. Veri-
fiquemos que essas sao fungoes linearmente dependentes em R. Entao, seque do Coroldrio

2.1 que W(fy, f2)(x) =0, Vz € R.

Teorema 2.4. (Critério para Independéncia Linear de Solugoes)
Seja {y1,y2} um conjunto de solugoes para a equagao diferencial linear homogénea de n-
ésima ordem (2.3), em um intervalo aberto I. Entao, o conjunto de solugdes € linearmente

independente em I se, e somente se, W (y1,y2) # 0 para todo x em I.

Demonstracao: Provaremos o caso n = 2 para a equacao diferencial linear homogénea
de segunda ordem. Suponhamos que Wy, y2)(z) # 0, Vo € I, pelo Teorema 2.3, segue
que as solugoes y; e yp sao (LI) em I. Reciprocamente, se as solugoes sao (LI) em I, e
supondo que exista um ponto xy em I tal que, Wy, y2)(xo) = 0, existem constantes ¢;

e co reais nao nulas, tais que:

c191(xo) + cay2(z9) =0,

c1 Y1 (o) + c2y5(wo) = 0.

Ou equivalentemente:

vi(o) wa(wo) | | 2

admite solugao (¢, ¢2) ndo nula. Logo, a matriz dos coeficientes é nao invertivel. Agora,

considere a funcao dada pela combinagao a seguir

y(z) = cryi(z) + caya ().

Como y; e 5 sdo solugoes da equagao diferencial homogénea (2.3), pelo Teorema 2.2, y(x)

também é solucao da equacao. Ainda mais,

Y(o) =0 e y'(z) =0.
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Como a fun¢ao identicamente nula y(x) = 0 satisfaz a equagao 2.2 e as condigoes iniciais
acimas, segue pelo Teorema 2.1, de existéncia e unicidade, que y(x) = 0 é a unica solugao
para todo x € I. Logo,

ay(x) + caya(x) =0,

para todo x em I. Assim, y; e yo sao linearmente dependentes, o que é um absurdo,
pois, por hipdtese, as solugoes sao linearmente independentes. Portanto, isso mostra que
W (y1,1y2) deve ser diferente de zero para todo x em I. [ ]
O Teorema 2.4 é valido para o caso geral com n solugoes, e sua prova segue analo-
gamente ao caso n = 2.
A seguir veremos a definicdo sobre conjunto fundamental de solugoes para uma

equacao diferencial linear homogénea de n-ésima ordem (2.3).

Definicao 2.3. (Conjunto Fundamental de Solugdes)
Qualquer conjunto {yy, Yy, -+ ,yn} den solugdes linearmente independentes para a equagao
diferencial linear homogénea de n-ésima ordem, (2.3), em um intervalo aberto I, é cha-

mado de conjunto fundamental de solugoes no intervalo.

Teorema 2.5. Seja {y1,y2} o conjunto de solugées linearmente independentes para a
equagao (2.3), em um intervalo aberto I. Entao, toda solu¢ao Y () para (2.3) é uma com-
binacao linear das solucoes independentes, y1,ys ou seja, podemos encontrar constantes
c1, Co tais que

Y(z) = cry1(z) + caya(z)

para todo x em I.

Demonstragao: Sejam duas solugoes y1(z) e yz2(x) para a equagao diferencial linear

homogénea de segunda ordem,
as(2)y" + ar(2)y’ + ao(x)y = 0.

Seja Y (x) uma solucdo e sejam y; e yo duas solugoes linearmente independentes em
um intervalo aberto I para a equagao diferencial acima. Suponhamos que =z = t seja um
ponto deste intervalo para o qual W (y1,y2)(t) # 0. Suponhamos também que os valores
de Y(t) e Y'(t) sejam,

Y(t)=Fk e Y'(t)=ko.
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Considere o sistema,

C1Y1 (t) + Co yz(t) = kl
c1 9y (t) + c2ya(t) = ko,

pela regra de Crammer, segue-se que podemos determinar as incégnitas c; e ¢ de forma

Unica, deste que o determinante dos coeficientes satisfaca

yi(t) ()
yi(t) vs(t)

£ 0.

Porém, por definicao, este determinante é o Wronskiano de y; e y, aplicado em x = ¢

e, por hipdtese, W (y1,y2)(t) # 0. Assim, se definirmos entao a fungao
G(z) = aiyr(x) + caya(x), com  ¢1, ¢y constantes quaisquer,

temos que, G(z) é também solugao para a equagao diferencial, pois y; e yo sdo
solucoes pelo Teorema 2.2 Além disso,

e ((x) satisfaz as condigbes iniciais aplicadas em x = ¢, isto é,

G(t) = ciy(t) + caya(t) = K

G'(t) = i (t) + ca(t) = ks

e Y (x) satisfaz a mesma equacao linear dada e as mesmas condigbes iniciais. Logo,

como a solugao para esse problema de valor inicial é unica (Teorema 2.1), concluimos que

Y(r) = G(x)
ou,
Y(z) = G(x) = caya(x) + ().
]
O Teorema 2.5 é valido sem perda de generalizacao para o caso de se ter n solugoes
linearmente independentes ¥, ..., y,. A prova segue analoga ao caso n = 2.

Exemplo 2.9. Consideremos as funcoes dadas por

2x

n(w) =¥ e o) =
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E evidente que sao solucoes linearmente independentes para a equacao
y" — 4y =0.

Basta verificar através do W (yy,y2)(z).
Mas as fungoes hiperbdlicas ys(x) = cos h2x e yu(x) = senh 2z sao também solugoes
da equacgdo acima. Verifiguemos que ys(x), € solugdo, e decorre de forma andloga a prova

que y4(x), também é, solugao. Vajamos
ys(x) = (cos h2z)" = 2senh 2z

ys(z) = (2senh 2z)” = 4 cos h2z.

Com isso, substituindo na equacao y" — 4y = 0, deduzimos que
4 cosh2x —4 cosh2x =0,

que verifica a equacao dada. Dai, seque-se, do Teorema 2.5, que as funcoes hiperbolicas

cos h 2z e senh 2z podem ser expressas como combinacoes lineares de y; = €** e yp = e~ 2.

Teorema 2.6. (Existéncia de um Conjunto Fundamental)® Existe um conjunto
fundamental de solucoes em um intervalo aberto I, para a equacgao diferencial linear ho-

mogénea de ordem n, (2.3).

Defini¢ao 2.4. (Solucdo Geral para Equacoes Homogéneas) Seja {y1,y2, ..., Yn}

um conjunto de n solugoes linearmente independentes para a equagao (2.3), em um in-
tervalo aberto I. A solugao geral para a equacao no intervalo € definida da sequinte
forma:

Y =cC1y1 + CYya + -+ + Crln,

tal que os ¢;, i = 1,2, ..., n, sao constantes arbitrdrias.

Exemplo 2.10. Dada a equacao diferencial linear homogénea y" —9y = 0 e duas solugoes

para a mesma,

y(z) =€ e ylx) =e .
O Wronskiano,
6390 673:1:
W(yhyQ)(x) = = 6333 ’ <_3€73x> - (3 6336 : 6731) =-6 7é 07
337 _3e 37

4A demonstragio do Teorema 2.6 pode ser encontrada na referéncia [5].
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para todo valor de x em R. Assim, pelo Teorema 2.4, temos que y, e yo Sao linearmente
independente. Pela Defini¢do 2.3 seque que as solugoes formam um conjunto fundamental
de solugoes e, pela Definicao 2.4, temos que a solugao geral para a equacao diferencial
dada acima €,

y=c e +cye .

Agora, veremos por outro lado, que a funcao definida por:
y=4senh3z —5e ®
também € uma solucao. Vejamos calculando as derivadas
y' = (12 cosh 3z + 15¢ ") = 36senh 3z — 45¢ .
Dai, substituindo na equagao yl1 — 9y = 0, temos:
(36 senh 3z — 45e7°*) — 9 - (4dsenh 3z — 5e~*") = 0.

T

Logo, a funcio y = 4senh 3z — 5e3% € solucao para a equacdo diferencial acima. Ob-
servando esta ultima solucao, vemos que esta é uma combinacao linear de y, e ys. Para
valores convenientes dos parametros devemos ser capazes de obter essa solucao com base
na solugdo geral, vista anteriormente, y = ¢ €3* + co e73%. Se escolhermos, por exemplo,

0s valores c; =2 e ¢y = —7, entdo, y = 2e3 — 7e 3% poderd ser reescrita na forma
y=2e -2 _ 5

3r _ -3z

=4 - senh 3x — He 3"

Lembre-se que por definicao senh x =

2.4 Equacoes Nao-Homogéneas

Veremos a seguir a defini¢ao de solugao geral para a equagao diferencial linear nao-
homogénea de ordem n, (2.3), onde a fungao g(z) # 0. Para tanto, devemos conhecer
antes uma solugao particular ¥, a qual ¢ uma solucao que nao depende de parametros.
Precisaremos também determinar a solucao geral para a equagao homogénea correspon-

dente. Assim, segue a seguinte definicao.
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Definicao 2.5. (Solug¢do Geral para Equacées Nao-Homogéneas) Seja y, uma
solucao particular da equacdo diferencial linear nao homogénea de ordem n, em um inter-
valo aberto I, e seja {y1,ya, ..., Yn} um conjunto fundamental de n solugoes da equagao
diferencial homogénea correspondente, (2.3), em I. Entao, a solugdo geral ou completa é

definida por

y = c1y1 () + caya(x) + - - + Cnln + Yp (2.8)
onde, ¢y, Ca,...,C, Sa0 constantes arbitrarias
ou
Y=Y+ Yp,

Ye € a solucao geral da solucao homogénea associada.

x
Exemplo 2.11. A fung¢io y,(x) = T ¢ uma Ssolucao particular para a equacao nao-
homogénea abaixo,

y' +4y =z,

e y1(r) = cos2z e yo(r) = sen2x sdo duas solugdes fundamentais para a equagdo ho-
mogénea correspondente.

Solugao: A priore, observamos que a fungao y, = — € solugao particular, pois verifica a

A~ 8

equagao dada e independe de parametro. Com efeito,

yy = —2sen2z, y) = —4 cos2zx

yh =2 cos2z, y, = —4sen2z.

Sendo assim, substituindo na equacdo y" + 4y = 0, vem:
Yy +4y; = 0= (—4 cos2z) +4 - (cos2x) = 0.

Analogamente, temos que yo(x) = sen2x também satisfaz a equagdo correspondente.

Por outro lado, temos:

cos 2z sen2x ) )
W (cos 2z, sen2x) = = 2(cos”2z+sen‘z) =2-1=2 # 0, Vo € R.
—2sen2x 2 cos2x
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Logo, y1(x) e yo(x) sdo solugdes linearmente independentes, como afirmado anterior-
mente. Por conseguinte, pelo Definicao 2.4, a solug¢ao geral para a equac¢do homogénea

correspondente €
Ye(x) = €1 cos2x + cosen2x, onde 1 e ¢y sao constantes arbitrdrias.
Portanto, a solucdo geral para a equacdo nao-homogénea é
x
y(x) = ¢1 cos 2z + cosen2x + n

Teorema 2.7. (Principio de Superposicao para Equacoes Diferenciais Nao-
Homogéneas) Seja {Yp,, Ypys - - -, Yp, } um conjunto de k solugoes particulares da equagdo
diferencial linear nao-homogénea de ordem n em um intervalo aberto I, correspondendo
por sua vez, a k fungoes distintas gi, g, ..., gr. Suponha que Yy, denote uma solugao

particular da equacgao diferencial,
an(2)y" + a1 (2)y" "+ an(@)y + ag(x)y = gi(@),
onde, 1 =1,2,...,k. Entado,
Yp(2) = Yp, () + Yp () £ - -+ + yp, ()
¢ uma solucao particular da equacgado
an(0)y" + apa (2)y" T+ @)y + ao(2)y = gi(2) + ga(2) + -+ gi(2).

Demonstragao: Abordaremos a prova para o caso n = 2 e a generalizacao se estende
de forma semelhante. Suponhamos que as funcoes y,, e y,, sejam respectivamente duas
solugoes particulares conhecidas em um intervalo aberto I, para as equacoes lineares nao-

homogénea de segunda ordem em sua forma padrao:

Y +p(x)y + q(z)y = g1(z)

y" +p(@)y + q(x)y = ga().
Com isso, queremos provar que:
Yp() = Yp () + Ypy ()
é solugao para a equagao diferencial

Y+ @)y + q(r)y = g1(x) + ga(w).
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Note que,

Yy + ()Y, + (@)Y =Yp + Ypo)" + (@) (Ypy + Yp) + 0(2) (Ypy + Yps)
=y + U, + 2(@)yy, + p(2)y, + a(2)yp, + q(z)yp,

=lyy, +p(x)y,, + a(@)yp,] + [y, + (@)Y, + 4(2)Yp,),

mas, por hipdtese, y,, e y,, sao solucoes respectivamente das equacoes de segunda ordem

consideradas; portanto, temos:

Yy, + (@)Y, + qa(2)y, = g1(z) + ga2(x),

Sendo assim, esta igualdade prova que ¥, ¢ solu¢ao para a equagao abaixo

Y+ @)y + q(r)y = g1(x) + go(w).

Veremos a seguir um exemplo para melhor entendimento do resultado acima.

x
Exemplo 2.12. Vimos anteriormente, no Exemplo 2.11, que y,, = 1 € solucao particular
da equagao
y' +4y = x.
x
Por outro lado, temos que y,, = §sen2x, (deizamos como wverificagdo para o leitor) é

solucao particular para a equacao
y" + 4y = 2 cos 2z.
Temos, pelo Teorema 2.7, que:

+ — - sen2zx

Yp(x) =

~ 8
|8

€ solucao para a equacao

y" + 4y = x + 2 cos2z.

Mas, também vimos no Exemplo 2.11, que a solu¢ao de equacao homogénea associada a
altima equagao € y.(r) = c1 cos 2x + cosen2x. Entao, seque que a solugdo geral da equagdo

y' +4y = x + 2cos2x €

y(x) = ¢y cos 2z + cosen2z + (% + g : sen2x) :
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2.5 Formula de Euler

Nesta secao nds veremos uma equacao muito conhecida, chamada de Férmula de
Euler, em que deduziremos sua expressao conforme mostra SANTOS [10]. Esta por sua
vez, sera de extrema importancia para nossos estudos no decorrer do texto sobre equacoes
diferenciais lineares com os coeficientes constantes, em particular, de segunda ordem,
de modo que utilizaremos a mesma para escrevermos solugoes complexas em funcao de
nimeros reais, obtendo assim, solucoes reais.

Queremos estabelecer uma fungao exponencial, digamos e"* para niimeros complexos

da forma r = a + b tal que a, b € R, de modo que satisfaca as seguintes relagoes:

et — e(a—l—ib)x — eazeibx
(2.9)

dilz(erx) — re’®

Observemos que a fungao definida por z(x) = €®* é solucdo da equacao diferencial

y" + b*y = 0, pois pela tltima linha da relagao (2.9) temos
Z(x) = ibe®,  2'(x) = —b% = —b* - 2(x),
pois, i = v/—1 e i2 = —1, assim z(x) verifica a equagao
2 (x) + b*2 (x) = 0.
Dali, se considerarmos o problema de valor inicial

y'+ 0%y =0; y(0)=1, y'(0)=ib,

temos que z(x) = €™ é solugao deste problema, pois satisfaz as condigdes iniciais impos-
tas. Agora, sendo yi(x) = cosbx e yo(x) = senbx solugdes fundamentais (basta verificar
a afirmativa) da equacao y” + b?y = 0, entao pelo Teorema 2.5 sabemos que existem

constantes c; e ¢y, tais que

2(z) = €™ = ¢ cosbx + ¢y senba. (2.10)

Fazendo x = 0 na equagao (2.10), obtemos
e™®0 = ¢, cosb- 0+ cosend - 0.

Dai encontramos ¢; = 1. Derivando a equagao (2.10) obtemos

ibe™ = —cibsen br + cyb cos ba. (2.11)
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Se tomarmos x = 0 na equagao (2.11) obtemos que ¢ = i. Logo, substituindo-se ¢; =1 e
¢y =i na equagao (2.10), deduzimos

e = cos bx + i senbu.
Portanto, pela propriedade (2.9)

e(aJrz'b)x _ ea:p'eibx — et (COS br + isenbx). (212)

Fazendo x = 1, obtemos:

@) — @ . (cosb + isenb).

Entretanto, se a = 0, temos,

e = cos b + i senb. (2.13)

Esta equagao (2.13) ¢ denominada Férmula de Euler.”

Veremos um exemplo que reflete o caso direto da formula de Euler.
Exemplo 2.13. Aplicando a formula de Euler, podemos justificar a igualdade,
e =1
Solucao: Pela expressao de Euler temos de forma direta que
el @) — e (cos B + isenf),
em que «, 5 € R. Assim, para o primeiro caso, sendo o = 0 e = 7, temos:

e = cosT -+ isenw

=—1+i-0=—1,

o que mostra a igualdade pedida.

2.6 Construindo uma Segunda Solucao a partir de
uma Solucao Conhecida

Reducao de Ordem

5Leonhard Euler nasceu em Basiléia, Suica, em 15 de abril de 1707 e morreu em Sido Petersburgo
em 18 de setembro de 1783. Euler foi considerado génio do século. Foi fisico, matematico, entre outros.

Contribuiu em diversas dreas,em particular, cdlculo, equagoes diferenciais, entre outras.
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Conforme ZILL ([11], p.167), um dos aspectos mais interessante e importante no
estudo de equagoes diferenciais lineares de segunda ordem homogéneas, é que podemos
determinar uma segunda solucao, desde que saibamos uma primeira solugao, digamos
Y1, nao trivial para a equacao diferencial. Além disso, a ideia basica é que a equagao

diferencial linear homogénea de segunda ordem
as(2)y” + ay(x)y + aplz)y =0

pode ser reduzida a uma equacao de primeira ordem linear, através de uma substituicao
envolvendo a solucao dada y;. Dai, a segunda solucao y, da equacao diferencial em

questao, ¢ evidente logo apds a equacao diferencial de primeira ordem ser resolvida.
Caso Geral

Consideremos a equacao diferencial linear homogeénea de segunda ordem
as()y" + a1(x)y + ag(x)y =0, as(x) # 0, V. (2.14)
Escrevendo na forma padrao temos:
y" +p(2)y +q(z)y =0, (2.15)

onde as fungoes coeficientes p(z) e ¢(x) sdo continuas em algum intervalo /. Suponhamos
ainda, que y; () seja uma soluc¢ao nao trivial para (2.15). Nosso esfor¢o é encontrar uma

segunda solugao yo(z) de (2.15) da forma:

Derivando esta expressao, obtemos:
y=vy+y ey ="y +yp +Hyiv+ oy
Com isso, substituindo as derivadas na equagao (2.15), obtemos
(v + 20"y +v"y1) + p(z) (vy) +v'y1) + q(x) (y1v) = 0,
o que implica

!

vyy + 20"y + 0"y + pla)vyy + p(a)v'yr + g(z)vy; = 0;
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Colocando-se em evidéncia v’ e v, temos:
vy + 295 + p(@)yv’ + [ + p(@)yy + a(@)y]v =0,
i +p(@)yy +a(z)y =0
Como y; é solucao de (2.15), entdo a equagao acima torna-se
vy + [2y1 + p(z)y v’ = 0 (2.16)

que é uma equacao diferencial de segunda ordem em v. Agora, se fizermos uma mudanca

de varidveis w = v’, de onde w’ = v", a equagao (2.16) transforma-se em
/ /
yiw' + 2y + p(@)y:Jw = 0.
Assim, separando as variaveis, chegamos a seguinte expressao
/
Y1

w/
— +2= +p(x)=0.
w hn

Integrando obtemos,
In|w|+2In|y | = —/p(x)dx +c.
Aplicando no primeiro membro propriedades de logaritmos, escrevemos

In|w-3?| = —/p(m)dx +c.

Aplicando a exponencial, obtemos

. 2 —
eln|w vil — e fp(ac)d:c—s—c7

logo,

2 — | p(z)dx c
]w~y1|—e Jp@) e,
ouainda,

wy? = + e, e~ Jp(@)dz,

Tomando ¢; = 4 ¢€° na tultima equagao temos:
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logo,

e~ J p(z)dz

w = C
vi(x)
e~ J p(z) dz
Mas, w = ¢/, dai, v/ = ¢; - 5— Integrando ambos os membros com relagao a z,
Y1
obtemos:
/ e~ Jp(@)dz p (2.17)
v=2cCp - ———dx + ¢o. 2.1
yi(z)

Assim, como

y(z) = v(x) - y1(2),

y(z) = = {01 / %dx + CQ] (@)

e—fp(;v) dx
= c1y1(x) / W dx + coyr (7).
1

E a solucdo geral para a equagao (2.15), pois formam um conjunto fundamental, onde
veremos mais abaixo. Agora, tomando valores convenientes tais como ¢ = 0 e ¢; = 1,
pois precisamos apenas de uma solugao yo tal que W (y1,y2)(xo) # 0 para algum ponto

xo, obtemos a segunda solugao ys(x),

e—fp(a:)dw
y2(7) = yi(x) - / W

Com isto, deduzimos a expressao para se determinar a segunda solucao, conhecida a

da.i (2.18)

primeira solucao.
Verifiquemos agora que a solugao dada, y;(x), e a solugao obtida acima, y,(z), sdo

solugoes fundamentais da equagao (2.15).

W (y1,y2)(z) = det

@ (S Ld) _

yi(x)
= det

) ) effp(x) dx effp(x) dx
o) (o) [ e )

yi () ()

Calculando este determinante e simplificando os termos resulta

Wy, ys)(x) = e IP@dr £ 0 v 2 € R
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Entao, se y;(z) é uma solucao conhecida da equacao (2.15) e yo(z) é dada por (2.18) segue
que,

y(@) = ayi(z) + cya()
é a solugao geral da equagao (2.15). Veremos a seguir um exemplo para melhor esclareci-

mento.

Exemplo 2.14. Sejam a,b,c € R, coma # 0 e b*> — 4ac = 0. Dada a equacao

ay” + by +cy =0, (2.19)

x

a fungao exponencial yy(x) = e ¢ uma solugdo de (2.19).

Solugao: De fato derivando a funcgao y; até a sequnda ordem, temos:
b\ - A _
o= (5) 5 = (5) eFH ) = e

substituindo na equagao (2.19), fazendo algumas operagoes bdsicas e simplificagoes, obte-

mos:

“b\? _ -\ - _
ayy +byy +cyr =a- (—) e 4 b (—) €7 " 4 cena ”
a

2 2a

— e ® [f_f C}

da  2a
_ 5te {b2—4ac}

da

_ 5 0
— e2a E
—em®.()
=0,

o que mostra que y;(x) € uma solugcdo. Dai, pela expressao (2.18), podemos obter a seqgunda

solugdo ys(x). Logo,

Onde simplificando, obtemos:
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2.7 Equacoes Diferenciais Homogéneas com Coefici-
entes Constantes

d
Analisando a equacao diferencial el +ay = 0, onde a é constante, podemos consta-

dx

@ ¢ uma solucao, ou ainda, uma familia de curvas a um parametro para

tar que y = cje”
a equacao dada, em R. Portanto, naturalmente tem-se o interesse de determinar solucao
exponencial para a equacao de ordem maior, ja que a fun¢ao exponencial possui carac-
teristicas boas, e ao mesmo tempo elementar. Assim, o entusiasmo é saber se existem

solucoes em R para a equacao de ordem maior do tipo:
Ay + a1y L ay +Fagy =0 (2.20)

em que os a;, com i = 0,1,2,... n, sdo constantes. Como afirma ZILL ([11],p.173), o
fato surpreendente é que todas as solugoes para (2.20) sdo expressas por meio de fungoes
exponenciais.

Consideremos o caso especial da equacao de segunda ordem
ay” +by +cy=0, paraa,b,c € Rea # 0. (2.21)

Buscamos uma solugao da forma y = €'* para a equagao diferencial (2.21); com isso,

tem-se, derivando,

Assim, substituindo em (2.21), a equagao torna-se
a(r’e™) +b(re™) +c(e™) = 0;
ou ainda, colocando em evidéncia o fator e,
e (ar® + br +c) = 0.
Como sabemos que €' # 0 para qualquer x real, entao, devemos ter
ar® 4+ br + ¢ = 0; (2.22)

ou seja, a inica forma desta fungao exponencial e’ satisfazer a equagao diferencial (2.22),
é escolher valores de r de tal maneira que ele seja raiz da equagao quadrética em r. A

equacao do segundo grau acima ¢ denominada de equagao caracteristica ou equagao
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auxiliar. Entretanto, observemos que a equacao caracteristica pode ser obtida da equacao

diferencial com coeficientes constantes, bastando fazer a seguinte manipulagao:

y' =7 Y =r e y=1.

No entanto, da matemaética bésica, temos que uma equacao quadratica pode admitir
duas raizes reais distintas; ou apenas uma raiz real; ou ainda raizes complexas conjugadas.
Assim, para encontrar a solu¢do da equagao diferencial linear de segunda ordem (2.21),

de acordo com o valor de A = b*® — 4ac teremos trés casos, conforme veremos a seguir.

2.7.1 A Equacao Caracteristica com Raizes Reais Distintas

Se A = b* —4ac > 0, entdo a equagao caracteristica (2.22) possui duas raizes reais
distintas e distintas, r; e 5. Neste caso, temos duas solugoes para a equagao (2.21), a
saber:

riT

yi(z) = e e yo(r) =€

que sao solucoes fundamentais, pois o Wronskiano de y; e ys €,

rx rox

yi(x) ya(z) e e

W (y1,y2)(x) = det = det
yi(z) ys(z) rienT Ty e’

— (67”1;1: o 67“2;1:) o (Tlerlx 67’23:)

=" e"™ (rg —1rq)

— et () ) £ 0, Vo € R,

pois o # ri. Entao, y; e yo sao linearmente independentes, donde segue que, a solugao

geral para a equagao (2.21) é
y(x) = c1 €% + cxe™*; comey e ¢y constantes arbitrarias.

No préximo exemplo veremos um caso simples de um PVI, para a equagao diferencial

linear com coeficientes constantes.

Exemplo 2.15. Resolva o sequinte problema de valor inicial

v +2y —8y=0; y(0)=5, y'(0)=-2
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Solucao: Como esta equacao € linear homogénea com coeficientes constantes, basta en-

contrar as raizes da equacgao caracteristicas correspondente, dada por
2 _
r°+2r—8=0.

Temos, A = 22 —4-1-(—8) =4+ 32 =36 > 0. Com isso, temos duas raizes reais

distintas. Aplicando a formula resolutiva de Baskara,

—2+6
r:—2 =r=—4 ou ro=2.

Logo, as solugcoes, como vimos anteriormente, formam um conjunto fundamental de

—4x

solugoes, com yy(x) = c1e™ e yo(x) = coe®*. Com isso, a solugdo geral é

y(r) = cre™* + cpe.

Sob a condi¢ao inicial, temos:
y(0) = cre™0 + cpe*? = 5=1¢; + .

Por outro lado, como

Y (2) = —4cre™* 4 2c0e”,

usando a condicao inicial, temos:
Y (0) = —dce™0 4 2¢0e*" = —2 = —4c) + 2cy.
assim, formamos o sequinte sistema

Cc1+cg = 5
—401 +202 = -2

onde, resolvendo pelo método da adicao, obtemos, co = 3 e ¢y = 2. Portanto, a solucao

particular desejada que satisfaz o PVI é
y(r) = 24 + 3e*.

No caso que sera mostrado a seguir, utilizaremos a expressao para encontrar uma
segunda solucao, dado que conhecemos a primeira, onde ja vimos a deducao na férmula
(2.18). Este argumento serd essencial para saber como serd a expressao de y, quando se

tem raizes iguais para a equagao auxiliar (2.22).
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2.7.2 A Equacgao Caracteristica com Raiz Real Dupla

Se as raizes da equagao caracteristica (2.22) correspondente a equagao (2.21) sao

ry=1ry = ;—5, obtemos apenas uma solucao da forma y; = €%, como ja vimos anterior-

mente. Assim, de (2.18) temos,

b

*(53«”)
yo(x) = e - / ¢ 5—dr, pois p(z)= b e /p(x)dx _b x. (2.23)
e a

a

Sendo, 2r; = —g, a equacao (2.23) é transformada em

2rix
e
__ ,TiT
wle) = e [ S

= e”””/d:c

=" x = ge'”.

Portanto, a solucao geral para a equagao (2.21) é dada por:
y(r) = 1™ + coxe™”.

Exemplo 2.16. Dada a equagao, y" + 2y' +y = 0, encontre a solugao geral.

Solugcao: A equagdo caracteristica € dada por

4 2r+1=0;
ou seja,
(r+1)(r+1)=0.
Logo, temos uma raiz real dupla r1 = ro = —1. Portanto, temos as solugoes,

yi(x) =e " e yolx)=ze "
Dai, as solugoes yi(x) e yo(x) formam um conjunto fundamental de solugées. Donde
seque que a solu¢ao geral é

T

y(x) = cre” " + cowe™™, onde ¢; e ¢y sdo constantes quaisquer.

2.7.3 A Equacao Caracteristica com Raizes Complexas Conju-

gadas

Se A = b? — 4ac < 0, entdo a equagao caracteristica (2.22) possui duas raizes
complexas conjugadas. Isto é, 1 = a+ i e 19 = o — i3, que por sua vez, sao solucoes

para equacao caracteristica, com a e f reais, e § > 0.
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Portanto, temos duas solugoes complexas que serao, por sua vez, linearmente inde-

pendentes. Assim, tem-se que a solucao geral para a equagao (2.21) é:
y<x> — Cle(aJriﬁ)x + Cze(afi,ﬁ)m.

Porém, se quisermos trabalhar com funcgoes exponenciais reais, ao invés de complexas,

utilizamos a férmula de Euler

e = cosf + isenb,

em que, 6 é um numero real qualquer. Com isso, desta expressao segue,
P = cos B +isenfr e e P = cos(—pfx) +isen(—Px) = cos fx — isenfr. (2.24)
Onde, na ultima linha reescrevemos, utilizando o fato que
cos fr = cos(—fz) e sen(—pfx) = —senfz.

Observemos agora que, somando ambas as funcoes exponenciais e depois subtraindo,

obtemos respectivamente,

P 4 7% — (cos Bz + isenfz) + (cos Bz — isenfBx) = 2 cos fx
P — 71T — (cos B + isenfz) — (cos Bx — isenfBx) = 2isenfx.
Dai, uma vez que, y = c;e(*T#? 4 cye(@=)7 & uma solucdo para (2.21),quaisquer que

sejam as constantes ¢ e co, para escolhas dos valores ¢y = ¢y =1e, ¢ =1ecy = —1,

temos sucessivamente, duas solucoes:
Y = e(a+z,3):p + e(aflﬁ)x

Mas,

yp = e - (eiﬁx + e_wx) = 2e*. cos fx

Yo = e - (ewz — e—iﬁw) = 2ie* - senfr.

Logo, analisando estas duas solugoes nas ultimas linhas, segue pelo Teorema 2.2
principio de superposicao, que as fungoes e** cos Sz e e sen Sz sao solucoes reais da
equagao (2.21). Entretanto, essas formam um conjunto fundamental de solugoes em R.

Com efeito, temos:

e cos fx e* sen fx
W (e cos Bz, e sen fx) =
(cve™® cos fx — fe*®sen fx) (ae™ sen fx + (e cos fx)
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= [(e™® cos fx) - (a e sen Sz + e cos fx)] — [e* sen fx - (a e cos fx — e sen fr)]
= asenf x cos Bz €2*® + B2 cos? fxr — a e** senfx cos fr + B e sen’ P

= Be* cos® B + B sen®Bx

= Be** . [cos® Bz + sen? ]

= [e* £ 0,Va € R, pois B > 0.

Entao, quando a equacao caracteristica admite duas raizes complexas conjugadas r; =

a+if ery =a—1i8, temos que
y(xr) = 1€ cos fx + co e senfx = e** - (c1 cos fx + ¢y senfx)
¢ a solucao geral da equagdo (2.21).
Exemplo 2.17. Encontre a solugao geral para a equagao diferencial
y' =2y +5=0.
Solucao: Encontrando inicialmente as raizes da equagao caracteristica associada,

r* —2r+5=0,

como A = (=2)?—20=—16 < 0. temos r = % V=18 ou seja,

rm=142t ou ro=1—21,
que sao raizes complexas conjugadas. Assim, temos o = 1 e § = 2. Entao, as solugies

sao dadas por

yi(x) = e® cos2x e ys(x) = e”sen2x,

e formam um conjunto fundamental de solucoes. Portanto, a solugcao geral para a equagdo
dada €

y(x) = €® (¢1 cos2x + cosenx).

2.8 Método de Variacao dos Parametros

O método que veremos a seguir, consiste num processo para determinar uma solugao

particular y, para uma equacao diferencial linear nao-homogénea, onde podemos encontrar
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esta solucao sempre que for possivel determinar a solugao geral para a equacao diferencial

homogeénea correspondente.
Equacgoes Diferenciais Lineares nao Homogéneas de Primeira Ordem

J& conhecemos até aqui a forma de uma equacao linear de ordem n, seja homogénea
ou nao homogénea. Para fins de estudos, conforme ZILL ([13], p.55 — 57) deduziremos a
expressao para a solucao geral da equacao diferencial linear de primeira ordem. Assim,

ai ()7 + ao(2)y = g(2), (2.25)

onde, a;(z), i = 0,1, e g(x) sdo continuas em algum intervalo I, com a,(z) # 0, Vx € I.
Agora, colocando (2.25) na forma padrao, isto é, dividindo ambos os lados por a;(x),
obtemos:

dy

Lt playy = f(@). (226)

Nosso intuito é procurar uma solugao de (2.26), em um intervalo 7, no qual as fungoes
p(z) e f(x) sejam continuas. Uma propriedade importante da equagao diferencial linear
(2.26) é que sua solugao é dada por uma soma de duas solugoes, como ja foi mostrado, ou

seja, ¥ = Y. + Yp, onde y, é uma solugao da equagao homogenea correspondente,

dy
=0 2.27
o T p@)y (2.27)

e, Y, ¢ uma solugdo particular para a equagao (2.26). Por outro lado, observemos que a

equagao (2.27) é separavel; isto é,
d
LA p(x)dx =0,
Yy
onde fazendo-se algumas operagoes obtemos,

d
/gy—k/p(x)dxzo = ln|y|+01=—/p(x)d33+02'

Assim, aplicando a exponencial em ambos os membros, e simplificando, obtemos:

a é uma familia a um parametro de solugoes para equagao (2.27). Agora, conveniente-

mente, vamos escrever y, = cy(z), onde y; () = e~ /P4 Dai, o fato de % +p(x)y; =0
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serd usado a seguir para determinar y,. Vamos admitir que y, = uy;, logo,

dyp — a =
2+ p(@)yy = f(2) = —luy] + p(v) (uyr) = f(x)
= Z—Zyl —i—u% +p(r)uys = f(z)

d
e, como ¥y; é solugdo para equacao (2.27), entdo, % + p(z)y; = 0, que substituindo na
x

ultima igualdade, obtém-se
du
awt T f(z).

Logo, separando as variaveis e integrando, obtemos:

/du:/fg)dx = u:/f?;x)dx.

Uma vez que

yi(x) = e~ Jp@)de

temos que
1
-1 . _ [ p(z)dz
r) = —=2~8 .
Y1 ( ) 1" (ZL’)

Portanto, Yp = UY = (f ?fl((i)) d.flﬁ) e—fp(a?)dx — e—fp(l")dw f efp(m)dg: f(l’)dﬂ?
Entao,

gy = e~ TP / eI PO £

donde segue que

Y="Ye+ Yp
= ce” /P@dz | o= [p@)de /ef]"(“”‘”)d:C - fz)de. (2.28)

Assim, se (2.26) tiver uma solugao ela devera seguir a forma (2.28). Esta por sua

vez, é uma familia a um parametro de solugoes para a equagao (2.26). Por outro lado,

x)dz

analisemos o seguinte fato: se multiplicarmos a equacao (2.28), por e/ Pz ghtemos,

eJ Py — ¢y / el P@dT £ (1) dy, (2.29)
Agora, diferenciando temos

d
& (armoms ) — el g0 20
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o que implica,

d
ol p@)dz é +p(a) e Py — o P@)dr gy, (2.31)

Com isso, se dividirmos a equagao (2.31) pelo termo e/ P@)dr  ohtemos a equacio conside-
rada (2.26).

A funcéo e/ P*)4 ¢ denominada de fator integrante para equacéo diferencial (2.26).

Vimos anteriormente, na se¢ao 2.8, o método de variacao dos parametros para ob-
tengao de uma solucao particular y,, em um intervalo I, para equagao diferencial linear
de primeira ordem, na forma padrao, em que foi utilizada a ideia semelhante a reducao de
ordem vista na secao 2.6; ou seja, definimos a solugao y,, que queremos determinar, em
funcao do produto de uma solugao conhecida, y; por uma fungao u(zx) e, utilizando alguns
procedimentos conhecidos determinamos u(x). Agora faremos o mesmo para encontrar a

solucao y, para uma equacao diferencial linear de segunda ordem. Seja a equacgao

y' +pa)y + q(z)y = f(z). (2.32)

Suponhamos que y; () e y2() formam um conjunto fundamental de solugoes, em um
intervalo I, para a equacao homogénea correspondente a dada, assim, W (yy, yo)(z) # 0,
para todo z € I. Sejam p(z) e g(x) continuas em I, segue, do fato de y;(x) e ya(x) for-
marem um conjunto fundamental de solugoes para a equagao homogénea correspondente,

que a solucao geral é
y(x) = crya(z) + caya(z).
Com isso, procuramos solucao da forma, onde no lugar das constantes ¢; e ¢y, temos os
) s ) )

parametros variaveis u; (z) e uz(x), o qual queremos determinar, isto é,

Yp(2) = w(2)y1 (%) + ua(2)y2(), (2.33)

satisfazendo a condigao v (x)y;(z) + ua(z)y2(x) = 0.
Note que,
Yp = Uy Y1+ UL Yy Uy Yo+ U - Yo,

logo,

/ 1/

Yp = Yy tuz-yy e Yy =up-yptunyy Fuy -y +uz -y

Agora, substituindo y,, y;, ey, na equacao

y, +p(x)y, + q(x)y, = f(z),
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obtemos
uy Yy un Yl uyyy + uyy + () Juryy + ugyh] 4 (@) [ury + usye] = f().
Agora, reagrupando os termos, u}, uj, uy, € g, obtemos:

ur.(yi + @)y + q(@)y1) + ug.(yy + p(x)ys + q(@)y2) + uyy) + uyys = f(x).

Dai, como y; e yo, por hipotese, sao solucoes para equacao diferencial homogénea corres-
pondente, a iltima linha torna-se uma equacao diferencial de primeira ordem em u; e us

tal que, além de satisfazerem a condicao acima, satisfaz a equacao abaixo

.y + uyys = f(x). (2.34)

Logo, juntando a condigao e a equagao (2.34), obtemos um sistema de equagoes diferenciais
de primeira ordem 2 x 2 :
yruy + youy =0
yiui + yauy = f(x).
Podemos ainda escrever este sistema na forma de equagao matricial, em que se
assemelha ao que veremos no préximo capitulo, ao se estudar sistema lineares de equagoes

de primeira ordem:

A-X =B,
no qual,
PO I O IR B 0] B I
c d (@) yh(x) uy(x) f(x)

Observemos que este sistema tem solucao dada por:

=X=A"'B, pois, A- (A B)=AA"'.- B=1.B =B,

onde I é a matriz identidade. Porém, da matematica basica sobre matrizes e determinan-

tes, lembremos que, sendo A uma matriz quadrada, cujo det A # 0 entao,

1 d -=b

A7l = :
det(A)

¢é sua matriz inversa,
—c a
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e mais, por hipdtese, a matriz

Logo, temos

G| d b]'B 1 |a ] fo
i (z) det(A) |_,. Wy, p2)(@) | _¢ 4 flx)
I S b O o) B B ey
Wy, y2) (@) |y (2)f(x) i
Entio,
u;:_m o u = yi (@) f(z)

W (y1, y2) () Wy, y2)(x)

Deste modo, podemos determinar u; e uq, bastando integrar ambos os membros em cada

igualdade acima, dai,

_ y2(@) f(2) e wlr) = yi(z)f(z) -
Tomw@™ ¢ = ) W™

Por conseguinte, substituindo u;(z) e us(x) encontrado em (2.35) na equagao (2.33),

(2.35)

uy(x) =

encontramos uma solugao particular y,(z), definida em I, da forma:

ya(2) f(2) n(@)f(x)
W (y1,92)(z) Wy, y2)(z)

Portanto, a solugao geral para uma equagao diferencial linear nao homogénea de segunda

dr + ya(z) - (2.36)

yp(x) = —pn(2) -
ordem é dada por:

y:yc_l'yp;

ou seja,

AE) ey [ ) ]

W (y1, y2) () Wy, y2)(z)

Observagao 2.3. Notemos que o sistema linear acima ou (sistema matricial) pode ser re-

y(x) = eryn () + cayala) + [—yxx) -

solvido também pela regra de Crammer; ou seja, expressando em termos de determinantes;

isto €,
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Wi Yo f () Wy yif(x)
/ /
—_ = = —_— = 2.
uy % W e U W W (2.37)
onde,
0 0
w=det |7 W = det 20w, = det |7 | (2.38)
Yy Yo f(z) s vy f(x)

A seguir veremos um exemplo para colocarmos em pratica esse método.
Exemplo 2.18. Encontre a solucdao geral para a equacdo diferencial,
Y — 4y +4y = (v +1)*.

Solugao: Encontremos primeiro a solucdo de EDO homogénea correspondente, a y’ —

4y’ +y =0, cuja equacdo caracteristica associada €,
2 _
r—4r+4 =0,

ou ainda,

(r—27%=0&r=2.

Sendo assim, temos r1 = ro = 2. Logo, as solugdes para a equagdao homogénea correspon-

dente sao:
yi(x) = e e yo(x) = ze?®,
e ainda,
e2z $e2z
W (e**, xe**) = det = (22 + 1)e*” — 2ze'”

2% (2x +1)e*®
=[(2z+1) —2z]e** =€ # 0,Vx € R.
Logo, a solugao geral da EDO homogénea correspondente €
233'

Yo(x) = 1 ¥ + cyxe

Identifiquemos também que, f(x) = (x+1)e*®. Por outro lado, sabemos que, uma solu¢do

particular da EDO nao-homogénea dada é

Yp = U1Y1 + U2y,
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onde,

)= [ BEI@ L @),

~ ) W) (@) ) W)@

Assim, temos

2x 1 2z 2z 1 2x
ul(x):/xe (‘T+ )6 dr e UQ(ZE):/MCZZE,

6490 6430

dat,

B g 2
ul(x):—/(x2+:v)d:1::T—§+c e uQ(x):/(a:+1)dx:—+x+c.

Portanto, a solucdo particular é dada por:

3 2 2
Yp() = (—% - %) e + <% - a:) re*”,

onde simplificando, obtemos:

donde segue, que a solugao geral para equagao dada nao homogénea é:

y(z) =y + yp

3 2

2x 2x r x 2x

=cie +core” + | —+— ) e
1 2 (6 2)

Observagao 2.4. Seque naturalmente a generaliza¢ao do método de varia¢ao de parametros
para obtencgao de uma solugao particular y,, para equacao diferencial linear nao homogénea

de ordem superior, onde sequiremos os mesmos procedimentos utilizados para acharmos

Yp-



Capitulo 3

Sistemas de Equacoes Diferenciais

Lineares de Primeira Ordem

Neste ultimo capitulo focaremos nossa atencao a teoria e resolugao de sistemas
de equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes. Aqui veremos, que um
vetor solugao é uma matriz cujos elementos sao fungoes diferencidveis em um intervalo
I C R. Os resultados aqui mencionados nao serao demonstrados, pois as demonstragoes

dos mesmos seguem de modo andlogo as do capitulo 2.

3.1 Sistemas de Equacoes Lineares de Primeira Or-
dem

Estudaremos sistemas de equacoes diferenciais de ordem n, da forma

(

2 (t) = q1(t, x1, 20, ..., Tp)

xh(t) = go(t, x1, 29, ..., Tp)

x (t) = gn(t,z1, 29, ..., 2y)

Uma solucdo para o sistema (3.1) sdo n—fungoes x1(t), x2(t), ..., x,(t), tais que

l’;(t) :gi(t,xl,xg,...,xn);i: 1,2,...,71.



CAPITULO 3. SISTEMAS DE EDO’S LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 61

3.1.1 Sistema na Forma Normal Linear

Estamos interessados em estudar um caso particular de (3.1), onde cada uma das
funcoes g1, g2, . . ., gn € linear nas variaveis dependentes x1, s, ..., x,, € 0 sistema tem a

forma

) (t) = a1 (t)xy + ara(t)xe + . .. + a1 (t)z, + f1(1)

(1) :‘ a9 (t)ry + ag(t)rs + : oot ag (t) T, + fz(%) (32)

| (1) = ap1 (t)xy + ap2(t)xa + . oo+ apn(t)x, + fult).

Onde os coeficientes a;; e as f; sdo fungbes continuas em um intervalo /. Quando f;(t) = 0,
i=1,2,...,n, o sistema (3.2) se diz homogéneo; caso contréario, é nao-homogéneo.
Dizemos que o sistema (3.2) estd na forma normal, ou canénica.

Agora, veremos um caso interessante de motivagao para os estudos tedricos, mas
essencialmente importante. A possibilidade de transformar uma equacao diferencial linear

de ordem n em um sistema linear com a forma normal (3.2).

3.1.2 Transformagao de uma Equacgao para um Sistema

Lembremos que toda equacao diferencial ordinaria de n—ésima ordem pode ser

expressa na forma
yW ) =F (tyy,...,y" ).

Agora, considere a equagao linear de n—ésima ordem,
any™ + an_1y™ Y 4+ a1y + agy = f(t), com a, # 0,

que podemos escrever na forma

a a Ay
g = 0y Ly LD g, (3.3)
an, ap, ,
Vamos agora, introduzir as varidaveis independentes x1,...,x,, para formar o sistema.

Para isso, basta fazer

Yy =, y/ = T2, ?J” = I3, ?Jm = T4y - vy yn_l = Tn. (34)
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Dai,

Qn Qn Qn

62

Logo, observamos que a equagao diferencial linear de ordem n, (3.3), pode ser escrita

como um sistema de n equagoes diferenciais lineares de primeira ordem, (3.2).

O conjunto de todas essas equacoes lineares forma o sistema linear normal.

Exemplo 3.1. Escreva a equacao de terceira ordem

29" — 6y" + 4y’ + y = sent

na forma normal.

Solucao: Inicialmente, escrevemos a equacao dada na forma:

"

)
Agora, fazemos
de onde
/
Ty
/
Ty
/
T3

3.1.3 Forma Matricial de um Sistema Linear

1 / 7 1
=——y—2y +3y" + §sent.

2

/ !
Yy==o1,Yy =22, Y = T3,

::[/'2
:I3

1 1
= _5351 — 2x9 + 323 + §sent.

Se X (t), A(t) e F(t) denotam respectivamente as matrizes

X(t) = ,A(t) =

an(t) am(t) e aln(t)
921 (t) a929 (t) PN azn(t)

an1(t)  ana(t) ... any(t)
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entao o sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem visto em (3.2), pode

ser escrito como:

x1(t) ajr(t) aa(t)...a1,(t) x1(t) fi(t)
i T2 (t) - agl(t) 922 (t) e agn(t> T2 (t) n f2 (t)
xn(t) A1 (t)  ana(t) ... ann(t) xn(t) fn(t)

ou simplesmente,

X'(t) = A(H) X (2). (3.6)

Definigao 3.1. (Vetor Solucao) Um vetor solu¢ao, em um intervalo I, € qualquer

matriz coluna,

cujos elementos sao fungoes diferencidveis que satisfazem o sistema (3.5) no intervalo.

Exemplo 3.2. Verifique se os vetores

X, = e % = e X9= bt =
—1 —e 2t 5 5eb

sao solucoes para o sistema, em R,

X' = X.

Solucao: Temos que



CAPITULO 3. SISTEMAS DE EDO’S LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 64

Assim,
1 3 e 2t e — 372 —2e72
5 3 —e2t He 2 — 3e72t Qe 2
1 3 3¢t 3e% 4 15¢5 18¢6¢
AX, = - - ~ X
5 3 5ebt 15e5t + 15e% 305t

Logo, ambos os vetores dados verificam o sistema e, portanto, sao solugoes.

Observacao 3.1. Em geral, a teoria dos sistemas de n equagoes diferenciais lineares de

primeira ordem € similar a das equacoes diferenciais lineares de ordem n.

3.1.4 Problema de Valor Inicial

Denotando por ¢y um ponto do intervalo [ e

71 (to) (0
To(t
X(to) = 2(. o) e Xo= y,2 )
xn<t0) Yn
onde y;; 2 =1,2,...,n, sao constantes dadas. Entao, o problema

Resolver: X' = A(t)X + F(t)

Sujeito a: X () = Xo (3.7)
¢ um problema de valor inicial no intervalo 1.

Teorema 3.1. (Existéncia e Unicidade) Suponhamos que os elementos a;;(t) da ma-
triz dos coeficientes A(t) e os fi(t) no sistema (3.2) sejam continuas em um intervalo
I, contendo um ponto ty. Entao, existe uma unica solucao do problema de valor inicial,

(3.7), no intervalo.

3.2 Sistemas Homogéneos

Nas defini¢oes e teoremas seguintes, trataremos de sistemas homogéneos. No en-
tanto, consideraremos sem explicitamente mencionar que os a;; ¢ f; sao fungoes continuas

de t no intervalo 1.
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Veremos um resultado a seguir que envolve somas de solucoes de sistemas lineares.

Teorema 3.2. (Principio da Superposi¢cdo) Sejam X1, Xo, ..

'7Xk

um conjunto de

vetores solucao do sistema homogéneo, no intervalo I. Entao, a combinacgao linear,

X :Cle +CQX2+ "'—|—0ka,

onde c;, 1 =1,2,...,k, sao constantes arbitrdrias, € uma solucao do sistema no intervalo

1.

Segue do Teorema 3.2, que um multiplo constante de qualquer vetor solucao de

um sistema de equacoes diferenciais lineares homogéneos de primeira ordem é, também,

solugao.
Exemplo 3.3. Efcicil verificar que

cost

1 1
X1 = —3 cost + §sent e X,

—cost — sent

sao dois vetores solugao do sistema homogéneo

1 0 1
X' = 1 1 0 |X
-2 0 -1

Entao, pelo Teorema 3.2, a combinacao linear

X(t) = Cle -+ C2X2

cost 0
=c 1 t+ L t +c
=0 5 cost + osen 2 | e
—cost — sent 0
¢ solucao do sistema.
Defini¢ao 3.2. (a). O determinante
.TH(t)

T21 (t)

xlg(t) ..
Igl(t) ..

Tnl (t) Tn2 (t)
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¢ chamado de Wronskiano de X1, Xs,...,X,, emt € I, onde,

[L’H(t) x12(t) $1n(t)
X, — 1‘21.(25) X, = 1'22.(15) e X = $2n.(t)
T (1) Tno(t) T (1)

(b). Sejamn vetores solugoes X1, Xs, ..., X, do sistema X' = AX. Entio X1, Xs, ..., X,
sao (LI) se, somente se, o Wronskiano € diferente de zero, para todo I. Neste caso,

X1, Xo, ..., X, sao solugoes fundamentais do sistema homogéneo.

(c). Sejam X1, Xs, ..., X, solugdes fundamentais do sistema X' = AX. Entao, a familia
de solucoes

X(t)=aXi+eXo+ -+ Xy,
com constantes ¢, Ca, . . . Cp, Teais, € chamada solu¢cao geral de X' = AX.
Exemplo 3.4. Jd vimos no Exemplo 3.2 que os vetores

672t 3€6t
X1 = ) € X2 =
—e~ t 5€6t

13
X' = X
5 3
Além disso,
€—2t 366t
W (X1, Xy)(t) = det =5t + 3¢t =8e* #£ 0,Vt € R.
_672t 5€6t

Portanto, pela Defini¢ao 3.2, as solugoes formam um conjunto fundamental de solugoes.
Dai seque que, a solucao geral do sistema, em R é dado por
e—2t 3€6t

X(t) =C +
—e2t 56



CAPITULO 3. SISTEMAS DE EDO’S LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 67

3.3 Sistemas Nao-Homogéneos

Para sistemas nao-homogeéneos precisamos conhecer o vetor solugao particular X,
em um intervalo I. Este vetor é qualquer solucao que nao admite parametros arbitrarios,

cujos elementos sejam fungoes que satisfagam o sistema (3.5)

Definicao 3.3. (Solucao Geral - Sistemas Nao-Homogéneos) Seja X, um vetor

solucao do sistema nao-homogéneo (3.5). No intervalo I e, seja
XC = Cle + 02X2 + -4 CanCn

a solugdo geral, no mesmo intervalo, do sistema homogéneo correspondente (3.6). Entdo,

a solugcao geral do sistema nao-homogéneo no intervalo, é
X =X.+X,.

A solugao X. do sistema homogéneo (3.6) € chamada de fungc@o complementar do

sistema nao-homogéneo.

Exemplo 3.5. Dado o sistema nao-homogéneo,

1 3 12t — 11
X' = X+ ,
5 3 -3
o vetor
3t—4
p pr—
—5t+6

¢ uma solugao particular para o sistema em R, a (Verificagao é elementar e serd omitida.
Solucao: No Ezxemplo 3.2 vimos que a fung¢ao complementar do sistema homogéneo

correspondente é:

6_2t 366t
X. = + co , com c1 e cy constantes arbitrarias.
_67215 566t

Portanto, seque que a solugcao geral, em R, para o sistema ndo-homogéneo tem a forma:
X=X.+X,

et 3ebt 3t—4
—e™ 2 5ebt —5t+6
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3.3.1 Matriz Fundamental

Se X1, Xs,..., X, é um conjunto fundamental de vetores solugoes do sistema homogéneo,

X' = AX, em um intervalo I, entao sua solucao geral no intervalo é dado por,

X201X1+02X2+...+Xn,

ou ainda,
T11 T12 Tin C1T11 + Co12 4+ ...+ CnX1n
Ta1 T99 Ton C1To1 + CoTo2 + ... + CuT2op
X =q . + ¢o . +...+c, _ =
Tn1 Tn2 Lnn C1Tn1 + Colp2 + ...+ CnTnn

Observemos que a solucao acima pode ser representada na forma de produto de matrizes,

ou seja,
11 Ti2...-Tin (&1
T21 X22...T2p Cy
X = (3.8)
Tnl Tp2..-Tpn Cp

A partir deste resultado temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.4. (Matriz Fundamental) Considere que

T11 X112 T1in

T21 X22 Tan
Xl - 3 X2 - 5 7Xn =

Tnl Tn2 Tnn

formam um conjunto fundamental de solugoes do sistema homogéneo (3.6), em um inter-

valo I. A matriz

11 T12...T1p

To1 T22...T2p

Tnl Tp2...Tpn

¢ chamada uma matriz fundamental do sistema, no intervalo.
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Pelo que vimos acima a solucao geral de qualquer sistema homogéneo, X' = AX,
pode ser representada em termos de uma matriz fundamental do sistema na forma: X =
®(t) C, tal que C' é um vetor coluna de ordem n x 1 de constantes arbitrarias.

Contudo, dizer que X = ®(¢)C é uma solugdo geral para o sistema homogéneo
X' = A(t)X significa que,

'(t)C = A(t)®(t) C

ou simplesmente,

ou ainda,

Entretanto, como a ultima linha acima, deve ser satisfeita para todo valor de ¢ no intervalo

I e, para toda matriz coluna de constantes C', devemos ter

ou

O'(t) = A(t) D(t). (3.10)

A relagao de (3.10) é muito 1til e utilizaremos a mesma na segdo de variagoes dos

parametros no decorrer do texto.

3.3.2 Inversa de uma Matriz Fundamental

Notemos que o determinante da matriz fundamental ®(¢) de um sistema homogéneo
coincide com o Wronskiano dos vetores X7, Xo, ..., X,,. Logo, como o Wronskiano ¢ dife-
rente de zero para todo valor de ¢ no intervalo real, entao, podemos dizer que a matriz

®(t) é nao-singular, isto é, admite inversa. Assim temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3. (Uma Matriz Fundamental Admite uma Inversa) Seja ®(t) uma
matriz fundamental do sistema homogéneo (3.6), em um intervalo I. Entao, ®~*(t) existe

para todo valor de t no intervalo.

Veremos a seguir, um método de solucao de sistemas de equagoes diferenciais lineares
de primeira ordem, através da determinacao dos Autovalores e Autovetores; conceitos
vistos em cursos de Algebra Linear. O leitor interessado pode consultar a referéncia [7].

No entanto, vejamos algumas definigoes.
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Definigao 3.5. (Polinémio Caracteristico) O polinémio caracteristico de uma matriz

A € M,(R) € o polinémio de grau n definido por
pa(N) = det(A — ),
onde I representa a matriz identidade de ordemn.

Definicao 3.6. Seja A uma matriz de ordem n X n. Dizemos que um niumero A € um

autovalor de A se existe um vetor solucao nao-nulo K do sistema linear
AK = \K. (3.11)
Dizemos que o vetor solucao K é um autovetor associado ao autovalor \.

Observagao 3.2. (Autovalor) Um nimero é um autovalor de uma matriz A € M, (R)

se, e somente se, a matriz (A — \I) ndo € invertivel, isto €,

pa(A) =det(A—AI)=0.

3.4 Sistemas Homogéneos com Coeficientes Constan-
tes

Ja vimos anteriormente (Exemplo 3.6) que a solugao geral para o sistema homogéneo

1 3
X' = X
5 3
1 —2t 3 6t
X(t) = C1X1 -+ C2X2 = C1 € + Co €.
-1 S

Porém, notemos que ambos os vetores solucoes possui a forma,

X, = et i=1,2,

onde ki e kg sao constantes. Assim, somos induzidos a questionar se é sempre possivel
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obter uma solucao da forma

X(t) = T et =KeY, (3.12)

para o sistema homogéneo de primeira ordem na forma compacta,
X' = AX, (3.13)

onde A é uma matriz de constantes pertencente a M, (R).
Se, por hipdtese, (3.12) for um vetor solugao do sistema linear homogéneo (3.13),

entdo K\eM = AKe. Dai, dividindo ambos os membros por e* obtemos,

AK = ) \K
ou ainda,
AK — \K =0.
Assim,
(A= M)K =0. (3.14)

Notemos que a equagao matricial, (3.14), é equivalente ao sistema de equagoes algébricas

(au — )\)k?l + CL12]€2 + -+ alnkn =0
asiky + (asa — Nka + -+ - + agnk, =0

L (anlkl + angkg + 4 (am — )\)]{Zn = 0.

Sendo assim, para obter uma solugao nao trivial X de (3.13) precisamos inicialmente
obter uma solucao para este sistema; ou seja, precisamos obter um vetor solucao nao trivial

K que verifique a equacao matricial (3.14). Mas, isto é possivel se

det(A — AT) = 0.

3.4.1 Autovalores Reais Distintos

Se a matriz A pertencente a M, (R) tiver n autovalores reais distintos, A, A, ..., Ay,

um conjunto com n autovetores linearmente independentes K, Ko, ..., K, podera sempre
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ser obtido e

X1 = KMt Xy = ko™, . X, = K,eM!
serd um conjunto fundamental de solugoes para o sistema (3.13), em R.

Teorema 3.4. (Solucao Geral - Sistemas Homogéneos) Sejam A1, Ay, . .., A, auto-
valores reais distintos da matriz dos coeficientes A, do sistema homogéneo (3.13) e, sejam
Ky, Ky, ..., K, os autovetores associados. Entao, a solucao geral do sistema homogéneo

(3.6) em R, serd dado por:
X(t) = 1 KpeMt + cokge™t + . + cnKne’\"t, com c¢q,Ca,...,C, constantes arbitrdrias.
Vejamos um exemplo para melhor entendermos.

Exemplo 3.6. Determine a solucao geral do sistema homogéneo:

2/ (t) = 2x + 3y

(3.15)
y(t)=2z+y

Solugao: A priore, determinamos os autovalores e os autovetores da matriz dos coefici-

entes do sistema. Sendo,

2 3
A= ,
2 1
temos o polinomio caracteristico,
2—X 3 )
pa(N) = det(A —\I) = =\ =-31x—-4=0.
2 1—A
Calculando as raizes obtemos os autovalores \y = —1 e Ay = 4.
Para Ay = —1 temos que,
2 3 10 3 3
A—-\I = -1 =
2 1 0 1 2 2
Assim,
ki
(A—MIK =0, sendoK = :
ka

€ equivalente a,
3l€1 + 3k2 = 0

2k + 2k =0
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Resolvendo o sistema obtemos k1 = —ky. Tomando ky = 1, um autovetor associado a
A = —1 serd
1
K, =
—1
-2 3
Para Ay = 4, temos que, (A — \oI) = . Assim, (A — XI)K =0, equivale a
2 -3
—2k1 + 3k2 - O
2]{31 - 31{72 - O

3
Resolvendo o sistema obtemos, ki = §k2, para ko = 2, um autovetor associado Ao = 4 €

3
2

KQI

Notemos, que a matriz A € de ordem 2 X 2 e determinamos duas solucoes linearmente

independentes de (3.15), dados por

1 . 3
X1 =¢ e’ e Xo=o0 e,
-1 2

Logo, a solugao geral é

1 t 3 at
X = Cle + CQXQ = C e+ e
ou seja,

que é equivalente a:

3.4.2 Autovalores Repetidos

Veremos que nem todos os autovalores sao necessariamente distintos, ou seja, alguns

dos autovalores podem ser repetidos. Considere o sistema

3 —18
X' = X.
2 =9
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Encontrando o polindmio caracteristico da matriz dos coeficientes, temos:
3—A —18
pa(N) = det(A — AI) =

Dai obtemos,

pa(A) =N 4+6A+9=(A+3)>=0,

o que implica Ay = Ay = —3. Entretanto, substituindo o valor de A = —3 na equagao,
k1 6 —18
(A— XK =0, sendo K = e (A—(=3))K =
ko 2 —6
, ) 3
E possivel verificar que k; = ¢ um autovetor; logo,
1
3
X1 = 6—3t
1

¢ uma solugao do sistema inicial dado. Todavia, obviamente, nos interessa obter a solucao
geral do sistema, assim necessitamos obter uma outra solucao.

De maneira geral, se m é um inteiro positivo, e (A — A;)™ é um fator do polinémio
caracteristico e (A—\;)™"! ndo é fator, falaremos que \; é um autovalor de multiplicidade
m.

Para algumas matrizes A de n—ésima ordem, é possivel obter m autovetores line-
armente independentes K, K», ..., K,, associados a um autovalor \;, de multiplicidade

m < n. Dai, segue que a solugao geral do sistema contém a combinagao linear:
clKleAlt -+ CQKQG)\It + ...+ Cmee/\lt.

Exemplo 3.7. Encontre a solugao geral para o sistema homogéneo:
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Calculando o determinante e simplificando obtemos o sequinte polinomio:

pa(A) = A% =307 =9\ — 5.
Com isso, encontrando as raizes desse polinomio, obtemos os autovalores:

)\1:/\2:—1 € /\3:5

Agora, iremos encontrar os autovetores. Substituindo Ay = —1 em
(M —A)K =0,
onde,
kq 0
K - k’Q € 0 - O )
ks 0

obtemos o sistema,

—2ky + 2ky — 2k3 =0
2]{}1 - 2k2 -+ 2]€3 - O
—2k1 + 2ky — 2k3 =0

Resolvendo este sistema linear, pelo método Gaussiano, através do escalonamento da ma-

triz ampliada, encontramos:

ki = ko — ks.
Se tomarmos ko =1 e ks = 1 obtemos um autovetor

0
K, = 1
1

Agora, para ki =1 e kg = 0 obtemos um autovetor
1
Ky=11
0

Porém, notemos que nenhum dos autovetores é um maultiplo constante do outro; assim,

temos duas solucoes linearmente independentes, associados ao mesmo autovalor Ay = —1.
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Assim,
0 1
Xi=|1|e" e Xo=]1 |e,
1 0
¢ um conjunto fundamental de solucoes para o sistema associado ao autovalor \y = —1.

Por ultimo, para o valor A3 = 5, temos o sistema

4]{71 -+ 2]{?2 - 2]€3 = O
2k + 4ky +2k3 =0
—2ky 4 2ky + 4k3 =0

Resolvendo, encontramos

]{?2 = —k’g (& k‘l = k’g.

Tomando por exemplo, ks = 1, obtemos ky = 1 e ks = —1. Logo, temos um terceiro

autovetor,

Ky = —1

Portanto, a solucdo geral é dada por:

0 1 1
Xt)=ca | 1 e+l 1 |et+e| -1 [
1 0 1

Suponhamos que A; seja um autovalor de multiplicidade dois e que exista um inico

autovetor associado a esse autovalor. Uma segunda solucao pode ser obtida da forma:

X, = KteM! 4 PeMt, (3.16)
onde
ky y4
k
k= ? e P= p.2

k., Pn
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Para verificarmos isso, basta substituir a expressao (3.16) no sistema homogéneo

X' = AX.

X; = KeM' + Kth e + )\ Pet!

AX, = AKteM! + APeM,

temos, substituindo na equacao X) = AX,, que
KM+ KtheMt' + \ PeMt = AKteM + AP,

ou seja,

Mt (MK — AK) + eMY(K + M\ P — AP) = 0.

Porém, como a ultima equagao deve satisfazer a igualdade para todo valor da varidavel

t, no intervalo real, conclui-se através de algumas manipulagoes algébricas que

(A= MK =0 (3.17)

(A—MI)P = K. (3.18)

Da equagao (3.17) segue-se que o vetor K deve ser um autovetor de A associado a A;.
Resolvendo (3.17), determinamos uma solucdo X; = Ke*!. Para obtermos uma segunda
solugdo Xy, precisamos apenas resolver o outro sistema (3.18) para obter o vetor P.

Vejamos um exemplo a seguir.

Exemplo 3.8. Considerando o sistema

ja vimos, anteriormente que o autovalor da matriz A € de multiplicidade dois, isto €,

A1 = Ay = =3, e uma solucao para o sistema é
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. . . p , .
Assim, K = . Seja a matriz P = L Dai, a expressao (3.18)

1 P2
(A—MI)P =K,

logo,
—6 18 D1 3
-2 6 D2 1
Resolvendo, obtemos
1
p1=3p2 — 9

1
Tomando ps = G seque que p1 = 0. Logo, obtemos o vetor

0
P=1
6
Portanto, de (3.16), obtemos
3 0
Xy = te 3t 4+ 1 e 3t
1 —
6
donde seque que a solucao geral € dada por:
3 . 3 0
X=q e +e e+ [ 1 | e
1 1 -

6

78

Se a matriz A de coeficientes tiver apenas um autovetor associado ao autovalor \;

com multiplicidade trés, seremos capazes de obter uma segunda solugao, como vista em

(3.16), e ainda, uma terceira solu¢ao da forma:

t2
X3=K 5 eMt 4 PteMt 4 QeMt

(3.19)

De maneira geral, se existir apenas um autovetor associado ao autovalor A\, de multipli-

cidade m, entao podem ser obtidas m solugoes linearmente independentes da forma:

_ Art,
X =Ky e

X2 = Kglte)\lt + KQQ e’\lt;
t2

X3 = K31 5 6/\1t + K32t€>\1t + K33 6/\1t
$(m—1) $(m—2)
Xm: ml (m_1>|eA1t+Km2 (m_2>‘€)\1t+"'+Kmme)\lt7

onde os Kj;; sao vetores coluna.
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3.4.3 Autovalores Complexos

Se A\i =a+1if el =a—1if, com >0, sao autovalores complexos da matriz de
coeficientes A, do sistema homogéneo (3.6); os autovetores associados podem também ter

coordenadas complexas. Vejamos o sistema

'(t) =6z —y
y'(t) = bz + 4y.
Neste caso, temos
6—-X\ -1
det(A— \I) = = 0;
5 4— )\

logo A2 — 10\ + 29 = 0, onde as raizes sao \; =5+ 2i e Ay = 5 — 2i.
Agora,considerando A\; = 5 + 2¢, temos o sistema
(1 —2i)ky — ko =0
5k1 — (14 2i)ks = 0.
Resolvendo, encontramos ko = (1 — 2i)ky. Dai, escolhendo k; = 1 obtém-se o seguinte

autovetor solucao associado:

1
K, =
1—2
Analogamente, para Ay = 5 — 2i, obtemos
1
K2 -
1+2

Verifica-se, por meio do Wronskiano, que os vetores solucao

1—2 1+ 2
sao linearmente independentes. Portanto, a solucao geral é:

1 . 1 .
X=q et 4 ¢, 5201, (3.20)
1—2¢ 142
Notemos, que as coordenadas do vetor K, associado a Ao, sao as conjugadas das coorde-

nadas do vetor K7, associado ao autovalor A;. Assim, podemos escrever a relagao
=X\ e K,= K, onde M éo conjugado de A\; e kq é oconjugado de k;.

Dessa maneira, essa afirmacao leva ao seguinte resultado geral.
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Teorema 3.5. (Solucoes Correspondentes a Autovalores Complexos) Seja a
matriz A de coeficientes do sistema homogéneo X' = AX e seja Ky um autovetor corres-

pondente ao autovalor complexo N\ = o + i5. Entao,
K eMt e Kexlt
sao solugoes para o sistema X' = AX.

E conveniente, muitas vezes, reescrever a solucao vista dependendo de fungoes reais.
Veremos agora como encontrar uma solucao em termos de fungoes reais, a partir de
autovalores complexos. Para tanto, iremos utilizar a formula de Euler.

Seja K7 um autovetor da matriz de coeficientes A associado ao autovalor A\ = a+1if.

Entao, os dois vetores solucao do Teorema 3.5 podem ser escritos como:

KMt = Ke®e = K™ (cos Bt + isenft)

Eerlt = Ke*e Pt = K e (cos ft — isenf3t).

Pelo Principio da Superposicao e apos algumas manipulacoes algébricas, segue-se que os

seguintes vetores também sao solugoes

1 — 1 — ) —
X1 = §(K16A1t + KieM) = §(K1 + K)e" cos ft — %(—Kl + Ky)e*'senfit

X2 = %(—Kle’\lt -+ Kleklt) = %(—Kl + Kl)eo‘t COS ﬁt + §(K1 + Kl)eatsenﬁt.

Aqui, utilizaremos a seguinte propriedade nos complexos: dado um nimero complexo
1 l
2z = a + b, entao 5(2 +Z) = a = Re(z) e 5(—2’ + %) = b = Im(z). Portanto, as
1 — 1 —
coordenadas dos vetores coluna, §(K1 +Ky)e 5(—K1 + K,), s@o ndimeros reais. Com

isso, se definirmos
1 — i S
B; = §(K1+K1> :Re(Kl) e By = 5(_K1+K1) :Im(Kl)a (321)

temos o seguinte teorema.
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Teorema 3.6. (Solugcées Reais Associadas a um Autovalor Complexo) Seja
A1 = a + i um autovalor complexo da matriz de coeficientes A no sistema homogéneo

X' = AX e sejam By e By os vetores definidos em (3.21). Entao, as igualdades a seguir,

X, = [Bj cos 3t — Bysenfit]e™

(3.22)
Xy = [By cos 8t + Bysenft]e™

sao solugoes linearmente independentes do sistema homogéneo, em R.

Exemplo 3.9. Determine a solucao geral real do sistema homogéneo,

12
X' =1 X
-1
2

Solucao: Inicialmente, obtemos os autovalores a partir de

1—-X 2
det(A — \I) = 1 =\ -2\ +2=0.
-5 (1=X)

Assim, os autovalores sGo \y = 1 +1i e Ay = A\ = 1 —i. Dai, efetuando os passos jd

conhecidos, um autovetor associado a A\ €

2 2 [0
K1 = = —+1
1 0 1
Da relagao (3.21)
2 0
Bl — (¥ BQ =
0 1
Seque do Teorema 3.6 que a solucao geral é:
2 0 . 0 .
X = cost — sent | "+ ¢y cost + sent | e
0 1 1 0
2cost . 2 sent .
=C e + cy e.
—sent cost

3.5 Método de Variacao dos Parametros - Sistemas

Lineares

Veremos aqui o modo para obtencao de solucoes para sistemas de equacoes diferen-

cias lineares de primeira ordem nao homogéneas. Vimos na subsecao 3.3.1 que a solugao
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geral para um sistema linear homogéno X’ = AX, pode ser escrito como:
X =9(t)C,

onde C' é um vetor coluna de constantes arbitrarias, de ordem n x 1, e ¢(t) é a matriz
fundamental, de ordem n X n, cujas colunas consistem dos vetores solugao do sistema

homogéneo. Além disso, recorde as seguintes propriedades da matriz fundamental:

e A matriz fundamental ®(¢) é ndo-singular; isto é, o determinante é diferente de zero

para todo t € R.

e Se ®(t) for uma matriz fundamental do sistema X’ = AX, entdo ®'(t) = ®(¢)A.

Da mesma forma que procedemos na sec¢ao 2.8 nos perguntamos se ¢ possivel subs-
tituir a matriz de constantes C, na relagdo X (t) = ®(¢)C, por uma matriz coluna de

funcoes,

uy (t)

U(t) = U2_(t) ., de tal forma que X, = ®(t)U(t) (3.23)

U (t)

seja uma solucao particular para o sistema nao-homogéneo,
X'(t) = AX(t) + F(t). (3.24)
Observe que, pela regra do produto, a derivada da expressao em (3.23) é:
X, (t) = @t)U'(t) + ' (t)U(t). (3.25)
Dai, substituindo as equagdes (3.23) e (3.25) em (3.24), obtemos
S()U'(t) + @' () U(t) = ADP(H)U(t) + F(t);
ou ainda, usando ®'(t) = ®(¢)A, escrevemos
O()U'(t) + AD(H)U(t) = AD(H)U(t) + F(t)

ou

HU'(t) = F(t).
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Mas ®(t) é invertivel, assim, multiplicando ambos os lados da ultima linha, por ¢~'(t)
obtemos,

U'(t)=® *(t)F(t) e, portanto, U(t):/q)_l(t)F(t)dt.

Como X, = ®(t)U(t), segue que uma solucdo particular de (3.24) é,
X, = d(t) / O (t)F(t)dt, (3.26)

onde, por definicdo, sabe-se que para calcular a integral de uma matriz, calcula-se a
integral de cada entrada. Consequentemente, segue que a solugao geral para o sistema

(3.24) é, X = X.+ X, ou,
X =®(t)C + o(t) / O (t)F(t)dt, (3.27)
denominada Férmula de Variagao dos Parametros. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.10. Ache a solucao geral do sistema nao-homogéneo,

, -3 1 3t
X' = X+ , emR.
2 —4 et

Solucao: A priore, determinamos a solugao geral para o sistema homogéneo associado,
X' = X.
2 —4
Encontremos os autovalores da matriz dos coeficientes; ou seja,

—-3-A 1
det(A — \I) = =(A+2)(A+5)=0.
-2 —4— )

Logo, os autovalores sio Ay = —2 e Ay = —b. Pelo processo usual jd conhecido, obtemos

0s autovetores associados a N\ e Ay, respectivamente:

1 1
Kl — € K2 =
1 —2

Dai, os vetores solu¢ao do sistema homogéneo correspondente sao:

1 1
X, = e e X,= e ot
1 -2
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Portanto, temos que a matriz fundamental para o sistema homogéneo é:

2, 1
o o2t Bt o 3 3
<t> - ot 9 _5¢ ’ com ( ) -
¢ € Lo 1
et ——e
3 3
Assim, da relagdo (3.26), obtemos
e2t Bt 202t 1,2 3t
X, = (I)(t)/@‘l(t)F(t)dt = / 3 3 dt
e—2t _9p—bt %
o2 ot 2 + 1
- 6—2t _26—5t / 1
_ _ 1 1
_ 2t Bt 2t62t—§ -I—gt
=2t 9ot Lyest — Ledt — Lot

6 27 4 1t
st — 50 T 4€

3 21 | 1t
st — 50 T3¢

Lembrando que por definicao, a integral de uma matriz cujos elementos sao fungoes
diferenciaveis para todo t € R, é a integral de cada fun¢ao dessa matriz.

Deste modo, segue de (3.27) que a solugao geral do sistema nao homogéneo inicial,

em R é:
X=X 14X,
ou seja,
e 2t et 1 8y 2L 4 et
X = .
et —2e70t Co 375 — E + ; -t
1 6 27 1
- - 5 50 1 -
= e + e e+ - + et
_ 3 21 1
1 2 5t 50 2



Consideracoes Finais

A realizacdo desta revisao bibliografica contribuiu com o enriquecimento e ama-
durecimento com relagao a pesquisa matematica, em especial ao estudo das equagoes
diferenciais lineares ordindrias e sistemas lineares, como também, diversos conteudos da
graduagao, a exemplo, Algebra Linear e Anélise. Promovendo assim, uma melhor jornada
em uma possivel pos-graduagao, com relagao a Matematica Pura ou Aplicada e areas afins.
Durante a elaboracao deste trabalho fui aprofundando os conceitos estudados juntos com
minha orientadora Luciana, a qual sempre me motivou e ao mesmo tempo me mostrou
a direcao correta para seguir nesta caminhada. O interesse em abordar esta pesquisa foi
devido ao estudo dirigido, quando fui aluno bolsista do projeto de iniciacao cientifica,
onde fizemos um estudo a cerca dos conceitos referente ao tema do presente trabalho.

Contudo, finalizo com a sensacao de dever cumprido, com a consciéncia de que
busquei ao maximo aprender e abranger o conhecimento matematico perante ao rigor da

linguagem rebuscada da matematica pura, bem como sua riqueza enquanto ciéncia exata.
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