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Trabalho de conclusão de curso, apresentado

ao curso de Licenciatura em Matemática
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Matemática do Centro de Ciências e Tecnologia da

Universidade Estadual da Paráıba em cumprimento às
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Agradeço a toda a minha famı́lia, a minha querida mãe Maria do Socorro,
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Resumo

O presente trabalho objetiva um estudo introdutório acerca das equações diferenciais

ordinárias, centralizando os conceitos referentes aos estudos das equações diferenciais

lineares de ordem n, assim como, abordamos a teoria dos sistemas lineares de equações

diferenciais homogêneos e não-homogêneo. Inicialmente, vimos alguns métodos de ob-

tenção de solução para equações lineares, em que foi utilizada a variação de parâmetros

para se determinar a solução geral da equação. Posteriormente, focamos nos conceitos

sobre soluções de sistemas lineares, que é o ponto chave deste trabalho, onde mencio-

namos o processo de determinação dos autovalores e autovetores de uma matriz A dos

coeficientes do sistema, para determinar a solução geral do sistema, por meio da va-

riação de parâmetros. Este trabalho é reflexo da curiosidade na pesquisa matemática

na área pura ou aplicada, onde focamos no tratamento quantitativo sobre equações

lineares como também, de sistemas lineares, motivando assim, a produção de um texto

bibliográfico sobre o tema.

Palavras-chave: Equações Diferencias Ordinárias. Problema de Valor Inicial. Sis-

tema Linear.



Abstract

The present paper aims at an introductory study on the ordinary differential equations,

centralizing the concepts related to the studies of the linear differential equations of

n-th order, as well as, we approached the theory of linear systems of homogeneous and

nonhomogeneous differential equations. Initially, we saw some methods of obtaining

solutions for linear equations, in which a variation of parameters was used to determine

a general solution of the equation. Later, we focused on the concepts of solutions of

linear systems, which is the key point of this work, where we mention the process

of determining the eigenvalues and eigenvectors of a matrix A of the coefficients of

the system, to determine the general solution to the system, through the variation of

parameters. This work is a reflection of the curiosity in mathematical research in a

pure or applied area, where we focused in the quantitative treatment of linear equations

as well as linear systems, thus motivating a production of a bibliographic text on the

subject.

Keywords: Equations Ordinary Differences. Initial Value Problem. Linear System.
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Introdução

Sabe-se que a matemática é um instrumento poderośıssimo para o trabalho inte-

lectual. A mesma vem sendo utilizada desde os tempos mais remotos quando se havia

necessidade das antigas civilizações representarem seus objetos. Sendo assim, se tra-

tando de aplicações matemáticas, a modelagem torna-se útil para interpretarmos certas

situações-problemas de diversas áreas do cotidiano. Porém, não é tão fácil expressar um

determinado fenômeno em termos de um modelo matemático por meio de uma equação

diferencial ou sistemas de equações diferenciais. É necessário que se tenha uma teoria

matemática adequada, o que nem sempre ocorre.

O estudo das equações diferenciais começa com a criação do cálculo diferencial e

integral no século XVII, motivado inicialmente por suas aplicações à mecânica, surgidas

quando Newton (1642−1727), Leibniz (1646−1716) e Bernoulli (1654−1705) resolveram

algumas equações diferenciais simples. Estas primeiras descobertas pareciam sugerir que

as soluções de todas as equações diferenciais poderiam ser expressas por funções elemen-

tares.

Durante o século XVIII, alguns métodos mais sistemáticos de soluções de equações

diferenciais foram desenvolvidos por outros estudiosos interessados nesta área de estudo,

começando a ficar claro que poucas equações podiam ser resolvidas por métodos elemen-

tares; dáı, uma das grandes preocupações passou a ser a de se encontrar condições para

garantir a existência e unicidade de soluções, e deduzir propriedades da solução através

da análise da própria equação diferencial.

O estudo das equações diferenciais ordinárias (EDO), é um importante e extenso

campo de estudo na área de matemática pura e aplicada, que por sua vez, vem sendo uma

área constantemente explorada, uma vez que, possui uma ampla dimensão de aplicações,

seja no que diz respeito aos fenômenos f́ısicos ou até mesmo à problemas do dia-a-dia.

Este trabalho teve como finalidade complementar os estudos vistos na graduação,
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a cerca do estudo bibliográfico teórico sobre Equações Diferenciais, no qual alguns dos

autores que deram suporte para que fosse posśıvel tal construção dos conceitos e resultados

foram: BASSANEZI [1], EDWARDS [5], FIGUEREDO [4], LEIGHTON [6], SANTOS

[10], ZILL [11], E LOUREDO [7], que foram de fundamental importância para descrição

do texto.

O presente trabalho foi dividido em três caṕıtulos, onde no primeiro abordamos

as definições básicas e terminologias sobre o estudo das equações, bem como sua forma

geral. No segundo caṕıtulo, estudamos alguns conceitos para a equação diferencial li-

near homogênea e não-homogênea de ordem n, como também, o método de variação de

parâmetros para obtenção da solução particular de uma equação não-homogênea. Entre-

tanto, o resultado mais importante neste caṕıtulo é o Teorema de Existência e Unicidade

de solução. E finalmente no terceiro e último caṕıtulo, vimos a teoria e alguns resultados

para sistemas de equações diferenciais lineares de primeira ordem, em que utilizamos o

processo de encontrar os autovalores e autovetores da matriz dos coeficientes do sistema

para determinar a solução de um sistema linear.



Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos

Neste primeiro caṕıtulo abordaremos alguns conceitos básicos essenciais para o en-

tendimento acerca das equações diferenciais ordinárias, em particular lineares, bem como

algumas terminologias das quais devemos nos familiarizar. Apresentaremos também o Te-

orema de existência e unicidade, que garante tanto a existência como também a unicidade

de soluções em algum intervalo I ⊂ R, desde que sejam satisfeitas algumas hipóteses.

1.1 Equações Diferenciais

Definição 1.1. (Equações Diferenciais) Uma equação que contém as derivadas (ou

diferenciais) de uma ou mais variáveis dependentes, em relação a uma ou mais variáveis

independentes, é chamada de equação diferencial.

As equações diferencias podem ser classificadas quanto, ao tipo, a ordem e a line-

aridade.

1.1.1 Classificação pelo Tipo

Se uma equação contém somente derivadas de uma ou mais variáveis dependentes,

com relação a uma única variável independente, ela é chamada de equação diferencial

ordinária (EDO). Por outro lado, se uma equação diferencial contém as derivadas de

uma ou mais variáveis dependentes com relação a duas ou mais variáveis independentes,

ela é chamada de equação diferencial parcial (EDP). Entretanto, nosso interesse neste
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trabalho é focar no estudo apenas de EDO. A seguir veremos um exemplo que distingue

uma EDO de uma EDP, respectivamente.

Exemplo 1.1.
dy

dx
− 5y = 1 ;

du

dx
− dv

dx
= x

Exemplo 1.2.
x ∂u

∂x
+

y ∂u

∂y
= u

x ∂2u

∂x2
=

∂2u

∂t2
− 2 ∂u

∂t

Observemos, no Exemplo 1.1, que, nas equações as funções dependem apenas de

uma variável. Enquanto que, no Exemplo 1.2 em cada equação, a função u depende de

duas variáveis.

1.1.2 Classificação pela Ordem

A ordem da equação corresponde a maior ordem das derivadas que aparecem na

equação.

No exemplo a seguir ilustramos uma equação de segunda ordem.

Exemplo 1.3. Consideremos a equação,

d2y

d2x
+ 5

(
dy

dx

)3

− 4y = ex.

Uma equação diferencial ordinária geral ou de n-ésima ordem é representada por

F

(
x, y,

dy

dx
, . . . ,

d(n)y

dx(n)

)
= 0, ou F

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0, (1.1)

onde F é uma função que depende de x, y e das derivadas da função y até a ordem n.

Suponhamos que a equação se aplica para todo x no intervalo aberto I, contido no conjunto

dos números reais, onde deixaremos claro que em todo nosso texto trataremos de funções

definida na reta. Em muitos casos é conveniente isolar o termo de mais alta ordem da

equação (1.1), escrevendo na forma

d(n)y

dx(n)
= f

(
x, y,

dy

dx
, . . . ,

d(n−1)y

dx(n−1)

)
ou y(n) = f

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

denominado forma normal da equação.
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1.1.3 Classificação como Linear ou Não-linear

Uma equação diferencial é chamada de linear quando pode ser escrita na forma

ilustrada a seguir,

an(x)
d(n)y

dx(n)
+ an−1(x)

d(n−1)y

dx(n−1)
+ · · · + a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = g(x). (1.2)

Observação 1.1. As equações diferenciais lineares caracterizam-se pela seguinte propri-

edade: cada coeficiente ai(x) com i = 0, . . . , n, com n ∈ N são funções reais que depende

apenas de x, e cont́ınuas em I ⊂ R.

Caso contrário, dizemos que a equação é não-linear.

Exemplo 1.4. A equação diferencial abaixo linear, pois está na forma (1.2).

dy

dx
+ 5x4y = x4.

1.1.4 Soluções para Equações Diferenciais

Definição 1.2 (Solução para uma Equação Diferencial). Qualquer função y = y(x)

definida em algum intervalo aberto I, de números reais tal que as n derivadas ,
dy

dx
, . . . ,

d(n)y

dx(n)
,

existam em I e satisfaçam a equação é dita uma solução expĺıcita em I. Isto é,

F
(
y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)

)
= 0 ∀x ∈ I.

Exemplo 1.5. Seja y(x) uma função definida por:

y(x) = x2 − x−1.

Vejamos que y(x) é uma solução expĺıcita para a equação.

y′′ − 2

x2y
= 0.

Solução: Calculando as derivadas da função, isto é, y′(x) = 2x + x−2 e y′′(x) =

2 − 2x−3, notemos que são definidas para todo número real x 6= 0. Substituindo as

funções na equação dada, obtemos

(2− 2x−3)− 2

x2
(x2 − x−1) = (2− 2x−3)− (2− 2x−3) = 0.

Logo, para qualquer número real x 6= 0, a função expĺıcita y(x) dada satisfaz a equação

diferencial no intervalo (−∞, 0) e também (0,+∞).
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Exemplo 1.6. Consideremos as equações diferenciais de primeira ordem:(
dy

dx

)2

+ 1 = 0 e (y′)
2

+ y2 + 4 = 0.

Veremos que elas não possuem soluções.

Solução: De fato pois, para qualquer função real y = y(x) temos (y′)2 + 1 > 0 e (y′)2 +

y2 + 4 > 0.

Assim, conclúımos que nem toda equação admite necessariamente uma solução real.

Por outro lado, a equação diferencial de segunda ordem,

(y′′)
2

+ 10y4 = 0,

possui única solução y(x) = 0 pois,

(y′′)2 + 10y4 > 0 se y 6= 0.

Definição 1.3 (Solução Impĺıcita). Uma relação G(x, y) = 0 é dita uma solução

impĺıcita, para uma equação diferencial do tipo (1.1) no intervalo I se define uma ou

mais soluções expĺıcitas em I.

Exemplo 1.7. Dada a relação, y2−x3+8 = 0 , verifiquemos que esta define uma solução

impĺıcita para a equação não linear,

y′ =
3x2

2y
no intervalo (2,∞).

Solução: Isolando a variável y temos,

y2 = x3 − 8,

dáı, extraindo a raiz quadrada em ambos os membros obtemos,

y = ±
√
x3 − 8,

que está bem definida para todo x > 2, ou seja, no intervalo (2,∞). Agora, vejamos que

satisfaz a equação. Temos,

y(x) =
√
x3 − 8, ou ainda, y(x) = (x3 − 8)

1
2 ,

de onde

y′(x) =
1

2
(x3 − 8)

−1
2 (3x2), ou ainda y′(x) =

3x2

2
√
x3 − 8
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que também está bem definida para o intervalo (2,∞). Com isso, substituindo as funções

y(x) e y′(x) na equação, obtemos

3x2

2
√
x3 − 8

=
3x2

2
√
x3 − 8

.

A verificação para a solução y(x) = −
√
x3 − 8 segue analogamente.

Definição 1.4 (Curva Integral). O gráfico de uma solução y(x) de uma equação dife-

rencial ordinária é chamado curva integral. Uma vez que y(x) é uma função diferenciável,

em I = R, ela é cont́ınua no seu intervalo de definição I.

Considerando a equação diferencial geral (1.1), quando resolvida, esperamos uma

famı́lia a n-parâmetros de soluções arbitrários reais,

G(x, y, c1, . . . , cn) = 0,

Isso significa dizer que uma equação diferencial, quando admite soluções, têm um

número infinito de soluções em I, para escolhas convenientes das constantes arbitrárias.

Definição 1.5 (Solução Particular). A solução de uma equação diferencial ordinária,

que não dependa de parâmetros arbitrários é chamada de solução particular.

Exemplo 1.8. Considerando a equação diferencial abaixo

dy

dx
− 1

3
x2 = 0,

temos que, a solução y(x) = 1
9
x3, definida em R, é uma solução particular.

Solução: Com efeito,
dy

dx
=

1

9
3x2

onde, simplificando, obtemos
dy

dx
=

1

3
x2.

o que implica
1

3
x2 − 1

3
x2 = 0, ∀x ∈ R.

Definição 1.6 (Solução Geral ou Completa). Consideremos a equação diferencial

ordinária de ordem n do tipo (1.1),

F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0.
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Se toda solução para esta equação puder ser obtida de uma famı́lia de soluções a n-parâmetros

arbitrários, em um intervalo I,

G (x, y(x), c1, . . . , cn) = 0,

por meio de escolhas apropriadas dos parâmetros ci, i = 1, . . . , n, dizemos que a famı́lia é

a solução geral da equação diferencial em I.

1.1.5 Problema de Valor Inicial

Nosso esforço neste tipo de problema é encontrar uma solução y(x) para uma

equação diferencial de n-ésima ordem do tipo (1.1),

F

(
x, y,

dy

dx
, . . . ,

d(n)y

dx(n)

)
= 0,

de maneira que y(x) satisfaça determinadas condições de contorno impostas; isto é,

condições iniciais sujeitas a y(x), como também, as suas derivadas, em um mesmo ponto.

O problema,

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
, y(x0) = y0, y′(x0) = y1, . . . , y

(n−1)(x0) = yn−1, (1.3)

onde, y0, y1, . . . , yn−1 são constantes reais arbitrárias conhecidas, é denominado de pro-

blema de valor inicial (PVI). Os valores de y(x) e suas n − 1 derivadas em um ponto

x0,

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

n−1(x0) = yn−1,

são chamados de condições iniciais.

Agora consideremos um problema de valor inicial de segunda ordem, como apresen-

tado abaixo

y′′ = f(x, y, y′), y(x0) = y0, y
′(x0) = y1. (1.4)

Queremos encontrar uma solução y(x) para a equação acima, em um intervalo I.

contendo x0, de modo que o gráfico não somente passa pelo ponto (x0, y0), mas também

que a inclinação da curva y = y(x) nesse ponto seja y1. Veja a figura abaixo:
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Figura 1.1: Gráfico PVI; Fonte: ZILL, 2001, Vol. 1.

A solução geral de um problema de valor inicial de ordem n dado por (1.3), de

modo geral envolve uma famı́lia de soluções a n-parâmetros arbitrários da equação dife-

rencial dada. Assim, usando as n condições iniciais conhecidas, determinamos os valores

numéricos das n constantes na famı́lia. Com isso, cada solução particular resultante é

diferente em I.

Exemplo 1.9. Vejamos que, para qualquer escolha das constantes c1 e c2, a função

y(x) = c1e
−x + c2e

2x,

é uma solução da (EDO) y′′ − y′ − 2y = 0. Nestas condições, determine c1 e c2 tais que

y(x) é uma solução para o PVI:

y′′ − y′ − 2y = 0 em R; y(0) = 2 e y′(0) = −3.

Solução: Determinando as derivadas primeira e segunda, temos: y′(x) = −c1e−x +

2c2e
2x e y′′(x) = c1e

−x + 4c2e
2x. Agora, substituindo as funções na equação, temos

y′′ − y′ − 2y =
(
c1e
−x + 4c2e

2x
)
−
(
−c1e−x + 2c2e

2x
)
− 2

(
c1e
−x + c2e

2x
)
,

o que implica,

y′′ − y′ − 2y = (c1 + c1 − 2c1) e
−x + (4c2 − 2c2 − 2c2) e

2x = 0.

Observamos que a igualdade vale para todo x em R. Logo, a função y(x) dada acima é

uma solução para a equação diferencial, para quaisquer escolhas das constantes c1 e c2.
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Assim, pelas condições iniciais dadas podemos encontrar as constantes. Como

y(0) = 2 e y′(0) = −3, temos

y(0) = c1e
−0 + c2e

2.0 = 2,

y′(0) = −c1e−0 + 2c2e
2.0 = −3;

ou seja,

c1 + c2 = 2

−c1 + 2c2 = −3

e, resolvendo este sistema pelo método da adição, obtemos

c1 =
7

3
e c2 = −1

3
.

Portanto, a solução particular para a equação diferencial dada em R é,

y(x) =

(
7

3

)
e−x −

(
1

3

)
e2x.

Ao considerarmos uma equação diferencial de primeira ordem sob determinadas

condições impostas, no caso abaixo

dy

dx
= f (x, y) ; y(x0) = y0,

somos induzidos aos seguintes questionamentos:

(a) O problema considerado tem solução? Se existir será única?

(b) Alguma curva integral passa pelo ponto (x0, y0)?

Sendo assim, enunciaremos o teorema a seguir que garante, para a equação de pri-

meira ordem, que quando existir solução para o PVI, tal solução será a única.

Teorema 1.1. (Existência e Unicidade)1 Consideremos o PVI, a seguir;

dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0. (1.5)

Sejam as funções f(x, y) e
∂f

∂y
cont́ınuas em uma região retangular R no plano xy, definida

por:

R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b , c ≤ y ≤ d}
1O leitor interessado pode encontrar a demonstração do Teorema 1.1 na referência [2].



CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS 21

que contém o ponto (x0, y0) em seu interior. Então, existe algum intervalo aberto I =

(x0 − δ, x0 + δ), e uma única solução y(x) definida em I que satisfaz o problema de

valor inicial. 2

A seguir, vejamos a representação geométrica do Teorema 1.1. Logo após, veremos

um exemplo onde utilizaremos o resultado de forma direta. Entretanto, consideremos a

função φ(x) = y(x) definida em I sendo a solução única do PVI.

Figura 1.2: Gráfico Teorema de Existência e Unicidade; Fonte: NAGLE, EDWARD, 2012.

Exemplo 1.10. Vejamos agora, o problema de valor inicial a seguir.

3
dy

dx
− x2 + xy3 = 0; y(1) = 6.

Verifiquemos que o PVI admite uma solução única.

Solução: Reescrevendo a equação dada obtemos,

dy

dx
=
x2 − xy3

3
; y(1) = 6,

ou seja, temos um PVI da forma (1.5), onde f(x, y) =
x2 − xy3

3
e

∂f

∂y
= −xy2. No-

temos que, tanto a função f(x, y) quanto a derivada primeira parcial
∂f

∂y
são funções

cont́ınuas, em qualquer retângulo contendo o ponto (1, 6), de maneira que as hipóteses do

Teorema de existência e unicidade de soluções são atendidas. Logo, segue-se que o pro-

blema de valor inicial dado tem uma solução única em um intervalo centrado em x0 = 1.

2O Teorema 1.1 é conhecido como Teorema de Picard. Charles Émile Picard matemático francês

nasceu em 1856 morreu em 1941, fez significativas contribuições nas áreas de equações diferenciais e

variáveis complexas.
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Portanto, com este Teorema temos como saber se existe algum intervalo centrado

em x0 = 1 no qual o PVI dado tem uma única solução, sem necessariamente exibir a

expressão da solução.



Caṕıtulo 2

Equações Homogêneas e

Não-Homogêneas

Neste caṕıtulo veremos os conceitos e alguns resultados envolvendo equações dife-

renciais ordinárias lineares homogêneas e não-homogêneas de ordens maiores. Abordare-

mos por exemplo: problema de valor inicial, Wroskiano, independência linear de soluções,

prinćıpio da superposição, solução geral, fórmula de Euler, redução de ordem, equação

diferencial homogênea com coeficientes constantes e variação dos parâmetros. tais teorias

são necessárias para um bom entendimento do tema proposto.

2.1 Equações Diferenciais Lineares

2.1.1 Problema de Valor Inicial e de Valor de Contorno

Problemas de Valor Inicial

Consideremos agora um problema de valor inicial para uma equação diferencial linear

de ordem n, dado por

an(x)
d(n)y

dx(n)
+ an−1(x)

d(n−1)y

dx(n−1)
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = g(x), onde an(x) 6= 0, (2.1)

e

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(n−1)(x0) = yn−1.

Neste problema temos o interesse de encontrar uma função definida em algum in-

tervalo I, contendo x0, que satisfaça a equação diferencial e as n condições especificadas
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em x0: y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, . . . , y

(n−1)(x0) = yn−1. Porém, vimos anteriormente no

caṕıtulo 1 que, para um problema de valor inicial de segunda ordem, uma solução deve

passar pelo ponto (x0, y0) e ter inclinação y1 nesse ponto.

Sem perda de generalidade consideremos o caso n = 2, considerando uma equação de

segunda ordem, para melhor compreensão das propriedades. Esta equação é representada

na forma:

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = g(x),

e ainda, como a2(x) 6= 0, ∀x ∈ I, dividindo a equação por a2(x) e escrevendo
a1(x)

a2(x)
= p(x),

a0(x)

a2(x)
= q(x) e

g(x)

a2(x)
= f(x), obtemos a equação linear de segunda

ordem,

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x),

conhecida como forma padrão.

A seguir enunciaremos um Teorema que dá condições suficientes para a existência

de uma única solução do PVI (2.1).

Teorema 2.1. (Existência de Solução Única) Sejam an(x), an−1(x), . . . , a1(x), a0(x)

e g(x) cont́ınuas em um intervalo I e seja an(x) 6= 0 para todo x ∈ I. Se x0 for um ponto

qualquer nesse intervalo, então existe uma única solução y(x) do problema de valor inicial

(2.1) nesse intervalo.

Vejamos um exemplo a seguir que relaciona o Teorema 2.1

Exemplo 2.1. Dado o seguinte problema

y′′ − 4y = 12x, y(0) = 4, y′(0) = 1,

considere a função y = 3e2x+e−2x−3x e verifiquemos que esta é uma solução do problema

de valor inicial.

Solução: A priore vejamos que a função dada satisfaz a equação. Logo após, analisemos

o problema de valor inicial. Calculando a primeira e segunda derivadas obtemos

y′ = 6e2x − 2e−2x − 3 e y′′ = 12e2x + 4e−2x.

Observe que as condições iniciais são satisfeitas, pois y(0) = 3e0 + e0 − 0 = 4 e y′(0) =

6e0 − 2e0 − 3 = 1. Além disso,

y′′−4y = (12e2x+4e−2x)−4.(3e2x+e−2x−3x) = 12e2x+4e−2x−12e2x−4e−2x+12x = 12x.
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Portanto, a função dada é solução da equação, para todo x real. Por outro lado, observe-

mos que a equação é linear, onde os coeficientes são constantes. Além disso, os coeficientes

e a função g(x) são cont́ınuas, a1(x) = 1 6= 0. Logo, como são satisfeitas todas as hipóteses

do Teorema 2.1, conclúımos, que a função dada é a única solução para o problema na reta

real.

2.1.2 Problema de Valor de Contorno

Veremos outro tipo de problema envolvendo uma equação linear de segunda ordem

ou ordem superior, em que a função incógnita y e suas derivadas são especificadas em

pontos distintos contidos no intervalo. Um problema do tipo

a2(x)
d2y

dx2
+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = g(x), (2.2)

com,

y(a) = y0, y(b) = y1,

é denominado de Problema de valor de contorno. Os valores y(a) = y0 e y(b) = y1 são

chamados de condições de contorno. Uma solução para esse problema é uma função

que satisfaz a equação diferencial em algum intervalo I, contendo a e b, cujo gráfico passa

pelos pontos (a, y0) e (b, y1).

Figura 2.1: Gráfico Problema de Valor de Contorno; Fonte: ZILL, 2001, Vol.1.

Exemplo 2.2. Considere o seguinte problema de contorno:

y′′ + 4y = 0; y(0) = 0, y(π) = 0.
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Vejamos que a solução é dada por

y(x) = A cos(2x) +B sen(2x).

Calculando as derivadas, obtemos

y′ = −2Asen(2x) + 2B cos(2x),

y′′ = −4A cos(2x)− 4Bsen(2x).

Assim, substituindo na equação diferencial, tem-se

(−4A cos(2x)− 4Bsen(2x)) + 4[A cos(2x) +Bsen(2x)] = 0.

Agora, analisemos o problema de valor de contorno. Aplicando as condições de contorno

impostas, tem-se:

y(0) = A cos(2 · 0) +Bsen(2 · 0)

0 = A · 1 + 0

A = 0.

Notemos que, para qualquer valor de B, a condição y(π) = 0 é satisfeita, pois

y(π) = A cos(2π) +Bsen2π

y(π) = 0 · 1 +B · 0 = 0.

Portanto, a função

y(x) = Bsen(2x)

satisfaz o problema de valor de contorno, para qualquer valor de B. Logo, conclúımos que

este problema admite infinitas soluções não-triviais.

Definição 2.1 (Dependência e Independência Linear). Um conjunto de funções

f1(x), f2(x), . . . , fn(x),

será chamado de linearmente dependente (LD), em um intervalo I, se houver cons-

tantes c1, c2, . . . , cn, não todas nulas, de forma que

c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ cnfn(x) = 0,

para todo x no intervalo.

Se o conjunto de funções não for linearmente dependente no intervalo, dizemos que

é linearmente independente (LI).
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Agora consideremos um caso particular, quando n = 2, para entendermos melhor

tal conceito. Sejam duas funções f1(x) e f2(x), linearmente dependentes. Então, existem

c1 e c2 não ambas nulas, em que para todo x no intervalo I tem-se

c1f1(x) + c2f2(x) = 0.

Considerando c1 6= 0, temos

f1(x) =

(
−c2
c1

)
f2(x) = cf2(x)

onde,

c :=
−c2
c1

,

o que nos fornece a afirmação que, se duas funções forem linearmente dependentes, então

uma função é múltipla da outra.

A partir desta conclusão, tem-se que duas funções serão linearmente independentes

quando uma não é múltiplo da outra.

Generalizando a ideia, deduzimos que, um conjunto de funções f1, f2, . . . , fn é line-

armente dependente em um intervalo I, se pelo menos uma função puder ser escrita como

uma combinação linear das demais funções. Vejamos, o exemplo a seguir:

Exemplo 2.3. Sejam as funções f1(x) = sen(2x) e f2(x) = senx cosx, definidas em R.

Verifiquemos se são linearmente dependentes, ou independentes.

Solução: Inicialmente, utilizando a fórmula do arco duplo para função f1(x) = sen(2x),

temos, sen(2x) = 2 senx cosx = 2 f2(x). Logo,

f1(x) = 2f2(x).

Portanto, dizemos que as funções f1(x) e f2(x) são linearmente dependentes para todo x

em R.

2.2 Equações Homogêneas

Uma equação homogênea é escrita da forma:

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = 0, (2.3)

onde temos que a função g(x), na equação (2.1), é identicamente nula, porém, quando

g(x) 6= 0 dizemos que a equação é não homogênea. Veremos no decorrer do trabalho,
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que para determinar a solução de uma equação não homogênea precisamos antes encontrar

a solução para equação homogênea associada (2.3).

2.2.1 Prinćıpio da Superposição

No teorema a seguir veremos que a soma (ou superposição) de duas ou mais soluções

da equação diferencial linear homogênea é também uma solução.

Teorema 2.2. (Prinćıpio da Superposição - Equações Homogêneas) Sejam

y1, y2 duas soluções da equação diferencial homogênea de ordem n (2.3), em um inter-

valo I. Então, a combinação linear

y = c1y1(x) + c2y2(x)

é também uma solução. Onde ci ∈ R, i = 1, 2.

Demonstração: Provaremos para o caso particular k = 2.

Sejam y1 e y2 soluções em um intervalo I para a equação (2.3). Assim, substituindo

na equação temos,

an(x) (c1y1 + c2y2)
(n) + · · ·+ a1(x) (c1y

′
1 + c2y

′
2) + a0(x) (c1y1 + c2y2) =

= an(x)c1y
(n)
1 + an(x)c2y

(n)
2 + · · ·+ a1(x)c1y

′
1 + a1(x)c2y

′
2 + a0(x)c1y1 + a0(x)c2y2 =

= c1

[
an(x)y

(n)
1 + · · ·+ a1(x)y′1 + a0(x)y1

]
+ c2

[
an(x)y

(n)
2 + · · ·+ a1(x)y′2 + a0(x)y2

]
=

= c1 · 0 + c2 · 0 = 0,

pois, por hipótese, y1 e y2 são soluções.

O resultado pode ser generalizado para um número k de soluções, a prova segue

analogamente ao caso k = 2.

Exemplo 2.4. Sejam as três funções apresentadas a seguir:

y1(x) = e3x, y2(x) = cos 2x, y3(x) = sen2x,

que são soluções da equação linear homogênea de terceira ordem abaixo:

y(3) − 3y′′ + 4y′ − 12y = 0.

Assim, pelo Teorema 2.2, a combinação destas soluções ainda será uma solução para

equação diferencial dada.
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Observação 2.1. (a) Uma equação diferencial homogênea sempre tem a solução trivial

y = 0.

(b) Um múltiplo constante cy de uma solução y de uma equação diferencial homogênea

é também uma solução.

2.3 Operadores Diferenciais

Uma equação diferencial linear pode ser escrita em termos de operadores diferen-

ciais, denotado por D. y = y(x) é uma função diferenciável em I, definimos Dy :=
dy

dx
.

Naturalmente as derivadas de ordem superior podem ser expressas, em termos de D, de

uma forma natural como:
d

dx

(
dy

dx

)
= D(Dy) = D2y

e, em geral,
d(n)y

dx(n)
= Dny.

Por outro lado, expressões polinomiais envolvendo D são também, operadores diferenciais.

Por exemplo, temos o operador diferencial de n-ésima ordem da forma,

L = an(x)D(n) + an−1(x)D(n−1) + · · ·+ a1(x)D + a0(x). (2.4)

A partir das duas propriedades básicas da diferenciação, temos que, D[cf(x)] =

cD[f(x)], onde c é uma constante, e D[f(x) + g(x)] = Df(x) +Dg(x). Com isso, segue-se

que o operador diferencial L possui a propriedade da linearidade, isto é,

L[αf(x) + βg(x)] = αL[f(x)] + β L[g(x)], (2.5)

onde α e β são constantes. Por conta da propriedade (2.5), dizemos que o operador

diferencial L, de ordem n, é um operador linear.

Sob essas afirmações poderemos representar uma equação diferencial linear, na forma

expressa pelo operador D. Vejamos um exemplo a seguir, ilustrando essa ideia.

Exemplo 2.5. Consideremos a equação diferencial linear não-homogênea, y′′+5y′+6y =

5x− 3. Assim, podemos escreve-la como:

D2y + 5Dy + 6y = 5x− 3,
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ou ainda, (
D2 + 5D + 6

)
y = 5x− 3.

Através da expressão (2.4) podemos escrever a equação diferencial linear homogênea

e não homogênea de ordem n na forma compacta, como:

L(y) = 0 e L(y) = g(x).

A definição a seguir nos dará suporte para o critério de independência linear de

funções.

Definição 2.2. (Wronskiano)1 Sejam as funções f1(x), f2(x), · · · , fn(x) diferenciáveis

pelo menos n−1 vezes em algum intervalo aberto I. Consideremos a função(determinante),

W (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) f2(x) · · · fn(x)

f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′n(x)
...

...
. . .

...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) · · · f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

A função W (f1(x), f2(x), · · · , fn(x)) é chamada de wronskiano das funções

f1(x), f2(x), · · · , fn(x).

O teorema seguinte proporciona condições suficientes para identificar de uma ma-

neira prática, a independência linear de n-funções em algum intervalo I.

Teorema 2.3. (Critério para Independência Linear de Funções)

Suponhamos que as funções f1(x), f2(x), · · · , fn(x) sejam diferenciáveis pelo menos

n − 1 vezes em algum intervalo I. Se o Wronskiano for diferente de zero em pelo me-

nos um ponto do intervalo I, então as funções f1(x), f2(x), · · · , fn(x) são linearmente

independentes em I.

Demonstração: Suponhamos que W (f1, f2, · · · , fn)(x0) 6= 0 para algum ponto x0 em I,

e suponha que f1, f2, · · · , fn sejam (LD) no intervalo I. Assim, por serem (LD), decorre

que existem escalares c1, · · · , cn, i = 1, · · · , n, não todos nulos, tais que

c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ cnfn(x) = 0, para cada x ∈ I. (2.6)

1Josef Maria Hoene Wronski nasceu na Polônia em 1778, foi educado na Alemanha, morreu em

1853, mais filósofo do que um matemático.
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Mas por hipótese as n-funções são diferenciáveis em I; assim, calculando as n−1 derivadas

da equação (2.6), obtemos a equação matricial


f1(x) f2(x) · · · fn(x)

f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′n(x)
...

...
. . .

...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) · · · f

(n−1)
n (x)




c1

c2
...

cn

 =


0

0
...

0

 . (2.7)

Como existe uma solução não-trivial X = (c1, . . . , cn), de (2.7), pois os escalares ci

não são todos nulos, a matriz dos coeficientes da equação (2.7) será não invert́ıvel; isto é,

seu determinante é nulo. Logo,

W (f1, f2, . . . , fn)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 f2 · · · fn

f ′1 f ′2 · · · f ′n
...

...
. . .

...

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 · · · f

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, ∀x ∈ I,

o que por sua vez, é uma contradição, pois supomosW (f1, f2, . . . , fn)(x) 6= 0 em algumx ∈

I. Por conseguinte, conclúımos que as funções f1(x), f2(x), . . . , fn(x) são (LD) em I.

A seguir veremos um exemplo deste fato.

Exemplo 2.6. Verifiquemos que as funções trigonométricas dadas por f(x) = senx e

g(x) = cos x, definidas em R, são (LI) em R.

Solução: Pela definição do Wronskiano temos

W (senx, cosx) =

∣∣∣∣∣∣ senx cosx

cosx −senx

∣∣∣∣∣∣ .
Calculando o determinante temos

W (senx, cosx) = (−sen2x)− cos2 x = −(sen2x+ cos2 x) = −1.

Dáı, como o W (senx, cosx) = −1 6= 0, ∀x ∈ R, segue do Teorema 2.3 que as funções

f e g são LI em R.

Em contrapartida, veremos no próximo exemplo que a rećıproca do Teorema 2.3 em

geral não vale; isto é, podemos ter funções LI e o Wronskiano ser identicamente nulo.
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Exemplo 2.7. Sejam as funções,

f(x) = x3

e

g(x) = |x|3 =

 x3, se x ≥ 0,

−x3, se x < 0,

definidas em R. Note que, para x ≥ 0

W (x3, |x|3) =

∣∣∣∣∣∣ x3 x3

3x2 3x2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Agora, para x ≤ 0, temos

W (x3, |x|3) =

∣∣∣∣∣∣ x3 −x3

3x2 −3x2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Entretanto, as funções dadas f e g são linearmente independentes em R, pois se as cons-

tantes c1 e c2 satisfazem a combinação linear,

c1x
3 + c2|x|3 = 0

temos em particular, para x = 1 e x = −1,

c11
3 + c2|1|3 = 0

e

c1(−1)3 + c2| − 1|3 = 0

assim,

c1 + c2 = 0

e

−c1 + c2 = 0.

Resolvendo este sistema, pelo método da adição, conclúımos que c1 = c2 = 0, o que mostra

a independência linear das funções f e g em I.

Corolário 2.1. Se o conjunto de funções {f1, f2, · · · , fn} possuem pelo menos n − 1

derivadas e são linearmente dependentes no intervalo aberto I, então

W (f1, f2, · · · , fn)(x) = 0,

para todo x em I.
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Observação 2.2. A prova do Corolário 2.1 segue naturalmente, pela negação Teorema

2.3, ou seja, uma contra-positiva.

Exemplo 2.8. Sejam as funções trigonométricas f1(x) = sen2x e f2(x) = 1−cos 2x. Veri-

fiquemos que essas são funções linearmente dependentes em R. Então, segue do Corolário

2.1 que W (f1, f2)(x) = 0, ∀x ∈ R.

Teorema 2.4. (Critério para Independência Linear de Soluções)

Seja {y1, y2} um conjunto de soluções para a equação diferencial linear homogênea de n-

ésima ordem (2.3), em um intervalo aberto I. Então, o conjunto de soluções é linearmente

independente em I se, e somente se, W (y1, y2) 6= 0 para todo x em I.

Demonstração: Provaremos o caso n = 2 para a equação diferencial linear homogênea

de segunda ordem. Suponhamos que W (y1, y2)(x) 6= 0, ∀x ∈ I, pelo Teorema 2.3, segue

que as soluções y1 e y2 são (LI) em I. Reciprocamente, se as soluções são (LI) em I, e

supondo que exista um ponto x0 em I tal que, W (y1, y2)(x0) = 0, existem constantes c1

e c2 reais não nulas, tais que:

c1 y1(x0) + c2 y2(x0) = 0,

e

c1 y
′
1(x0) + c2 y

′
2(x0) = 0.

Ou equivalentemente:  y1(x0) y2(x0)

y′1(x0) y′2(x0)

 c1

c2

 = 0,

admite solução (c1, c2) não nula. Logo, a matriz dos coeficientes é não invert́ıvel. Agora,

considere a função dada pela combinação a seguir

y(x) = c1 y1(x) + c2 y2(x).

Como y1 e y2 são soluções da equação diferencial homogênea (2.3), pelo Teorema 2.2, y(x)

também é solução da equação. Ainda mais,

y(x0) = 0 e y′(x0) = 0.
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Como a função identicamente nula y(x) ≡ 0 satisfaz a equação 2.2 e as condições iniciais

acimas, segue pelo Teorema 2.1, de existência e unicidade, que y(x) = 0 é a única solução

para todo x ∈ I. Logo,

c1 y1(x) + c2 y2(x) = 0,

para todo x em I. Assim, y1 e y2 são linearmente dependentes, o que é um absurdo,

pois, por hipótese, as soluções são linearmente independentes. Portanto, isso mostra que

W (y1, y2) deve ser diferente de zero para todo x em I.

O Teorema 2.4 é válido para o caso geral com n soluções, e sua prova segue analo-

gamente ao caso n = 2.

A seguir veremos a definição sobre conjunto fundamental de soluções para uma

equação diferencial linear homogênea de n-ésima ordem (2.3).

Definição 2.3. (Conjunto Fundamental de Soluções)

Qualquer conjunto {y1, y2, · · · , yn} de n soluções linearmente independentes para a equação

diferencial linear homogênea de n-ésima ordem, (2.3), em um intervalo aberto I, é cha-

mado de conjunto fundamental de soluções no intervalo.

Teorema 2.5. Seja {y1, y2} o conjunto de soluções linearmente independentes para a

equação (2.3), em um intervalo aberto I. Então, toda solução Y (x) para (2.3) é uma com-

binação linear das soluções independentes, y1, y2 ou seja, podemos encontrar constantes

c1, c2 tais que

Y (x) = c1 y1(x) + c2 y2(x)

para todo x em I.

Demonstração: Sejam duas soluções y1(x) e y2(x) para a equação diferencial linear

homogênea de segunda ordem,

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = 0.

Seja Y (x) uma solução e sejam y1 e y2 duas soluções linearmente independentes em

um intervalo aberto I para a equação diferencial acima. Suponhamos que x = t seja um

ponto deste intervalo para o qual W (y1, y2)(t) 6= 0. Suponhamos também que os valores

de Y (t) e Y ′(t) sejam,

Y (t) = k1 e Y ′(t) = k2.
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Considere o sistema,

c1 y1(t) + c2 y2(t) = k1

c1 y
′
1(t) + c2 y

′
2(t) = k2,

pela regra de Crammer, segue-se que podemos determinar as incógnitas c1 e c2 de forma

única, deste que o determinante dos coeficientes satisfaça∣∣∣∣∣∣ y1(t) y2(t)

y′1(t) y′2(t)

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Porém, por definição, este determinante é o Wronskiano de y1 e y2 aplicado em x = t

e, por hipótese, W (y1, y2)(t) 6= 0. Assim, se definirmos então a função

G(x) = c1y1(x) + c2y2(x), com c1, c2 constantes quaisquer,

temos que, G(x) é também solução para a equação diferencial, pois y1 e y2 são

soluções pelo Teorema 2.2 Além disso,

• G(x) satisfaz as condições iniciais aplicadas em x = t, isto é,

G(t) = c1y1(t) + c2y2(t) = k1

e

G′(t) = c1y
′
1(t) + c2y

′
2(t) = k2

• Y (x) satisfaz a mesma equação linear dada e as mesmas condições iniciais. Logo,

como a solução para esse problema de valor inicial é única (Teorema 2.1), conclúımos que

Y (x) = G(x)

ou,

Y (x) = G(x) = c1y1(x) + c2y2(x).

O Teorema 2.5 é válido sem perda de generalização para o caso de se ter n soluções

linearmente independentes y1, . . . , yn. A prova segue análoga ao caso n = 2.

Exemplo 2.9. Consideremos as funções dadas por

y1(x) = e2x e y2(x) = e−2x.
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É evidente que são soluções linearmente independentes para a equação

y′′ − 4y = 0.

Basta verificar através do W (y1, y2)(x).

Mas as funções hiperbólicas y3(x) = cosh 2x e y4(x) = senh 2x são também soluções

da equação acima. Verifiquemos que y3(x), é solução, e decorre de forma análoga a prova

que y4(x), também é, solução.Vajamos

y′3(x) = (cosh 2x)′ = 2 senh 2x

y′′3(x) = (2 senh 2x)′′ = 4 cosh 2x.

Com isso, substituindo na equação y′′ − 4y = 0, deduzimos que

4 cosh 2x− 4 cosh 2x = 0,

que verifica a equação dada. Dáı, segue-se, do Teorema 2.5, que as funções hiperbólicas

cosh 2x e senh 2x podem ser expressas como combinações lineares de y1 = e2x e y2 = e−2x.

Teorema 2.6. (Existência de um Conjunto Fundamental)4 Existe um conjunto

fundamental de soluções em um intervalo aberto I, para a equação diferencial linear ho-

mogênea de ordem n, (2.3).

Definição 2.4. (Solução Geral para Equações Homogêneas) Seja {y1, y2, . . . , yn}

um conjunto de n soluções linearmente independentes para a equação (2.3), em um in-

tervalo aberto I. A solução geral para a equação no intervalo é definida da seguinte

forma:

y = c1y1 + c2y2 + · · · + cnyn,

tal que os ci, i = 1, 2, . . . , n, são constantes arbitrárias.

Exemplo 2.10. Dada a equação diferencial linear homogênea y′′−9y = 0 e duas soluções

para a mesma,

y1(x) = e3x e y2(x) = e−3x.

O Wronskiano,

W (y1, y2)(x) =

∣∣∣∣∣∣ e3x e−3x

3 e3x −3 e−3x

∣∣∣∣∣∣ = e3x · (−3 e−3x)− (3 e3x · e−3x) = −6 6= 0,

4A demonstração do Teorema 2.6 pode ser encontrada na referência [5].
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para todo valor de x em R. Assim, pelo Teorema 2.4, temos que y1 e y2 são linearmente

independente. Pela Definição 2.3 segue que as soluções formam um conjunto fundamental

de soluções e, pela Definição 2.4, temos que a solução geral para a equação diferencial

dada acima é,

y = c1 e
3x + c2 e

−3x.

Agora, veremos por outro lado, que a função definida por:

y = 4 senh 3x− 5 e−3x

também é uma solução. Vejamos calculando as derivadas

y′′ = (12 cosh 3x+ 15 e−3x)′ = 36 senh 3x− 45 e−3x.

Dáı, substituindo na equação y11− 9y = 0, temos:

(36 senh 3x− 45e−3x)− 9 · (4 senh 3x− 5e−3x) = 0.

Logo, a função y = 4 senh 3x − 5 e−3x é solução para a equação diferencial acima. Ob-

servando esta última solução, vemos que esta é uma combinação linear de y1 e y2. Para

valores convenientes dos parâmetros devemos ser capazes de obter essa solução com base

na solução geral, vista anteriormente, y = c1 e
3x + c2 e

−3x. Se escolhermos, por exemplo,

os valores c1 = 2 e c2 = −7, então, y = 2 e3x − 7 e−3x poderá ser reescrita na forma

y = 2 e3x − 2 e−3x − 5 e−3x

= 4 ·
(
e3x − e−3x

2

)
− 5 e−3x

= 4 · senh 3x− 5e−3x.

Lembre-se que por definição senhx =
ex − e−x

2
.

2.4 Equações Não-Homogêneas

Veremos a seguir a definição de solução geral para a equação diferencial linear não-

homogênea de ordem n, (2.3), onde a função g(x) 6= 0. Para tanto, devemos conhecer

antes uma solução particular yp a qual é uma solução que não depende de parâmetros.

Precisaremos também determinar a solução geral para a equação homogênea correspon-

dente. Assim, segue a seguinte definição.
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Definição 2.5. (Solução Geral para Equações Não-Homogêneas) Seja yp uma

solução particular da equação diferencial linear não homogênea de ordem n, em um inter-

valo aberto I, e seja {y1, y2, . . . , yn} um conjunto fundamental de n soluções da equação

diferencial homogênea correspondente, (2.3), em I. Então, a solução geral ou completa é

definida por

y = c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ cnyn + yp (2.8)

onde, c1, c2, . . . , cn são constantes arbitrárias

ou

y = yc + yp,

yc é a solução geral da solução homogênea associada.

Exemplo 2.11. A função yp(x) =
x

4
, é uma solução particular para a equação não-

homogênea abaixo,

y′′ + 4y = x,

e y1(x) = cos 2x e y2(x) = sen2x são duas soluções fundamentais para a equação ho-

mogênea correspondente.

Solução: A priore, observamos que a função yp =
x

4
é solução particular, pois verifica a

equação dada e independe de parâmetro. Com efeito,

y′1 = −2 sen2x, y′′1 = −4 cos 2x

e

y′2 = 2 cos 2x, y′′2 = −4 sen2x.

Sendo assim, substituindo na equação y′′ + 4y = 0, vem:

y′′1 + 4y1 = 0⇒ (−4 cos 2x) + 4 · (cos 2x) = 0.

Analogamente, temos que y2(x) = sen2x também satisfaz a equação correspondente.

Por outro lado, temos:

W (cos 2x, sen2x) =

∣∣∣∣∣∣ cos 2x sen2x

−2 sen2x 2 cos 2x

∣∣∣∣∣∣ = 2 (cos2 2x+sen2x) = 2 ·1 = 2 6= 0, ∀x ∈ R.
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Logo, y1(x) e y2(x) são soluções linearmente independentes, como afirmado anterior-

mente. Por conseguinte, pelo Definição 2.4, a solução geral para a equação homogênea

correspondente é

yc(x) = c1 cos 2x+ c2 sen2x, onde c1 e c2 são constantes arbitrárias.

Portanto, a solução geral para a equação não-homogênea é

y(x) = c1 cos 2x+ c2 sen2x+
x

4
.

Teorema 2.7. (Prinćıpio de Superposição para Equações Diferenciais Não-

Homogêneas) Seja {yp1 , yp2 , . . . , ypk} um conjunto de k soluções particulares da equação

diferencial linear não-homogênea de ordem n em um intervalo aberto I, correspondendo

por sua vez, a k funções distintas g1, g2, . . . , gk. Suponha que ypi denote uma solução

particular da equação diferencial,

an(x)yn + an−1(x)yn−1 + · · ·+ a1(x)y′ + a0(x)y = gi(x),

onde, i = 1, 2, . . . , k. Então,

yp(x) = yp1(x) + yp2(x) + · · ·+ ypk(x)

é uma solução particular da equação

an(x)yn + an−1(x)yn−1 + · · ·+ a1(x)y′ + a0(x)y = g1(x) + g2(x) + · · ·+ gk(x).

Demonstração: Abordaremos a prova para o caso n = 2 e a generalização se estende

de forma semelhante. Suponhamos que as funções yp1 e yp2 sejam respectivamente duas

soluções particulares conhecidas em um intervalo aberto I, para as equações lineares não-

homogênea de segunda ordem em sua forma padrão:

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g1(x)

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g2(x).

Com isso, queremos provar que:

yp(x) = yp1(x) + yp2(x)

é solução para a equação diferencial

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g1(x) + g2(x).
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Note que,

y′′p + p(x)y′p + q(x)yp =(yp1 + yp2)
′′ + p(x) (yp1 + yp2)

′ + q(x) (yp1 + yp2)

=y′′p1 + y′′p2 + p(x)y′p1 + p(x)y′p2 + q(x)yp1 + q(x)yp2

=[y′′p1 + p(x)y′p1 + q(x)yp1 ] + [y′′p2 + p(x)y′p2 + q(x)yp2 ],

mas, por hipótese, yp1 e yp2 são soluções respectivamente das equações de segunda ordem

consideradas; portanto, temos:

y′′p + p(x)y′p + q(x)yp = g1(x) + g2(x),

Sendo assim, esta igualdade prova que yp é solução para a equação abaixo

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = g1(x) + g2(x).

Veremos a seguir um exemplo para melhor entendimento do resultado acima.

Exemplo 2.12. Vimos anteriormente, no Exemplo 2.11, que yp1 =
x

4
é solução particular

da equação

y′′ + 4y = x.

Por outro lado, temos que yp2 =
x

2
sen2x, (deixamos como verificação para o leitor) é

solução particular para a equação

y′′ + 4y = 2 cos 2x.

Temos, pelo Teorema 2.7, que:

yp(x) =
x

4
+
x

2
· sen2x

é solução para a equação

y′′ + 4y = x+ 2 cos 2x.

Mas, também vimos no Exemplo 2.11, que a solução de equação homogênea associada a

última equação é yc(x) = c1 cos 2x+ c2sen2x. Então, segue que a solução geral da equação

y′′ + 4y = x+ 2 cos 2x é

y(x) = c1 cos 2x+ c2sen2x+
(x

4
+
x

2
· sen2x

)
.
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2.5 Fórmula de Euler

Nesta seção nós veremos uma equação muito conhecida, chamada de Fórmula de

Euler, em que deduziremos sua expressão conforme mostra SANTOS [10]. Esta por sua

vez, será de extrema importância para nossos estudos no decorrer do texto sobre equações

diferenciais lineares com os coeficientes constantes, em particular, de segunda ordem,

de modo que utilizaremos a mesma para escrevermos soluções complexas em função de

números reais, obtendo assim, soluções reais.

Queremos estabelecer uma função exponencial, digamos erx para números complexos

da forma r = a+ ib tal que a, b ∈ R, de modo que satisfaça as seguintes relações: erx = e(a+ib)x = eaxeibx

d
dx

(erx) = rerx
(2.9)

Observemos que a função definida por z(x) = eibx é solução da equação diferencial

y′′ + b2y = 0, pois pela última linha da relação (2.9) temos

z′(x) = ibeibx, z′′(x) = −b2eibx = −b2 · z(x),

pois, i =
√
−1 e i2 = −1, assim z(x) verifica a equação

z′′(x) + b2z′(x) = 0.

Dáı, se considerarmos o problema de valor inicial

y′′ + b2y = 0; y(0) = 1, y′(0) = ib,

temos que z(x) = eibx é solução deste problema, pois satisfaz as condições iniciais impos-

tas. Agora, sendo y1(x) = cos bx e y2(x) = senbx soluções fundamentais (basta verificar

a afirmativa) da equação y′′ + b2y = 0, então pelo Teorema 2.5 sabemos que existem

constantes c1 e c2, tais que

z(x) = eibx = c1 cos bx+ c2 senbx. (2.10)

Fazendo x = 0 na equação (2.10), obtemos

eib.0 = c1 cos b · 0 + c2 senb · 0.

Dáı encontramos c1 = 1. Derivando a equação (2.10) obtemos

ibeibx = −c1b sen bx+ c2b cos bx. (2.11)
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Se tomarmos x = 0 na equação (2.11) obtemos que c2 = i. Logo, substituindo-se c1 = 1 e

c2 = i na equação (2.10), deduzimos

eibx = cos bx+ i senbx.

Portanto, pela propriedade (2.9)

e(a+ib)x = eax.eibx = eax (cos bx+ i senbx). (2.12)

Fazendo x = 1, obtemos:

e(a+ib) = ea · (cos b+ i senb).

Entretanto, se a = 0, temos,

eib = cos b+ i senb. (2.13)

Esta equação (2.13) é denominada Fórmula de Euler.5

Veremos um exemplo que reflete o caso direto da fórmula de Euler.

Exemplo 2.13. Aplicando a fórmula de Euler, podemos justificar a igualdade,

eiπ = −1

Solução: Pela expressão de Euler temos de forma direta que

e(α+ iβ) = eα · (cos β + isenβ),

em que α, β ∈ R. Assim, para o primeiro caso, sendo α = 0 e β = π, temos:

eiπ = cosπ + isenπ

= −1 + i · 0 = −1,

o que mostra a igualdade pedida.

2.6 Construindo uma Segunda Solução a partir de

uma Solução Conhecida

Redução de Ordem

5Leonhard Euler nasceu em Basiléia, Súıça, em 15 de abril de 1707 e morreu em São Petersburgo

em 18 de setembro de 1783. Euler foi considerado gênio do século. Foi f́ısico, matemático, entre outros.

Contribuiu em diversas áreas,em particular, cálculo, equações diferenciais, entre outras.
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Conforme ZILL ([11], p.167), um dos aspectos mais interessante e importante no

estudo de equações diferenciais lineares de segunda ordem homogêneas, é que podemos

determinar uma segunda solução, desde que saibamos uma primeira solução, digamos

y1, não trivial para a equação diferencial. Além disso, a ideia básica é que a equação

diferencial linear homogênea de segunda ordem

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = 0

pode ser reduzida a uma equação de primeira ordem linear, através de uma substituição

envolvendo a solução dada y1. Dáı, a segunda solução y2 da equação diferencial em

questão, é evidente logo após a equação diferencial de primeira ordem ser resolvida.

Caso Geral

Consideremos a equação diferencial linear homogênea de segunda ordem

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = 0, a2(x) 6= 0, ∀x. (2.14)

Escrevendo na forma padrão temos:

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (2.15)

onde as funções coeficientes p(x) e q(x) são cont́ınuas em algum intervalo I. Suponhamos

ainda, que y1(x) seja uma solução não trivial para (2.15). Nosso esforço é encontrar uma

segunda solução y2(x) de (2.15) da forma:

y(x) = v(x)y1(x).

Derivando esta expressão, obtemos:

y′ = v′y1 + y′1v e y′′ = v′′y1 + y′1v
′ + y′′1v + y′1v

′.

Com isso, substituindo as derivadas na equação (2.15), obtemos

(vy′′1 + 2v′y′1 + v′′y1) + p(x)(vy′1 + v′y1) + q(x)(y1v) = 0,

o que implica

vy′′1 + 2v′y′1 + v′′y1 + p(x)vy′1 + p(x)v′y1 + q(x)vy1 = 0;
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Colocando-se em evidência v′ e v, temos:

v′′y1 + [2y′1 + p(x)y1]v
′ + [y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1]v = 0,

y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1 = 0

Como y1 é solução de (2.15), então a equação acima torna-se

v′′y1 + [2y1 + p(x)y1]v
′ = 0 (2.16)

que é uma equação diferencial de segunda ordem em v. Agora, se fizermos uma mudança

de variáveis w = v′, de onde w′ = v′′, a equação (2.16) transforma-se em

y1w
′ + [2y′1 + p(x)y1]w = 0.

Assim, separando as variáveis, chegamos a seguinte expressão

w′

w
+ 2

y′1
y1

+ p(x) = 0.

Integrando obtemos,

ln |w|+ 2 ln |y1| = −
∫
p(x)dx+ c.

Aplicando no primeiro membro propriedades de logaritmos, escrevemos

ln |w · y21| = −
∫
p(x)dx+ c.

Aplicando a exponencial, obtemos

eln |w·y
2
1 | = e−

∫
p(x)dx+ c,

logo,

|w · y21| = e−
∫
p(x)dx · ec,

ou ainda,

wy21 = ± ec. e−
∫
p(x) dx.

Tomando c1 = ± ec na última equação temos:

wy21 = c1 · e−
∫
p(x) dx
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logo,

w = c1 ·
e−

∫
p(x) dx

y21(x)
.

Mas, w = v′, dáı, v′ = c1 ·
e−

∫
p(x) dx

y21
. Integrando ambos os membros com relação a x,

obtemos:

v = c1 ·
∫
e−

∫
p(x) dx

y21(x)
dx+ c2. (2.17)

Assim, como

y(x) = v(x) · y1(x),

y(x) = =

[
c1

∫
e−

∫
p(x) dx

y21(x)
dx+ c2

]
.y1(x)

= c1y1(x)

∫
e−

∫
p(x) dx

y21(x)
dx+ c2y1(x).

É a solução geral para a equação (2.15), pois formam um conjunto fundamental, onde

veremos mais abaixo. Agora, tomando valores convenientes tais como c2 = 0 e c1 = 1,

pois precisamos apenas de uma solução y2 tal que W (y1, y2)(x0) 6= 0 para algum ponto

x0, obtemos a segunda solução y2(x),

y2(x) = y1(x) ·
∫
e−

∫
p(x) dx

y21(x)
dx.i (2.18)

Com isto, deduzimos a expressão para se determinar a segunda solução, conhecida a

primeira solução.

Verifiquemos agora que a solução dada, y1(x), e a solução obtida acima, y2(x), são

soluções fundamentais da equação (2.15).

W (y1, y2)(x) = det

 y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)



= det


y1(x)

(
y1(x) ·

∫ e− ∫
p(x) dx

y21(x)
dx

)

y′1(x)

(
y′1(x) ·

∫ e− ∫
p(x) dx

y21(x)
dx+

e−
∫
p(x) dx

y1(x)

)
 .

Calculando este determinante e simplificando os termos resulta

W (y1, y2)(x) = e−
∫
p(x) dx 6= 0, ∀ x ∈ R.
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Então, se y1(x) é uma solução conhecida da equação (2.15) e y2(x) é dada por (2.18) segue

que,

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x)

é a solução geral da equação (2.15). Veremos a seguir um exemplo para melhor esclareci-

mento.

Exemplo 2.14. Sejam a, b, c ∈ R, com a 6= 0 e b2 − 4ac = 0. Dada a equação

ay′′ + by′ + cy = 0, (2.19)

a função exponencial y1(x) = e
−b
2a
x é uma solução de (2.19).

Solução: De fato derivando a função y1 até a segunda ordem, temos:

y′1(x) =

(
−b
2a

)
· e

−b
2a
x; y′′1(x) =

(
−b
2a

)2

· e
−b
2a
x; y1(x) = e

−b
2a
x.

substituindo na equação (2.19), fazendo algumas operações básicas e simplificações, obte-

mos:

ay′′1 + by′1 + cy1 = a ·
(
−b
2a

)2

e
−b
2a
x + b ·

(
−b
2a

)
e

−b
2a
x + ce

−b
2a
x

= e
−b
2a
x ·
[
b2

4a
− b2

2a
+ c

]
= e

−b
2a
x ·
[
b2 − 4ac

4a

]
= e

−b
2a
x · 0

4a

= e
−b
2a
x · 0

= 0,

o que mostra que y1(x) é uma solução. Dáı, pela expressão (2.18), podemos obter a segunda

solução y2(x). Logo,

y2(x) = e
−b
2a
x ·
∫
e−

∫
b
a
dx

(e
−b x
2a )2

dx.

Onde simplificando, obtemos:

y2(x) = e
−b
2a
x x.
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2.7 Equações Diferenciais Homogêneas com Coefici-

entes Constantes

Analisando a equação diferencial
dy

dx
+ay = 0, onde a é constante, podemos consta-

tar que y = c1e
−ax é uma solução, ou ainda, uma famı́lia de curvas a um parâmetro para

a equação dada, em R. Portanto, naturalmente tem-se o interesse de determinar solução

exponencial para a equação de ordem maior, já que a função exponencial possui carac-

teŕısticas boas, e ao mesmo tempo elementar. Assim, o entusiasmo é saber se existem

soluções em R para a equação de ordem maior do tipo:

any
n + an−1y

n−1 + . . .+ a1y
′ + a0y = 0 (2.20)

em que os ai, com i = 0, 1, 2, . . . , n, são constantes. Como afirma ZILL ([11],p.173), o

fato surpreendente é que todas as soluções para (2.20) são expressas por meio de funções

exponenciais.

Consideremos o caso especial da equação de segunda ordem

ay′′ + by′ + cy = 0, para a, b, c ∈ R e a 6= 0. (2.21)

Buscamos uma solução da forma y = erx para a equação diferencial (2.21); com isso,

tem-se, derivando,

y′ = rerx e y′′ = r2erx.

Assim, substituindo em (2.21), a equação torna-se

a
(
r2erx

)
+ b (rerx) + c (erx) = 0;

ou ainda, colocando em evidência o fator erx,

erx(ar2 + br + c) = 0.

Como sabemos que erx 6= 0 para qualquer x real, então, devemos ter

ar2 + br + c = 0; (2.22)

ou seja, a única forma desta função exponencial erx satisfazer a equação diferencial (2.22),

é escolher valores de r de tal maneira que ele seja raiz da equação quadrática em r. A

equação do segundo grau acima é denominada de equação caracteŕıstica ou equação
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auxiliar. Entretanto, observemos que a equação caracteŕıstica pode ser obtida da equação

diferencial com coeficientes constantes, bastando fazer a seguinte manipulação:

y′′ = r2, y′ = r e y = 1.

No entanto, da matemática básica, temos que uma equação quadrática pode admitir

duas ráızes reais distintas; ou apenas uma raiz real; ou ainda ráızes complexas conjugadas.

Assim, para encontrar a solução da equação diferencial linear de segunda ordem (2.21),

de acordo com o valor de ∆ = b2 − 4ac teremos três casos, conforme veremos a seguir.

2.7.1 A Equação Caracteŕıstica com Ráızes Reais Distintas

Se ∆ = b2 − 4ac > 0, então a equação caracteŕıstica (2.22) possui duas ráızes reais

distintas e distintas, r1 e r2. Neste caso, temos duas soluções para a equação (2.21), a

saber:

y1(x) = er1x e y2(x) = er2x

que são soluções fundamentais, pois o Wronskiano de y1 e y2 é,

W (y1, y2)(x) = det

 y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

 = det

 er1x er2x

r1 e
r1x r2 e

r2x


= (er1x r2 e

r2x)− (r1e
r1x er2x)

= er1x er2x (r2 − r1)

= e(r1+r2)x (r2 − r1) 6= 0, ∀x ∈ R,

pois r2 6= r1. Então, y1 e y2 são linearmente independentes, donde segue que, a solução

geral para a equação (2.21) é

y(x) = c1 e
r1x + c2 e

r2x; com c1 e c2 constantes arbitrárias.

No próximo exemplo veremos um caso simples de um PVI, para a equação diferencial

linear com coeficientes constantes.

Exemplo 2.15. Resolva o seguinte problema de valor inicial

y′′ + 2y′ − 8y = 0; y(0) = 5, y′(0) = −2.
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Solução: Como esta equação é linear homogênea com coeficientes constantes, basta en-

contrar as ráızes da equação caracteŕısticas correspondente, dada por

r2 + 2r − 8 = 0.

Temos, ∆ = 22 − 4 · 1 · (−8) = 4 + 32 = 36 > 0. Com isso, temos duas ráızes reais

distintas. Aplicando a fórmula resolutiva de Baskara,

r =
−2 ± 6

2
⇒ r1 = −4 ou r2 = 2.

Logo, as soluções, como vimos anteriormente, formam um conjunto fundamental de

soluções, com y1(x) = c1e
−4x e y2(x) = c2e

2x. Com isso, a solução geral é

y(x) = c1e
−4x + c2e

2x.

Sob a condição inicial, temos:

y(0) = c1e
−4.0 + c2e

2.0 ⇒ 5 = c1 + c2.

Por outro lado, como

y′(x) = −4c1e
−4x + 2c2e

2x,

usando a condição inicial, temos:

y′(0) = −4c1e
−4.0 + 2c2e

2.0 ⇒ −2 = −4c1 + 2c2.

assim, formamos o seguinte sistema c1 + c2 = 5

−4c1 + 2c2 = −2

onde, resolvendo pelo método da adição, obtemos, c2 = 3 e c1 = 2. Portanto, a solução

particular desejada que satisfaz o PVI é

y(x) = 2e−4x + 3e2x.

No caso que será mostrado a seguir, utilizaremos a expressão para encontrar uma

segunda solução, dado que conhecemos a primeira, onde já vimos a dedução na fórmula

(2.18). Este argumento será essencial para saber como será a expressão de y2 quando se

tem ráızes iguais para a equação auxiliar (2.22).
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2.7.2 A Equação Caracteŕıstica com Ráız Real Dupla

Se as ráızes da equação caracteŕıstica (2.22) correspondente a equação (2.21) são

r1 = r2 = −b
2a
, obtemos apenas uma solução da forma y1 = er1x, como já vimos anterior-

mente. Assim, de (2.18) temos,

y2(x) = er1x ·
∫
e−(

b
a
x)

e2r1x
dx, pois p(x) =

b

a
e

∫
p(x)dx =

b

a
x. (2.23)

Sendo, 2r1 = − b
a
, a equação (2.23) é transformada em

y2(x) = er1x ·
∫
e2r1x

e2r1x
dx

= er1x
∫
dx

= er1x · x = xer1x.

Portanto, a solução geral para a equação (2.21) é dada por:

y(x) = c1e
r1x + c2xe

r1x.

Exemplo 2.16. Dada a equação, y′′ + 2y′ + y = 0, encontre a solução geral.

Solução: A equação caracteŕıstica é dada por

r2 + 2r + 1 = 0;

ou seja,

(r + 1)(r + 1) = 0.

Logo, temos uma raiz real dupla r1 = r2 = −1. Portanto, temos as soluções,

y1(x) = e−x e y2(x) = xe−x.

Dáı, as soluções y1(x) e y2(x) formam um conjunto fundamental de soluções. Donde

segue que a solução geral é

y(x) = c1e
−x + c2xe

−x, onde c1 e c2 são constantes quaisquer.

2.7.3 A Equação Caracteŕıstica com Ráızes Complexas Conju-

gadas

Se ∆ = b2 − 4ac < 0, então a equação caracteŕıstica (2.22) possui duas ráızes

complexas conjugadas. Isto é, r1 = α + iβ e r2 = α − iβ, que por sua vez, são soluções

para equação caracteŕıstica, com α e β reais, e β > 0.
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Portanto, temos duas soluções complexas que serão, por sua vez, linearmente inde-

pendentes. Assim, tem-se que a solução geral para a equação (2.21) é:

y(x) = c1e
(α+iβ)x + c2e

(α−iβ)x.

Porém, se quisermos trabalhar com funções exponenciais reais, ao invés de complexas,

utilizamos a fórmula de Euler

eiθ = cos θ + i sen θ,

em que, θ é um número real qualquer. Com isso, desta expressão segue,

eiβx = cos βx+ i senβx e e−iβx = cos(−βx) + i sen(−βx) = cos βx− i senβx. (2.24)

Onde, na última linha reescrevemos, utilizando o fato que

cos βx = cos(−βx) e sen(−βx) = −senβx.

Observemos agora que, somando ambas as funções exponenciais e depois subtraindo,

obtemos respectivamente,

ei βx + e−i βx = (cos βx+ i senβx) + (cos βx− i senβx) = 2 cos βx

eiβx − e−i βx = (cos βx+ i senβx)− (cos βx− i senβx) = 2i senβx.

Dáı, uma vez que, y = c1e
(α+iβ)x + c2e

(α−iβ)x é uma solução para (2.21),quaisquer que

sejam as constantes c1 e c2, para escolhas dos valores c1 = c2 = 1 e, c1 = 1 e c2 = −1,

temos sucessivamente, duas soluções:

y1 = e(α+iβ)x + e(α−iβ)x

y2 = e(α+iβ)x − e(α−iβ)x.

Mas,

y1 = eαx ·
(
eiβx + e−iβx

)
= 2 eαx. cos βx

y2 = eαx ·
(
eiβx − e−iβx

)
= 2i eαx · senβx.

Logo, analisando estas duas soluções nas últimas linhas, segue pelo Teorema 2.2

prinćıpio de superposição, que as funções eαx cos βx e eαx sen βx são soluções reais da

equação (2.21). Entretanto, essas formam um conjunto fundamental de soluções em R.

Com efeito, temos:

W (eαx cos βx, eαx sen βx) =

∣∣∣∣∣∣ eαx cos βx eαx sen βx

(α eαx cos βx− β eαx sen βx) (α eαx sen βx+ β eαx cos βx)

∣∣∣∣∣∣
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= [(eαx cos βx) · (α eαx sen βx+ β eαx cos βx)]− [eαx sen βx · (α eαx cos βx− β eαx sen βx)]

= α senβ x cos βx e2αx + β e2αx cos2 βx− α e2αx senβx cos βx+ β e2αx sen2βx

= β e2αx cos2 βx+ β e2αx sen2βx

= β e2αx · [cos2 βx+ sen2βx]

= β e2αx 6= 0, ∀x ∈ R, pois β > 0.

Então, quando a equação caracteŕıstica admite duas ráızes complexas conjugadas r1 =

α + iβ e r2 = α− iβ, temos que

y(x) = c1 e
αx cos βx+ c2 e

αx senβx = eαx · (c1 cos βx+ c2 senβx)

é a solução geral da equação (2.21).

Exemplo 2.17. Encontre a solução geral para a equação diferencial

y′′ − 2y′ + 5 = 0.

Solução: Encontrando inicialmente as ráızes da equação caracteŕıstica associada,

r2 − 2r + 5 = 0,

como ∆ = (−2)2 − 20 = −16 < 0. temos r = −(−2)±
√
−16

2
; ou seja,

r1 = 1 + 2i ou r2 = 1− 2i,

que são ráızes complexas conjugadas. Assim, temos α = 1 e β = 2. Então, as soluções

são dadas por

y1(x) = ex cos 2x e y2(x) = ex sen2x,

e formam um conjunto fundamental de soluções. Portanto, a solução geral para a equação

dada é

y(x) = ex (c1 cos 2x+ c2 sen2x).

2.8 Método de Variação dos Parâmetros

O método que veremos a seguir, consiste num processo para determinar uma solução

particular yp para uma equação diferencial linear não-homogênea, onde podemos encontrar
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esta solução sempre que for posśıvel determinar a solução geral para a equação diferencial

homogênea correspondente.

Equações Diferenciais Lineares não Homogêneas de Primeira Ordem

Já conhecemos até aqui a forma de uma equação linear de ordem n, seja homogênea

ou não homogênea. Para fins de estudos, conforme ZILL ([13], p.55− 57) deduziremos a

expressão para a solução geral da equação diferencial linear de primeira ordem. Assim,

a1(x)
dy

dx
+ a0(x)y = g(x), (2.25)

onde, ai(x), i = 0, 1, e g(x) são cont́ınuas em algum intervalo I, com a1(x) 6= 0, ∀x ∈ I.

Agora, colocando (2.25) na forma padrão, isto é, dividindo ambos os lados por a1(x),

obtemos:
dy

dx
+ p(x)y = f(x). (2.26)

Nosso intuito é procurar uma solução de (2.26), em um intervalo I, no qual as funções

p(x) e f(x) sejam cont́ınuas. Uma propriedade importante da equação diferencial linear

(2.26) é que sua solução é dada por uma soma de duas soluções, como já foi mostrado, ou

seja, y = yc + yp, onde yc é uma solução da equação homogênea correspondente,

dy

dx
+ p(x)y = 0 (2.27)

e, yp é uma solução particular para a equação (2.26). Por outro lado, observemos que a

equação (2.27) é separável; isto é,

dy

y
+ p(x)dx = 0,

onde fazendo-se algumas operações obtemos,∫
dy

y
+

∫
p(x)dx = 0 ⇒ ln |y|+ c1 = −

∫
p(x)dx+ c2.

Assim, aplicando a exponencial em ambos os membros, e simplificando, obtemos:

yc = c e−
∫
p(x)dx,

a é uma famı́lia a um parâmetro de soluções para equação (2.27). Agora, conveniente-

mente, vamos escrever yc = c y1(x), onde y1(x) = e−
∫
p(x)dx. Dáı, o fato de dy1

dx
+p(x)y1 = 0
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será usado a seguir para determinar yp. Vamos admitir que yp = u y1, logo,

dyp
dx

+ p(x)yp = f(x)⇒ d

dx
[u y1] + p(x) (uy1) = f(x)

⇒ du

dx
y1 + u

dy1
dx

+ p(x)u y1 = f(x)

⇒ u

[
dy1
dx

+ p(x)y1

]
+
du

dx
y1 = f(x)

e, como y1 é solução para equação (2.27), então,
dy1
dx

+ p(x)y1 = 0, que substituindo na

última igualdade, obtém-se
du

dx
y1 = f(x).

Logo, separando as variáveis e integrando, obtemos:∫
du =

∫
f(x)

y1
dx ⇒ u =

∫
f(x)

y1
dx.

Uma vez que

y1(x) = e−
∫
p(x)dx,

temos que

y−11 (x) =
1

y1(x)
= e

∫
p(x)dx.

Portanto, yp = u y1 =
(∫ f(x)

y1(x)
dx
)
e−

∫
p(x)dx = e−

∫
p(x)dx

∫
e
∫
p(x)dx f(x)dx.

Então,

yp = e−
∫
p(x)dx

∫
e
∫
p(x)dx f(x)dx,

donde segue que

y = yc + yp

= ce−
∫
p(x)dx + e−

∫
p(x)dx ·

∫
e
∫
p(x)dx · f(x)dx. (2.28)

Assim, se (2.26) tiver uma solução ela deverá seguir a forma (2.28). Esta por sua

vez, é uma famı́lia a um parâmetro de soluções para a equação (2.26). Por outro lado,

analisemos o seguinte fato: se multiplicarmos a equação (2.28), por e
∫
p(x)dx, obtemos,

e
∫
p(x)dx y = c+

∫
e
∫
p(x)dx f(x)dx. (2.29)

Agora, diferenciando temos

d

dx

(
e
∫
p(x)dx y

)
= e

∫
p(x)dx · f(x), (2.30)
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o que implica,

e
∫
p(x)dx dy

dx
+ p(x) e

∫
p(x)dx y = e

∫
p(x)dx f(x). (2.31)

Com isso, se dividirmos a equação (2.31) pelo termo e
∫
p(x)dx, obtemos a equação conside-

rada (2.26).

A função e
∫
p(x)dx é denominada de fator integrante para equação diferencial (2.26).

Vimos anteriormente, na seção 2.8, o método de variação dos parâmetros para ob-

tenção de uma solução particular yp, em um intervalo I, para equação diferencial linear

de primeira ordem, na forma padrão, em que foi utilizada a ideia semelhante a redução de

ordem vista na seção 2.6; ou seja, definimos a solução yp, que queremos determinar, em

função do produto de uma solução conhecida, y1 por uma função u(x) e, utilizando alguns

procedimentos conhecidos determinamos u(x). Agora faremos o mesmo para encontrar a

solução yp para uma equação diferencial linear de segunda ordem. Seja a equação

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x). (2.32)

Suponhamos que y1(x) e y2(x) formam um conjunto fundamental de soluções, em um

intervalo I, para a equação homogênea correspondente a dada, assim, W (y1, y2)(x) 6= 0,

para todo x ∈ I. Sejam p(x) e q(x) cont́ınuas em I, segue, do fato de y1(x) e y2(x) for-

marem um conjunto fundamental de soluções para a equação homogênea correspondente,

que a solução geral é

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x).

Com isso, procuramos solução da forma, onde no lugar das constantes c1 e c2, temos os

parâmetros variáveis u1(x) e u2(x), o qual queremos determinar, isto é,

yp(x) = u1(x)y1(x) + u2(x)y2(x), (2.33)

satisfazendo a condição u′1(x)y1(x) + u2(x)y2(x) = 0.

Note que,

y′p = u′1 · y1 + u1 · y′1 + u′2 · y2 + u2 · y′2,

logo,

y′p = u1 · y′1 + u2 · y′2 e y′′p = u′1 · y′1 + u1 · y′′1 + u′2 · y′2 + u2 · y′′2 .

Agora, substituindo yp, y
′
p e y′′p na equação

y′′p + p(x)y′p + q(x)yp = f(x),
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obtemos

u′1.y
′
1 + u1.y

′′
1 + u′2.y

′
2 + u2.y

′′
2 + p(x).[u1.y

′
1 + u2.y

′
2] + q(x).[u1y1 + u2y2] = f(x).

Agora, reagrupando os termos, u′1, u
′
2, u1, eu2, obtemos:

u1.(y
′′
1 + p(x)y′1 + q(x)y1) + u2.(y

′′
2 + p(x)y′2 + q(x)y2) + u′1.y

′
1 + u′2.y

′
2 = f(x).

Dáı, como y1 e y2, por hipótese, são soluções para equação diferencial homogênea corres-

pondente, a última linha torna-se uma equação diferencial de primeira ordem em u1 e u2

tal que, além de satisfazerem a condição acima, satisfaz a equação abaixo

u′1.y
′
1 + u′2.y

′
2 = f(x). (2.34)

Logo, juntando a condição e a equação (2.34), obtemos um sistema de equações diferenciais

de primeira ordem 2× 2 :  y1u
′
1 + y2u

′
2 = 0

y′1u
′
1 + y′2u

′
2 = f(x).

Podemos ainda escrever este sistema na forma de equação matricial, em que se

assemelha ao que veremos no próximo caṕıtulo, ao se estudar sistema lineares de equações

de primeira ordem:

A ·X = B,

no qual,

A =

 a b

c d

 =

 y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

 , X =

u′1(x)

u′2(x)

 , e B =

 0

f(x)

 .
Observemos que este sistema tem solução dada por:

u′1(x)

u′2(x)

 = X = A−1 · B, pois, A · (A−1 · B) = AA−1 · B = I.B = B,

onde I é a matriz identidade. Porém, da matemática básica sobre matrizes e determinan-

tes, lembremos que, sendo A uma matriz quadrada, cujo detA 6= 0 então,

A−1 =
1

det(A)
·

 d −b

−c a

 é sua matriz inversa,
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e mais, por hipótese, a matriz

det

 y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

 = W (y1, y2)(x) 6= 0.

Logo, temosu′1(x)

u′2(x)

 = X =
1

det(A)
·

 d −b

−c a

 · B =
1

W (y1, y2)(x)
·

 d −b

−c a

 ·
 0

f(x)


=

1

W (y1, y2)(x)

−y2(x)f(x)

y1(x)f(x)

 =

− y2(x)f(x)
W (y1,y2)(x)

y1(x)f(x)
W (y1,y2)(x)

 .
Então,

u′1 = − y2(x)f(x)

W (y1, y2)(x)
e u′2 =

y1(x)f(x)

W (y1, y2)(x)
.

Deste modo, podemos determinar u1 e u2, bastando integrar ambos os membros em cada

igualdade acima, dáı,

u1(x) = −
∫

y2(x)f(x)

W (y1, y2)(x)
dx e u2(x) =

∫
y1(x)f(x)

W (y1, y2)(x)
dx. (2.35)

Por conseguinte, substituindo u1(x) e u2(x) encontrado em (2.35) na equação (2.33),

encontramos uma solução particular yp(x), definida em I, da forma:

yp(x) = −y1(x) ·
∫

y2(x)f(x)

W (y1, y2)(x)
dx+ y2(x) ·

∫
y1(x)f(x)

W (y1, y2)(x)
dx. (2.36)

Portanto, a solução geral para uma equação diferencial linear não homogênea de segunda

ordem é dada por:

y = yc + yp;

ou seja,

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) +

[
−y1(x) ·

∫
y2(x)f(x)

W (y1, y2)(x)
dx+ y2(x) ·

∫
y1(x)f(x)

W (y1, y2)(x)
dx

]
.

Observação 2.3. Notemos que o sistema linear acima ou (sistema matricial) pode ser re-

solvido também pela regra de Crammer; ou seja, expressando em termos de determinantes;

isto é,
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u′1 =
W1

W
= −y2f(x)

W
e u′2 =

W2

W
=
y1f(x)

W
(2.37)

onde,

W = det

y1 y2

y′1 y′2

 , W1 = det

 0 y2

f(x) y′2

 , W2 = det

y1 0

y′1 f(x)

 . (2.38)

A seguir veremos um exemplo para colocarmos em prática esse método.

Exemplo 2.18. Encontre a solução geral para a equação diferencial,

y′′ − 4y′ + 4y = (x+ 1) e2x.

Solução: Encontremos primeiro a solução de EDO homogênea correspondente, a y′′ −

4y′ + y = 0, cuja equação caracteŕıstica associada é,

r2 − 4r + 4 = 0,

ou ainda,

(r − 2)2 = 0⇔ r = 2.

Sendo assim, temos r1 = r2 = 2. Logo, as soluções para a equação homogênea correspon-

dente são:

y1(x) = e2x e y2(x) = xe2x,

e ainda,

W (e2x, xe2x) = det

 e2x xe2x

2e2x (2x+ 1)e2x

 = (2x+ 1)e4x − 2xe4x

= [(2x+ 1)− 2x]e4x = e4x 6= 0, ∀x ∈ R.

Logo, a solução geral da EDO homogênea correspondente é

yc(x) = c1 e
2x + c2 xe

2x.

Identifiquemos também que, f(x) = (x+ 1)e2x. Por outro lado, sabemos que, uma solução

particular da EDO não-homogênea dada é

yp = u1y1 + u2y2,
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onde,

u1(x) = −
∫

y2(x)f(x)

W (y1, y2)(x)
dx e u2(x) =

∫
y1(x)f(x)

W (y1, y2)(x)
dx.

Assim, temos

u1(x) =

∫
xe2x(x+ 1)e2x

e4x
dx e u2(x) =

∫
e2x(x+ 1)e2x

e4x
dx,

dáı,

u1(x) = −
∫

(x2 + x)dx =
−x3

3
− x2

2
+ c e u2(x) =

∫
(x+ 1)dx =

x2

2
+ x+ c.

Portanto, a solução particular é dada por:

yp(x) =

(
−x

3

3
− x2

2

)
e2x +

(
x2

2
+ x

)
xe2x,

onde simplificando, obtemos:

yp(x) =
x3

6
e2x +

x2

2
e2x,

donde segue, que a solução geral para equação dada não homogênea é:

y(x) = yc + yp

= c1e
2x + c2xe

2x +

(
x3

6
+
x2

2

)
e2x.

Observação 2.4. Segue naturalmente a generalização do método de variação de parâmetros

para obtenção de uma solução particular yp, para equação diferencial linear não homogênea

de ordem superior, onde seguiremos os mesmos procedimentos utilizados para acharmos

yp.



Caṕıtulo 3

Sistemas de Equações Diferenciais

Lineares de Primeira Ordem

Neste último caṕıtulo focaremos nossa atenção à teoria e resolução de sistemas

de equações diferenciais lineares com coeficientes constantes. Aqui veremos, que um

vetor solução é uma matriz cujos elementos são funções diferenciáveis em um intervalo

I ⊂ R. Os resultados aqui mencionados não serão demonstrados, pois as demonstrações

dos mesmos seguem de modo análogo às do caṕıtulo 2.

3.1 Sistemas de Equações Lineares de Primeira Or-

dem

Estudaremos sistemas de equações diferenciais de ordem n, da forma

x′1(t) = g1(t, x1, x2, . . . , xn)

x′2(t) = g2(t, x1, x2, . . . , xn)
...

x′n(t) = gn(t, x1, x2, . . . , xn)

(3.1)

Uma solução para o sistema (3.1) são n−funções x1(t), x2(t), . . . , xn(t), tais que

x′i(t) = gi(t, x1, x2, . . . , xn) ; i = 1, 2, . . . , n.
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3.1.1 Sistema na Forma Normal Linear

Estamos interessados em estudar um caso particular de (3.1), onde cada uma das

funções g1, g2, . . . , gn é linear nas variáveis dependentes x1, x2, . . . , xn, e o sistema tem a

forma 

x′1(t) = a11(t)x1 + a12(t)x2 + . . .+ a1n(t)xn + f1(t)

x′2(t) = a21(t)x1 + a22(t)x2 + . . .+ a2n(t)xn + f2(t)
...

...
...

x′n(t) = an1(t)x1 + an2(t)x2 + . . .+ ann(t)xn + fn(t).

(3.2)

Onde os coeficientes aij e as fi são funções cont́ınuas em um intervalo I. Quando fi(t) = 0,

i = 1, 2, . . . , n, o sistema (3.2) se diz homogêneo; caso contrário, é não-homogêneo.

Dizemos que o sistema (3.2) está na forma normal, ou canônica.

Agora, veremos um caso interessante de motivação para os estudos teóricos, mas

essencialmente importante. A possibilidade de transformar uma equação diferencial linear

de ordem n em um sistema linear com a forma normal (3.2).

3.1.2 Transformação de uma Equação para um Sistema

Lembremos que toda equação diferencial ordinária de n−ésima ordem pode ser

expressa na forma

y(n)(t) = F
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
.

Agora, considere a equação linear de n−ésima ordem,

any
(n) + an−1y

(n−1) + a1y
′ + a0y = f(t), com an 6= 0,

que podemos escrever na forma

y(n) = −a0
an
y − a1

an
y′ − . . .− an−1

an
y(n−1) + f(t). (3.3)

Vamos agora, introduzir as variáveis independentes x1, . . . , xn, para formar o sistema.

Para isso, basta fazer

y = x1, y
′ = x2, y

′′ = x3, y
′′′ = x4, . . . , y

n−1 = xn. (3.4)
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Dáı,

y′ = x′1 = x2 =⇒ x′1 = x2

y′′ = x′2 = x3 =⇒ x′2 = x3

y′′′ = x′3 = x4 =⇒ x′3 = x4
...

y(n−1) = x′n−1 = xn =⇒ x′n−1 = xn

y(n) = x′n =⇒ x′n = −a0
an
x1 −

a1
an
x2 − · · · −

an−1
an

xn + f(t).

Logo, observamos que a equação diferencial linear de ordem n, (3.3), pode ser escrita

como um sistema de n equações diferenciais lineares de primeira ordem, (3.2).

O conjunto de todas essas equações lineares forma o sistema linear normal.

Exemplo 3.1. Escreva a equação de terceira ordem

2y′′′ − 6y′′ + 4y′ + y = sent

na forma normal.

Solução: Inicialmente, escrevemos a equação dada na forma:

y′′′ = −1

2
y − 2y′ + 3y′′ +

1

2
sent.

Agora, fazemos

y = x1, y
′ = x2, y

′′ = x3,

de onde 
x′1 = x2

x′2 = x3

x′3 = −1

2
x1 − 2x2 + 3x3 +

1

2
sent.

3.1.3 Forma Matricial de um Sistema Linear

Se X(t), A(t) e F (t) denotam respectivamente as matrizes

X(t) =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 , A(t) =


a11(t) a12(t) . . . a1n(t)

a21(t) a22(t) . . . a2n(t)
...

...

an1(t) an2(t) . . . ann(t)

 e F (t) =


f1(t)

f2(t)
...

fn(t)

 ,



CAPÍTULO 3. SISTEMAS DE EDO’S LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 63

então o sistema de equações diferenciais lineares de primeira ordem visto em (3.2), pode

ser escrito como:

d

dt


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 =


a11(t) a12(t) . . . a1n(t)

a21(t) a22(t) . . . a2n(t)
...

...

an1(t) an2(t) . . . ann(t)




x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

+


f1(t)

f2(t)
...

fn(t)

 ;

ou simplesmente,

X ′(t) = A(t)X(t) + F (t). (3.5)

Porém, se o sistema for homogêneo, temos

X ′(t) = A(t)X(t). (3.6)

Definição 3.1. (Vetor Solução) Um vetor solução, em um intervalo I, é qualquer

matriz coluna,

X =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 ,

cujos elementos são funções diferenciáveis que satisfazem o sistema (3.5) no intervalo.

Exemplo 3.2. Verifique se os vetores

X1 =

 1

−1

 e−2t =

 e−2t

−e−2t

 e X2 =

 3

5

 e6t =

 3e6t

5e6t



são soluções para o sistema, em R,

X ′ =

 1 3

5 3

X.

Solução: Temos que

X ′1 =

 −2e−2t

2e−2t

 e X ′2 =

 18e6t

30e6t

 .
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Assim,

AX1 =

 1 3

5 3

 e−2t

−e−2t

 =

 e−2t − 3e−2t

5e−2t − 3e−2t

 =

 −2e−2t

2e−2t

 = X ′1

e

AX2 =

 1 3

5 3

 3e6t

5e6t

 =

 3e6t + 15e6t

15e6t + 15e6t

 =

 18e6t

30e6t

 = X ′2.

Logo, ambos os vetores dados verificam o sistema e, portanto, são soluções.

Observação 3.1. Em geral, a teoria dos sistemas de n equações diferenciais lineares de

primeira ordem é similar à das equações diferenciais lineares de ordem n.

3.1.4 Problema de Valor Inicial

Denotando por t0 um ponto do intervalo I e

X(t0) =


x1(t0)

x2(t0)
...

xn(t0)

 e X0 =


y1

y2
...

yn

 ,

onde yi; i = 1, 2, . . . , n, são constantes dadas. Então, o problema

Resolver: X ′ = A(t)X + F (t)

Sujeito a: X(t0) = X0 (3.7)

é um problema de valor inicial no intervalo I.

Teorema 3.1. (Existência e Unicidade) Suponhamos que os elementos aij(t) da ma-

triz dos coeficientes A(t) e os fi(t) no sistema (3.2) sejam cont́ınuas em um intervalo

I, contendo um ponto t0. Então, existe uma única solução do problema de valor inicial,

(3.7), no intervalo.

3.2 Sistemas Homogêneos

Nas definições e teoremas seguintes, trataremos de sistemas homogêneos. No en-

tanto, consideraremos sem explicitamente mencionar que os aij e fi são funções cont́ınuas

de t no intervalo I.
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Veremos um resultado a seguir que envolve somas de soluções de sistemas lineares.

Teorema 3.2. (Prinćıpio da Superposição) Sejam X1, X2, . . . , Xk um conjunto de

vetores solução do sistema homogêneo, no intervalo I. Então, a combinação linear,

X = c1X1 + c2X2 + · · ·+ ckXk,

onde ci, i = 1, 2, . . . , k, são constantes arbitrárias, é uma solução do sistema no intervalo

I.

Segue do Teorema 3.2, que um múltiplo constante de qualquer vetor solução de

um sistema de equações diferenciais lineares homogêneos de primeira ordem é, também,

solução.

Exemplo 3.3. É fácil verificar que

X1 =


cos t

−1

2
cos t+

1

2
sent

− cos t− sent

 e X2 =


0

et

0


são dois vetores solução do sistema homogêneo

X ′ =


1 0 1

1 1 0

−2 0 −1

X.

Então, pelo Teorema 3.2, a combinação linear

X(t) = c1X1 + c2X2

= c1


cos t

−1

2
cos t+

1

2
sent

− cos t− sent

+ c2


0

et

0

 ,

é solução do sistema.

Definição 3.2. (a). O determinante

W (X1, . . . , Xn)(t) = det[X1(t), . . . , Xn(t)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11(t) x12(t) . . . x1n(t)

x21(t) x21(t) . . . x2n(t)
...

...
...

xn1(t) xn2(t) . . . xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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é chamado de Wronskiano de X1, X2, . . . , Xn, em t ∈ I, onde,

X1 =


x11(t)

x21(t)
...

xn1(t)

 , X2 =


x12(t)

x22(t)
...

xn2(t)

 , e Xn =


x1n(t)

x2n(t)
...

xnn(t)

 .

(b). Sejam n vetores soluções X1, X2, . . . , Xn do sistema X ′ = AX. Então X1, X2, . . . , Xn

são (LI) se, somente se, o Wronskiano é diferente de zero, para todo I. Neste caso,

X1, X2, . . . , Xn são soluções fundamentais do sistema homogêneo.

(c). Sejam X1, X2, . . . , Xn soluções fundamentais do sistema X ′ = AX. Então, a famı́lia

de soluções

X(t) = c1X1 + c2X2 + · · ·+ cnXn,

com constantes c1, c2, . . . cn, reais, é chamada solução geral de X ′ = AX.

Exemplo 3.4. Já vimos no Exemplo 3.2 que os vetores

X1 =

 e−2t

−e−2t

 e X2 =

 3e6t

5e6t


são soluções do sistema homogêneo

X ′ =

 1 3

5 3

 X.

Além disso,

W (X1, X2)(t) = det

 e−2t 3e6t

−e−2t 5e6t

 = 5e4t + 3e4t = 8e4t 6= 0, ∀ t ∈ R.

Portanto, pela Definição 3.2, as soluções formam um conjunto fundamental de soluções.

Dáı segue que, a solução geral do sistema, em R é dado por

X(t) = c1

 e−2t

−e−2t

+ c2

 3e6t

5e6t

 .
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3.3 Sistemas Não-Homogêneos

Para sistemas não-homogêneos precisamos conhecer o vetor solução particular Xp,

em um intervalo I. Este vetor é qualquer solução que não admite parâmetros arbitrários,

cujos elementos sejam funções que satisfaçam o sistema (3.5)

Definição 3.3. (Solução Geral - Sistemas Não-Homogêneos) Seja Xp um vetor

solução do sistema não-homogêneo (3.5). No intervalo I e, seja

Xc = c1X1 + c2X2 + · · ·+ cnXncn

a solução geral, no mesmo intervalo, do sistema homogêneo correspondente (3.6). Então,

a solução geral do sistema não-homogêneo no intervalo, é

X = Xc +Xp.

A solução Xc do sistema homogêneo (3.6) é chamada de função complementar do

sistema não-homogêneo.

Exemplo 3.5. Dado o sistema não-homogêneo,

X ′ =

 1 3

5 3

X +

 12t− 11

−3

 ,

o vetor

Xp =

 3t− 4

−5t+ 6


é uma solução particular para o sistema em R, a (Verificação é elementar e será omitida.

Solução: No Exemplo 3.2 vimos que a função complementar do sistema homogêneo

correspondente é:

Xc = c1

 e−2t

−e−2t

+ c2

 3e6t

5e6t

 , com c1 e c2 constantes arbitrárias.

Portanto, segue que a solução geral, em R, para o sistema não-homogêneo tem a forma:

X = Xc +Xp

= c1

 e2t

−e−2t

+ c2

 3e6t

5e6t

+

 3t− 4

−5t+ 6

 .
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3.3.1 Matriz Fundamental

Se X1, X2, . . . , Xn é um conjunto fundamental de vetores soluções do sistema homogêneo,

X ′ = AX, em um intervalo I, então sua solução geral no intervalo é dado por,

X = c1X1 + c2X2 + . . .+Xn,

ou ainda,

X = c1


x11

x21
...

xn1

+ c2


x12

x22
...

xn2

+ . . .+ cn


x1n

x2n
...

xnn

 =


c1x11 + c2x12 + . . .+ cnx1n

c1x21 + c2x22 + . . .+ cnx2n
...

c1xn1 + c2xn2 + . . .+ cnxnn

 .

Observemos que a solução acima pode ser representada na forma de produto de matrizes,

ou seja,

X =


x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n
...

...

xn1 xn2 . . . xnn




c1

c2
...

cn

 . (3.8)

A partir deste resultado temos a seguinte definição.

Definição 3.4. (Matriz Fundamental) Considere que

X1 =


x11

x21
...

xn1

 , X2 =


x12

x22
...

xn2

 , . . . , Xn =


x1n

x2n
...

xnn


formam um conjunto fundamental de soluções do sistema homogêneo (3.6), em um inter-

valo I. A matriz

Φ(t) =


x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n
...

...

xn1 xn2 . . . xnn

 (3.9)

é chamada uma matriz fundamental do sistema, no intervalo.



CAPÍTULO 3. SISTEMAS DE EDO’S LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 69

Pelo que vimos acima a solução geral de qualquer sistema homogêneo, X ′ = AX,

pode ser representada em termos de uma matriz fundamental do sistema na forma: X =

Φ(t)C, tal que C é um vetor coluna de ordem n× 1 de constantes arbitrárias.

Contudo, dizer que X = Φ(t)C é uma solução geral para o sistema homogêneo

X ′ = A(t)X significa que,

Φ′(t)C = A(t) Φ(t)C

ou simplesmente,

Φ′(t)C − A(t) Φ(t)C = 0,

ou ainda,

[Φ′(t)− A(t) Φ(t)]C = 0.

Entretanto, como a última linha acima, deve ser satisfeita para todo valor de t no intervalo

I e, para toda matriz coluna de constantes C, devemos ter

Φ′(t)− A(t) Φ(t) = 0

ou

Φ′(t) = A(t) Φ(t). (3.10)

A relação de (3.10) é muito útil e utilizaremos a mesma na seção de variações dos

parâmetros no decorrer do texto.

3.3.2 Inversa de uma Matriz Fundamental

Notemos que o determinante da matriz fundamental Φ(t) de um sistema homogêneo

coincide com o Wronskiano dos vetores X1, X2, . . . , Xn. Logo, como o Wronskiano é dife-

rente de zero para todo valor de t no intervalo real, então, podemos dizer que a matriz

Φ(t) é não-singular, isto é, admite inversa. Assim temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3. (Uma Matriz Fundamental Admite uma Inversa) Seja Φ(t) uma

matriz fundamental do sistema homogêneo (3.6), em um intervalo I. Então, Φ−1(t) existe

para todo valor de t no intervalo.

Veremos a seguir, um método de solução de sistemas de equações diferenciais lineares

de primeira ordem, através da determinação dos Autovalores e Autovetores; conceitos

vistos em cursos de Álgebra Linear. O leitor interessado pode consultar a referência [7].

No entanto, vejamos algumas definições.
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Definição 3.5. (Polinômio Caracteŕıstico) O polinômio caracteŕıstico de uma matriz

A ∈ Mn(R) é o polinômio de grau n definido por

pA(λ) = det(A− λI),

onde I representa a matriz identidade de ordemn.

Definição 3.6. Seja A uma matriz de ordem n × n. Dizemos que um número λ é um

autovalor de A se existe um vetor solução não-nulo K do sistema linear

AK = λK. (3.11)

Dizemos que o vetor solução K é um autovetor associado ao autovalor λ.

Observação 3.2. (Autovalor) Um número é um autovalor de uma matriz A ∈ Mn(R)

se, e somente se, a matriz (A− λI) não é invert́ıvel, isto é,

pA(λ) = det(A− λI) = 0.

3.4 Sistemas Homogêneos com Coeficientes Constan-

tes

Já vimos anteriormente (Exemplo 3.6) que a solução geral para o sistema homogêneo

X ′ =

 1 3

5 3

 X

é

X(t) = c1X1 + c2X2 = c1

 1

−1

 e−2t + c2

 3

5

 e6t.

Porém, notemos que ambos os vetores soluções possui a forma,

Xi =

 k1i

k2i

 eλit, i = 1, 2,

onde k1 e k2 são constantes. Assim, somos induzidos a questionar se é sempre posśıvel
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obter uma solução da forma

X(t) =


k1

k2
...

kn

 eλt = Keλt, (3.12)

para o sistema homogêneo de primeira ordem na forma compacta,

X ′ = AX, (3.13)

onde A é uma matriz de constantes pertencente a Mn(R).

Se, por hipótese, (3.12) for um vetor solução do sistema linear homogêneo (3.13),

então Kλeλt = AKeλt. Dáı, dividindo ambos os membros por eλt obtemos,

AK = λK

ou ainda,

AK − λK = 0.

Assim,

(A− λI)K = 0. (3.14)

Notemos que a equação matricial, (3.14), é equivalente ao sistema de equações algébricas

(a11 − λ)k1 + a12k2 + · · ·+ a1nkn = 0

a21k1 + (a22 − λ)k2 + · · ·+ a2nkn = 0
...

(an1k1 + an2k2 + · · ·+ (ann − λ)kn = 0.

Sendo assim, para obter uma solução não trivial X de (3.13) precisamos inicialmente

obter uma solução para este sistema; ou seja, precisamos obter um vetor solução não trivial

K que verifique a equação matricial (3.14). Mas, isto é posśıvel se

det(A− λI) = 0.

3.4.1 Autovalores Reais Distintos

Se a matriz A pertencente a Mn(R) tiver n autovalores reais distintos, λ1, λ2, . . . , λn,

um conjunto com n autovetores linearmente independentes K1, K2, . . . , Kn poderá sempre
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ser obtido e

X1 = K1e
λ1t, X2 = k2e

λ2t, . . . , Xn = Kne
λnt

será um conjunto fundamental de soluções para o sistema (3.13), em R.

Teorema 3.4. (Solução Geral - Sistemas Homogêneos) Sejam λ1, λ2, . . . , λn auto-

valores reais distintos da matriz dos coeficientes A, do sistema homogêneo (3.13) e, sejam

K1, K2, . . . , Kn os autovetores associados. Então, a solução geral do sistema homogêneo

(3.6) em R, será dado por:

X(t) = c1K1e
λ1t + c2k2e

λ2t + . . . + cnKne
λnt, com c1, c2, . . . , cn constantes arbitrárias.

Vejamos um exemplo para melhor entendermos.

Exemplo 3.6. Determine a solução geral do sistema homogêneo: x′(t) = 2x+ 3y

y′(t) = 2x+ y
(3.15)

Solução: A priore, determinamos os autovalores e os autovetores da matriz dos coefici-

entes do sistema. Sendo,

A =

 2 3

2 1

 ,

temos o polinômio caracteŕıstico,

pA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣ 2− λ 3

2 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − 3λ− 4 = 0.

Calculando as ráızes obtemos os autovalores λ1 = −1 e λ2 = 4.

Para λ1 = −1 temos que,

A− λ1I =

 2 3

2 1

− 1

 1 0

0 1

 =

 3 3

2 2

 .

Assim,

(A− λ1I)K = 0, sendoK =

 k1

k2

 ,

é equivalente a,  3k1 + 3k2 = 0

2k1 + 2k2 = 0
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Resolvendo o sistema obtemos k1 = −k2. Tomando k2 = 1, um autovetor associado a

λ1 = −1 será

K1 =

 1

−1

 .

Para λ2 = 4, temos que, (A− λ2I) =

 −2 3

2 −3

 . Assim, (A− λ2I)K = 0, equivale a

 −2k1 + 3k2 = 0

2k1 − 3k2 = 0

Resolvendo o sistema obtemos, k1 =
3

2
k2, para k2 = 2, um autovetor associado λ2 = 4 é

K2 =

 3

2

 .

Notemos, que a matriz A é de ordem 2 × 2 e determinamos duas soluções linearmente

independentes de (3.15), dados por

X1 = c1

 1

−1

 e−t e X2 = c2

 3

2

 e4t.

Logo, a solução geral é

X = c1X1 + c2X2 = c1

 1

−1

 e−t + c2

 3

2

 e4t;

ou seja,  x(t)

y(t)

 =

 c1e
−t + 3c2e

4t

−c1e−t + 2c2e
4t

 ,

que é equivalente a:

x(t) = c1e
−t + 3c2e

4t

y(t) = −c1e−t + 2c2e
4t.

3.4.2 Autovalores Repetidos

Veremos que nem todos os autovalores são necessariamente distintos, ou seja, alguns

dos autovalores podem ser repetidos. Considere o sistema

X ′ =

 3 −18

2 −9

X.
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Encontrando o polinômio caracteŕıstico da matriz dos coeficientes, temos:

pA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣ 3− λ −18

2 −9− λ

∣∣∣∣∣∣ .
Dáı obtemos,

pA(λ) = λ2 + 6λ+ 9 = (λ+ 3)2 = 0,

o que implica λ1 = λ2 = −3. Entretanto, substituindo o valor de λ = −3 na equação,

(A− λ)K = 0, sendo K =

 k1

k2

 e (A− (−3)I)K =

 6 −18

2 −6

 .

É posśıvel verificar que k1 =

 3

1

 é um autovetor; logo,

X1 =

 3

1

 e−3t

é uma solução do sistema inicial dado. Todavia, obviamente, nos interessa obter a solução

geral do sistema, assim necessitamos obter uma outra solução.

De maneira geral, se m é um inteiro positivo, e (λ− λ1)m é um fator do polinômio

caracteŕıstico e (λ−λ1)m+1 não é fator, falaremos que λ1 é um autovalor de multiplicidade

m.

Para algumas matrizes A de n−ésima ordem, é posśıvel obter m autovetores line-

armente independentes K1, K2, . . . , Km associados a um autovalor λ1, de multiplicidade

m ≤ n. Dáı, segue que a solução geral do sistema contém a combinação linear:

c1K1e
λ1t + c2K2e

λ1t + . . .+ cmKme
λ1t.

Exemplo 3.7. Encontre a solução geral para o sistema homogêneo:

X ′ =


1 −2 2

−2 1 −2

2 −2 1

X.

Solução: Inicialmente, calculamos o polinômio caracteŕıstico,

pA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ −2 2

−2 1− λ −2

2 −2 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Calculando o determinante e simplificando obtemos o seguinte polinômio:

pA(λ) = λ3 − 3λ2 − 9λ− 5.

Com isso, encontrando as ráızes desse polinômio, obtemos os autovalores:

λ1 = λ2 = −1 e λ3 = 5.

Agora, iremos encontrar os autovetores. Substituindo λ1 = −1 em

(λI − A)K = 0,

onde,

K =


k1

k2

k3

 e 0 =


0

0

0

 ,

obtemos o sistema, 
−2k1 + 2k2 − 2k3 = 0

2k1 − 2k2 + 2k3 = 0

−2k1 + 2k2 − 2k3 = 0

Resolvendo este sistema linear, pelo método Gaussiano, através do escalonamento da ma-

triz ampliada, encontramos:

k1 = k2 − k3.

Se tomarmos k2 = 1 e k3 = 1 obtemos um autovetor

K1 =


0

1

1

 .

Agora, para k1 = 1 e k3 = 0 obtemos um autovetor

K2 =


1

1

0

 .

Porém, notemos que nenhum dos autovetores é um múltiplo constante do outro; assim,

temos duas soluções linearmente independentes, associados ao mesmo autovalor λ1 = −1.



CAPÍTULO 3. SISTEMAS DE EDO’S LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 76

Assim,

X1 =


0

1

1

 e−t e X2 =


1

1

0

 e−t,

é um conjunto fundamental de soluções para o sistema associado ao autovalor λ1 = −1.

Por último, para o valor λ3 = 5, temos o sistema
4k1 + 2k2 − 2k3 = 0

2k1 + 4k2 + 2k3 = 0

−2k1 + 2k2 + 4k3 = 0

Resolvendo, encontramos

k2 = −k3 e k1 = k3.

Tomando por exemplo, k3 = 1, obtemos k1 = 1 e k2 = −1. Logo, temos um terceiro

autovetor,

K3 =


1

−1

1

 .

Portanto, a solução geral é dada por:

X(t) = c1


0

1

1

 e−t + c2


1

1

0

 e−t + c3


1

−1

1

 e5t.

Suponhamos que λ1 seja um autovalor de multiplicidade dois e que exista um único

autovetor associado a esse autovalor. Uma segunda solução pode ser obtida da forma:

X2 = Kteλ1t + Peλ1t, (3.16)

onde

k =


k1

k2
...

kn

 e P =


p1

p2
...

pn

 .



CAPÍTULO 3. SISTEMAS DE EDO’S LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 77

Para verificarmos isso, basta substituir a expressão (3.16) no sistema homogêneo

X ′ = AX.

X ′2 = Keλ1t +Ktλ1e
λ1t + λ1Pe

λ1t

e

AX2 = AKteλ1t + APeλ1t,

temos, substituindo na equação X ′2 = AX2, que

Keλ1t +Ktλ1e
λ1t + λ1Pe

λ1t = AKteλ1t + APeλ1t;

ou seja,

eλ1tt(λ1K − AK) + eλ1t(K + λ1P − AP ) = 0.

Porém, como a última equação deve satisfazer a igualdade para todo valor da variável

t, no intervalo real, conclui-se através de algumas manipulações algébricas que

(A− λ1I)K = 0 (3.17)

e

(A− λ1I)P = K. (3.18)

Da equação (3.17) segue-se que o vetor K deve ser um autovetor de A associado a λ1.

Resolvendo (3.17), determinamos uma solução X1 = Keλ1t. Para obtermos uma segunda

solução X2, precisamos apenas resolver o outro sistema (3.18) para obter o vetor P.

Vejamos um exemplo a seguir.

Exemplo 3.8. Considerando o sistema

X ′ =

 3 −18

2 −9

X

já vimos, anteriormente que o autovalor da matriz A é de multiplicidade dois, isto é,

λ1 = λ2 = −3, e uma solução para o sistema é

X1 =

 3

1

 e−3t.
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Assim, K =

 3

1

 . Seja a matriz P =

 p1

p2

 . Dáı, a expressão (3.18)

(A− λ1I)P = K;

logo,  −6 18

−2 6

 p1

p2

 =

 3

1

 .

Resolvendo, obtemos

p1 = 3p2 −
1

2
.

Tomando p2 =
1

6
segue que p1 = 0. Logo, obtemos o vetor

P =

 0
1

6

 .

Portanto, de (3.16), obtemos

X2 =

 3

1

 te−3t +

 0
1

6

 e−3t.

donde segue que a solução geral é dada por:

X = c1

 3

1

 e−3t + c2

 3

1

 te−3t +

 0
1

6

 e−3t

 .
Se a matriz A de coeficientes tiver apenas um autovetor associado ao autovalor λ1

com multiplicidade três, seremos capazes de obter uma segunda solução, como vista em

(3.16), e ainda, uma terceira solução da forma:

X3 = K
t2

2!
eλ1t + P t eλ1t +Qeλ1t. (3.19)

De maneira geral, se existir apenas um autovetor associado ao autovalor λ1, de multipli-

cidade m, então podem ser obtidas m soluções linearmente independentes da forma:

X1 = K11 e
λ1t;

X2 = K21 t e
λ1t +K22 e

λ1t;

X3 = K31
t2

2!
eλ1t +K32 t e

λ1t +K33 e
λ1t

...

Xm = Km1
t(m−1)

(m− 1)!
eλ1t +Km2

t(m−2)

(m− 2)!
eλ1t + · · ·+Kmm e

λ1t,

onde os Kij são vetores coluna.
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3.4.3 Autovalores Complexos

Se λ1 = α + iβ e λ2 = α− iβ, com β > 0, são autovalores complexos da matriz de

coeficientes A, do sistema homogêneo (3.6); os autovetores associados podem também ter

coordenadas complexas. Vejamos o sistema

 x′(t) = 6x− y

y′(t) = 5x+ 4y.

Neste caso, temos

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣ 6− λ −1

5 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0;

logo λ2 − 10λ+ 29 = 0, onde as ráızes são λ1 = 5 + 2i e λ2 = 5− 2i.

Agora,considerando λ1 = 5 + 2i, temos o sistema (1− 2i)k1 − k2 = 0

5k1 − (1 + 2i)k2 = 0.

Resolvendo, encontramos k2 = (1 − 2i)k1. Dáı, escolhendo k1 = 1 obtém-se o seguinte

autovetor solução associado:

K1 =

 1

1− 2i

 .

Analogamente, para λ2 = 5− 2i, obtemos

K2 =

 1

1 + 2i

 .

Verifica-se, por meio do Wronskiano, que os vetores solução

X1 =

 1

1− 2i

 e(5−2i)t e X2 =

 1

1 + 2i

 e(5−2i)t

são linearmente independentes. Portanto, a solução geral é:

X = c1

 1

1− 2i

 e(5+2i)t + c2

 1

1 + 2i

 e(5−2i)t. (3.20)

Notemos, que as coordenadas do vetor K2, associado a λ2, são as conjugadas das coorde-

nadas do vetor K1, associado ao autovalor λ1. Assim, podemos escrever a relação

λ2 = λ1 e K2 = K1, onde λ1 é o conjugado de λ1 e k1 é oconjugado de k1.

Dessa maneira, essa afirmação leva ao seguinte resultado geral.
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Teorema 3.5. (Soluções Correspondentes a Autovalores Complexos) Seja a

matriz A de coeficientes do sistema homogêneo X ′ = AX e seja K1 um autovetor corres-

pondente ao autovalor complexo λ1 = α + iβ. Então,

K1e
λ1t e K1e

λ1t

são soluções para o sistema X ′ = AX.

É conveniente, muitas vezes, reescrever a solução vista dependendo de funções reais.

Veremos agora como encontrar uma solução em termos de funções reais, a partir de

autovalores complexos. Para tanto, iremos utilizar a fórmula de Euler.

Seja K1 um autovetor da matriz de coeficientes A associado ao autovalor λ1 = α+iβ.

Então, os dois vetores solução do Teorema 3.5 podem ser escritos como:

K1e
λ1t = K1e

αteiβt = K1e
αt(cos βt+ isenβt)

e

K1e
λ1t = K1e

αte−iβt = K1e
αt(cos βt− isenβt).

Pelo Prinćıpio da Superposição e após algumas manipulações algébricas, segue-se que os

seguintes vetores também são soluções

X1 =
1

2
(K1e

λ1t+K1e
λ1) =

1

2
(K1 +K1)e

αt cos βt− i

2
(−K1 +K1)e

αtsenβt

e

X2 =
i

2
(−K1e

λ1t +K1e
λ1t) =

i

2
(−K1 +K1)e

αt cos βt+
1

2
(K1 +K1)e

αtsenβt.

Aqui, utilizaremos a seguinte propriedade nos complexos: dado um número complexo

z = a + ib, então
1

2
(z + z) = a = Re(z) e

i

2
(−z + z) = b = Im(z). Portanto, as

coordenadas dos vetores coluna,
1

2
(K1 + K1) e

i

2
(−K1 + K1), são números reais. Com

isso, se definirmos

B1 =
1

2
(K1 +K1) = Re(K1) e B2 =

i

2
(−K1 +K1) = Im(K1), (3.21)

temos o seguinte teorema.
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Teorema 3.6. (Soluções Reais Associadas a um Autovalor Complexo) Seja

λ1 = α + iβ um autovalor complexo da matriz de coeficientes A no sistema homogêneo

X ′ = AX e sejam B1 e B2 os vetores definidos em (3.21). Então, as igualdades a seguir,

X1 = [B1 cos βt−B2senβt]eαt

X2 = [B2 cos βt+B1senβt]eαt
(3.22)

são soluções linearmente independentes do sistema homogêneo, em R.

Exemplo 3.9. Determine a solução geral real do sistema homogêneo,

X ′ =

 1 2

−1

2
1

X.

Solução: Inicialmente, obtemos os autovalores a partir de

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣ 1− λ 2

−1

2
(1− λ)

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − 2λ+ 2 = 0.

Assim, os autovalores são λ1 = 1 + i e λ2 = λ1 = 1 − i. Dáı, efetuando os passos já

conhecidos, um autovetor associado a λ1 é

K1 =

 2

i

 =

 2

0

+ i

 0

1

 .

Da relação (3.21)

B1 =

 2

0

 e B2 =

 0

1

 .

Segue do Teorema 3.6 que a solução geral é:

X1 = c1

 2

0

 cos t−

 0

1

 sent

 et + c2

 0

1

 cos t+

 2

0

 sent

 et

= c1

 2 cos t

−sent

 et + c2

 2 sent

cos t

 et.

3.5 Método de Variação dos Parâmetros - Sistemas

Lineares

Veremos aqui o modo para obtenção de soluções para sistemas de equações diferen-

cias lineares de primeira ordem não homogêneas. Vimos na subseção 3.3.1 que a solução
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geral para um sistema linear homogêno X ′ = AX, pode ser escrito como:

X = Φ(t)C,

onde C é um vetor coluna de constantes arbitrárias, de ordem n × 1, e φ(t) é a matriz

fundamental, de ordem n × n, cujas colunas consistem dos vetores solução do sistema

homogêneo. Além disso, recorde as seguintes propriedades da matriz fundamental:

• A matriz fundamental Φ(t) é não-singular; isto é, o determinante é diferente de zero

para todo t ∈ R.

• Se Φ(t) for uma matriz fundamental do sistema X ′ = AX, então Φ′(t) = Φ(t)A.

Da mesma forma que procedemos na seção 2.8 nos perguntamos se é posśıvel subs-

tituir a matriz de constantes C, na relação X(t) = Φ(t)C, por uma matriz coluna de

funções,

U(t) =


u1(t)

u2(t)
...

un(t)

 , de tal forma que Xp = Φ(t)U(t) (3.23)

seja uma solução particular para o sistema não-homogêneo,

X ′(t) = AX(t) + F (t). (3.24)

Observe que, pela regra do produto, a derivada da expressão em (3.23) é:

X ′p(t) = Φ(t)U ′(t) + Φ′(t)U(t). (3.25)

Dáı, substituindo as equações (3.23) e (3.25) em (3.24), obtemos

Φ(t)U ′(t) + Φ′(t)U(t) = AΦ(t)U(t) + F (t);

ou ainda, usando Φ′(t) = Φ(t)A, escrevemos

Φ(t)U ′(t) + AΦ(t)U(t) = AΦ(t)U(t) + F (t)

ou

Φ(t)U ′(t) = F (t).
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Mas Φ(t) é invert́ıvel, assim, multiplicando ambos os lados da última linha, por φ−1(t)

obtemos,

U ′(t) = Φ−1(t)F (t) e, portanto, U(t) =

∫
Φ−1(t)F (t)dt.

Como Xp = Φ(t)U(t), segue que uma solução particular de (3.24) é,

Xp = Φ(t)

∫
Φ−1(t)F (t)dt, (3.26)

onde, por definição, sabe-se que para calcular a integral de uma matriz, calcula-se a

integral de cada entrada. Consequentemente, segue que a solução geral para o sistema

(3.24) é, X = Xc +Xp ou,

X = Φ(t)C + Φ(t)

∫
Φ−1(t)F (t)dt, (3.27)

denominada Fórmula de Variação dos Parâmetros. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.10. Ache a solução geral do sistema não-homogêneo,

X ′ =

 −3 1

2 −4

X +

 3t

e−t

 , em R.

Solução: A priore, determinamos a solução geral para o sistema homogêneo associado,

X ′ =

 −3 1

2 −4

X.

Encontremos os autovalores da matriz dos coeficientes; ou seja,

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣ −3− λ 1

−2 −4− λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 2)(λ+ 5) = 0.

Logo, os autovalores são λ1 = −2 e λ2 = −5. Pelo processo usual já conhecido, obtemos

os autovetores associados a λ1 e λ2, respectivamente:

K1 =

 1

1

 e K2 =

 1

−2

 .

Dáı, os vetores solução do sistema homogêneo correspondente são:

X1 =

 1

1

 e−2t e X2 =

 1

−2

 e−5t.
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Portanto, temos que a matriz fundamental para o sistema homogêneo é:

Φ(t) =

 e−2t e−5t

e−2t −2e−5t

 , com Φ−1(t) =


2

3
e2t

1

3
e2t

1

3
e5t −1

3
e5t

 .

Assim, da relação (3.26), obtemos

Xp = Φ(t)

∫
Φ−1(t)F (t)dt =

 e−2t e−5t

e−2t −2e−5t

∫  2
3
e2t 1

3
e2t

1
3
e5t −1

3
e5t

 3t

e−t

 dt

=

 e−2t e−5t

e−2t −2e−5t

∫  2te2t + 1
3
et

te5t − 1
3
e4t

 dt

=

 e−2t e−5t

e−2t −2e−5t

 2te2t − 1
2
e2t + 1

3
et

1
5
te5t − 1

25
e5t − 1

12
e4t


=

 6
5
t− 27

50
+ 1

4
e−t

3
5
t− 21

50
+ 1

2
e−t

 .

Lembrando que por definição, a integral de uma matriz cujos elementos são funções

diferenciáveis para todo t ∈ R, é a integral de cada função dessa matriz.

Deste modo, segue de (3.27) que a solução geral do sistema não homogêneo inicial,

em R é:

X = Xc +Xp

ou seja,

X =

 e−2t e−5t

e−2t −2e−5t

 c1

c2

 +

 6
5
t− 27

50
+ 1

4
e−t

3
5
t− 21

50
+ 1

2
e−t


= c1

 1

1

 e−2t + c2

 1

−2

 e−5t +

 6
5

3
5
t

−
 27

50

21
50

+

 1
4

1
2

 e−t.



Considerações Finais

A realização desta revisão bibliográfica contribuiu com o enriquecimento e ama-

durecimento com relação a pesquisa matemática, em especial ao estudo das equações

diferenciais lineares ordinárias e sistemas lineares, como também, diversos conteúdos da

graduação, a exemplo, Álgebra Linear e Análise. Promovendo assim, uma melhor jornada

em uma posśıvel pós-graduação, com relação a Matemática Pura ou Aplicada e áreas afins.

Durante a elaboração deste trabalho fui aprofundando os conceitos estudados juntos com

minha orientadora Luciana, a qual sempre me motivou e ao mesmo tempo me mostrou

a direção correta para seguir nesta caminhada. O interesse em abordar esta pesquisa foi

devido ao estudo dirigido, quando fui aluno bolsista do projeto de iniciação cient́ıfica,

onde fizemos um estudo a cerca dos conceitos referente ao tema do presente trabalho.

Contudo, finalizo com a sensação de dever cumprido, com a consciência de que

busquei ao máximo aprender e abranger o conhecimento matemático perante ao rigor da

linguagem rebuscada da matemática pura, bem como sua riqueza enquanto ciência exata.
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