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RESUMO

O presente trabalho discute aspectos da integral definida de fungbes de uma
variavel real no calculo de areas planas e suas propriedades. Estudamos a integral
definida como limite de soma Riemann e sua existéncia. Em seguida abordamos o
Teorema Fundamental do Calculo. Isso com o objetivo de aplicar os resultados de
integrais vistos em calculo, para encontrarmos areas de figuras geométricas planas
quaisquer. A discussao dos resultados obtidos neste estudo tem como énfase
buscar e interpretar as solu¢gdes propostas para calcular areas de figuras planas
cujos contornos ndo sao segmentos de retas. Para maior compreensao dos

conceitos temos como apoio o apéndice.

PALAVRAS CHAVES: Integral Definida, Teorema Fundamental do calculo,

Aplicagoes.



ABSTRACT

This work discuss the aspects of the defined integral on areas’ calculus and its
properties. We are going to study the defined integral as the limit of Rieman’s sum
and its existence. On the following we are going to approach the Fundamental
Theorem’s Calculus, with the objective of apply the results of integrals seen in
calculus, so we be able to find areas of any flat geometric figures. The discussion of
the obtained results in this study emphasizes the search and interpretation to the
proposed solutions to calculate areas of flat figures which its edges are not line
segments. For further comprehension of the concepts we have as support the

appendices.

Key Words: Defined Integral, Fundamental Theorem’s Calculus, Applications.
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INTRODUGAO

Neste trabalho, estudamos o Calculo Integral de fungdes de uma variavel real,
mais precisamente o Teorema Fundamental do Calculo e Areas planas, o qual
surgiu na historia relacionada com os problemas de quadraturas. Esses problemas
eram enfrentados pelos gregos na medicdo de superficies para determinar suas

areas. Todas as areas estudadas eram relacionadas a area do quadrado.

Esses estudos foram deixados por Newton e Leibiniz desde o século XVII.
Depois vieram as contribuicbes de Fermat (1601-1665) e Johan Bernoulli, para o
nascimento do calculo integral. O nome “Calculo Integral” foi criado por Johann
Bernoulli (1667-1748) e seu livro publicado pelo seu irmao mais velho, Jacques de
Bernoulli (1654-1705) e veio a criar os fundamentos da Analise. Hoje o calculo
Integral € muito utilizado em solugdo de problemas de muitos campos de estudos,

como Economia, Engenharia, Medicina, Quimica, Fisica e Astronomia.

O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) estabelece uma conexao entre
dois ramos do calculo: O primeiro surgiu a partir do problema de se determinar a reta
tangente a uma curva em um ponto, isto é a derivada enquanto o segundo surgiu a
partir do problema de se encontrar a area de uma figura plana isto € a integral. O
professor de Newton em Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677), descobriu que
esses dois problemas estdo de fato estreitamente relacionados. Ele percebeu que a
diferenciacao e a integracdo sédo processos inversos. O TFC da a precisa relagao
inverso entre a derivada e a integral. Foram Newton e Leibniz que exploraram essa
relacdo e usaram-na para desenvolver o calculo com um método matematico
sistematico. Em particular, eles viram que o Teorema Fundamental os capacitou a
computar as areas e integrais muito mais facilmente, sem que fosse necessario
calcula-los como limites de somas. Portanto nos fornece um método mais simples

para o calculo de integrais.

Sendo assim o saber matematico torna-se cada vez mais importante no
mundo atual, em que se generalizam tecnologias e meios de informagdes baseado

em dados quantitativos e espaciais em diferentes representagodes.

A distancia entre a matematica pura e suas aplicagdes é cada vez menor, as

integrais definidas sdo um exemplo. Sabe-se que a integral definida pode ser
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abordada para o calculo do comprimento de arco, da area de uma superficie, do
suprimento para consumo, do fluxo de sangue, do trabalho, da energia, dentre
outros setor de aplicagao de integral definida € a resolu¢do de problemas do calculo

do volume de regides tridimensionais.
Portanto a seguir, comentaremos brevemente o conteudo de cada capitulo:

No capitulo 1: e abordado a origem do problema da area. Demonstrando a
importancia da integral para resolugdo desse problema. E apresentando a integral
definida como limite da soma de Riemann e sua representagéo sob o grafico de uma
funcdo em um dado limite. Mostrando que as propriedades da integral definida

simplificam a resolug&o de alguns problemas propostos por meio de formulas.

No capitulo 2, abordamos a apresentacédo do teorema fundamental do calculo,

no primeiro momento sera feita uma breve introdugao definida que G(x) = f:f(t)dt.

Na segunda parte sera explanado o TFC da f:f(x)dx = F(b) — F(a). tendo como

base observagdes e exemplo resolvido para melhor compreensédo do tema. Feita a

demonstragao do TFC taremos casos em que se pode aplicalo.

No capitulo 3, o nosso principal objetivo consistir em expor as ideias principais
de areas de regides entre curvas. Ou seja, areas de figuras planas quaisquer. O
estudo ainda sugere tanto o calculo para achar a area de uma regido R, como
também R,,. Fornecendo-nos ainda o passo a passo para a resolugéao de problemas
desse tipo. Sintetizando a resolugcao de integral definida de fungdes simétricas.

Alguns comentarios sdo posto para melhor compreensao dos conceitos.
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CAPITULO 1: INTEGRAL DEFINIDA

Neste capitulo abordaremos problemas de area e de distadncia e vamos usa-
los para formular a ideia de uma integral definida, que € o conceito basico do calculo
integral com o objetivo de definirmos e calcularmos as areas de regides que estao
sob os graficos de fungdes. De forma que, possamos definir e manipular, formal e

rigorosamente, as integrais definidas.

Abordaremos as propriedades basicas da integral definida enunciando estas
propriedades como teoremas e os interpretando em termos de nossas ideias
intuitivas de “area”. Estudando as somas de Riemman, para a partir dai, expressar a
integral definida no intervalo dado [a, b] como Limite de Soma de Riemman, o qual

coincide com a area da regiao delimitada pelo graficode f easretasx =aex = b.

1.1 - O Problema da Area.

Foi da necessidade de calcular areas de figuras planas cujos contornos nao

sdo segmentos de retas que brotou a nogao de integral definida.

Tentar resolver o problema da area de uma figura plana qualquer pode ser
calculada através de uma regido R que e sob a curva Y = f(x) de a até b. Isso
significar que R, ilustrada na figura 1.1, esta limitada pelo grafico de uma fungéo

continua f[onde f(x) = 0], por duas retas verticais x = a e x = b,e 0 €ixo x.

A
y Y =f(x)
R
|- X H
0 a b > Figura 1.1
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Para isso, vamos criar uma particdo P do intervalo [a, b], isto &, vamos dividir o

intervalo [a, b] em n subintervalos, por meio dos pontos
X0y X1y X2y eeny X1y Xy weey Xy
escolhidos arbitrariamente, de forma que
a=xy < X1 <Xg,oo < XpoqXpe << Xy, = b,

Veja a figura 1.2 abaixo:

y
A
7rZy=f(>€)
Axk 7%7%5
A ]
T T ]
7“'::||"::::':::|
L
A ]
THHHBHRHHEREE RN
0 a:xIO ;61 ;CZ ;53 ’;4. I"'II Xk;1xkl .Xr;71)fln=b =X
Figura

O comprimento do k-ésimo subintervalo, [x;_q,xx], € dado por Ax, = x; —
Xk—1- Ao construir retangulos de base x;, — x;_, e altura f(w,) onde w; um ponto do

intervalo [xj_q, xx].
Da figura acima, temos:
Ax; = x, — x,base do primeiro retangulo;
Ax, = x; — x,base do segundo retangulo;...;
Axj, = x;, — x;_,base do k-ésimo retangulo.
Ax, = x, — x,_,base do n-ésimo retangulo;
f (w;)altura do primeiro retangulo;

f (wy)altura do segundo retangulo; ...;
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f (wy)altura do k-ésimo retangulo; ...;

f (wy)altura do n-ésimo retangulo;

Logo, a area de cada retangulo sera
Ax,. f(w)area do primeiro retangulo;
Ax,. f(w,)area do segundo retangulo; ...;
Axy. f (wy)area do k-ésimo retangulo; ...;
Ax,. f(w)area do n-ésimo retangulo;

Observe que, aumentando o numero de retangulos, pode-se obter uma

melhor aproximacgao para a area A da regiao R.
Assim a soma das areas dos n retédngulos, denotada por S,,, sera:

Sp = f(wy) - Axy + f(wy) - Axy + -+ f(wy) * Axy, =

= fw) - A
k=1

Veja a figura 1.3 abaixo:

yA
O Wy Y = (%)
A
P S (7 () N Aoy :
U UAIUA) = e ! :
fWy)fm==omm == T ! :
w Wy, fF(W1)) i ' i q
F) ===+ i ] ! W,
il | 7 e
W, ! : i :
0 a=xg X X2 I X3 xk—ll Xk R =X
Figura 1.3

Essa soma é chamada Soma de Riemann da fungéo f relativa a particdo P.
Quando n cresce € “razoavel’, esperar que a soma das areas dos retangulos

aproxime da area A sob a curva (figura 1.2).
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Considerando, a norma (Ver ANEXO A — Defini¢gao A.2) da particdo P, como

sendo
|IP|| = max{Ax,, Ax,, ..., Ax,}
Temos, que se Ax; — 0, entdo ||P|| - 0. Analogicamente, se n — o entéo ||P]| - 0.

Desse modo, define-se a medida da area da regidao R, como sendo

n
A = lim Zf(Wk) 'Axk
n—oo
k=1

se esses limites(Ver ANEXO B - Definigcao B.1) existem, e este limite € o que
definimos como integral de uma fungéo f, definida no intervalo [a, b], como veremos

na proxima secgao. Neste caso, dizemos que a regido R € mensuravel.

e Exemplo 1.1

Sejam f(x) =2x+3, e P a partigdo de [0,7] nos quatro subintervalos

determinados por
Xo=0 x1=1 x,=3 x3=6 x4,=7
Determine a norma da particdo e a soma de Riemann S,, se
w;=1 w, =25 wy3=45 w,=6,5
Solugéo:

O grafico de f esta esbogado na figura 1.4, onde exibimos também os pontos que
corresponde a w;, e os retangulos de comprimentos |f(wy)| para k =1,2,3 e 4.

Assim,
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VA y=2x+3

1/

AX1=1 AXZ=2 AX3=3 AX4=1
A norma ||P|| da particao é Ax;, ou 3.

Usando a soma das areas com n = 4, temos
n
Su= ) f(w) - A
k=1

= f(wy) - Axg + f(Wz) - Axy + f(w3) - Axz + f(wy) - Axy
=f()-M+f(25)(@2)+f45)-3)+f(65) (1)
Substituindo w;, na equagdo f(x) = 2x + 3, temos
—(2-1+43) - (D+2-25+3) (2 +(2-45+3)-3)+(2-65+3)(1)
=5-(D+8-(2)+12-(3) +16- (1)
=54+16+36+16=173

1.2 - A Integral.
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O sinal da integral|/ pode ser encontrado com uma letra S alongada (a
primeira letra da palavra soma) tem por finalidade indicar a conexao que existe entre

as integrais e as soma de Riemann e para representar a area da regiao R (figura
1.1) usaremos a notagao f;f(x)dx, que € lido como “integral de a até b e F de xdx”

ou, as vezes, como ‘integral de a até b de f de x em relagédo px”, Os outros

componentes dos simbolos da integral também tém nomes:

/ Limite superior de integracao

b
Sinal de Integral "f f(x)dx/

X é a varidvel da integracao

Ja Y : i A funcdo é o integrando
Limite
inferior de Integralde f deaab
integracao

1.2.1 - Aintegral definida como limite da soma de Riemann.

Defini¢ao 1. 1:

Sejam f definida em um intervalo fechado [a,b]le Lum numero real. A

afirmacéo

lim Z(Wk)Axk =1L
k

[IPI]-0

Significa que, para todo ¢ > 0, existe um § > 0 tal que se P € uma particao de

[a, b] com [|P|| < &, entdo

<&

> FWoan - L
k

Para qualquer escolha dos numeros w;, nos subintervalos [xj_;,x;] de P. O

numero L € um limite de somas (de Riemann).
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Para cada § > 0 existem infinitas particbes P de [a,b] com ||P|| < 0. Além
disso, para cada uma dessas particoes P ha infinitas maneiras de escolher o numero
w, em [x,_q,x;]. Consequentemente, a cada particio P podemos associar um
numero infinitos de somas Riemann. Todavia, se o limite L existe, entdo, par
qualquer € > 0 cada soma de Riemann esta a menos de € unidade de L, desde que

se escolha uma norma suficiente pequena.

Defini¢do 1.2:

Seja definida em um intervalo fechado [a, b]. A integral definida de f, de a e b,

dentada por fff(x)dx, é

b
fa f()dx = “Ilgﬁg()Zf(Wk)Axk,

desde que o limite (Ver ANEXO B - Propriedades B.1.1) exista.

O processo de determinagao do limite é chamado calculo da integral.
1.2.2 - Area da regido sob o grafico def de a e b.

Defini¢do 1.3:
Se f é integravel e f(x) > 0 para todo x em [a, b], entdo a area A da regiao

sob o graficode f deaeb é

A= fbf(x)dx

e Exemplo 1.2

Determine a soma de Riemann para a fungao f dada por f(x) = 3x + 1 em [0,

3]. Considere a particao P* do intervalo [0,3] dado por[O,%], E . 1], [12] E -, 2] e
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5 5 1 3 5 .
[2,—] e [— -,3] comw; =-w, =1, wy3 == w, =2, wg == € wg = 3. Trace também o
2 2 2 2 2
grafico da fungdo no intervalo dado mostrando os retdngulos correspondentes a

soma de Riemann. Em seguida, calcule f03f(x)dx.

Solugdo: antes de calcularmos a soma de Riemann, vejamos a representacao

grafica de f, com a particéo P*.

O grafico abaixo representa os seis retdngulos das areas encontradas com a soma

Riemann.

fx)=3x+1

Fi

A\ 4
x

3 Figura 1.4

N~
N| W
N,

Seja o primeiro limite a =0 e o ultimo limite b = 3, inserido uma particdo P é

dividindo este limite em n subintervalos iguais, n = 6.

Logo,

A partir da funcao
fx)=3x+1
Calculamos as alturas f(w;) ...

(wy) =3 1+1—3+1—5
fw))=3-3+1=35+1=73,
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fw,)=3-14+1=4,

(W) =3-o+1=ot1=m
flws) =32+ 1=o+1=—,
fw)=3-2+1=7,

(we) = 3 i1 Y
flws) =3-5+1=7+1==,

e f(Wg)=3-3+1=10.
Construindo a soma de Riemann:

D P, = FWAxs + F(Wo)Ax, + F WA + F(WBX, + F(Ws)Axs
k=1

+ f(We)Axe =

Qe @G B Qe l)-

4+11+7+17+10_5+8+11+14+17+20_75
2 4 2 2 2 4 4

5
2

4
4

Portanto, pela definigao 1.1 e 1.2, temos

6
75 75

A= lim f(Wk)Axk = hm —_— = —=
|IPI[-0 |IPI|~0 4

3
3
=J (3x+1)dx=(3x+1)|0=(3-3+1)—(3-0+1)=(9+1)—1=9.
0
1.3 - Existéncia da integral de uma fun¢ao continua.

Nesta secado, iremos mostrar que toda fungdo continua é integravel. E,

algumas defini¢des envolvendo continuidade e integragao.
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Teorema 1.1: Se fé continua em um intervalo fechado [a, b], entdo f € integravel

em [a, b].

Demonstragao: A demonstracdo do Teorema pode ser encontrada em [SIMMONS,

1987].

Defini¢do 1.4:

Seja f uma funcéo continua em [c, d], temos
(i) Se ¢ > d, entdo fcdf(x)dx = — fdcf(x)dx

(ii) Se f(a) existe, entdo f;f(x)dx =0

e Exemplos 1.3

a) Seja ffg(x)dx = 8. Calcule: fslg(x)dx.

Solugcédo: Segue da Definigao 1.4(i),

f:g(x)dx =— flsg(x)dx

1
f gx)dx =—-1-8=[-8]
5
b) Dada ff Vxdx = %, calcule a integral f: Vxdx.
Solugdo: Como f(x) = V/x esta definida para x = 4, segue da Definigdo 1.4(ii) que

4
f\/}dxzo.
4

1.3.1 - Propriedades da Integral Definida.

Nesta secao, iremos estudar algumas propriedades da Integral Definida com

0 objetivo de auxiliar no calculo das integrais de uma forma mais simples sem
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precisar aplicar a definigdo formal, usando limite. Para isto, iremos supor que f e g

sejam fungdes continuas.

P.1 - Integral de uma fungao constante.

Seja f uma fungéo constante definida pela equagao f(x) =c, onde ¢ é um

numero constante, temos f:f(x)dx =c(b—a)

Demonstragao:

7

C fx)=c

Considere uma particdo P de [a, b], em n, subintervalos.

b—a

||P|| = max{xy, X1, X3, e, Xk—1, Xic» v » X, }, ONdEAW), =

Dai, pela definigao 1.2, temos,

b—a_

b n n
J cdx = lim Z f(wi)Ax;, = lim z c-
a [IP]|-0 n-oo n
k=1 k=1

lim n-(M> =c(b—a)
n

n—0oo

e Exemplo 1.4
a) Calcule a integral: f04 —4dx

Solugéo:
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Aplicando a propriedade (P.1) a funcdo constante f(x) = —4 em[0,4], temos,

4
f —4dx = —4(4—0) = —16
0

b) Calcule: foz 4dx
Solugéo:

Aplicando a propriedade (P.1) a fungédo constante f(x) = 4 em[0,2], temos,

2
j4dx=4(2—0)=8
0

P.2 - Propriedade da homogeneidade.

Se f é integravel em [a,b]e ¢ € um numero real arbitrario, entdo cfé também

Riemann-integravel em [a, b], com

jbf(x)dx = cfbf(x)dx.

Demonstragao:

Seja dado P particao de [a, b] em n-subintervalos,

| |
Xk Xn—1 b = xy,

I I
a = Xxg X1 Xy X3 X —

Wi
1

Quando ||P|| - 0, n > o, logo,

Axk =

Temos que

n

D FGbxe = Y ef () - dxi = ¢ D Fli)bx
k=1 k=1

k=1

Aplicando a definicao 1.1



b n n
cf (x)dx = lim cf(x) " Ax =c- ) f(x) - Axy =
]a n_)oo; k k kzzl k k

n
b
= c lim Z fx)Ax, = cf f(x)dx
= a
Entao

fbcf(x)dx =cfbf(x)dx

e Exemplo 1.5

a) Suponha que fff(x)dx = —4. Calcule: ff 3f(x)dx.
Solugéo:
Pela propriedade (P.2), temos,

flz 3f(x)dx =3 - flzf(x)dx. Mas,flzf(x)dx = —4,logo

2
f 3f(x)dx =3-(—4) = —-12

b) Seja dada a expressao f: xdx = %(b2 — a?), calcule a integral ff 5f(x)dx.
Solugao: aplicando a propriedade (P.2), temos,
40

f35d =5 f3d =5 1(32 12)—5(9 1)—5(8)— =20
) xax = 1X.X'— 2 —2 _2 _2_

P.3 - Propriedade aditiva e da diferenga

Se fe g integraveis em [a, b], entdo f + g e f — g sdo integraveis em [a, b],
com,

24
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b b b
j [FG0) + g(0)]dx = j F()dx + j g()dx

Demonstragao:

Considere a partigdo P do intervalo [a,b], dada na demonstracdo da

propriedade (P.2). Entao, aplicando a definigao 1.2, temos:

b n
[RUCETIOTEENY DYGCREICALES

- ||Il°i|r|1—l>o (kzzlf(Wk)Axk + ,Z:lg(wkmxk> =

n n
lim Zf(wk)Axk + lim Z g(wp)Ax;, =
||P||—>O = ||—>O ]

~ I

b

=faf(x)dx-l_-j:9g(x)dx

e Exemplo 1.6
a) Suponha que f e g sejam continuas e que flsf(x)dx =6 eflsg(x)dx = 8.

Calcule:

5
f [4f () — g()]dx.

Solugao: aplicando as propriedades (P.2)e(P.3), temos,

5 5 5
f [4f () — g(0)]dx = f 4f (0 dx — f 9()dx =

5 5
=4.ff(x)dx—fg(x)dx=4-6—8:24—8=16
1 1



26

b) Seja ffxzdx =21, calcule a integral: f14(3x2 + 5)dx.
Solugéo: aplicando as propriedades (P.2),(P.3)e(P.4), temos,

4

4
j(3x2+5)dx=3jxzdx+5(4—1)=3-21+5(3)=63+15=78
1 1

P.4 - Teorema da positividade e da comparagao
(i) Se f é integravel em [a, b], e f(x) = Opara todo x em [a, b], entao:
f;f(x)dx > 0.

(i) Se f e g sao integraveis em [a, ble f(x) = g(x) para todo x em [a, b], entdo

Lbf(x)dx > fabg(x)dx.

Demonstragao:

(i) Como f(x) = 0,Vx € [a, b], entdo, para toda particao do intervalo [a, b],

temosf(wy) 20,k =1,2,...,n.

Logo,

Z FW)Ax, = 0,
k=1

Portanto pela defini¢ao 1.2, temos,

b

:>Lf(x)dx= limO;f(Wk)Axk,

i1
isto é,
b
f f(x)dx = 0.
a

(ii) Como f(x) < g(x)Vx € [a, b], entdo, para toda particdo do intervalo [a, b],

temos
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fw,) <gW),k=12,..,n
e como Ax, = 0, segue que,
fWi)Ax < g(Wy)Axy,

Logo,

n n
D FWsx < Y gWbx,
k=1 k=1
O que implica novamente pela definicao 1.2, que
b n n b
J. f(x)dx lim Ef(wk)Axk < lim Z g(wp)Ax, = f g(x)dx,
a [IP[|-0 |IPI|-0 a
k k=1
como queriamos demonstrar.
e Exemplo 1.7

a) Mostre quefo1 xdx < fol dx

Ay = folxdx e A, =f01dx

A
_________________________ %
Z
i
/\I
L~
Z )
/\ \|
A 7 — ]
2 Z !
L~ —~
L~ |
77— |
== 4 ==
Z 1 ]
/ 1
/ 1
7 — —~
" >
0 X

Solugao: queremos mostrar que,

fol xdx < f01 dx.Como x€][0,1], entdo 1—x€][0,1],isto é 1—x=>0. Pela

positividade temos:
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1 1 1
j(l—x)deOﬁjdx—foO
0 0 0

ou, fol dx Zfolxdx

Portanto, a desigualdade é valida.

b) Mostre que 0 < [ =
Solugéo:
_ 1 e
Como f(x) = ek 0, pela positividade,

S|
dx > 0.
j01+x2 r=

P.5 - Propriedade do Valor Absoluto

Se f é Riemann-integravel no intervalo [a, b], entédo |f|também o sera e

b
< f |f (x)|dx, se |f| também é integravel e m, € [a,b].
a

fbf(x)dx

Demonstragao:

Pelas propriedades de valor absoluto (Ver ANEXO A - Definicdo A1 e

Propriedades A.1.1), para toda particao do intervalo [a, b], dada por,

|Z FOobk,| < Y IF Wbkl = ) 1wl ks
k=1 k=1

Portanto, como AK,, = 0,k = 1,2, ..., n, temos:



D F oK < ) 1f WAk,
k=1

Logo, como f e |f| s&o integraveis, pela definigado 1.2, temos,

<

n n
— lim z Fw)Aex <lim z Fwi)Aex
0k=1 k=1

lIP1[-

jbf(x)dx

I b
lim > Ifwlaer = | IfGldx
k=1 a

|IP1[-

e Exemplo 1.8
a) Calcule: [°|x|dx
Como x € [—3,0], por definicado |x| = —x.

Assim,

0 0 0 0 /42
f |x|dx = J —xdx = —f xdx = —J <—>
-3 -3 -3 —3\ 2

b) Calcule: fflxldx

S (9)-(9)=3

Como x € [1,4], por definicdo |x| = x

Temos

4 4 4 xZ
j |x|dx=j xdx=j <—>
1 1 1 2

c) Calcule: f_lzlxldx.
Como x € [—2,1], por definicdo |x| = —x.

Assim,
1 0 1
f |x|dx=f (—x)dx+f (x)dx
-2 -2 0
0 1

=—f xdx+J x dx
-2 0
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P.6 - Propriedade com respeito ao intervalo de integracao.

Se a<c<b e se f éintegravel tanto em [a,c] como em [c,b], entdo f é

integravel em [a, b] e fabf(x)dx = [ f()dx + f;f(x)dx.

Demonstragao:

e Casol1:a<c<b

Para toda partigdo P no intervalo [a, b] com ¢ € P , temos:

Z Fwx = Z FonOAx + Z FWhex

k=m+1

Logo, como ||P|| = max{x;, — x;_1,k =1,2,..,n} e f & integravel em [a,b],[a,c] e

[c, b], pela propriedade de limites, temos:

b m
f FOdx = lim Zf( Obex = lim <2f<wk)Akx+ 2 f(wkmkx)

k=m+1

m c b
Z Fon+ lin, D fOno = | reoax+ [ reods

|P|| -0
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e Caso2:a<b<c

. , . b
Pelo caso 1, e seja: a < b, € convencional escrevemos fbaf(x)dx =— fa f(x)dx,

temos:

j:f(x)dx =fabf(x)dx +J:f(x)dx = fabf(x)dx — 'I;bf(x)dx =

N facf(x)dx + fcbf(x)dx _ fabf(x)dx

e Caso3:c<ax<b

fbf(x)dx =]af(X)dx +jbf(x)dx = —jaf(x)dx +fbf(x)dx =

S ch(x)dx +fcbf(x)dx =Jabf(x)dx

e Exemplo 1.9
a) Seja ff x2dx = Sef38 x%dx = 7, calcule a f18(2x2 + 3)dx
Solugéo:

8 3 8
f (2% + 3)dx = f (2% + 3)dx +f [(2x)? + 3]dx =
1 1 3

3 3 8 8
=2fx2dx+f3dx+2fx2dx+f 3dx =
1 1 3 3

=2543(3-1)+2-74+3(8-3)=10+6+14+15 =45

P.7 — Teorema do valor médio para integrais definidas.

Se f é continua em um intervalo fechado [a, b], entdo existe um numero z no

intervalo aberto (a, b) tal que f:f(x)dx = f(z)(b—a)
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Demonstragao:
Iremos considerar dois casos,
i) Se f é constante em [a, b], entdo existe um nimero ¢ em [a, b] tal que

f(x) =c,Vx € [a,b], dai,

b b
ff(x)dx=] cdx =c(b—a) =f(z)(b—a)

Para todo nimero z em (a,b). (pois f(x) =c,Vx € [a, b],em particular vale para
x € (a, b))

ii) Considerando que f nao seja uma fungdo constante, logo temos

quepropriedade: f continua assume maximo e minimo.
m — valor minimo
M — valor maximo
Seja f(u)=me f(v) =M parauevem la,b].

Tomando como caso em que f(x) € positivo em todo x € [a, b], conforme figura a

sequir,
' y=f(x)
fF@W) =M |mmmmmm e
fw)=m f---4>= .
0 a u v b

Como f nao é uma fungao constante, m < f(x) < M para algum x em [a, b].

Portanto, pela propriedade (P.6)(i), temos

fabm dx < fabf(x)dx < j:)M dx
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Agora, aplicando, a propriedade (P.3), temos f:m dx=m(b—a)e f: Mdx =

M (b — a)dai,
b
m(b—a) < f f(x)dx < M(b — a),

dai, dividindo por b — a > 0, temos

(b-a) [ f(x b —a)
m Py < Py dx<M(b—a)

entdao, como f(u) =me f(v) = M,u,v € [a,b],temos,

1
Fw) < — f F()dx < f(v).

(

Valor Intermediario (Ver ANEXO C — Definigao C.2) (fa f(x)dx =0 e pelo T.V.I.

. , 1 b . .
existe um numero z, com u <z <v, tal quef(z) =b_—afa (x)dx, ou seja existe

z € (a,b) tal quef:f(x)dx = f(z)(b — a) como queriamos demonstrar.

P.7.1 Consequéncia do T.V. M para integral.

Pelo T.V.M. para integrais, usando uma particao

P com

n subintervalos, para evidenciar a relagdo entre média aritmética e a palavra média

no teorema entao, temos

f(2) =5

Observe:

1
Logo: Ax = 14" n

llm Z fw)Ax = 11m z If(wk)Axl
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e = pm " |55 = m 3 [P
k=1

Ou

fw) + f(wy) + - +f(Wn)l

n

f@ = lim [

Considerando, o numero f(z) no teorema do valor médio com um limite de
média aritmética dos valores funcionais f(w;) + f(wy) + -+ f(w,), quando n

aumenta sem limite.
Defini¢do 1.5:

Seja f continua em [a, b]. O valor médio f,,, de f em [a, b]é

1 b
fm =EL f(x)dx

Nota que, pelo teorema do valor médio para integrais definidas, se f é

continua em [a, b], entdo fm = f(z) Para algum z em [a, b].

e Exemplo 1.10

a) Calcule o valor médio M da fungéo f(x) = x + 3 em [—1,5]

Solugéo:

Como, f_sl(x + 3)dx = f_51 xdx + f_sl 3dx,temos,

1 5 p 5d 11 : : 11
fm—gU_lx x+3j_1 x ‘E[i(z —1)+3( —1)>_g[§(24)+3(6)]

Ou seja,

1 1
fn=7112+18] ==-30=5



b) Calcule o valor médio M da fungéo f, em que f(x) = x2 + 1 em [1,4]

Solugéo:

4 4 4
j (x% + 1)dx =f x2dx +J 1dx =
1 1 1

1 4 4
fmz—U xzdx+f 1dxl=
4-11J; 1

11
== [5(43 —13) +1(4—1)] =
=1/3-[1/3(64- 1) +1(3] =

-1 [1(63)+3]—1(21+3)—24—8
3 13 K 3

35
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CAPITULO 2: O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Este capitulo contém um dos mais importantes teoremas, O Teorema
Fundamental do Calculo (TFC). Que na primeira parte nos diz que se G é definida
por uma funcéo f continua em um intervalo fechado [a, b], para todo x em [a, b],
entdo G é uma antiderivada de f em [a, b]. J& a segunda parte permite calcular a
integral de uma funcédo idealizando uma primitiva da mesma, e por isso é a chave
para calcular integrais. Ele afirma que, conhecendo uma fungao primitiva de uma

fungdo f(x)integral no intervalo fechado [a, b], podemos calcular a sua integral, ou

seja, [, f(x)dx = F(x) |° = F(b) - F(a) .

2.1 - Teorema Fundamental do Calculo (TFC) — Primeira Parte.

Nesta secao estudaremos a primeira parte do T.F.C.

Teorema 2.1: TFC-12 Parte
Suponhamos f continua em um intervalo fechado [a, b].
Se a funcgao G é definida por

G(x) = f;f(t)dt, para todo x em [a, b], entdo G € uma antiderivada de f em [a, b].

Demonstragao:

Queremos mostrar que G € uma antiderivada de f em [a, b],isto é, se x esta

em [a, b], entdo G'(x) = f(x); ou seja,

G(x+h)—G(x)
h—0 h

= f(x)

Graficamente, temos o seguinte:



Adreaaatéx+ hé
f dada porde G(x + h)

G(x)

of a u leb

x+h
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Note que se f(x) >0,V x € [a,b], entdo G(x + h) é areade f de a x + h,G(x) é a

areade f de a a x. Se h > 0, entdo a diferenga G(x + h) — G(x) é a area de f de x

a x + h, e o numero h é amplitude do intervalo [x,x + h].

G(x+h)—-G(x)

Temos que .

0,entdoz - x e f(z) - f(x).
e Mostramos agora G'(x) = f(x),V x € [a, b]. De fato,

Se x e x + h estdo em [a, b], entdo, usando a definicdo de G, temos
x+h x
G(x+h)—G(x) = J f(t)dt —f f(t)dt.
a a

Aplicando a Definigao1. 4(i)

= f(z), para algum numero z entre x e x + h. Se h -

Gec+h) =G = [ f(©Ode + [0 f(©Ode = [ FOde + [T f(©)dede  onde

a
segue pela Propriedade (P.6) que
x+h

g+ -GG = [ fodr

a

Consequentemente, se h # 0, dividindo a igualdade acima por h, obtemos

G(x+h)—G(x)_1
h " h

x+h
[ roa D)

Dai,
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i) Se h > 0, entdo, pelo Teorema do Valor Médio para Integrais Definidas
(Propriedade(P.9)) existe um numero z no intervalo aberto (x,x + h) tal

que

x+h
[ rwae=rem @)

a
E, portanto substituindo (2) em (1),

G(x + h})l —G(x) _ %-f(z) ho G(x + h})l —G(x) _ F)3)

Como x < z < x + h quando h — 0, temos que z — x, assim, decorre da continuidade

de f(Ver ANEXO C - Teorema C.1) que
Jim, f(z) =1im f(z) = f(x)(4)

E dai, passando (3) ao limite com h —» 0*, e usando (4), obtemos

. G(x+h)—Gx)
lim =
h—0* h

lim f(2) = f(2).
ii) Se h <0, aplicando o limite a igualdade (3) quando h — 0~, pode-se
provar de maneira analoga que

Gx+h)—G(x)
h—>%]‘ h

=f)

Portanto segue da definicdo de derivada (Ver ANEXO D - Definigdo D.1)

G(x+h)—G(x)
h

=f()

G'(x) = }Eir(l)

2.2 - Teorema Fundamental do Calculo (TFC) - Segunda Parte.

Nesta secao iremos enunciar e provar a segunda parte do T.F.C.
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Teorema 2.2: Se F é qualquer antiderivada de f em [a, b], entdo

b
| reoax=re " F®) ~ F(a)

Demonstragao:

Seja F uma antiderivada de f, isto € F'(x) = f(x),V x € [a,b] e seja G outra

antiderivadade f definida na parte Il, isto &, G(x) = [ f(t)dt.

Pelo como F é uma antiderivada de f, e G € outra antiderivada de f, sabemos
que existe uma constante C, tal que G(x) = F(x) + C para todo x em [a, b]. Logo,

pela definicdo de G,
fzf(t)dt = F(x) + C (1), para todo x em [a, b].

Fazendo x = a em (1) e considerando que f;f(t)dt = 0, obtemos 0 = F(a) + C, ou

C = —F(a). Logo, voltando a equagao (1),
[ rwat=re0 - r@

Como isto € uma identidade para todo x em [a,b], podemos substituir x por b,

obtendo
b
j f(Odt = F(b) - F(a)

Substituindo a variavel t por x, temos f:f(x)dx = F(b) — F(a) como queriamos

mostrar.

OBSERVAGAO:

1) Costuma-se denotar a diferenga F(b) — F(a) por F(x)| ou por [f(x)] 2.

2) A parte | do TFC nos diz que

j F(©)dt = £ ().

a
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Pois, como G é uma antiderivada de f, dada por G(x) = f;f(t)dt, derivando

ambos 0os membros com relagao a x, temos

x ! d r*
¢ = ([ roa) =4 [ roaw

E, como G é antiderivada de f, isto é, G'(x) = f(x)Vx, segue de (1) que

d X
" f FO)dt = F0).

Corolario 2.3.

Se f é continua em [a, b] e F é uma antiderivada de f, entdo

b
f f)dx = F(x)]Z =F(b) — F(a).

e Prova: consideremos trés casos,

i) Se a < b, o resultado segue direto da parte Il do T.F.C.
ii) Se a > b temos pela propriedade P - 1(i),f:f(x)dx = - fbaf(x)dx, se
a > b. Assim, aplicando a parte |l do TFC, temos,

[} f()dx = [-F(a) — F(b)] = F(b) - F(a).
Por outro lado, se a = b, entao, pela definicao [1 - 3(ii)],

fff(x)dx =0 = F(a) — F(a) = F(b) — f(a),como queriamos mostrar.

e Exemplo 2.1
a) Calcule: f23(3x + 4)dx

2 2
Calculo da antiderivada: Como 3x + 4 = (3% + 4x), entdo F(x) = % +4x é

uma antiderivada de f(x) = 3x + 4.

Entao, pelo Corolario 2.3,

J;3(3x +4)dx = lngZ + 4xl; = E (3)2 + 4(3)] B E 22 + 4(2)] _
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o] Bova] - o] -]

[27+24] [12 +16] _ 51— 28 _ 23

2 2 2 2

b) Usando a primeira parte do teorema fundamental do calculo para

. d
determinarc’, com y = [’(t? + 1)dt
Solugédo: Temos, f(t) =t? + 1 e a = 0. Assim, pela parte | do T.F.C.

i X, . 2 _ 2 . ,d_y_ 2
dxfo(t +1)dt =x* + listo é, = =x?+1

c) Usando a primeira parte do teorema fundamental do calculo para

. dy _ rx ds
determinar_, com y = 7 —

Solugédo: Temos, f(s) = 1+152 ea=-1

X

fx ds dy a ds 1
= >— = — =
Y 41+4+s? dx ax); 1+s? 1+4x?

d) A integral f15(x3-3x2+1)dx,Ca|cule usando a segunda parte do teorema

fundamental do calculo.

Solugéo:

fls(x3 —3x% 4+ 1)dx = U(x3 —3x% + 1)dx]|i =

B x* 3x3+ 5

1 5
=(Zx4—x3+x> =
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= G (5)* = (5)° + 5) - G(l)‘f —-1(1)3* + 1) =

—(625 125+5> (1 1+1)—
- (= - _

_<625—500+20> (1—4+4>_145—1_36
N 4 4 4

OBSERVAGAO 2.1:

Considerando, F(x) + C, em lugar de F(x) no corolario anterior, fff(x)dx =

F(x)] Z = F(b) — F(a), chegamos ao mesmo resultado, pois

F(x)+c Z= [F(b) + c] — [F(a) + c]

b
=F(b) — F(a) = F(x) a
Como, por defini¢cdo a integral indefinida de f é:

ff(x)dx =F(x)+c

Em que F'(x) = f(x), obtemos

fabf(x)dx = [ff(x)dx]z

Ou seja, uma integral definida pode ser calculada por meio do célculo da
integral indefinida correspondente. Tal como em casos anteriores, ao utilizarmos o
teorema (2.2) é desnecessario acrescentar a constante de integragdo C da integral
indefinida(Ver ANEXO E - Definicao E.1). Assim, apds estudarmos estas
observagdes, para calcularmos as integrais definidas, podemos calcular usando a
tabela das Integrais Imediatas, estudada nas Integrais Indefinidas, conforme
tabeladas Integrais Imediatas (Ver ANEXO E — Tabela E.1.2)
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e Exemplo 2.2

a) Calcular fol(x2 + 2)?dx.

5
Solugéo: como F(x) = x? + 4%3 + 4x € uma antiderivada de f, isto € F'(x) =
f(x),vx € [0,1], temos

1 1
f (x2+2)%dx = f (GO)* + 4x% + 4)dx =
0 0

—x5+4 LA L 15+4 vl 05+4 0 40l}=
I3 R 3 0 |5 3 -
4

B 3

34+420+60 83
ctptA-0=——r—=

15 ~ 15

Ou pela observagéo, como fol(x2 +2)%dx = (J (x* + Z)de)|(1)

Temos, fol(x2 +2)2dx = (f(x* + 4x% + 4)dx)|, pela tabela das integrais (Ver
ANEXO E - Tabela E. 1.2).

f1(2+2)2d (L, |1_<1+4+4> ,_3+20+60_83
o G T e T 573 -7 15 15

b) Calcule a integral de

Solugéo: temos,

jgt_gdt—jg Lt g
s VE Lt e

9 1/,+1 -1/ +1
t/2 t /2 9
=j t1/2 —3t_1/2dt = 1——3 1 4 =
4 §+1 —7+1

129

/ 2 3 1,19
R =—t/2—6t/2 =
1 J[47 3 4

2




(- 0)- -0 -

Grr-a0)-Grame) - (- 0)- (1) -

_ (54—54)_ <16—36> _ 20

3 3 3

c) Calcule a integral [°, V5% + 2ds.

Solugéo: temos,

8
fv;”ds:
-8

32/3"'1 8 85/3 8 3 5 8
= + 2s =|—+2s =<§s /3+25)|

2 A -8
3+l 3

=@ +20)] - 0% +2-8) =
= [%-32 + 16] - E (—32) — 16] -

-5 1] 519 -

_ (96 +80 <—96 + 80) 176 +176 _ 352
_( 5 ) 5 B 5 5

. 2x2-1
d) Calcule a integral [ — dx.

~ . x%2-1 _ (x+1)(x-1)
Solug&o: como — = ——

=x+ 1, temos

2,2 _1 2 3
f dx=f(x+1)dx=—f(x+1)dx=
3 3 2

x—1
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CAPITULO 3: APLICAGOES DA INTEGRAL DEFINIDA

Neste capitulo esbogaremos algumas aplicacbes das integrais definidas, ou
seja, de regides entre os graficos de duas fungdes, onde a area dessas regides
(planas) sdo expressadas como um limite de somas e consequentemente pela

definigdo, por uma integral.

3.1 - Areas de regides entre curvas.

Nesta sec&o iremos estudar como calcular a area de uma regido delimitada

pelos graficos de fungdes continuas e pelos eixos coordenados.

3.1.1 — Area da regido delimitada pelo grafico de uma fungio continua positiva

epelasretasx=aex=»b.

Se uma fungao f é continua e f(x) = 0 em [a, b], entédo, pelo Teorema 1.2.2,
a area da regido sob o grafico de f de a a b é dada pela integral definida f:f(x)dx,

conforme ja definimos no Capitulo 1.

e Exemplo 3.1
a) Ache a area da regido entre o grafico da equagéo f(x) =4x + 1 para x

restrito ao intervalo dado [0, 4].

ye f(x) =4x+1 H x2 4
A=f(4x+1)= 4?+x+c |0=

0

4
=(2x2+x+c)|0=2-16+4+c=36
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Geometricamente fariamos

4-16
A = Avetanguio T Atrianguto = 41 + 5 =4+32=36

3.1.2 — Area da regido delimitada pelo grafico de fungdes continuas e pelas

retasx=aex=>~.

Suponha que f e g sejam definidas e continuas em [a, b] e tais que f(x) >

g(x),Vx € [a, b].

y /‘\9

A

T

0 a b

> Figura 1.1

Entdo a area da regido R limitada pelos graficos de f e ge pelasretasx =a e
x = b, pode ser calculada subtraindo-se a area da regido sob o grafico de g
(fronteira inferior de R) da area da regiao sob o grafico de f (fronteira superior de R)

€ dado por:

b b b
A= [ redr- [ gwaxr= [ 11 - gelax

a

Independente de f e g serem positivos ou ndo. De fato, temos trés possibilidades:

1° Caso:

f(x)=20,g(x)=0e f(x) >gx),VxE€]|a,bl].
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a f(x) Neste caso,
/\/ . jbf(x)dx B Jbg(x)dx _
A . ;
b
T 4 [ 170 - goonax
o a b X Figura 1.2

2° Caso:

f(x)=0e g(x)<0,VxE€]la,b].

Figura 3.2 Neste caso,
y A ) )
/\/f A =f f(x)dx + [—j g(x)dxl =
b b
A =f f(x)dx—f gx)dx =
0 a ) > b
= [ 1760 - gax
~_ *
oo S

3° Caso:

f(x)<0,gx)<0ef(x)=gx),VxE€]la,b]

Figura 3.2
vl
Neste caso,
b b
. f . > A=—Lg(x)dx—[—Jaf(x)dxl=
b b
:f f(x)dx—f g)dx =
I A b
d - [ 17 - g@olax
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Nestes casos (2 e 3), escolhamos um numero negativo d inferior ao valor
minimo de g em [a, b], conforme ilustrado nas figuras3.2 (i) e3.2(ii). Em seguida,

consideremos as fungbes f; e g,, definidas como segue:
filx) = f(x) —d = f(x) +|d]
91(x) = g(x) —d = g(x) + |d|

Os graficos de f; e g, podem ser obtidos deslocando-se verticalmente os
graficos de f e de g de uma distancia |d|. SeAé a area da regidao da figura

3.2 (i,ii),entdo

b b
A= f [£,00) — g1 (0)]dx = f {F G0 — dl - [g(0) — dl}dx =

b
- j [F (o) — g(0ldx

Teorema 3.1: Se f e g séo continuas e f(x) = g(x) para todo x em [a, b], entédo a

area A da regiao delimitada pelos graficos de f,g,x =aex=b é

b
A= f [F(x) — g(0)ldx

Demonstragéo:

Seja h(x) = f(x) — g(x) e se w esta em [a, b] entdo h(w) é a distancia vertical

entre os graficos de f e g para x = w, figura 3.3 (i).

»*  Figura 3.3 (i).
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Considerando P uma particao de [a, b] determinada por a = xg, x4, ...*, X, = b.
Para cada k, seja Ax; = x;, —xx_1, € S€ja w, um numero arbitrario no K™,
Subintervalo[x;_;, x,] de P. Pela definicao de h, h(wy) = [f (w,) — g(wi)]Ax, que é
a area A do retangulo de comprimento f(w,)— g(wy) e largura Ax; exibido na
figura 3.3 (ii).

y 4 L
ﬂ y=f) : / Wi, f (Wi))
< """""""""" A
fwi), —gf (W)
y =g(x) . B = \ 4
T e gOu)
ol a = X 321 xl2 xk_llvlvk xlk x,ll —3 " Figura 3.3 (ii).

Logo, temos que a soma de Riemann

X h(wy) Axy = Y[f (wi) — g(wi)1Ax, (1)

E a soma das areas dos retdngulos na figura 3.3(ii), e &, assim, uma
aproximacao da area da regido entre os graficos de f e g de a a b. Passando (1) ao

limite com ||P|| — 0, temos,

lim Z h(wy)Axy, = |lirn Z(f(wk) —g(wy))
K

[IPI]-0 |P||—0
isto é

limoz h(wy)Ax;, = 1imz fwp)Axy, — limz f(wy)Axy,

IPll—-

Portanto, pela definigédo de Integral, temos f; h(x)dx = fff(x)dx - f:g(x)dx.

OBSERVAGAO:
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Segue direto do Teorema 3.1, que A = f:[f(x) — g(x) ]dx.

Desta forma, podemos interpretar a formula da area no teorema 3.1, da

seguinte forma:

b
2= 1r@ - gGlax

/ comprimento de \ largura de um

limite de soma R R
um retangulo retangulo

OBSERVAGAO:

Para obtemos esta definicdo, conforme a figura 3.3(ii), usamos a somas de

areas de retangulos verticais, percorrendo a regiao da esquerda para a direita.
3.1.3 - Passos para achar a area de uma regiao R,.

Passo 1. Vocé faz o grafico da regido para determinar qual curva limita acima e qual

limita abaixo.

Passo 2. VVocé determina os limites de integracdo. Os limites a e b serdo as
abscissas x dos dois pontos de intersegdo das curvas y = f(x) e y = g(x). Para
tanto se iguala f(x) e g(x), ou seja, faz f(x) = g(x) e resolve-se a equagao

resultante em relagéo a x.

Passo 3. Calcule a integral definida para encontrar a area entre as duas curvas.

3.1.4 Regides R,: admitindo y como variavel independente e x como variavel

dependente.
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Até o momento, estamos sempre considerando equacgao da forma Y = f(x).
Nesta secdo iremos estudar com encontrar a area quando consideramos equagao
da forma x = f(y), continua para ¢ <y < d, temos um grafico tipico de x = f(y).
Sabe-se que, se atribui um valor w a y, entdo f(w) é uma coordenada — x do ponto

correspondente do grafico. Conforme a figura 3.7 (i)

+ x=f)
dt
A
< fw) >
Wh--=====---======-=--~- (f(W); W)
c+ X
g Figura 3.7

Defini¢ao 3.1:

Uma regido R, € uma regiéo que esta compreendida entre os graficos de uma

equacgao da forma x = f(y) e x = g(y), com f e g continuas e f(y) = g(y) para
todo y em [c,d], onde c e d sao respectivamente, a menor e a maior coordenada-y

dos pontos da regiao.

Graficamente, temos o seguinte

1 x=g0)
d4------
Yoo
fO)—9®)
x=f(y)
c+-------- X
> Figura 3.7(ii)

Utilizando limites de soma para achar a area A de uma regiao R,,. Isto
conduzea:

(i) O eixo de y com coordenadas -y ¢ = yg, V1, ..., Vp = d;
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(ii) Particao do intervalo [c, d];

(iii) Subintervalos, Ax, = yi, — Vi—1;

(iv) Para cada k em um numero wy, em [y_4, k]

(v) Retangulos horizontais de areas[f (wy) — g(w;)]Axy,

Ou seja:

d
A= lim > [F00) - 9wy, = f F&) — gO)]dy
|P||-0 c

A ultima igualdade decorre da definigdo de integral definida.

A

d =_Vny """ /}/ \‘}\ Ayk
b 1 l
Ve |---- b Y
YTk oy
y (f (W), wi)
1
C = Yo |r---------- X = f(y)
x=91) > X
. >

3.1.4.1 - Passos para achar a area de uma regiéo R,

Passo 1. Vocé faz o grafico da regidao para determinar qual curva limita acima e qual

limita a baixo.

Passo2. Vocé determina os limites de integragdo. Os limites a e b setdo as
ordenadas y dos dois pontos de intersegédo das curvas x = f(y) e x = g(y). Para
tanto se iguala f(y) e g(y), ou seja, faz f(y) = g(y) e resolve-se a equagao

resultante em relagao a y.

Passo3. Calcule a integral definida para encontrar a area entre as duas curvas.
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OBSERVAGAO:

Se os graficos se cruzam mais de uma vez, podem ser necessarias varias

integracdes. Por exemplo:

VA

[
»

1
1
1
1
i
d

c b

A=A+ = [ 70 = @] + [ T9@) - FGax
Se f(x) e g(x) sao cortados pelo ponto P(c,d), como a<c<bh,
consequentemente se desejamos achar a area delimitada x =a a x = b, entdo é

necessario duas integragdes nos intervalos [a, c] e a outra [c, b].
3.2 A Integral definida de fungdes simétricas.

Quando uma funcgéo é par ou impar (Ver ANEXO A - Definigées A.3 e A.4) o
calculo de sua area é feito dobrando a area calculada no primeiro quadrante, isto €,

quando se possui uma curva gerada por fungbes pares e impares, existe uma

simetria da funcdo que permite que a aread = |f_aaf(x)dx| seja dada por A =

2 foaf(x)dx.

Se tivermos uma curva gerada por fung¢des pares ou impares, existirdo

simetrias do tipo



fx) =x?

J:f(x)dx =2 fozf(x)dx

3.3 Aplicagao.

1) Esboce a regiao delimitada pelos graficos das equagdes e calcule sua area.

a)y=x3—-x;y=0

e Vamos procurar os pontos da intersecao

Fazendo, y = 0 como y = x3 — x temos, x(x? — 1) = 0, de onde segue que

x?-1=0=x2=1ouseja,x =F+1oux =0,

Logo, os pontos de intersegao sao (0,0), (0,1), (0, —1). Graficamente temos:

y=x3—x

< Y

y y=x3—x x
-1 |y=(C1D)°-(D]| 0
_1 3
fof (-1 -(3) 04
2 2
0 y=03-0 0
1 3 .
2| 5= (% -(3) 04
2 2
1 y=13-1 0

Entao, pelas propriedades e definicbes estudadas no capitulo Il, temos

1
Azf [0—(x3—x)]dx =
-1

1 1
A=J- [—x3+x]dx=2f[—x3+x]dx=
-1 0
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b) Regi&o limitadapory =x?—1ex = —|y —1|.
Vamos procurar os pontos de interseg¢ao

Observe que, pela definicdo de modulo,

| 1] = —(y—Dsey—-1<0_ (-(y—Dsey<1
Y | y—1lsey—-120 | y—1sey=>1

x=y—1lsey<l1 {y=x+1sey<1

:x=—w—ﬂ={

x=—(y—1)sey=>21 Wy=—-x+1sey=>1

Assim, temos dois sistemas

) {yy:xz_l

xX-1=x+1y<1=>x*—-x-2=0y<1=
=x+1Ly<1

y=x+1
x=2—>y=2+1->y=3

y=x+1 ,y<1:>
x=—-1—>y=-14+1->y=0

Dai, o ponto de intersecao é: (-1,0)

y=x%-1

“){ x2-1=-x+1y<1=>x>+x-2=0y=21>
y=—x+1y=>1

y=—x+1
x=—2——>y=—(-2)+1=>y=3
= y=-x+1 y=>1=
x=1——>y=-1+1=y=0

(Dai, o ponto de intersecao é: (-2,3))

Graficamente, temos

x |y=—x+1| y=x+1 |y=x%2-1 y

2| y=2+41 | y=-2+1 | y=4-1 |3 [-1]3

1| y=1+1 | y=1+1 | y=1-1]2]0]0

0 | y=0+1 | y=0+41 | y=0-1|1|1]|-1
1 |y=-1+1 y=1+1 y=1-1]10|2 |0

2 |y=-2+1| y=2+1 | y=4—-1 |-1 3| 3
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v

Para calcularmos a area, iremos separar a regido R,em duas,conforme grafico

abaixo:

y=x%-1

Assim, pelas definicdes e propriedades estudadas no capitulo 2, temos:

* Area da regido R;:
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_ -1 -1
(=23) A = f [(—x+1) — (x? = D]dx = f (—x? —x + 2)dx =
y=—-x+1 -2 -2
y=x2+1 =<_%3_x72+2x> :;_
(=1,0)

3 2 3

* Area da regido R,:

0 0
- —x+1 Ay =-f_1[(—x+1)—(x+1)]dx=f —2xdx =

y -1
@ (0,1)
y=x+1 )]0 = oy =1

(=1,0)
Logo, a

Area da regigoR é:

7 7+6 13

c) Regido limitadapory? —x—1=0e2y—x+2=0

e Vamos procurar os pontos de intersecao.
Temos que
yi—x—1=0->x=y>—-1e2y—-x+2=0—>x=2y+2
De onde segue o seguinte sistema,

— 2
X=y" 1N Ly 1=2y+2-y2—-1-2y-2=0-
x=2y+

y2—2y—-3=0->y=—-1louy=3

—1)3 —1)2 —72)\3 —_72)2
:<_( DG +2(_1)>_<_( 2° (-2

2

6

+ 2(—2)) =

x=y*—-1->x=2-(-1)4+2=0 x=2y+2-x=2-(-1)+2=0

x=y2—1—>x=9—1=8 x=2y+2->x=2-3)+1=8

Logo, os pontos de intersecao séo:(0,—1) e (8,3) (0,-1)



Agora, esbogando o grafico, temos

e Grafico da Regiao

y | x=y%2-1 x=2y+2 x

1] x=1-1 |x=2-(-D+2]0]0
0 x=0-1 x=2-0+2 —-1| 2
1 x=1-1 x=2-1+2 0 4
2 x=4-1 x=22+2 316
3 x=9-1 x=2-3+2 8 | 8

v

e Calculo da Area

Novamente pelas definicoes e propriedade estudadas no capitulo 2,temos:

A =f (2y +2) - (2 - Dldy =f (—y2 + 2V + 3)dy =
-1 -1

3 2 3
(Y 2 3 (¥ 3 _
(5T 5= (o) -
27 1
=(—?+9+9) <+ +1—3)=<——+18>—<§—2)=

_(—27+54> ( ) 27+5 32
B 3

e Qutra maneira de calcular esta area:

Y —x-1=0->y’=x+1-y=Vae+louy=—Vx+1
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x=y"-1% ,y2_1=2y4+259y2-1-2y—-2=0-
x=2y+72
y?—2y—-3=0-
y=—1louy=3
x=y2-1-x=(-1)?-1=00ux=9-1=8

x=2y+2-x=2(-1)+2=00ux=6+2=38

Ponto de intersecéo:(0,—1) e (8,3)

e Para calcular a area, vamos partir a regido:

X | y=vx+1 | y=—Vx+1 y:x—Z y
2
0 | y=vi y = —V1 y=0/, | 1]-1]3,
2
3
A
y

v

Obs:u=x+1

du = dx
{ x=0eu=0+1=1
x=—1eou=-1+1=0



Observacao:

0
-1

= [ (T = (VD) e -
= [ Ve iax =2 [ VEE T =

1 1
zzf ﬁduzzful/Zdu=
0 0

3/2
—[ 22 1=<iu3/2) -
3 )0~ \3 0
2
= — 13/ ——'03/2:_

0,-1)

du = dx

8 x— 2
Azzf(\/x+1— 2 )dx:
0

8 8x -2
:f Vx+1dx_f dx:

0 0 2

8 1 8

= [ VeI -5 [ @-2ax=
0 0

9 1 8

1 2 0

9 1 8
:f ul/Zdu——J (x—Z)dx=
1 2Jo
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54 2 1(32)_52 32 208—96 112 28

2)" 3 4 12 12 3

Logo, area da regiao:

4 28 32
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CONCLUSAO

Nao temos duvida que estudo da geometria através do calculo de areas de
figuras planas proporciona ao aluno no ensino Médio uma compreensdo de
dimensdes, medidas, unidades de areas, o discente passa a ter oportunidade de
construir, utilizar e avaliar médulos e simulagdes que corresponde a aplicagdes da

vida. Como saber calcular a areas de uma varanda, apartamento, quadras etc.

Para resolver situagdes como essas, os matematicos desenvolveram
técnicas, com a qual podemos calcular areas de figuras planas regulares. Mas as
areas de regides cujos contornos ndo sdo segmentos de retas ndo era calculado,

pois o0 estudo dessas regides partia de formulas predefinidas.

Com este estudo, foi possivel compreender que a utilizacao de integral
definida permite calcular areas de regides bidimensionais, cujas fronteiras consistem
de uma ou mais curvas. Ou seja, areas de figuras planas quaisquer, sem
precisarmos de uma férmula para cada tipo de regido, o que fazemos no ensino

basico de geometria.
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ANEXO A- FUNGOES

Definicdao A.1: Sendo x € R, define-se médulo ou valor absoluto de x, que se indica

por |x|, por meio da relacao.

Isso significa que:
1°) o modulo de um numero real ndo negativo é igual ao proprio numero;
2°) o modulo de um numero real negativo é igual ao oposto desse numero.
Assim, por exemplo, temos:|+2| = +2,|-7| =+7,|0| =0
Propriedades Modular A.1.1:
Decorrem da definicao as seguintes propriedades:

1. |x] >0,Vx € R

Il x| =0 x=0

. x| - |yl = |xy|,Vx,y € R
IV. |x|?=x%Vx € R

V. x<|x|,vx€eR

VL. Ix +y|l <|x|+|yl,Vx,y €ER

VII. |x—yl=|x|-lylLVx,y € R

VIII. |x]<aea>0 —a<x<a

IX. x| >aea>0 @x<—-aoux=a

Definigdo A.2: Chamamos norma da particdo P o numero u, Maximo do conjunto

{A1x,Ax, ..., Ajx, ..., A, x} emque Ajx = x; — x;_q,i = 1,2, ..n.

Definigdao A.3: Qualquer que seja x € D ocorre f(x) = f(—x); neste caso, dizemos

que a fungéo f é par.

Definigao A.4: Para todo x € D ocorre que f(x) = —f(—x); neste caso, dizemos que

a fungao f é impar.
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ANEXO B- DEFINICAO DE LIMITE E PROPRIEDADES

Definicao B.1: Seja I um intervalo aberto ao qual pertence o numero real a. Seja f
uma fungéo definida para x € I — {a}. Dizemos que o limite de f(x), quando x tende

aa, é L e escrevemoslim,_,, f(x) =L,
se para todos € > 0, existir § > 0talque se 0 < |[x —a| < § entdo |f(x) — L| <Ee.
Em simbolo, temos:

limf(x)=Le (Ve>0,36>010< |[x—a| <d=|f(x)—L| <¢€)
xX—a

Propriedades do limite de uma fung¢ao B.1.1:
12 propriedade

“se ceR e f é a fungao definida por f(x) = c,para todo x real, entédo

lim,_,,c=c.

22 propriedade
SeceRe
lim f(x) =1L,
x—a
entao
lim[c-f(x)]=c-limf(x) =c-L.
x—a x—a
32 propriedade
Se

lim f(x) = Le lim g(x) = M,entdo lim(f + g)(x) = L + M.
x—-a x—a xX—-a

42 propriedade
Se
lim f(x) =Le lim(f —g)(x) =L — M.
x—-a xX—-a
52 propriedade

Se
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limf(x) =L e limg(x) =M, entdo lim(f - g)(x) = LM.
x—a x—-a x—a

62 propriedade
Se
lim f(x) = L,entdo lim(f)™"(x) = L™,n € N".
x—-a xX—-a
72 propriedade
Se

L
lim f(x) =Le limg(x) =M # 0,entio lim (z) (x) =—.
x—a x—a x—a\g M

82 propriedade

Se
lim f(x) =L, entdo lim 3/f(x) = VL comL >0en € N* oulL < 0enéimpar.
Xx—a xX—a
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ANEXO C- FUNCAO CONTINUA

Definigcao C.1:Seja f uma fungéo definida em um intervalo aberto e a um elemento

de I. Dizemos que f € continua em a, se lim,_,, f(x) = f(a).

Notamos que para falarmos em continuidade de uma fungdo em um ponto é

necessario que este ponto pertenga ao dominio da funcao.

Da definicdo decorre que, se f é continua em a, entdo as trés condi¢des

deveréo estar satisfeitas:
1°) existe f(a)
2°) existe lim,._,, f(x)
3ONimyeq f(x) = f(a)

Observagéo: Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto | e a um elemento
de |. Dizemos que f é descontinua em a se f nao for continua em a. Entdo as duas

condigdes abaixo deverao estar satisfeitas:
1°) existe f(a)
2°) nao existe lim,_,, f(x) ou 3°) lim,_,, f(x) #f(a)

Teorema C.1: Seja fuma f, definida em um intervalo fechado [a,b]. A f. f é

continua em [a, b] se é continua em (a, b), além disso,

lim, f(0) = f(a) e lim f(x) = f(b).
Propriedades das fungées continuas C.1.1:
P.1 Teorema:

Se f e g sao fungdes continuas em a, entdo sdo continuas em a as fungdes f + g,

f—g.f-ge f/g, neste ultimo caso, desde que g(a) # 0.

P.2 Teorema do limite da fungcdo composta
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Se lim,,,g(x) =b e se f é uma fungado continua em b, entdo lim,_,(fog)(x) =
f(b), isto &, lim,_,,(fog)(x) = f(limy_q g(x)).

P.3 Teorema

Se a fungdo g é continua em a e a fungado f é continua em g(a), entdo a fungéo

composta fog € continua em a.

Observagéo: A demonstracédo destes teoremas esta além dos objetos deste trabalho
para maior compreensao consulte o livro: fundamentos de matematica elementar,

volume 8.

Teorema do Valor Intermediario C.2:Se f é continua em [a,b] € se w é um

numero entre f(a) e f(b), entdo existe ao menos um numero c em [a, b] temos que

flc) =w.
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ANEXO D- DERIVADAS

Definicao D.1:A derivada de uma fungao f(x) em relagdo a variavel x é a fungao f’
cujo valor em x é: f'(x) = limy,_, Mdesde que o limite exista. A qual também

, df dy df(x) d'y

pode ser denotada por: y el el b

Na definicdo, usamos a notagdo f(x) em vez de simplesmentef para enfatizar

a variavel independente x, em relagcado a qual estamos derivando.

O dominio de f' é o conjunto de pontos no dominio de f para o qual o limite
existe; ele pode ser igual ou menor que o dominio de f. Se f' existe para
determinado valor de x, dizemos que f é derivavel em x. Se f' existe em qualquer

ponto no dominio de f, dizemos apenas que f é derivavel.

Outra forma de definirmos a derivada € a seguinte

fl(x) — limZ_)x f(Z)—f(x)

zZ—X

Definigdo D.2:Uma fungédo F é uma antiderivada de uma fungéo f se, para todo x

no dominio de f, temos F’ (x) = f(x).

Se F(x) é uma antiderivada de f(x), entdo também o é F(x) + C, onde C é
uma constante arbitraria. Assim, o processo de antidiferenciacdo nao define uma

unica funcéo, e sim uma familia de funcdes, que diferem entre si por uma constante.

Teorema D.1: Seja F uma antiderivada de f em um intervalo I. Se G é outra
antiderivada de f em I, entdo G(x) = F(x) + ¢ para alguma constante c e para todo

x eml.
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ANEXO E- INTEGRAL INDEFINIDA

Definigao E. 1:Se a fungéo F(x) é primitiva da fungcéo f(x), a expresséo F(x) + C é

chamada integral indefinida da funcéo f(x) e é denotada por

ff(x)dx =F(x)+C

[ - é chamada sinal de integragéo;

f(x) — é a fungao integrando;

dx — a diferencial que serve para identificar a variavel de integracao;
C — é a constante de integracéo

Observagéo: Da definigao de integral indefinida, temos

(i) [fx)dx=F(x)+C o F'(x) = f(x).
(i) [ f(x)dx Representa uma familia de fungdes, isto é, a familia ou o

conjunto de todas as primitivas da fungao integrando.

(i) = fO)dx) == (F(x) +0) = = F(x) = F'(x) = f(x).

Propriedades da integral indefinida E.1.1:Seja f(x) e g(x) func¢des reais definidas

no mesmo dominio e k uma constante real. Entao:
a) [kf(x)dx =k [ f(x)dx.
b) [(f(x) + g(x)dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx.
Tabela das integrais indefinidas E.1.2:
(i) fdx =x+C.
(i) fadx=ax+C, CER
1
(i)  [x™dx = —T+C n*-1
(iv) f‘i—" = In|x| + C.
(v) faxdx=%+6,a>0, a=+1.

(vi) [e¥dx=e*+C.

(vii) [senxdx = —cosx + C.



(viii)
(ix)
(x)
(xi)
(xii)
(xiii)
(xiv)
(xv)
(xvi)
(xvii)
(xviii)
(xix)
(xx)

(xxi)

(xxii)

[ cosxdx =senx + C.

[tgx dx = In|secx| + C.

[ cotgx dx = In|senx| + C.

[ secx du = In|secx + tgx| + C.

[ cosecx dx = In|cosecx — cotg x| + C.

[ secxtgxdx =secx + C.

J cosecx cotgx dx = — cosecx + C.
[sec?xdx =tgx + C.

[ cosec? x dx = —cotgx + C.

dx 1 X
—— =—arctg-+ C.
fx2+a2 a ga
dx 1 x—a
f—=—ln|— +C, x*>ad>
x2—qa? 2a x+a

[ = =In|x + V2 +a?| + C.
f—%=1n|x+\/x2—a2|+C.

dx X
fﬁ = arc sen— + C,x?% < a®.

[—2_ =Llarc sen|x| +C
xVx2—a? a a )
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