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Resumo

Neste trabalho estudamos as Conicas, que s@o um conjunto de pontos obtidos interceptando
por um plano um cone circular reto de duas folhas. Variando a posicao deste plano temos
uma parabola, uma eclipse ou uma hipérbole. Inicialmente apresentamos um resumo
histérico sobre o surgimento das curvas conicas (parabola, elipse e hipérbole), levando em
consideracao alguns nomes que contribuiram para o crescimento dos estudos nessa area.
Em seguida estudamos a definicdo de pardabola, de elipse e de hipérbole, com o principal
objetivo de aplicarmos em algumas situagoes problemas os resultados estudados, como por

exemplo, na engenharia civil, na astronomia e nos sistemas de navegacao.

Palavras-chave: Parabola; Elipse; Hipérbole.



Abstract

In this paper we study the conics, which are a set of points obtained by intercepting a
straight circular cone of two leaves by a plane. Varying the position of this plane we have a
parabola, an ellipse or a hyperbola. We first present a historical summary of the appearance
of the conic curves (parabola, ellipse and hyperbola), taking into account some big names
that contributed to the growth of the studies in this area. Next we study the definition of
parabola, ellipse and hyperbola, with the objective of applying in some situations problems

the results studied, such as in civil engineering, astronomy and navigation systems.

Keywords: Parabola; Ellipse; Hyperbola.
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Introducao

As secgoes conicas, também chamadas de conicas, sdo obtidas interceptando por
um plano um cone circular reto de duas folhas. Variando a posi¢ao do plano, tem-se uma

pardbola, uma elipse ou uma hipérbole, conforme ilustragao abaixo.

Parabola Elipse

Figura 1 — Secgoes conicas

Acredita-se que as secgbes conicas tenham se originado em Atenas - GR quando
por volta do ano 429 a.C., durante o cerco de Esparta na Guerra do Peloponeso — um
conflito entre Atenas e Esparta — uma peste tirou a vida de um quarto dos atenienses,
matando até mesmo um dos grandes nomes da histéria grega, o estratego! Péricles (c.

495/492 - 429 a.C.).

A histéria relata que um grupo de sabios fora enviado até o oraculo de Delfos para
descobrir a solu¢ao para o problema da peste. Nesse lugar o deus grego Zeus anunciou

através do oraculo que a solugao para o fim da peste seria a reforma do altar de Apolo,

1 Grécia Antiga. Designacio de cada um dos dez magistrados que, responsaveis por assuntos militares,
eram eleitos pelo povo. Fonte: Dicionario Online de Portugués.
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ou seja, a construcao que sustentava a estatua dele. Nesse periodo ja existira um altar
em forma de cubo, mas a ordem fora dobrar o seu tamanho (volume). Os encarregados

rapidamente cumpriram o desejo do também deus, Apolo.

Mesmo com tantos esforcos a peste s6 aumentou. O problema nao fora resolvido
apenas com os instrumentos matematicos utilizados na época. Os gregos duplicaram o que
podemos chamar de “arestas do cubo” utilizando régua e compasso, mas nao tinham se

dado conta que ao fazerem isso, inevitavelmente, octuplicaram o volume do cubo?.

Figura 2 — Duplicagdo do cubo

Considera-se que a primeira definicao de secgdes conicas tenha sido apresentada
por Menaechmus (380 - 320 a.C.), um conhecido de Platao que nasceu numa cidade onde
atualmente se localiza na regiao da Turquia, quando por volta do ano 360 a.C. descobriu
essas trés curvas: parabola, elipse e hipérbole, que eram chamadas de triade menaechmiana
na época. Ele resolveu o problema com o tracado de uma parabola e de uma hipérbole,
encontrando, geometricamente, o ponto de intersecdo da pardbola de equacdo 2% = 2y e
da hipérbole de equagao y = % Anteriormente, Hipécrates de Quios havia mostrado que a
duplicacao do cubo era equivalente ao problema de encontrar x e y em média proporcional
dupla em relacdo a a e b, de modo que b = 2a, mas foi Menaechmus quem obteve o
resultado principal. Apesar de Menaechmus ser reconhecido por esse feito, seu trabalho se

perdeu e ficou conhecido através de comentarios feitos posteriormente por matematicos.

2 A duplicacdo do cubo faz parte dos trés problemas classicos da geometria grega. Esses problemas eram:

A Duplicacido do Cubo, Trisseccao do Angulo ¢ Quadratura do Circulo.
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Figura 3 — Intersecao

Alguns estudiosos modernos dizem que Euclides (325 - 265 a.C) de Alexandria tenha
escrito quatro livros sobre as coOnicas que, assim como os de Menaechmus, se perderam.
Mas Arquimedes (287 — 212 a.C.), que também contribuiu com o estudo das conicas, teve

parte do seu trabalho preservado.

Finalmente no periodo aureo da Grécia, o estudo das cOnicas é atribuido ao
matematico e astrébnomo Apolonio (262 - 190 a.C.), nascido em Pérgamo, na Asia Menor,
mas estudou e ensinou como professor na Escola de Alexandria. Ele resumiu e aplicou
todo o conhecimento até seus dias em oito livros, dos quais sete se preservaram, sendo os
trés primeiros volumes baseados nos estudos de Euclides. Foi ele quem introduziu a ideia
atual de obter as curvas conicas “cortando” o cone com um plano através de inclinacoes

diferentes.

Antes de Apoldnio as curvas codnicas eram obtidas como secgoes de trés tipos
diferentes de cone circular reto. De acordo com o angulo do vértice, se o mesmo fosse reto,

obteria-se uma parabola; se agudo, uma elipse; se obtuso, uma hipérbole.
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elipse pardbola hipérbole

Figura 4 — Antiga forma de se obter as conicas

Apolonio estudou com os discipulos de Euclides em Alexandria. Ele teve grande
parte do seu trabalho perdido, contudo nao deixou de ser reconhecido como o matemético
que mais estudou e desenvolveu os estudo das conicas na época. Um dos mais importantes
estudos dele, além de ter conseguido gerar todas as curvas através de um tnico cone, foi o

das retas tangentes e normais a uma conica.

Os nomes das curvas conicas sao palavras de origem grega definidas por Apolonio
e tomadas das terminologias pitagdricas associadas a drea. Sao elas TapaSoAn (parabole)
que significa comparagao, eA\ewpis (elleipsis) que significa falta e vrepfoAn (hyperbole)

que significa excesso.

Pela influéncia de Apolénio, Ptolomeu (90 — 168 d.C.) fez algumas observagdes em
Alexandria, do ano 127 a 151 d.C., no campo da astronomia e geografia. Ele introduziu o
sistema de latitude e longitude, usado hoje na cartografia, e usou mecanismos de projecao
e transformagoes estereograficas. As conicas de Apolonio também foram utilizadas por

Kepler (1571 - 1630 d.C.) na éptica e construcao de espelhos paraboélicos.

Em 1609 Kepler apresenta a principal lei da astronomia: “os planetas descrevem
orbitas em torno do Sol, com o Sol ocupando um dos focos”. Foco é uma palavra que
vem do latim, foccus significa fogo ou lareira, usada por ele no sentido de “ponto de

convergéncia”.

“Desprezando a resisténcia do ar, a trajetéria de um projétil é uma parabola”,
afirmagao feita por Galileu (1564 - 1642 d.C.) que também fez uso das conicas em seus
estudos. Sendo assim, investigadas extensamente pelos gregos, as secgoes conicas revelaram

propriedades que nos permitem defini-las em termos de pontos e retas.
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Fato importante é que, embora estudadas ha mais de dois mil anos, as sec¢oes
coOnicas nao se tornaram obsoletas, ao contrario, tém grande importancia nas investigagoes
atuais sobre o espaco exterior e no estudo do comportamento das particulas atémicas.
Além disso também aplicamos as cOnicas para estudos com avides & jato supersonico,
iluminacao através de candeeiros, fardis de carro e lanternas, satélites artificiais lancados
para o espago, sistema maritimo de localizagao, usinas atdmicas, astronomia, economia,

antenas parabolicas e outros, diversificando o uso dessas curvas.

Figura 5 — Exemplos

Este trabalho esta organizado em dois capitulos. No capitulo 1, fizemos um estudo
das conicas, isto é, da parabola, elipse e hipérbole. Para cada uma destas conicas apresen-
tamos inicialmente a sua definicao, a representacao grafica e seus elementos, e em seguida
deduzimos a partir da defini¢ao, a equacao reduzida destas conicas, bem como deduzimos
outras formas para esta equagao. Além disso, apresentamos alguns exemplos com o objetivo
de mostrar de forma pratica os conceitos estudados que sdo pré-requisitos necessarios
para a continuidade do trabalho, que é aplicar estes conceitos na resolucao de problemas.
No capitulo 2, finalmente estudamos algumas aplicagoes das conicas, em particular na
engenharia civil, na astronomia e nos sistemas de navegacao, onde apresentamos alguns
problemas e usamos as defini¢oes estudadas no capitulo 1 para encontrar a solucao dos

mesmos.
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1 Conicas

Neste capitulo faremos um estudo das conicas, onde apresentaremos as defini¢oes,

as representacoes graficas, deduziremos suas equagoes e apresentaremos alguns exemplos.

1.1 Parabola

Definicao 1 Pardabola é o conjunto de todos os pontos de um plano equidistante de um

ponto fixo e de uma reta fiza desse plano, em que esse ponto fixo ndo pertence a reta fixa.

Figura 6 — Pardbola

Consideremos um ponto F' e uma reta d, de modo que F' néo pertence a d. Entao,

um ponto P qualquer pertence a parabola, se e somente se,
d(P,F)=d(P,d),

onde d(P, F) ¢ a distAncia! entre os pontos P e F e d(P,d) é a distancia entre P e a reta

d.

Graficamente:

1 Dados dois pontos, A e B, a distdncia entre eles, que sera indicada por d(A, B), é a medida do segmento
de extremidades A ¢ B.
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Py

P,

-
P/ Py

Figura 7 — Distancias

Desta forma, sendo P’ o pé da perpendicular baixa de P sobre a reta d, temos:

d(P,F) = d(P, P, (1.1)
1.2 Elementos

Pela Figura 7 pode-se identificar os seguintes elementos:

F é o foco;

d é a reta diretriz;

e é o eizo da pardbola, isto é, uma reta que passa por F' e é perpendicular a d;

V' é o vértice, que é o ponto de intersecdo da parabola com e.

1.3 Equacoes reduzidas da parabola

Tomemos um sistema cartesiano como o da Figura 8. Seja a parabola de vértice
V(0,0), cujo eixo da pardbola é o eixo das ordenadas (eixo dos y) passando pelo foco

F 0,2—2? e diretriz de equagao y = —]—2?. Consideremos um ponto P(z,y) qualquer da

parabola e P’ (:1:, _§> um ponto pertencente a d.
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P(x,y)

S M(u.!:;’) P(:-;’)

Figura 8 — Parabola com foco no eixo dos y

De acordo com a defini¢ao de parabola expressa pela igualdade 1.1 vem,

d(P,F) = d(P,d).

Usando a féormula da distancia entre dois pontos,

o (=g e ()
(e e f8)) = (e ()

=>(:B—0)2—|—<y—§> z(x—x)2+<y+£>

2
2 2
$f+f—m+%=f+w+%
o que resulta em
a? = 2py, (1.2)

que ¢é a equagdao reduzida quando o eixo da parabola é o eixo dos .
Da equacao 1.2 podemos fazer as seguintes consideracoes:
a) O nimero real p é chamado pardmetro e p é diferente de 0?;

b) py > 0, assim o pardmetro p e a ordenada y de P tém sinais iguais. Se p > 0 a

parabola tem concavidade para cima e, se p < 0, para baixo.

2 facil ver que se p = 0, a equacdo reduzida da parabola nio representaria uma parabola.
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\‘/ v=0 y=0
| p:D p“ﬁ

Figura 9 — Concavidade da pardbola

c¢) O grafico da equagao da parabola é simétrico em relagao ao eixo Oy, ou seja, se

o ponto (z,y) pertence ao grafico, o ponto (—z,y) também pertence.

Agora, seja a parabola de vértice V(0,0), cujo eixo da pardbola é o eixo das abscissas

(eixo dos x) passando pelo foco F ]—2), 0| e diretriz de equacdo x = —]—2?. Consideremos um

ponto P(z,y) qualquer da pardbola e P’ <_§’ y> um ponto pertencente a d.

d y
P'(—g.y) P(z,y)

F{:gu) .
M(-i’,u) Vi)

Figura 10 — Parabola com foco no eixo dos x

Obteremos de forma andloga ao caso em que o foco ¢é sobre o eixo dos y, a equacao

y* = 2px (1.3)
que ¢é a equacao reduzida para este outro caso.

Acerca da equacgao 1.3 conclui-se que: se p > 0, a parabola tem concavidade para a

direita e se p < 0, a concavidade é para a esquerda.
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¥=0
p<0 /
¥=0
p=0

Figura 11 — Abertura

1.3.1 Exemplo

1) Para a pardbola de equacio x? — 10y = 0, encontrar o foco e uma equacio da diretriz.
Solugao:

Podemos reescrever a equacio como x? = 10y, ou seja, a pardbola tem foco sobre o

eixo Oy. A equacdo ¢ da forma 2% = 2py, portanto

2p =10
=p=>5
e
p_>
2 2
Logo, o foco é
5
F{0,=].
(o)
Para este caso a equagdo da diretriz é dada por y = —=, isto é,
0
y - 27
o que implica,
2y +5=0,

que é a equacao da diretriz.

1.4 Outras formas da equacado da parabola

Consideremos um ponto qualquer O’(s,t), do plano cartesiano zOy. E possivel
introduzir um plano 'O’y de modo que O'x’ e O’y tenham a mesma unidade de medida,

a mesma direcao e mesmo sentido de Ox e Oy. Assim, todo ponto P do plano tem
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representacoes P(x,y) no sistema 2Oy e P(z’,y') no sistema 2’0’y’. A isso chamamos de

translagao de eixos.

Figura 12 — Translagao de eixos

Pela andlise da figura 12, temos
r=1a"+s e y=y +t
ou
r=x—s5 e Yy =y—t
que sao as formulas de translagao.

Seja uma pardabola de vértice V(s,t) # (0,0). Consideremos que o eixo da pardbola

é paralelo a um dos eixos coordenados, como na figura 12. Vamos, para este caso, usar um
. / . . 7z /7 .

eixo y' paralelo ao eixo dos y, consequentemente, o eixo da parabola é paralela ao eixo dos

y. Com origem no ponto V', tracemos o sistema 'O’y (O =V).

Em relacao a esse novo sistema, a parabola tem vértice na origem e, como vimos

anteriormente, a equacgao reduzida da parabola ¢

2% = 2py’ (1.4)

substituindo as férmulas de translacao na equacao 1.4, temos

(x —s)* =2p(y — t) (1.5)
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que é a forma padrao para este caso se observado o sistema xOy.

De modo anélogo, consideremos que o cixo 2’ da parabola ¢ paralelo ao cixo dos
x. O sistema 2’0"y’ também é valido para este caso, desta forma, a equacio reduzida da

parabola é

y? = 2pa’ (1.6)

substituindo as férmulas de translacao na equacao 1.6, temos

(y—t)* =2p(x — s) (1.7)
que ¢é a forma padrao para este outro caso.

Observacao; Conforme o que vimos até agora, qualquer parabola cujo eixo coincide

ou ¢ paralelo aos eixos coordenados, podera ser representada pela equagao

ar’ +cx+dy+ f=0;a#0 (1.8)
ou

by? +cx+dy+ f=0b#0, (1.9)

que sao chamadas de equagoes gerais da parabola com eixo sobre os y, ou paralelo, e sobre

os x, ou paralelo, respectivamente.

Além disso, isolando y na equagao 1.8, com d # 0, e x na equagao 1.9, com ¢ # 0,

temos
—azx? —cx — f a , c f a
e A L A
ou
—by? — dy — d
g e 4 T G,
c c ¢’ ¢ c

que sao chamadas de equagoes explicitas da parabola com eixo sobre os y, ou paralelo, e
sobre os x, ou paralelo, respectivamente. Logo, podemos fazer uma generalizacao dizendo
que ambas sao da forma

y = axr® +bx +c

ou

r=ay’*+ by +c,

com a # 0 nos dois casos.
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1.4.1 Exemplo

1) Determinar uma equagao da parabola de vértice V' (4, —3), eixo paralelo ao eixo dos z,

passando pelo ponto P(2,1).
Solugao:

Como o eixo da pardbola é o eixo dos z e o vértice é V (4, —3), sua equagao é da

forma
(y —1)* = 2p(x — 5)
e neste caso, como t = —3 ¢ s = 4, temos,

(y +3)? = 2p(x — 4).

Mas, como a parabola passa pelo ponto P(2,1), substituindo x = 2 e y = 1 na ultima
equacao obtemos

42 = 2p(—2) = p = —4.
Portanto, a equacao desta pardabola é
(y+3)* =2(-4)(x — 4)

isto é,
(y +3)° = —8(z — 4).

Desenvolvendo esta equacao obtemos
y? 4 6y +8x — 23 =0,

que ¢ a equagdo geral desta pardbola. E, isolando z, obtemos

que é a equagdo explicita desta parabola.

1.5 Equacao paramétrica da parabola

Considerando a equacao 1.2. Neste caso z pode assumir qualquer valor real, se

1
fizermos x = k (k é o parametro) temos y = 2—k2.
p
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Entdo, as equacoes paramétricas® da pardbola, para este caso, sao dadas por

r=k

1 keR
= k2
Yy % )

Para estes dois casos a parabola tem vértice V(0,0) e p # 0.

Agora, considerando que o vértice nao esta sob o ponto V(0,0). Da equagao 1.5,

fazendo r — s = k, temos

k= 2p(y —t)

kQ

= (y—1t)=—

v-1)=s5
2

= y=—+1.
Y 2p+

Logo, as equagoes paramétricas da parabola sdo, neste caso, dadas por

r=k+s
= 4t
Y 2p+ )

Da mesma forma, da equagao 1.7, fazendo y — t = k, temos

k’2
r=—-+Ss

2p keR
y==Fk+t,

Estas s@o as equacoes paramétricas para este caso.

3 Equacbes que representam uma mesma reta por meio de uma incégnita em comum chamada de

parametro.
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1.5.1 Exemplo
1) Obter as equagoes paramétricas da parabola de equagao:
a) y? = —dx
b) (x+4)? = -2(y — 1)
Solugao:
a) Neste caso, temos uma equacio da forma y? = 2px. Fazendo y = k, com k € R, temos

B = —dx =z = —%k?

Dai, as equagoes paramétricas desta parabola sao dadas por

ke R.

b) Neste caso, temos uma equagio da forma (r — 5)? = 2p(y — t). Fazendo x + 4 = k,
k € R, temos
K= =2(y—1)

= k%= 2y +2
1 2

Dai, as equagoes paramétricas desta parabola sao dadas por

r=k—4
1 k e R.
S — |
Y 5k + 1,
1.6 Elipse

Definicao 2 FElipse é o conjunto de todos 0s pontos de um plano cuja soma das distancias

a dois pontos fixos desse plano € constante.
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Figura 13 — Elipse

Considerando dois pontos distintos, F; e Fy, no plano, com distancia d(F}, Fy) = 2c,
e um nuamero real positivo a com 2a > 2¢. Associando a definicdo, podemos chamar de 2a
a constante nela apresentada. Um ponto P pertence a elipse se, e somente se,

d(P,F\) + d(P, F,) = 2a. (1.10)

Graficamente:

Figura 14 — Distancias dos focos aos pontos

1.7 Elementos

Pela figura 14 pode-se identificar os seguintes elementos:

os pontos F) e Iy sao os focos;
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a distancia 2c¢ entre os focos é a distancia focal,
o ponto médio C' é o centro do segmento F} Fy;
o segmento A; Ay de comprimento 2a é o eizo maior;
o segmento By B, de comprimento 2b é o eixo menor;
08 vértices sao os pontos Ay, Ay, By e By;
. . . yd / C
a excentricidade da elipse é o nimero real e = — (0 < e < 1).
a

E importante observar que a excentricidade dara forma a elipse. Elipses com
excentricidade perto de 0 sdo quase circulares, ja as elipses com excentricidade préxima de
1 sdo bastante “achatadas”. Por outro lado, se considerar infinitas elipses distintas com

. 5 A
excentricidade fixada, em por exemplo e = 5 todas tém a mesma forma com tamanhos

diferentes.

Ainda pela figura segue que BoF| = a = ByF, pois, pela definicdo da elipse,
By Fy + By Fy = 2a. Logo, pelo tridngulo retangulo BoC'Fy vem que

a® = b + 2 (1.11)

Desta igualdade concluimos que a > b e a > c.

1.8 Equacao reduzida da elipse

Tomemos um sistema cartesiano como o da Figura 15. Seja uma elipse de centro
C(0,0), com eixo maior sobre o eixo das abscissas (Eixo dos z), de focos Fi(—c,0) e

F5(c,0). Consideremos um ponto P(x,y) qualquer da elipse.

y
B2(07 b)
P(x,y)

Ai(—a,0)| Fy(—c,0) 0 Fa(c, 0) /Az(a,0) X

B1(0, —b)

Figura 15 — Elipse com foco no eixo dos z
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De acordo com a defini¢ao da elipse expressa pela igualdade 1.10 vem,

d(P, F)) + d(P, F3) = 2a.

Usando as formulas de distancia, obtemos

\/(x+c)2+y2—|—\/(x—c)2+y2=2a

=\ (x+e)?+y2=2a—/(x — )+ y?

:\/x2+20x+02+y2:2a—\/932—2C:E-|-c2+y2

= (\/:E2 +2cx + 2 +y2)? = (2a — \/932 — 2cx + 2 +52)?

:>:c2+2cx—|—cz+y2=4a2—4a\/az2—20x+c2+y2+x2—20x+02—|—y2

= 4a\/x2 —2cx + 2 + 42 = 4a® — dex

ia\/x2—2cx+62+y2=a2—cx

= (a\/x2 —2cx + 2 +y2)? = (a® — cx)?

= a’(z® — 2cx + & +v°) = a* — 2d°cx + *2°

= a’2? — 2a%cx + a*? + a*y? = o' — 2d%cx + 2P

2,2

= a’x t—a?c?

—chz—l—azyQ:a —a“c
= (a? — A)a? + a*y? = a*(a® — A).

2

Como por 1.11 temos a® = b? + 2, entdo a®? — ¢? = b?, substituindo na tltima

igualdade acima, temos

vz’ + a’y® = a’b.

Dividindo ambos os membros desta equacdo por a?b?, obtemos

2
x
S+5=1 (1.12)
que é a equagdo reduzida da elipse para este caso.

Agora, tomemos um sistema cartesiano como o da Figura 16. Nesse caso, conside-

remos uma elipse de centro C'(0,0), com eixo maior sobre o eixo das ordenadas (eixo dos
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y), de focos F;(0, —c) e F»(0,c). Consideremos um ponto P(z,y) qualquer da elipse, com

procedimento analogo ao caso anterior, obtemos a equacao

22 P
7 + i 1, (1.13)

que é a equagdo reduzida da elipse para este caso.

A5(0,a)

P(x.y)

By(—b,0) By(b.0) ¥

Figura 16 — Elipse com foco no eixo dos y

1.8.1 Exemplo

. . . . 1
1) Determine a equacao da elipse com centro na origem, que passa pelo ponto P e

22
6
tem um foco Fi (—\/?_, O).

Solucgao:

Note que a elipse tem eixo maior sobre o eixo dos x, pois F} (—?, 0). Desta
forma, obedecendo a simetria da elipse, pois seu centro é a origem, podemos dizer que
6
Fy (%, O) é o outro foco.

11
Pela equagao 1.10, d(P, F}) + d(P, F3) = 2¢, entao, considerando P<§7 5), temos:

(I E R
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:$¢7+2¢6+¢7—2¢6:2w
6 6
Elevando ambos os membros da tltima equacdo ao quadrado,
2
2 —2
<¢7+6V%4—¢7 6V6>:=@®2

74+2V6 10 7-—2V6
:>—\/_|___|_—\/_
6 6 6

= 4a°

ou simplesmente,

a = *£1.

Como P pertence a elipse, podemos substituir os valores de x e y na equacao 1.12.
Sendo assim,

St =1
1 1
:$+§=1
S
4a?  4b?

Substituindo o valor de a na equagdo acima, temos

1 1
4-(12 A

=1

ou ainda,



Capitulo 1. Cénicas 37

2 2
x
Substituindo o valor de a e de b na equacao 1.12, encontramos T + yT =1, isto é,
3

2 + 3y =1,

que ¢ a equacao da clipse com os valores dados.

2) Determine a equacao da elipse conhecendo os vértices A;(5,0) e Ay(—5,0) e a excentri-

V5

cidade e = —.
5

Solugao: Observe que A;(—a,0) = A;(5,0) e Az(a,0) = As(—5,0). Portanto, a = —5.

Temos que e = = dai

Pela equacao 1.11,

(=5)" =0 + (=V5)?

=25=0"+5
=0 =25-5
= b=120
= b =2v5.

Substituindo estes valores na equacao da elipse, obtemos

1.9 Outras formas da equacao da elipse

Seja uma elipse de centro O'(s,t) # (0,0). Consideraremos apenas os casos em que

os eixos da elipse sao paralelos aos eixos coordenados.

Tomemos uma elipse que possui eixo maior paralelo ao eixo dos x. Utilizando
translagao de eixos, obtemos um novo sistema 'O’y como o da figura 17 no qual a elipse

tem centro na origem e eixo maior sobre o eixo O'x’.
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A

v_o___|

Figura 17 — Translagao de eixos (Elipse)

Desta forma, sua equacao reduzida é

(1.14)

Essa equacgao pode ser expressa em relagao ao sistema original 2Oy utilizando as
formulas de translacao @’ = x — s e ¥ = y — t, resultando em

que é a forma padrao para este caso.

De modo andalogo, tomemos uma elipse que possui eixo maior paralelo ao eixo dos

y. Utilizando translacao de eixos, obtemos um novo sistema z’'O’y’ no qual a elipse tem

centro na origem e eixo maior sobre o eixo O'y’. Desta forma, sua equagao reduzida é

que é a forma padrao para este caso.

38
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Desenvolvendo a forma padrao da elipse,

=P =0? _

a? b L
temos
(z — 5)°0* + (y — t)%a® = a®V®
= (27 — 257 + $7)b* + (y* — 2ty + t*)a® — a*b* = 0
= b%2? 4 a®y? — 20%sx — 2a’ty + b*s® + a*t? — a®b? = 0.
Por abuso de notacdo, faremos a = b%, b = a%, ¢ = —20?s, d = —2d*t e [ =

b%s? + a*t? — a®b?, o que resulta em
ar? + by +cx+dy+f=0

que ¢ a equagdo geral da elipse, desde que a e b tenham o mesmo sinal.
2 2
T—S —t
(=3P -1
b? a’?
analoga chegaremos e esta mesma equacao geral apresentada acima. Assim, qualquer

Se tivermos interesse em desenvolver a equagao =1, de forma

elipse que possui eixos sobre os eixos coordenados ou paralelos a eles, sempre pode ser

representada pela equacao geral da elipse, desde que a e b tenham o mesmo sinal.

1.9.1 Exemplo

1) Dada a elipse de equagdo 922 + 16y? — 36z + 96y + 36 = 0, determinar a sua equacio

reduzida.
Solugao:
Inicialmente escrevemos a equacao dada, na forma

92% — 36x + 16y* + 96y = —36

ou

9(z® — 4z) + 16(y* + 6y) = —36.

Construindo trinémios quadrados nestes dois parénteses, temos

vt —dr = (z—2)° -4

Y +6y=(y+3)°-09,
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dai, substituindo os parénteses, obtemos
I[(z —2)* — 4] + 16[(y + 3)* — 9] = —36
= 9(x —2)* +16(y + 3)* = —36 + 36 + 144
= 9(z —2)* +16(y + 3)* = 144

e dividindo ambos os membros por 144, obtemos

(z—-2?% (y+3)°
% 9

1,
que é a forma padrao de uma elipse de eixo maior paralelo ao eixo dos x.
Agora, utilizando na ultima equacgao as féormulas de translacdo
¥=x-2 e Yy =y+3,
obtemos
22
16

que ¢ a equacao reduzida desta elipse.

/2
+5 =1

1.10 Equacao paramétrica da elipse

Considerando uma elipse dada pela equagao 1.12, tracemos uma de centro O e raio

igual ao semi-eixo maior da elipse (semi-eixo a).

y

Q

(=l

Figura 18 — Parametrizacao

Seja P(x,y) um ponto qualquer da elipse descrita. A reta que passa por P e é

paralela ao eixo das ordenadas, intercepta a circunferéncia em ) e o raio O@) determina
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com o eixo dos x um angulo . Desta forma obtemos um tridngulo Q'OQ e, usando as

razoes trigonométricas do triangulo retangulo, temos

que,

cosf = % ou 0@ = 0Q - cosh.

Note que OQ = a. Fazendo OQ)' = x, temos pela substitui¢ao na tltima igualdade

T = acosb.

Substituindo esse valor na equacgdo 1.12, temos

(acosf)? N y

a? b2_1
a?cos’ y?
B

2
#cosQH—i—ﬁ =1

2
:%:1—00829.

Mas usando a identidade trigonométrica 1 — cos®# = sen? 6, obtemos

2
% = sen’f

= 3% = b’sen’ 0

= \/E: Vb?sen? 0

= y = bsenf

Observemos que, para cada valor de € corresponde um, e s6 um, ponto P da elipse

e, quando 6 varia de 0 a 27, o ponto P parte de (a,0) “tragando” a elipse no sentido

anti-horario. Logo, 6 é o parametro e o sistema apresenta-se da seguinte forma

T = acosf
0<6<2r

y = bsend

constituindo as equacoes paramétricas dessa elipse.

No caso da elipse ter eixo maior sobre o eixo das ordenadas, suas equagoes paramé-

tricas sao
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z =bcosH
0<6<2r

y = asent

Quando o centro da elipse for C(s,t), pela translagao de eixos, se o eixo maior for

paralelo ao eixo Ox, obtemos

T —S=uacosb

0<0<2m
y—t=bsend
ou, equivalentemente,
r =54+ acosf
0<6<2r

y=t+bsenf

se o eixo maior for paralelo ao eixo Oy, temos

r=5+bcost
0<6<2nr.

y=t+asend

Seguindo o mesmo processo aqui utilizado, poderemos obter o sistema de equagoes

Tz =asenf
0<0<2r

y = bcosb

desde que o ponto P parta de (0,b) e “trace” a elipse no sentido horario.

1.10.1 Exemplo

1) Obter as equagoes paramétricas das elipses:
a) 22 +4y* =4
b) 9(z — 1) +25(y + 1)? = 225

Solugao:
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a) Dividindo ambos os membros da equagao dada por 4, obtemos a forma reduzida da
equacao, que é dada por
2

T 2
=1
4 y )

e portanto, o centro da elipse é (0,0), a> =4 e b*> =1, isto é, a =2 e b = 1. Logo,

y = senf,

sao as equagoes paramétricas desta elipse.

b) Dividindo ambos os membros da equagao dada por 225, obtemos a forma padrao da

equacgao, que é dada por
—1)? 1)?
(-1, w1
25 9

Portanto, o centro da elipse é (1,-1), > =25 e b*> =9, isto é, a =5 e b = 3. Logo,

x=1+5cosb
0<8<27

y=—143senb,

sao as equagoes paramétricas desta elipse.

1.11 Hipérbole

Definicao 3 Hipérbole é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja diferenca das

distancias, em valor absoluto, a dois pontos fixos desse plano € constante.

Figura 19 — Hipérbole
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Considerando dois pontos distintos, F; e Fy, no plano, com distancia d(Fy, Fy) = 2c,
e um numero real positivo a com 2a < 2¢. Associando a defini¢do, podemos chamar de 2a

a constante nela apresentada. Um ponto P pertence a hipérbole se, e somente se,

d(P, ) — d(P, F»)| = 2a. (1.15)

Graficamente:

Figura 20 — Distancias

Pela figura anterior, observamos que a hipérbole é uma curva com dois ramos.

Faz-se necessario entao, a apresentagao da figura a seguir para fazer consideragoes

mais precisas acerca da hipérbole.

Fy A, a Ay F,

Figura 21 — Elementos da hipérbole
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Chamando de C' o ponto médio do segmento F)Fy, tracemos uma circunferéncia
de centro C' e raio c¢. Seja um valor qualquer a, em que a < ¢, e marquemos os pontos
A; e A, distintos, tais que d(C, A;) = d(C, Ay) = a. Por esses pontos tracemos cordas
perpendiculares ao didmetro FF;. As quatro extremidades destas cordas sao os vértices
do retdngulo M N P() inscrito nesta circunferéncia. Contendo as diagonais deste retangulo,

tracemos as retas r e s e, finalmente, a hipérbole.

1.12 Elementos

Pela figura 21 pode-se identificar os seguintes elementos:
Fi1 e Fy sdo os focos;

a distancia 2c¢ entre os focos é a distancia focal;

o ponto médio C' do segmento FFy é o centro;

Ay e Ay sao os vértices;

o segmento A; As de comprimento 2a é o eizo real ou transverso (note que os pontos

Aj e Ay, pela definigdo, pertencem a hipérbole);

o segmento B;B; de comprimento 2b é o eixo imagindrio ou nao-transverso.

BlBQ L A1A2 cim C,
as retas r e s sdo as assintotas*;
0 é o angulo chamado de abertura da hipérbole;

a excentricidade da hipérbole é o nimero real e = — (e > 1). A excentricidade
a
da hipérbole esta inteiramente relacionada a abertura, uma vez que, quanto maior a

excentricidade, maior sera a abertura (ramos mais abertos).

Veja que, se tomarmos um a menor que o da figura 21, o novo quadrilatero seria
. . N . . c
mais estreito, como consequéncia, a abertura # seria maior. Como e = —, o valor de e
a

aumentaria.

O quadrilatero M N P@ tem dimensoes 2a e 2b, sendo a a medida do semi-eixo

real e b a medida do semi-eixo imaginario. Ainda ¢é possivel obter do triangulo CAs M, a

4 Neste caso, assintotas sio retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais & medida que os

pontos se afastam dos vértices. Esta aproximacao é “continua” e “lenta” de forma que a tendéncia da
hipérbole é tangenciar suas assintotas no infinito.
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relacao

& =a’+ b (1.16)

Quando a = b, o retdngulo M N P(Q é um quadrado e as assintotas sao perpendicu-

lares, ou seja, 6 = 90°. Neste caso chamamos a hipérbole de hipérbole equilitera.

1.13 Equacdes reduzidas da hipérbole

Tomemos um sistema cartesiano como o da Figura 22. Seja uma hipérbole de
centro C'(0,0), com eixo maior sobre o eixo das abscissas, de focos Fi(—c,0) e Fy(c,0).

Consideremos um ponto P(z,y) qualquer da hipérbole.

y

Figura 22 — Hipérbole com foco no eixo dos x

De acordo com a defini¢do da hipérbole expressa pela igualdade 1.15 vem,

|d(F>7 Fl) - d(P, F2)| = 2a.

Usando a defini¢ao de distancia, temos:

’\/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2=2a

|
= |y/22 + 2cx + 2+ y? — /2?2 — 2cx + 2 +2|= 2a.

Note que |k| = £k, Yk € R. Desta forma,

\/x2+2cx+02+y2—\/332—2cx+02+y2:j:2a
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=>\/l‘2+261‘+62+y2:\/1‘2—26$+62+y2:|:2a
2

2
= <\/:E2+20:r+02+y2> = <\/x2 —2cx+02+y2:|:2a>

:x2+2cx+02+y2=:1:2—2c:c+02+y2:|:4a\/x2—2cx+02+y2+4a2

= dex — 4a® = :|:4a\/:Jc2 —2cx + 2+ y?

:>cx—a2:j:a\/x2—20x+c2+y2

2
= (cv —a*)® = (:I:a\/yz:2 —2cx + 2+ y2>
= *2® — 2d%cx + a* = a*(2® — 2cx + A +97)
= 22? — 2a%cx + ot = a®2* — 2d°cx + a** + d*y?

= 222 —ad®2* + a2y2 = a’c® — a?

= (? — a®)2* — a*y® = a*(c® — a?).

2 2

Como por 1.16 temos ¢? = a? + b%, entdo c? — a? = b?, o que resulta em

B2 — a%y? = a2,

Dividindo ambos os membros da equacdo por a?b?, vem

$2 y2

a?  b?

que é a equagdo reduzida da hipérbole para este caso.

=1,

Agora tomemos um sistema cartesiano como o da figura 23.

P(z,y)

F

Figura 23 — Hipérbole com foco no eixo dos y

(1.17)
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Seja uma hipérbole de centro C(0,0), com eixo maior sobre o eixo das ordenadas,
de focos F1(0,—c) e F5(0,c). Consideremos um ponto P(z,y) qualquer da hipérbole, com

procedimento analogo ao caso anterior, obtemos a equacao reduzida

2 2
Y T

que é a equacao reduzida da hipérbole para este caso.

1.13.1 Exemplos

2 2
1) Obtenha a distancia focal da hipérbole cuja equagao é f_fi — % =1
Solugao:

Como vimos, a distancia focal é o valor 2c.

Observe que a hipérbole tem focos sobre o eixo dos x, portanto tem equacao

reduzida

Comparando a equacdo acima com a equacdo dada no enunciado, vem a? = 16 e

b’ =09.

Pela equacao 1.16,

A =a®+ b2
Substituindo os valores encontrados, temos
A=16+9
=c* =25
= c=+5.
= c = £5H.
Portanto, a distancia focal 2¢ = 10u.m..

2) Determine as coordenadas dos focos da hipérbole cuja equacio é 144y? — 25x% = 3600.

Solugao:
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Dividindo todos os membros da equacao por 3600, da seguinte forma

144y 252> 3600
3600 3600 3600’

obtemos a equacgao

que é a equacdo reduzida da hipérbole.

Observe que a hipérbole tem focos sobre o eixo dos y. Assim, a equagao é dada por

e tem focos F1(0,—c) e F5(0,¢).

Comparando esta equacdo com a equacao encontrada ao dividir todos os membros

por 3600, temos a? = 25 e b? = 144.

De acordo com a equacao 1.16,
A =a*+ b
Substituindo os valores encontrados, temos
¢ =25+ 144

= ¢ =169
= c= +v169.

= c= £13.

Logo, F1(0,—13) e F»(0,13).

1.14 Outras formas da equacao da hipérbole

Seja uma hipérbole de centro C’(s,t) # (0,0). Consideraremos apenas os casos em

que os eixos da hipérbole sao paralelos aos eixos coordenados.
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s s+ CV

Figura 24 — Translacao de eixos (Hipérbole)

Tomemos uma hipérbole que possui eixo real paralelo ao eixo dos x. Com procedi-
mento analogo ao que foi visto para elipse, resulta a equagao

(r—5” (-1 _

a? b2 1

que é a forma padrao para este caso.

De modo anélogo ao anterior, tomando uma hipérbole que possui eixo real paralelo

ao eixo dos y temos a equacao

(y—1? (x—s)°
az b2 =1

que é a forma padrao para este caso.

Agora, desenvolvendo a forma padrao da hipérbole,

(r—s)? (=12 _

a? b L
temos,
(z — 5)%b* — (y — t)%a® = a*b*
= (2% — 251 + sH)b? — (y* — 2ty +tH)a® — a®b* = 0
= b22® — a®y? — 2b%sz + 2ty + b2s? — a*t? — a®b? = 0.
Por abuso de notacdo, faremos a = b?, b = —a?, ¢ = —2b?s, d = 2d*t e [ =

b2s? — a’t? — a®b%. O que resulta em

ar? + by +cx+dy+f=0
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que ¢é a equagdo geral da hipérbole, desde que a e b tenham sinais contrarios.

Se tivermos interesse em usar a outra forma padrao, de forma andloga chegaremos

na mesma equacao geral, ou seja, toda hipérbole pode ser escrita desta forma.

Assim como nos casos anteriores, utilizando as féormulas de translacdo 2’ =z — s e

y =y —t, vale lembrar que a equag¢do reduzida da hipérbole é

se o eixo real for paralelo ao eixo dos y.

1.14.1 Exemplos

1) Determinar a equagéo geral da hipérbole de vértice A;(3, —2) e A3(5, —2) e um foco em
F(7,-2).
Solucgao:

Sendo o eixo real A; Ay paralelo ao eixo Oz, a equagao da hipérbole é da forma

@5 w=t?_,
a? o

3+5 —-2-2

cujo centro é o ponto médio de A;A,, isto &, T = (4,-2). Segue das

definigoes estudadas que a = d(C, A;) e ¢ = d(C, F), onde C' é o centro da hipérbole, dai,

usando a férmula de distancia, temos

a=/(4=3)+(—2—(-2))?=1lec=/(T—4)?+(-2—(-2))*=3

e como ¢ = a? + b?, também temos

9=1+0> =0 =8=b=2V2.

Logo, uma equagao da hipérbole ¢é

(-9 y+2?
1 8 ’

que é a equacao padrao.
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Desenvolvendo a tltima equagao obtemos:
8(z% — 8 +64) — (y? +4y +4) =8

de onde segue que

82% — y? — 64z — 4y + 116 = 0,
que ¢ a equacgao geral desta hipérbole.
1.15 Equacdoes paramétricas da hipérbole

Considerando uma hipérbole dada pela equacao 1.17 (com eixo maior sobre o eixo

das abscissas), escrevendo esta equagao como

(56

. T Yy , . . . ,
queremos dizer que — e 7 S80 nimero reais cuja diferenga de seus quadrados ¢ sempre
a

igual a 1.

Da igualdade sen? 4 cos?6 = 1. Dividindo ambos os membros por cos®f # 0,

obtemos
sen’f  cos’f 1
cos2f  cos:f  cos2f
sen? 6 1
cos? 6 ~ cos2f
N (Sen«9>2+1 _ ( 1 )2
cos 0 cosf )
sen ¢
Como =tanf e = sec ), vem que
cos cos

sec’f — tan’6 = 1.

Comparando-a com a equag¢ao 1.19, podemos fazer

T
— =sect

S

= tané.

o> <
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Dai concluimos que

T = asccl
0<0<2m

y=btané,

constituindo as equagoes paramétricas dessa hipérbole.

Caso a hipérbole possua eixo real sobre o eixo dos y, de modo analogo, concluimos

que suas equagoes paramétricas sao

r =btant
0<6<2nr.

Yy = asec,

Quando o centro da hipérbole for C(s,t), pela translacao de cixos obtemos as

equagbes paramétricas

r=s-+asech

0<8<2r
y=t-+btanb,
ou
r=s+btanf
0<6<2rm
y=1t+asect,

conforme o eixo real seja paralelo a Ox ou Oy, respectivamente.
T
Quando @ percorre o intervalo (—5, 5) sera descrito o ramo direito da hipérbole

T 37
(x > a) e quando percorre o intervalo (5, 7), o ramo esquerdo (z < —a).

1.15.1 Exemplo
1) Obter as equagoes paramétricas das hipérboles:
a)3y? —2> =9

b) 922 — 25y — 18z — 50y — 241 = 0
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Solucgao:

a) Dividindo ambos os membros da equagao dada por 9, obtemos a forma reduzida da
equacao, que é dada por ) ,
x

T3t
e portanto, o centro da hipérbole ¢é (0,0), a> =3 e V> = 9, isto é, a = V3eb=3. Logo,

xr = 3tanb

y = V/3sec,

sao as equagoes paramétricas desta hipérbole.

b) Iniciemos escrevendo a equagdo na forma
(92% — 187) — (25y° + 50y) = 241

ou

9(z? — 2x) — 25(y* + 2y) = 241

onde agrupamos os termos de mesma variavel e colocamos em evidéncia os fatores 9 e 25,

além de subtrairmos 241 em ambos os membros da equacao. Entao, temos
9(z* — 22 + 1) — 25(y* + 2y + 1) = 241 + 9(1) — 25(1)

ou

9z —1)* —25(z + 1)* = 225,

Dividindo ambos os membros da equacdao dada por 225, obtemos a forma padrao da

equagao, que é dada por
(-1 12
25 9

Portanto, o centro da hipérbole é (1,-1), > =25 e b?> =9, isto é, a =5 e b = 3. Logo,

r =1+ 5sech
0<0<2r

y=—1+3tané,

sdo as equagoes paramétricas desta hipérbole.
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Tudo o que foi estudado até aqui, as formulas reduzidas, a excentricidade, as
coordenadas dos focos e vértices etc., serve de suporte para as aplicagdoes que serao

apresentadas no proximo capitulo.
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2 Aplicacoes

Diversas vezes em nosso dia a dia nos deparamos com o uso das conicas. Neste
capitulo iremos abordar algumas aplicagoes corriqueiras que estao presentes em varias
areas e usaremos os conceitos estudados no Capitulo 1 para resolver estes problemas. Esses
objetos matematicos dao suporte para muitos estudos e nao seré possivel falar de todos

aqui, contudo foram escolhidos alguns para dar énfase ao vasto uso.

2.1 Aplicacdes da Parabola

Encontram-se diversas aplica¢des da parabola na construcao civil. De acordo com
o livro Educagao Profissional do Ministério da Educacao “a area de Construgao Civil
abrange todas as atividades de producgao de obras. Estao incluidas nesta area as atividades
referentes as fung¢des planejamento e projeto, execucao e manutengao e restauracao de
obras em diferentes segmentos, tais como edificios, estradas, portos, aeroportos, canais de
navegacao, tuneis, instalagoes prediais, obras de saneamento, de fundagcoes e de terra em

geral[...]” entre elas podemos destacar o uso de parabolas na construcao de pontes.

Além da questao estética, a parabola da suporte na construcao de pontes de
grande porte pois faz com que esse tipo de construgao fique estabilizada, ja que elas sao

frequentemente suspensas acima das aguas ou em alturas muito elevadas.

Figura 25 — Gateshead Millennium Bridge, Inglaterra. Fonte: Enciclopédia Culturama.



Capitulo 2. Aplicagoes 57

A seguir serd descrito um exemplo contextualizado desse tipo de situacao.

Uma se¢ao de pontes suspensa tem seu peso distribuido uniformemente entre
duas torres distantes 120 metros uma da outra e situadas a 27 metros acima da rodovia
horizontal. Um cabo suspenso entre os topos das torres tem a forma de uma parabola, com
o ponto central a 3 metros acima da rodovia. Introduzido um sistema de eixos coordenados,

conforme figura abaixo:

Figura 26 — Ilustracao 1

(a) Achar a equagao da pardbola.

Solugao: Supondo que a parabola tem foco sobre o eixo y, obtemos o vértice V(0,3).
Obedecendo a simetria da parabola e sabendo que a distancia entre as duas torres é 120
metros, supomos que o eixo y estd exatamente no meio do espago compreendido entre as

duas torres de modo que os pontos A(-60,27) e B(60,27) sdao pontos da parabola. De fato,

d(A, B) = 120.

Pela equacao,
(x—s)* =2p(y — 1),

com V=(s,t) e considerando o ponto A da pardbola, obtemos

(=60 — 0)? = 2p(27 — 3) = 3600 = 48p = p = 75.

Fazendo a substituigdo em (z — s)? = 2p(y — t), com (s,1)=(0,3) e p = 75, obtemos

22 =2-75(y — 3) = 2* = 150(y — 3) = 2 = 150y — 450
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que é a equacao da parabola que descreve a ponte.

A

-80 30 20 o 20 40 8o

Figura 27 — Grafico da equagao que representa a ponte

(b) Se o cabo parabdlico é apoiado em nove cabos verticais equiespagados, ache o compri-

mento total desses cabos de apoio.

Solugao: Note que ao apoiarmos o cabo parabdlico em nove cabos de apoio, teremos dez
espacos equidistantes entre eles. Dividindo a distancia de 120 metros entre as duas torres,

cada espaco serd de 12 metros. Pela equagao da pardbola encontrada no item (a), temos:
para x =0, y = 3 (1 cabo de comprimento 3 metros);

para x = 12, y = 3,96 (2 cabos de comprimento 3,96 metros);

para x = 24, y = 6,84 (2 cabos de comprimento 6,84 metros);

para x = 36, y = 11,64 (2 cabos de comprimento 11,64 metros);

para x = 48, y = 18,36 (2 cabos de comprimento 18,36 metros).

18, 36m,

£

Figura 28 — Cabos verticais

Logo, o comprimento total desses cabos de apoio é 84,6 metros.

Observagao: Os valores de x utilizados acima foram obtidos a partir da posi¢ao
x = —60 somando 12 ao valor anterior, o que corresponde ao espagamento entre os cabos

de apoio.
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2.2 Aplicacoes da Elipse

Assim como no caso da parabola, a elipse possui propriedades que a permite ser

usada em diversas areas, em particular na construcgao civil.

/
v

Figura 29 — Estadio Beira-Rio, Porto Alegre - RS. Fonte: ClicRBS.

No exemplo a seguir faremos uso de uma semi-elipse, que nada mais é que uma

elipse “cortada” exatamente ao meio.

O arco de uma ponte ¢ semi-cliptico, com eixo maior horizontal. A base do arco
tem 10 metros e a parte mais alta estd a 3 metros acima da rodovia, conforme figura.

Determinar a altura do arco a 2 metros do centro da base.

Figura 30 — Ilustracao 2

Solugao. Para resolver este problema poderiamos considerar uma elipse com centro
diferente da origem, mas para facilitar o processo usaremos o caso especifico em que a
elipse tem centro na origem. Supondo que a elipse que representa essa semi-elipse tem

centro na origem, devemos encontrar a equacao da elipse.
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Yy~ 2,75m

.B-l--'

Figura 31 — Representacao do problema

Pela figura 31, temos A;(—5,0) e A3(5,0) como pontos que definem o eixo maior
da elipse e B;(0,—3) e By(0,3) como pontos que definem o eixo menor da elipse. Dai, a
equacao da elipse ¢é

2 2

y
=1
+5

&5

Como queremos a altura do arco a 2m do centro da base, fazendo = 2 na equacao
acima, obtemos,

4
25

4
25

22 189
#%:—iyf:—éy%l?fm’z,

2 2
Y y
+9 9 5) 25

que é a altura pedida.

Esse tipo de problema, assim como outros, auxilia em construgoes, reparos em
determinados pontos, rapidez na detec¢ao de pontos isolados, além de garantir economia e

padroes que se adequem as necessidades cotidianas.

As elipses também sao de fundamental importancia em estudos relacionados a
astronomia e astrofisica. No século XVI um grande passo foi dado na astronomia através do
polonés Nicolaus Copernicus ao afirmar que os planetas giram em torno do Sol, e nao era
o Sol quem girava em torno da Terra como acreditava-se. Embora ele tenha se aproximado
o maximo possivel da realidade ocorrida no movimento dos planetas até entao, a ideia
que ele defendia se apoiava em movimentos circulares dos planetas em torno do Sol. Este
problema foi resolvido pelo matematico alemao Johannes Kepler que afirmou na primeira

de suas trés leis relacionadas ao movimento dos planetas: “Cada planeta revolve em torno
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do Sol em uma érbital eliptica, com o Sol ocupando um dos focos da elipse.” Hoje sabemos
que a Orbita eliptica ndo estd presente apenas no Sistema Solar, mas em todos os casos em

que um corpo celeste orbita um outro corpo sob influéncia da gravitacao.

A seguir serd mostrada uma tabela com a excentricidade dos oito planetas do
Sistema Solar. Como estudado no Capitulo 1, os valores variam entre 0 e 1, ndo podendo

ultrapassar esses limites.

Planetas e

Mercurio | 0,206
Mercurio | 0,206
Vénus 0,007
Terra 0,017
Marte 0,093
Jupiter 0,049
Saturno 0,059
Urano 0,047
Netuno 0,009

Tabela 1 — Excentricidade das Orbitas planetarias

Artistic Impression of Extrasolar Planetary Systems
NASA, ESA, and M. Kornmesser (ESO) = STScl-PRC12-07

Figura 32 — Orbita de corpos celestes

O exemplo a seguir trata-se de uma situacao envolvendo a forma eliptica que a

Terra “desenha” ao orbitar o Sol como foco.

1 Uma érbita é um caminho regular e repetitivo que um objeto no espaco percorre em torno de outro.

Fonte: NASA - National Aeronautics and Space Administration.
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Suponha que o comprimento do eixo maior da 6rbita da Terra seja de 186.000.000
milhas, com excentricidade de 0,017. Determine, a menos de 1.000 milhas?, as distancia

maxima e minima da Terra ao Sol.

Solugao. Note que 186.000.000 milhas é a distancia entre A; e As. Isso é equivale a dizer

que o comprimento do eixo maior A;A, é
2a = 186.000.000.

Portanto,
. 186.000.000

2
= a = 93.000.000,

onde a é o valor que representa a distancia entre o ponto médio C' do segmento FiF3,

sendo F7 e Fy os focos da elipse, aos pontos A; e As.

Nosso objetivo agora seré encontrar o valor ¢ e descobrirmos o ponto onde o Sol
se localiza. Partindo do pre-suposto de que a elipse tem eixo maior sobre o eixo dos z,

representemos Fj(—c,0) e Fy(c,0), assim como, Aj(—a,0) e Ay(a,0).

c
A excentricidade da elipse é o nimero e = — representada pelo valor 0,017 dado
a

no enunciado. Substituindo o valor de a e este valor nesta igualdade, temos

&
17T = ————
0,017 93.000.000
= ¢ = 1.581.000.

Logo, a distancia minima da Terra ao Sol é dada por
a — ¢ = 93.000.000 — 1.581.000 = 91.419.000 milhas
e a distancia maxima ¢é

a + ¢ = 93.000.000 + 1.581.000 = 94.581.000 milhas.

Observacgao: Os valores aqui apresentados nao descrevem com precisao as distancias reais,

mas foi feita uma aproximacao para que se tenha uma experiéncia quase real.

2 Unidade de comprimento, cujo nome provém das palavras latinas milia passuum, que significam mil

passos. Foi utilizada primeiramente pelos romanos, que lhe atribuiram o comprimento de mil passos.
Na atualidade, sdo utilizados principalmente dois tipos de milha, a milha terrestre e a milha maritima.
Fonte: Dicionédrio Online de Portugués.
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A figura abaixo representa a érbita descrita no exemplo considerando-se que o Sol

ocupa a posicao em que se encontra o foco Fj.

Sol (F5)
Maior distancia ® Menor distancia
Terra - Sol (A4) Terra - Sol (A,)

Figura 33 — Orbita da Terra

Observe que a excentricidade e proxima de 0 faz com que a elipse se pareca com

uma circulo e o foco fique proximo do centro.

O proximo exemplo também vai tratar da 6rbita de um dos planetas do Sistema

Solar.

Sabendo que a orbita de Mercurio em torno do Sol tem excentricidade 0,206; que o
Sol é sempre um dos focos da elipse das d6rbitas planetarias; que a unidade astronémica
(UA) vale 1 para a distancia média entre o Sol e a Terra; que o ponto da érbita em que o
planeta esta mais afastado do Sol chama-se afélio e, no afélio, Mercurio esta a 0,47 UA do
Sol; e que o ponto da drbita em que o planeta estd mais proximo do Sol chama-se periélio,

obtenha, em unidades astrondmicas, a distancia de Mercurio ao Sol no periélio.

Solugao. Consideremos que a elipse esta com o foco sobre o eixo do x e tem centro na
origem. Foi dado que a distancia do Sol até Merctrio, no afélio, é de 0,47 UA. Considerando
que o Sol estd na posigdo Fi(—c,0) e no afélio Merctrio se encontra na posigao As(a,0),

c c
temos, da excentricidade e = —, que — = 0, 206, entao ¢ = 0, 206a.
a a

Substituindo no ponto que indica a posi¢do do Sol, temos F;(—0,206a;0). Pela
formula de distancia,

d(Fl, AQ) - 0, 47

= 1/(~0,206a — a)? + (0 — 0)2 = 0,47
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= 1,206a = 0,47
= a~0,39.
Veja que o outro vértice é o lugar que acontece o periélio e é indicado pelo ponto

Ai(—a,0), ou seja, A;(—0,39;0). Calculando a distancia entre este ponto e a posi¢ao do

Sol F1(—0,08;0), temos

d(A1, F1) = /(—0,39 — 0,08)2 + (0 — 0)2

d(Ay, Fy) = \/(—0,31)?

d(Al, F1> = 0, 3].

Logo, a distancia de Mercturio até o Sol, no periélio, é de 0,31 UA.

Periélio Afélio

Figura 34 — Afélio e periélio

2.3 Aplicacdes da Hipérbole

Sao muitas as aplicagoes da hipérbole no nosso cotidiano. Um dos casos mais usuais
é no sistema de navegagdo, denominado de LORAN (Long Range Navigation - Navega¢dio
de Longa Distincia). Este sistema possibilita ao navegante de um navio ou ao piloto de
um aviao achar sua posicao de forma rapida e precisa. O sistema utiliza hipérboles com
focos em comum, onde se localizam estagoes de radio que emitem sinais. Estas estacoes de

radio sao denominadas de Fi ¢ F, ¢ emitem sinais que sao percebidos por alguém que se
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localiza em um ponto qualquer P. Usando o conceito de lugar geométrico o navegante ou
o piloto mede o intervalo

At =ty —t,
onde t5 é o instante em que ele recebe o sinal enviado por F5 e t; € o instante em que ele

recebe o sinal enviado por F.

Sendo T} o intervalo de tempo que o sinal emitido por F} leva para alcangar a
posicao do navegante, e T o intervalo de tempo que o sinal emitido por Fy leva para
alcancar a posi¢ao do navegante, entao a diferenca entre a distancia da posicao do navegante

a F) e a distancia da posicao do navegante a Fy é
PFl—PFQZCAt,
onde ¢ ¢ a velocidade que o som alcanca no ar.

Desta forma, o navegante ou o piloto pode localizar sua posicao se ele receber sinal

de trés estacoes de radio localizadas em posicoes diferentes que podem ser representadas

por Fi, F5 e F3.

/

Figura 35 — Sistema de navegacao de LORAN

A cada par de estacoes, ou seja, a cada par de focos temos uma hipérbole que
abrange a posicao do navegante, estas hipérboles estao representadas na figura acima
pelas linhas nas cores preta, verde e vermelha. O ponto em que elas se intersectam é a
posicao exata dele. O exemplo a seguir apresenta uma situagao deste tipo, embora nao

seja necessario utilizar trés hipérboles, mas o objetivo é que a ideia seja representada.
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Um navio segue um curso paralelo a uma costa retilinea, a 100 km desta. O navio
emite um pedido de socorro, que é recebido pela Guarda Costeira na estagdo A e B,
localizadas a distancia de 200 km uma da outra, conforme figura. Medindo a diferenca
entre os instantes de recepcao dos sinais, constata-se que o navio esta 160 km mais proximo

de B do que de A. Onde esta o navio?

Figura 36 — Ilustracao 3

Solugao. Podemos considerar a situacao como um sistema de coordenadas, onde indicare-
mos y = 100 km, que é a distdncia que o navio estd da costa. Pela definicao de hipérbole,

diremos que

dy — dy = 160,

de modo que 160 é a diferenca, em quilometros, entre os receptores de sinais nas estagoes

A e B. De acordo com a equacgao 1.15, d; — dy = 2a, portanto
2a = 160
= a = 80.

Consideremos A e B como os focos. Sabendo que a distancia focal da hipérbole é

igual a 2¢, entao, como a distancia de A e B é 200 km, temos

¢ = 100.

Substituindo os valores de a e ¢ na equacao 1.16, temos
100% = 80* + b

= 10000 = 6400 + b

= b% = 10000 — 6400
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Dai, a equagao da hipérbole é:

Para y = 100, temos

x 100>
6400 3600
72 10000

~ 5100 3600

2
6400
= z% = 24177,78

=

=3,78

= z ~ 155, 5.

Portanto, o navio esta a aproximadamente 155,5 km da Guarda Costeira, ou seja, as

coordenadas do navio sao (155, 5;100).

Figura 37 — Esquema do problema

67
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3 Consideracoes Finais

As definigoes, aplicacoes e resultados apresentados neste trabalho, mostra-se como
uma base matematica que tém como objetivo aprofundar-se nos conceitos primordiais dos

estudos sobre as conicas.

Mostramos, em primeiro lugar, um resumo historico do surgimento das cOnicas
e falamos sobre alguns matematicos que contribuiram no desenvolvimento das mesmas.
O acontecimento que deu inicio a essa descoberta foi apresentado dando énfase ao local
e a situagao que foi vivenciada até obter os primeiros resultados. A duplicagdo do cubo
alavancou uma série de tentativas, acarretando alguns erros e acertos, até chegarmos nos
resultados atuais sobre as conicas. Apolonio destacou-se por estuda-las da forma mais
minuciosa até a época, dando uma nova “roupagem” ao método de obtencao das curvas,
além de nomed-las com os nomes pelos quais conhecemos cada uma delas na atualidade,

os quais sdo: parabola, elipse e hipérbole.

Utilizando o contexto atual destas curvas, apresentamos, para cada uma delas, a
definicao, os elementos, as equagoes que representam-nas e alguns exemplos. As curvas
cOnicas, de modo geral, compoem um conjunto de objetos matematicos extremamente

necessarios na formacgao dos alunos e até mesmo dos professores da area.

Se considerarmos as conicas em termos de aplicagdes, perceberemos que o seu uso
é frequente em varias areas e em diversas situagoes. Alguns casos, como os que foram
mostrados no trabalho, nos faz perceber que as pessoas tém uma certa necessidade destas
curvas, seja na construcao civil, astronomia e sistemas de navegacao, como foi mostrado,

ou em varios outros campos que nao foram apresentados nesse trabalho.

Fazendo uso de uma linguagem simples e clara, este trabalho podera ser utilizado
por alunos que estiverem tendo o primeiro contado com o assunto e que isso possa ser
feito levando em consideracao o fato de poderem buscar em outras referéncias, detalhes
que podem ser acrescentados e, facilmente, uma infinidade de aplica¢des que podem ser
estudadas a partir do que aqui foi mostrado. Além disso, para os alunos da graduacao,
esse estudo pode ser melhor entendido fazendo a relagao entre a parte conceitual e a

representagao geométrica. Utilizando softwares como o Geogebra (usado neste trabalho),
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é possivel usar as férmulas que foram apresentadas para uma melhor visualizacao das

mesias.

Vale lembrar que tudo o que foi mostrado neste trabalho se resume a um pequeno
estudo que pode se expandir e ir de encontro com outros assuntos mais avancados. Seria
possivel buscar muitas outras aplicagoes para acrescentas as ja mencionadas, entretanto,

que essa busca seja um estimulo para pesquisas futuras.
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