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Tudo o que esta ruim, pode piorar ainda mais, basta nao fazer nada.”
(S.R.Marks)



Resumo

O objetivo deste trabalho foi estudar alguns aspectos dos Processos Markovianos de
forma mais aprofundada do que aquela que é vista em geral em um curso de graduagao.
Um processo estocéstico {X(¢) : ¢ € T} é uma colegao de varidveis aleatérias, isto é,
para cada t € T, X (t) é uma variavel aleatéria. O conjunto 7" é chamado conjunto de
indices e o conjunto de todos os valores que as varidveis X (¢) pode assumir é chamado
espaco de estados do processo estocastico. Frequentemente, o indice ¢ é interpretado como
tempo ¢ ¢ por isso nos referimos a X (¢) como o estado do processo no tempo t. Dai, uma
maneira alternativa de se definir um processo estocastico é: um processo estocastico é uma
familia de variaveis aleatdrias que descreve a evolugao de algum processo fisico através do
tempo. Um aspecto importante nas situacoes praticas é o conhecimento sobre a estrutura
de dependéncia que ha entre as variaveis. O caso mais considerado é aquele em que as
variaveis sdo independentes. Isso facilita bastante operagoes envolvendo a verossimilhanca,
no entanto, muitas vezes tal estrutura nao é adequada. Aqui, o enfoque serd naqueles casos
em que se observa uma estrutura de dependéncia chamada de dependéncia de Markov.
Um processo estocastico é dito ser markoviano se, uma vez que se conhece o estado atual
do processo, os estados passados nao influenciam o futuro. Essa é a definicdo mais comum
de se encontrar na literatura e trata apenas daqueles casos em que a informacao mais
recente que se tem sobre o processo concentra “toda” informacao que o passado tem para
se conhecer o futuro. Mas essa definicao pode ser mais geral, considerando que nao apenas
a informacao mais recente, mas as k informagoes mais recentes influenciam no futuro do
processo. Esses modelos tem notavel importancia e amplo uso tedrico e pratico. No final
aplicou-se tal teoria em um conjunto de dados relacionado as altas e baixas da cotacao do

dolar no Brasil no comego deste ano.

Palavras-chaves: Processos Estocésticos; Processos Markovianos; Inferéncia Estatistica.



Abstract

The objective of this work was to study some aspects of the Markovian more in-depth than
that which is generally seen in an undergraduate course. A stochastic process { X (t) : t € T'}
is a collection of random variables, it implies, for each t € T', X (t) is a random variable.
The T set is called an indexes set and the set of all values which the variables can assume
is called states space from the stochastic process. Often, the set ¢ is interpreted as ¢
time for this reason we refer to X (¢) as one state in the ¢ time process. From that, an
alternative manner to define a stochastic process is: One stochastic process is a family of
random variables which describes the evolvement of a physic process through the time.
An important aspect in the practical situations is the knowledge about the dependence
of structure which exists between the variables. The most considered case is the one in
which the variables are independent. This greatly facilitates the operations involving the
verisimilitude, although many times this structure is not adequate. Here, the focus will
be on the cases in which it is possible to observe a dependence structure called Markov
dependence. A stochastic process it is recognized as Markovian once if it is knew the
actual state of the process, the previous states do not influence the future. This is the
most common definition to find in literature and treats only the cases in which the most
recent information obtained about the process. It groups “all” new information which the
past has, to know about the future. But this definition can be more general, considering
not only the most recent information, but the most recent information influence in the
future of the process. These models have notorious importance, a wide theoretical and
practical usage. At the ending this theory was applied in a data set making relation the

highs and lows of the Dollar cotation at the beginning of this year in Brazil.

Key-words: Stochastic Processes; Markovian Processes; Statistic Inference.
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1 Introducao

De modo geral, pode-se dizer que um processo estocastico é qualquer processo que
evolui de maneira aleatoria. Assim, é facil encontrar aplica¢oes dos processos estocasticos
em diversas areas de conhecimento, como por exemplo: a evolugao do indice diario da bolsa
de valores, o nimero de ligagoes recebidas por dia em uma central de teleatendimento ou
a quantidade de chuva registrada por més em determinada localidade. Além disso, esses
processos sao fundamentais para o estudo de Séries Temporais, que é uma area de notavel

importancia e de amplo uso tedrico e pratico.

Mais formalmente, um processo estocastico {X(¢t) : t € T} é uma colegao de
varidveis aleatérias, isto é, para cada t € T'; X(t) é uma varidvel aleatdria. Para que se
possa modelar conjuntamente essas variaveis, é necessario ter uma ideia sobre a estrutura
de dependéncia entre as variaveis. Aqui, o enfoque serd naqueles casos em que se observa
uma estrutura de dependéncia chamada de dependéncia de Markov. Um processo

estocastico {X,,,n > 0} é dito ser markoviano se para to < t; < «-+ < tp41
P( Xty = i, 0| Xty = g, Xty =ity 000y Xy = i) = P( X0y = i1, | X, = i1,

para qualquer escolha 7y, 4,,...,%, , em S e qualquer n. Isto quer dizer que, uma vez
que se conhece o estado atual do processo, os estados passados nao influenciam o futuro.
Essa é a definicao mais comum de se encontrar na literatura e trata apenas daqueles
casos em que a informacao mais recente que se tem sobre o processo concentra “toda”
informag@o que o passado tem para se conhecer o futuro. Mas essa definicdo pode ser
mais geral, considerando que nao apenas a informacao mais recente, mas as k informacoes
mais recentes influenciam no futuro do processo. Generalizando, um processo estocastico
{X,,n > 0} é dito ser markoviano de ordem k € N se para tg <t; < -+ < tp41

P(th = Ztn|XtO =g, Xty = Uty s ey Xppy = 7’tnfl) = P(th = 7’tn|th—k =ty g Kty = Ztnﬂ)?

para qualquer escolha iy,,7,,...,%,,, em S e qualquer n. Isto quer dizer que o estado

atual do processo ¢é influenciado pelas k observagoes mais recentes do processo.

Assim, a proposta deste trabalho foi estudar os processos markovianos, bem como
o processo de estimacao dos parametros e testes associados a avaliagao da adequabilidade
do modelo para um determinado conjunto de dados. Por fim, foi possivel propor uma

aplicacao a dados reais para reforcar os conceitos vistos.

Neste trabalho, foi feito um estudo da teoria de processos Markovianos, seus
principais aspectos estao na fundamentagao tedrica. Depois aplicou-se tal teoria em um
conjunto de dados relacionado as altas e baixas da cotagao do délar no Brasil no comeco
deste ano. Com o objetivo de estimar os parametros do modelo e avaliar se o modelo de

cadeias de Markov ¢ um modelo adequado para este conjunto de dados.
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2 Fundamentacao Tedrica

Este trabalho tem carater predominantemente teérico. Grande parte da fundamen-
tagao tedrica foi baseada no livro Bhat e Miller (2002). Foram usados como referéncias
complementares Hoel, Port e Stone (1972), Karlin e Taylor (1975), Ross (1996), Brémaud
(1999), Ross (2007), Stewart (2009). A scguir, serao apresentados alguns dos principais

topicos estudado neste trabalho.

2.1 Processos estocasticos

Um processo estocastico { X (¢) : t € T'} é uma colegao de varidveis aleatérias, isto
é, para cada t € T\, X (t) é uma varidvel aleatéria. O conjunto 7" é chamado de conjunto de
indices. O conjunto de todos os valores que as varidveis X (¢) pode assumir serd chamado
espaco de estados do processo estocastico e denotaremos por S. Frequentemente, o indice
t ¢é interpretado como tempo t e por isso nos referimos a X (¢) como o estado do processo
no tempo t. Dai, uma maneira alternativa de se definir um processo estocastico é: um
processo estocéastico é uma familia de varidveis aleatorias que descreve a evolugiao de algum

processo fisico através do tempo.

Seja {X(t) : t € T'} um processo estocastico com espago de estados S e conjunto de
indices T'. Se S for enumeravel, o processo é dito discreto ou a valores inteiros (do inglés
integer-valued). Se S é um intervalo da reta (ou o préprio R) entao tem-se um processo a
valores reais (do inglés real-valued). Se o conjunto de indices T' for enumerével, entao diz-se
que o processo é a tempo discreto e, em geral, considera-se T' = {0, 1,2, ...} e usaremos
{X(n),n > 0} no lugar de {X(t) : t € T}. Se T' = [0,00), X (t) é dito um processo a

tempo continuo.

Em situagoes praticas, ha interesse em se calcular P(Xy = zg, X1 = 21, ..., X;, = xy,),
que é a funcao de verossimilhanca da amostra xg, z1, ..., x,, € que é usada, por exemplo,
para estimarmos os parametros do modelo. Para calcular tal quantidade, é importante
que saibamos qual é a estrutura de dependéncia que ha entre as varidveis. O caso mais
considerado na teoria estatistica é aquele em que as varidveis sao independentes. No
entanto, muitas vezes tal estrutura nao é adequada. Aqui, o enfoque sera naqueles casos

em que sc observa uma estrutura de dependéncia chamada de dependéncia de Markov.

Definigao 2.1 Um processo estocdstico {X,,n > 0} é dito ser Markoviano (de ordem 1)

se para to <t; < .. <Tpy1

P( Xty = b1, 1 | Xy = 19, Xoy = iy, 0, X, = lin) = P( X,y = 0,0 | Xe, = 01,),

n
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para qualquer escolha iy, 1, , em S e qualquer n. Isto quer dizer que, uma vez que

vy Ztn+1
conhecemos o estado atual do processo, os estados passados ndao influenciam o futuro.

Ha diversas generalizacoes dessa dependéncia. Por exemplo, um processo estocastico
{X,,n > 0} é dito ser markoviano de ordem k se para ty < ty... < t,41

P(th = Z2&,1|AX250 = Zthh = Uty "'7th—1 = Ztn—l) = P(th = Ztn|th—k = Uy g> "'7th—1 = Ztn—1)7

para qualquer escolha 7y, %, ..., %, , em S e qualquer n. Isto quer dizer que o estado atual
da cadeia é influenciado pelas k observagoes mais recentes do processo. Se um processo
estocdstico é markoviano e seu espago de estados (S) é discreto, entao o processo é dito

ser uma cadeia de Markov.

2.2 Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov é um processo estocastico com espaco de estados discreto.
Se o conjunto de indices for um conjunto enumeravel, entdo temos uma cadeia de Markov
a tempo discreto, caso contrario, temos uma cadeia de Markov a tempo continuo. Frequen-
temente, nos referimos as cadeias de Markov a tempo discreto de ordem 1 simplesmente

por cadeia de Markov.

Defini¢ao 2.2 Um processo {X,, : n > 0} assumindo valores em um conjunto S é uma
cadeia de Markov (de ordem 1) se dado estado presente do processo, o futuro nao é

influenciado pelo passado, ou seja,

P(Xn_;’_l — in+1|X0 — iO,Xl — 7:1, "'7XTL — Zn) — P(Xn+1 — in+1|Xn — Z'I‘L)

Geralmente consideremos apenas cadeias de Markov que sdo homogéneas no tempo.

Dizemos ainda que uma cadeia de Markov é homogénea no tempo se
para qualquer n > 0.

A probabilidade dada pela Equagao (2.1) pode ser chamada de probabilidade de

transicdo a um passo da cadeia e para facilitar a notacao usaremos
P(Xyp1 = j| Xy =) = P(Xq = j|Xo = i) = P(1,)),

ao que diremos a probabilidade de ir do estado ¢ ao estado j em um passo. Nota-se que o
termo passo refere-se ao intervalo de tempo entre as observagoes. Em outras palavras, se
a cadeia de Markov estd no estado i no tempo n, ela tem probabilidade P(i, j) de estar
em j no préximo passo, e isso justifica o fato de as quantidades P(7, j) serem chamadas

probabilidades de transicao a um passo da cadeia.
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Quando temos uma cadeia que é homogénea no tempo, podemos representar suas

probabilidades de transi¢ao matricialmente, na forma

Poo Por Poz
P=|P,|l|=| Po Pu P
Neste caso, P = ||P;;|| ¢ a matriz de transicao a um passo da cadeia, ou simples-

mente matriz de transicao da cadeia. Observa-se que todas as entradas da matriz sdo nao
negativas e que a soma dos elementos de cada linha deve ser igual a 1. A notagao ||P;]

significa que estamos usando todos os elementos da matriz P;;.

Para estudar a evolucao da cadeia é necessario conhecer a sua func¢ao de transicao
e também sabermos as chances associadas ao inicio da cadeia, ou seja, precisamos modelar

0 inicio, o X, da cadeia.

Defini¢ao 2.3 A funcao mo(i),i € S, definida por

¢ chamada distribuicao inicial da cadeia e € tal que

7T0(i> Z 0 1€ S,

> moli) = 1.

i€S

A distribuicao inicial de uma cadeia é simplesmente a fun¢ao de probabilidade do
seu estado inicial Xj. Frequentemente, apresentamos a distribuicao inicial da cadeia na

forma de um vetor:
o — [71'0(0),7'(’0(1),71’0(2), ]

Teorema 2.1 A distribuicio conjunta de Xy, X1, ..., X, pode ser expressa em termos da

fungdo de transicdo e da distribuicdo inicial da sequinte maneira:

P(Xo =20, X1 = 21, ..., Xy = ) = To(T0) X P(wg,21) X P(x1,29) X ... X P(Tp1, 7).

A ideia da demonstragao é usar o fato de que

P(Xo =0, X1 = 21,..., Xy = ) = P(Xy, = 2| X = w0, Xi = 21, ..., Xy = 2p21)
X P(Xn—l = $n—1|X0 =20, X1 =21, ..., Xy 2 = 33n-2)
X ... X P(Xl = IllX() = ZE())P(X() = CC()).
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Definicao 2.4 A funcdio de transicio a m passos da cadeia € definida como
Pm(zaj):P(Xm:j|X0:7’)7 i,jES,

que € a probabilidade da cadeia ir de um estado i a um estado j em m passos.

Assim como fizemos com a fungao de transicdo a um passo, a funcao de transigao

a m passos serd representada na forma de uma matriz como

m = ||PI|| = Pw P<m> Py

Uma forma alternativa de se calcular as probabilidades de transicdo a m passos é usar as
equagoes de Chapman-Kolmogorov que sao
PG ) =30 P (i, 2) PM (2, §), Vmmn>0 e Vi,jeS. (2.2)
z€S
Probabilisticamente a equacdao de Chapman-Kolmogorov diz que, para a cadeia
fazer uma transicdo em m + n passos do estado 7 para o j, ela precisa fazer uma transicao

em m etapas para algum estado z seguida de uma outra transi¢do em n etapas do estado

z para o estado j.

As probabilidades P(m+") podem ser obtidas por meio do produto de matrizes

das probabilidades de transicio em m e n etapas respectivamente. Isto é P(m+7) = pmp®)

P(Xm-i-n = ]|XO — 7)

Prova: P = P(Xpyn = j|Xo = 1) = PXo=1) (1)
P(Xm-l-n:ﬂXO:i) = ZP m+n — Xm:Z)XO:i)
z€S
= Y P(Xo=1)P(Xn = 2|Xo =) P(Xopin = J, Xo = i, X, = 2)
z€S
= P(Xo=1)) P(Xn = 2Xo=1)P(Xpin = j, Xpn = 2)
z€S
= P(Xo=14)>. PrrL  (2)
z€S

Substituindo (2) em (1):

P(Xo=1) Y PIP]

plmtn) z€8 =N pmpr v >0 Vi jeSs.
i P(Xo = 1) ;S 7 = e

Uma consequéncia importante das equacoes de Chapman-Kolmogorov é que P(™) =

P™, ou seja, a matriz de transicao a m passos da cadeia é igual a m-ésima poténcia da
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matriz de transicao a um passo. Para ver que isso é verdade, basta usar inducao matematica.

Veja que se definimos m = 1,n = 1 na equagao (2.2) temos
@ _
Pz‘j - Z -Piszj-
z€S

Claramente Pi(jz) é a matriz produto P.P = P2. Baseado neste resultado, por

inducao assumimos que

se agora fixamos m = m — 1,n = 1 na equagao (2.2), temos

(m) _ (m—1)
Pij - Z Piz PZJ?
z€S

que agora pode ser visto como o (i, j)-ésimo elemento da matriz produto P™ = P™~ 1P,

que prova que P(™ = P,

2.2.1 Classificacao dos estados

Definigao 2.5 Dizemos que o estado j é acessivel a partir do estado i se P, (i,j) > 0

para algum m > 0. Para dizer que j € acessivel a partir de i, usaremos a notagio i — j.

Isto implica que o estado j é acessivel a partir do estado 7 se, e somente se,
comecando em 7, é possivel que o processo, em um numero finito de passos, chegue no

estado j.

Definigao 2.6 Se dois estados i e j sao acessiveis um a partir do outro entdo dizemos

que i e j se comunicam e denotaremos i <+ j.

Uma consequéncia das definigoes (2.5) e (2.6) e que a relagdo de comunicacao define

uma relagao de equivaléncia isto é:

1. Reflexibilidade. 7 < i, pois

1 se 7 =
Py =0; = { . .
0 se 1= #

2. Simetria. Se ¢ <> j, implica que, j > 7.

3. Transitividade. Se i <> j e j <> 2, entao i <> 2.
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Essa relacao de equivaléncia divide o espago de estados em classes de equivaléncia. E assim,
se dois estados se comunicam, entao eles pertencem a mesma classe. E: como temos uma

relacdo de equivaléncia, se tivermos duas classes, elas serdo ou disjuntas ou idénticas.

Definigao 2.7 Uma cadeia de Markov é dita ser irredutivel se todos os seus estados

pertence a uma mesma classe de equivaléncia ou seja se todos os seus estados se comunicam

entre si.
Seja
A = PlXy =i X, #i(r = 1,2, .om = 1)] X, = i]
¢ o0
* (m)
fa=>fi"
m=1

Logo, fi(im) é a probabilidade de que comecando no estado i, o processo retorne a ¢ pela
primeira vez em m passos e fj; é a probabilidade que comegando no estado ¢, o processo

retorne ao estado ¢ em algum tempo f.

Definicao 2.8 Um estado i € dito recorrente se f; = 1. Se f% <1, é chamado transiente

ou transitorio.

Teorema 2.2 Um estado i € recorrente ou transiente de acordo com que,

o0

Z P — oo ou < o0.

(23
m=1

Uma consequéncia deste teorema é que ele sera usado para obter as seguintes propriedades.

Teorema 2.3 Se i <> j se o estado i e recorrente, entao j também € recorrente. (ou seja

a propriedade de ser recorrente é uma propriedade de classe).

Definigao 2.9 Um estado i é dito ser absorvente se e somente se Py; = 1. Ou seja, depois

que a cadeia entra nele ndo conseque mais Sair.

Definigao 2.10 Se C' C S é um conjunto finito fechado irredutivel de estados, entao todo

estado de C' é recorrente.

Uma consequéncia dos resultados acima é que os estados recorrentes sao os estados
em que a cadeia visita infinitas vezes enquanto para os estados transitorios sempre existir
um instante de tempo a partir do qual a cadeia nunca mais volta neles. Como resultado
disto, uma cadeia de Markov com espaco de estados finito tem que possuir pelo menos um
estado recorrente. Além disso se a cadeia tiver espaco de estados finito e for irredutivel,

entao todos os seus estados sao recorrentes.
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Definicao 2.11 Seja @ um estado recorrente. Se comecando em i, o tempo esperado até
que o processo retorne a 1 for finito, i é dito recorrente positivo. Caso contrdrio, o estado 1

¢ dito recorrente nulo.

Em uma cadeia de Markov com espaco de estados finito, todos os estados recorrentes
sao recorrentes positivos. Além disso se ¢ <> j e 7 é recorrente positivo, entao j também é

recorrente positivo.

Definigao 2.12 Seja i € S um estado da cadeia de Markov tal que P™(i,i) > 0 para
algum m > 1. Definimos seu periodo d; como o maximo divisor comum de todos os inteiros
m tais que P™(i,i) > 0. Isto é,

d; = mde{m >1: P™(i,i) > 0}.

Entao diremos que:
1. Se P(i,i) > 0, entdo d; = 1.
2. Se d; =d > 1, entao dizemos que o estado tem periodo d.
3. Se d; =1, entdo o estado é aperiodico.

4. Se i < j, seque que d; = d;.
Definicao 2.13 Um estado @ € dito ergodico se ele é aperiddico e recorrente positivo.

Na classificagdo dos estados, vimos que ha trés tarefas principais:

1. Identificagdo de classes de equivaléncia irredutiveis.
2. Classificagao das classes de equivaléncia como sendo recorrente ou transitoria.

3. Determinacao do periodo para cada classe.

2.2.2 Representacao canonica da matriz de probabilidade de transicao

Segundo Bhat e Miller (2002), o primeiro procedimento é reorganizar a matriz de
transicao P de modo que todos os estados que pertencem a mesma classe de equivaléncia,
sao posicionadas continuamente. Em seguida, organizar estas classes de equivaléncia de
tal manecira que o processo pode ir de um dado estado para outro na mesma ou em uma
classe precedente, mas nao a um estado em uma classe seguinte. Isto é feito colocando as
classes recorrentes antes das transitorias na hierarquia. Se houver mais do que uma classe

transiente, que podem ser dispostos com a mesma restricao.

Sejam Cq, Ca, ..., Ci, Criq, ..., C, as classes de equivaléncia onde Cy, Cs, ..., Cy sdo

recorrentes e Cyy1, ..., C,, sdo transitérias. A matriz de probabilidades de transi¢cao pode
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ser representada da seguinte forma:

_ b, .
P, O
p—| O ,
Ryt Ritiz2 - Ripix Qun
| R R ... Ru Rupnn oo Q|

sendo que Py, Py, ..., Pr, Qriq, ..., Q, sdo as submatrizes de probabilidades de transi¢oes
correspondentes as classes de equivaléncia e R; ; ¢ a submatriz que d4 as probabilidades
de transicao de uma classe de equivaléncia para as classes anteriores. As regices com 0
consistem inteiramente de zeros. A matriz de probabilidades de transicao disposta desta

maneira é dito estar na forma candnica.

Portanto se consideremos uma cadeia de Markov finita o procedimento é reorganizar
a matriz de transicdo P de modo que os P estados recorrentes e QQ estados transientes
sejam agrupados de modo a se criar uma matriz da forma que se convencionou chamar

forma canonica. A matriz P na sua forma canénica tem a seguinte forma:

P, 0
R Q

P : submatriz com probabilidades de transi¢ao entre os estados recorrentes para os seus
elementos. Alguns desses estados recorrentes pode até ser absorvente.

Q : representa os elementos da submatriz de probabilidades de transi¢ao entre os estados
transitorios.

R : submatriz cujos elementos sdo as probabilidades de transicao de um sé passo a partir
de Q estados transientes para os estados recorrentes.

0 : a submatriz com regides que consistem inteiramente de zeros.

Vimos que P™(i,j) é a probabilidade da cadeia ir de um estado i a um estado j

em m passos. Neste caso podemos representar P™ na forma canonica da seguinte maneira.

m_ | PI" 0
R’ﬂl Qm
Tomando limite quando m — oo temos,
P 0
lim P = | !

Das trés submatrizes P{°, R € Q. Q> pode ser demonstrado ser uma matriz

nula, como indicado no seguinte teorema.
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Teorema 2.4 Numa cadeia de Markov finita, como o numero de passos tende para o
infinito, a probabilidade de que o processo esteja em um estado transiente tende para zero,

independentemente do estado em que o processo comega.

De acordo com o Teorema 2.4 observa-se que, este é um resultado bastante intuitivo,
porque os elementos da submatriz Q representam probabilidades de transicao entre
os estados transitorios. A propriedade de transitoriedade de um estado implica que,
eventualmente, o processo nao vai voltar a ele. Por consequéncia, na presenca de um estado
recorrente acessivel a partir de um estado transitério, claramente o processo vai acabar
no recorrente, em vez de no estado transitério. Usando este argumento para cada um
dos estados, correspondente aos elementos de Q. Logo, conclui-se que quando m — oo a
cadeia de Markov nao ira executar a transicao entre os estados transitérios, mas teria se

mudado para uma das classes recorrentes.

Corolario 2.1 Sei e j sdo estados transitérios entio P (i,j) — 0 geometricamente.

Corolario 2.2 Em uma cadeia de Markov finita, nem todos os estados podem ser transi-

ente.

Este resultado decorre diretamente do Teorema (2.4) quando observamos que em

uma cadeia de Markov de S-estados
S
S PM=1 Vm
j=1

2.2.3 Cadeias de Markov finitas com estados transitdrios

Aqui o principal interesse é o comportamento da cadeia principal na presencga dos
estados transitérios. Consideremos uma cadeia de Markov finita com uma classe transitoria
e um conjunto de estados recorrentes que podem ser agrupados em uma ou mais classes
de equivaléncia. Uma maneira conveniente de representar a matriz de probabilidades de

transicao é a forma canonica descrito anteriormente.

Seja a cadeia de Markov de S-estados consistem em 7 estados recorrentes e (S — r)
estados transitorios com este ltimo pertencente a uma tnica classe de equivaléncia. Seja
T o conjunto desses estados transitorios e T¢ o conjunto de estados recorrentes. A matriz

de probabilidade de transicao P agora pode ser apresentada sob a forma

P, 0
R Q

onde Py érxr, Ré(s—r)xreQé(s—r)x(s—r).

Y
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Estamos interessados em responder a algumas das perguntas a seguir: Dado que
0 processo comeca no estado transitério i. Qual é o nimero esperado de visitas a outro
estado transitério j antes que eventualmente entre em um estado recorrente? Qual é a
variancia desse nimero de visitas? Qual é a média e a varidncia do nimero de passos
necessarios para deixar a classe transiente por completo? Comecando no estado ¢ € T' qual

a probabilidade de eventualmente, entrar em um estado recorrente 57

2.2.4 A matriz fundamental

A matriz M = (I — Q)~! desempenha um papel 1til na determinacao das médias e
variancias mencionados acima. Chamaremos M de matriz fundamental. A existéncia da

inversa da matriz I — Q é estabelecida no teorema abaixo.

Teorema 2.5 A inversa (I — Q)™! existe, e além disso

(I—Q)‘1:I+Q+Q2+...=§:QT. (2.3)
r=0

Demonstracgao: por multiplicagao direta tem-se
I-QI+Q+Q +..+Q" ) =I-Q™  pois, (2.4)
[-Q+Q-Q°+Q"-Q°+Q*+..-Q"'+Q" ' -Q"=1-Q",

pelo Teorema (2.4) e corolario 2.1, Q™ converge a uma matriz com elementos zero. Portanto
o determinante

I-Qm —1, quando m — oo

Portanto para m suficientemente grande, [I — Q™| # 0 onde,

I-QII+Q+Q°+..+Q™ ' #0,

de onde |I — Q| # 0 ou seja I — Q tem inversa. Agora multiplicando ambos os lados da

equacao (2.4) por (I—Q)~! tem-se,

I+Q+Q°+..+Q™"'=1-Q)'T-Q™),

tomando limite quando m — oo temos

I+Q+Q*+..=(I-Q)..

Vamos agora tentar responder as perguntas feitas anteriormente. Todos os resultados sao
dados em termos da matriz M = (I — Q).

Seja N;;(i,j € T') a varidvel aleatéria que denota o nimero de vezes que o processo
visita j antes que, eventualmente entre em um estado recorrente, dado que o processo

comega no estado i. Seja y;; = E[Ny;].
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Teorema 2.6
|| sl | = M parai,j € T.
Demonstracao: Inicialmente, a cadeia de Markov estd em um estado ¢ € T'. Se em um

passo entra em um estado recorrente (com probabilidade Z Py;), o nimero de visitas a j

keTe
¢ zero, a menos que j = 4. Se 0;; ¢ a fungao Kronecker tal que 6;; = 1sei=jec0sei# 7,

podemos escrever NN;; = §;; com probabilidade Z P;;.. Por outro lado, suponha que a
keTe
cadeia de Markov move-se para um estado k € T' no primeiro passo (com probabilidade

Py). A partir dessa posicdo em diante, o nimero de visitas a j é Nj;. No entanto, se i = j,

o numero total de visitas a j seria Nj; + d;;. Assim, temos

ij com probabilidade Z Py
N — keTe
() 1.
Nij + 0ij com probabilidade Z Py
keT
logo,
E(Ny) = > Pudij+ Y PuE(Nyj +d55)
keTe keT
= Z Pigpu + Z Pirdij + Z Py
keT keTe keT
= > P+ | > P+ Pa
KeT keTe keT
que da

Hij = Oz + Z Pikprs,
keT

usando todos os elementos da matriz |||, temos

izl = T+ Qlfpsl
21| — Qg I
T sl — Q|| I
(I — Q)I[psll L

Multiplicando ambos os lados por (I — Q)~* tem-se

|kl = (I-Q)™" = M.

Ou seja M = (I—-Q)~! é o ntimero médio de vezes que o processo visita o estado transitério

7 antes de entrar numa classe recorrente, dado que o processo comecou no estado .

Teorema 2.7

lo55]l = M(2Mp —I) — M,

i,j €T
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Demonstragao: por definigio seja o7; = V(IV;;) entdo
V(Ny;) = E(N}) — [E(Ny)).
A partir do Teorema (2.6) fica claro que
I[E(N3)*[] = M.

Assumindo que E (ij) é finita vamos proceder da mesma forma que antes

5% com probabilidade Y Py

N2 = keTe
(Nij + 6i5)? com probabilidade Y P,

kET

E(ij) = > Pik5i2j + > PiuE(Nij + 6;5)°

keTe keT
= Y Pudj; + Y PyBE(N}; + 2Ny;o; +6;;)
keTe keT
= Y Pyl + Y PuBE(NF)+2) PuE(Ny)di+ Y Pud;,
keTe keT keT keT
=Y PyBE(NG) +2Y " PuE(Nigj)oy + 05 | > P+ D Pa
keT keT keTe keT
= > PaB(Nyj) +2 ) PiE(Nyj)dij + 6.
keT keT
Usando todos os elementos da matriz ||| tem-se
IE(NHI = QIENE)|+2(QM)p +1

IE(NG)I = QIEWNS)| = 2(QM)p +1.
Mas nota-se que

QM = QI+Q+Q*+Q°+..)

= Q+Q*+Q’+
= M-1
e
QM)p = M-I)p
— Mp+1,
entao

I-QIEWHII = 2(Mp-T) +1.
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Multiplicando ambos os lados por (I — Q)~! isto d4

IEWNDI = I-Q) '[2(Mp —1I) +1]
= M[(2(Mp —1I)+1].

Portanto
o2l =M[2Mp —I)+I - M,  i,jeT.
Seja N; = Z N;j a varidvel aleatdria que indica o nimero total de passos passados em
estados tra]nesfpitérios antes de entrar em um estado recorrente.
Usando os resultados obtidos pelos teoremas (2.6) e (2.7) podemos obter média e

varidncia de N;(i € T'). Por definicao,

M, = | 2wl
JET
Um vetor coluna, cujo k-ésimo componente é a soma dos elementos da k-ésima linha de

M, e
M,z = |3 pi)’l-

Jje€T

Um vetor coluna cujo k-ésimo componente ¢ o quadrado do k-ésimo componente em M,

Teorema 2.8
IE(V)[ =M, €T

Demonstracao: claramente

E(N;) = E(}_ Ny)
jeT
= Y E(Ny;) usando todos os elementos ||| tem-se
jer
IEWNI = 11D psll
jeT
~ M,

Teorema 2.9
[|[V(Ny)|| = (2M — I)Mp — M.

Demonstragao: procedendo como no Teorema (2.6), temos

E(N}) =Y Ppx 1+ PyE(N; + 1)

keTe keT
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Note que uma vez que estamos interessados no ntimero total de passos no lugar de 9d;;

temos »  8;; = 1. Temos
keT

E(N?) = Y Py+> PiE(Ny+1)

keTe keT

= > Py+ > PpE(N?+2N; +1)
keTe keT

= Y Pyp+ > PyEN})+2> PyE(Ny)+ Y Py
keTe keT keT keT

= Y PyE(N})+2> PyE(Ny)+1  Dando
keT keT

IE(N)II = QIIE(N?)[| +2QM, + ¢,

em que € é um vetor coluna que consiste de apenas 1’s. Logo

IEWNDI = QIEWN)II = 2QM, +¢
I-QIEWNHI = 2QM, +e¢
IE(N?) = (I-Q)"'[2QM,, +¢]
= 2MQM,+M,

— 2(M—-1)M, +M,
— 2MM, —2M, + M,
— 2MM, - M,

— 2M—-1)M,.

Procedendo como no Teorema, (2.8) tem-se que

I[N = Mz,

p

entao a variancia de N; é

VNI = NIEWN)I = NEN)P
- M -T)M, — M,..

Agora considere fi(jm) como sendo a probabilidade de que comegando a partir do
estado transitorio ¢, o processo entre em um estado recorrente j em m passos. Nota-se que,
quando i € T'e j € T , a transi¢do j — 4 nao sera possivel. O nimero de passos N;; ¢, de
fato, o tempo necessério para uma primeira passagem de transicao ¢ — j. Se definimos Tj;

.y ;. (m) . . .~
para representar esta variavel aleatéria, podemos escrever f;;", como a sua distribuicao
dada por

P(Ty=m)=f", ieT, jeT"

2

Seja
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A probabilidade de uma eventual passagem para j. Em notacao matricial também temos
que
FO =I5 e F=lfyll

Teorema 2.10
Fm™ =Q™ 'R ¢ F=MR.

Demonstracao: tem-se que

=P, i€l jere

2

0 = 3 P,

keT
que é
FU =R

F™ = QFm—Y,

que em iteragao com m = 1,2, ..., dando
F™ = QmVR.
Também

F = Z F(m)

m=1

= R+ ZQ(m DR

m=2
= I+Q+Q*+.. R
= MR.

Esta completa a demonstragao.

Corolario 2.3 Seja R; a j-ésima coluna de R. Entao a probabilidade que comegando em

um estado qualquer i € T', o processo entre em um estado j,j € T, € dado por MR;.

2.3 Cadeias de Markov irredutiveis com estados ergodicos

Foi visto anteriormente que, quando uma cadeia de Markov é irredutivel e aperiodica
e recorrente positiva, é ergddica no sentido de que o seu comportamento limite pode ser

determinado como um conjunto de médias ou como um tempo médio.
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2.3.1 Comportamento transiente

Usando as equagoes de Chapmam-kolmogorov foi mostrado que as probabilidades

de transicoes em m-passos P,;(jm)

de probabilidade de transicao P. Porém solucoes analiticas estao disponiveis em alguns

sao obtidas como elementos da enésima poténcia da matriz

casos especiais. Portanto, com o avanco da computacgao que, fez com que a multiplicagao
de matrizes fosse realizavel, este procedimento parece fornecer a solugao mais eficiente.
Uma vantagem da multiplicacdo de matrizes na determinacao das probabilidades de Pz-jm)
¢é que ela pode ser aplicada sempre sem estabelecer classes de equivaléncia. Mas observa-se,

a unica informacao que é a magnitude de Pi(]m)

, mas nao outras propriedades da cadeia de
Markov que pode derivar a partir da classificacao de estados. Sao dado a seguir dois casos

especiais onde solucgoes analiticas estao disponiveis na determinagao de P,L-(]-m).

2.3.2 Cadeias de Markov de dois estados

Cadeias de Markov de dois estados é simples de conceituar e apropriado como
um modelo matematico quando ha apenas dois resultados ou modelo iniciador como em
situagoes mais gerais. Estas cadeias sao bastantes titeis para modelar sistemas que alternam
entre dois estados como por exemplo ON ou OFF. Seja os dois estados, 0 e 1 e suponha

que a matriz de probabilidade de transicao P ¢é dada por

1—a a
b 1-0b

P= 0<a, b<1.

Y

Para as probabilidades de transicao em m passos, expressoes explicitas sao dadas, como

o[ R R
- P(m) P(m) ’
10
b (I—a-=0b"" a (I—a—-0bm
a J—
a+b a+b a+b a+b

b _b(l—a—b)m a +b(1—a—b)"’
a+b a+b a+b a+b
Demonstragao: usando as equagoes de Chapman-Kolmogorov, temos

P" =P"'P

Poo  Por
PlO Pll

P — (2.5)

m—1 m—
Py Py
Py P
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logo
Pr =PV Po+ PV Py
=Ry —a)+ (1= P50
— g anfy ) 0 ny
=b+(1—a—b)Ry"

COIIlP()O:l—(Z

Fazendo, P = (1 — a — b)™ Dy, temos

Pogz(l—a—b)oyl#Pgozylz(l—a) e

Pl =b+(1—a—bPyY
(1—a—b)"Vy, =b+(1—a—0b)(1—a—b)"2y, ,
(1= a =By = (1 —a— Dy b

b
ym_ym—1+(1_a_b)m_1
Ou seja,
b
yz—yl+m
b
?JB—y2+m
b
ym_ym_l+(1—a—b)m—1
Donde
b
yz+y3+"‘+ym—yl+m+y2+m+'“+ym—1+
=y +b L !
Ym =TT =0 —p) 1—a—bmT
r 1 ( 1 m—1
1 B 1—a—b>
= (] —
=t ey T T
_ M=o
_1 1
(1 —a—0bm1
=(1-— b
(1-a)+ (I1—a—-b)—1
7 1
=(l—a)+ b —1

b

(1 —a—0b)mt
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Consequentemente
4| =a)(a+b)—0b b 1
P?=(1—a—-5bm 1 (
o= (1—a—b) [ a+b +(0L—|—b)X(l—a—b)m_l
l—a—0) b 1
=(1—q-— m—1 Cl(
(1—-a-b) l a+b +(a+b)x(1—a—b)m—1]

a(l—a—b)m+ b
a+b a+b

Para Pj} tem-se que,
Py =Py Py + PPy
= (1- P Va+ P V(1 -0b)
=aq— P Vg pr=t _ plm=hy
=a+(1—a-— b)Pl(I"’_l),

pois Py = 1 —b. Fazendo, P = (1 — a — b)(™ Dy, obtemos

PH:(1—a—b)0y1:>P11=y1=(1—b) e

Pi=a+(1—a-bPy "
1—a—-b)m Yy, =a+(1-—a—-b)(1—a—b"Dy,_,
1—a—-b)m Yy, =1—-a-0)"Yy,. 1 +a

a
Ou seja,

a

=y 4 —

Y2 = Y1 (1—a—b)1
a

Y3 = Y2 + m

a
Ym = Ym—1 + (1 —q— b)m_l

|
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Dessa forma, segue que

a a a
yz+y3+"'+ym—y1+m+y2+m+'“+ym—1+(1_a_b)m_1
=y + L !
L N — 1—a_b)m?
B 1 m—1
- (==
1 1—a—b>
:1—
e [ A I —
i (1—a-0»)
i 1
1_(1—a—b)m_1
—(1—b
( ) ta (I1—a—-b)—1

logo
m _ mo1 |(L=0)(a+b)—a a 1
Pl=(1-a-b) [ b +(a+b)x(1—a—b)m—1]
_ m—1 b(l_a_b) a 1
=(1—a—0b) [ - +(a+b)x(1—a—b)m—1]

b(l—a—b)m+ a
a+b a+b

Usando a propriedade complementar encontramos as probabilidades de transi¢oes Fj} e

Pp, isto é

Pyl =1- Py
b a(l—a—0b)™
:]_—
la+b+ a+b 1
~a _all—a—=b)"
Ca+b a+b
Py =1—- P

a b(l—a—0b)m
:]_—
la+b+ a+b ]
b _b(l—a—b)m_
a+b a+b

Esta completa a demonstragao, para a e b nao simultaneamente zero.

2.3.3 O método de autovalor para cadeias de Markov finitas irredutiveis

Se P é uma matriz m x m, os autovalores de P sdo aqueles nimeros A para o qual
a equacao caracteristica.
PX = \X.
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Tem uma solugdo X # 0. O vetor coluna X é chamado de autovetor direito pertencente ao
autovalor A\. De modo analogo, defini-se um vetor linha Y como um autovetor esquerdo

pertencente ao autovalor A se existir Y # 0 tal que.
YP =)Y.
Logo, notar-se que os autovalores sao obtidos resolvendo a equacao determinante.
A\ — P| =0.
Além do mais, quando os m autovalores de P sao todos distintos, podemos obter

m autovetores direitos linearmente independentes e m autovetores esquerdos linearmente

independentes pertencentes a esses autovalores distintos.

Seja Q a matriz nao singular (X4, ..., X,,), onde X; é o autovetor direito (coluna)

pertencente ao autovalor \;, (i = 1,2, ...,m). Entao podemos escrever

de modo que
PQ=QA
e
Q 'PQ=A, (2.6)
Em que A ¢é a matriz diagonal
A1 0
A= &
0 Am
Quando realizamos (2.6) a matriz P é dita ser diagonalizavel. Verifica-se imediatamente
que se tem
P = QAQ™
P? = (QAQ)(QAQY) =QA’Q™!
Pm — QAmQ_l,
Onde i i
AT 0
)\m
A" = ’
| 0 Am |

Este método d4 uma forma conveniente para P™ para fins computacionais. Os

varios passos desse processo pode ser resumido como segue:
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1. Determinar os autovalores da matriz de probabilidade de transicao P resolvendo o

determinante da equacao
AL —P|.

se os autovalores \;(i = 1,2,...,m) sao distintos proceder, caso contrario para.

(consulte livros avancados sobre o assunto)

2. Se As sao distintos, obter o vetor coluna m (X;, Xa, ..., X,,,) correspondente aos m

autovalores por resolver a equacao do tipo PX = AX. Assim determine

Q = ||X17X27 >Xm||

3. Obter Q. Isso também pode ser determinado resolvendo a equacio do tipo YP =

AY, mas em seguida, o multiplicativo constante deve ser escolhido de modo a tornar
QQ ' =1
4. Obter P™ a partir da relacao
P" =QA"Q L.

2.3.4 Medida invariante

Muitas vezes estamos interessados no comportamento de um processo de Markov

apo6s um longo periodo de tempo, particularmente se esse comportamento se “estabiliza”

probabilisticamente. As propriedades de uma cadeia de Markov apds de muitas transicoes

estao relacionadas com a nocao de distribuicao invariante.

Definicao 2.14 Seja {X,, n > 0} uma cadeia de Markov irredutivel com os estados

ergddicos, as probabilidades limitantes {m;}5°, satisfazem as equagoes
T =Y mbPy, j=0,1,2, ... (2.7)

Zﬂ-ﬁi =1,

onde 7 foi denominada de medida invariante para a cadeia de Markov.

Em notacao matricial
T = 7P, (2.8)

onde P é a matriz de transicao da cadeia e m = (m(), (1), T(2), ...). A distribuicao obtida é

invariante.
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(o0}
Teorema 2.11 Se w é uma distribuicio invariante, entao m; = ZmPijm), m > 1.
i=0

Demonstracao:
[e.e]
mo= > mPy
i=0

o= > miPup=>Y_mY P;Py=> mP;
j i=0 J @

ST R o SR S
J i=0 j

Dando
My = Zﬂ-ipi(jm)v m Z 1.

além do mais, se 1y = 7 , entdo m,, = 7 para qualquer m > 1.

Teorema 2.10 Para uma cadeia de Markov irredutivel ergédica, 1i_1>n P! existe e
m—0o0
é independente de 7. Além do mais

m; = lim P j >0

J m—oo W7

e 7; é a nica medida invariante da cadeia. Ap6s o processo estd sendo executado por um

longo perfodo a probabilidade de encontrarmos a cadeia em um dado estado j é ;.

2.3.5 Tempo de permanéncia em um estado

O tempo de permanéncia em um estado é a quantidade de tempo que um processo
permanece em um estado durante uma visita. Suponha que a cadeia de Markov estd em
um estado ¢ em algum momento. Seja «; ser o niimero de novos periodos de tempo que ele
permanece no estado 7 até que ele se move fora do estado. A distribuicao de probabilidade
de «; é obtida considerando as transi¢coes como ensaios repetidos com resultados ¢ — ¢ e
1 - i com probabilidades p; e 1 — p;;, respectivamente. Assim temos uma distribuicao

geométrica para «;, dado por
P(o; =m) = B (1 - Fy),

também tem-se que

Py
Ela) = 1— P’
P’L..
V(ai) = (1 — P“)Q

Segundo Bhat e Miller (2002) estes resultados nao devem ser interpretados, que em qualquer

cadeia de Markov estados da cadeia podem ser agrupados de qualquer maneira. Tudo o
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que temos feito aqui é considerar um sentido tinico de transicao ¢ - ¢, a fim de obter a
distribuicao do niimero de etapas que uma cadeia de Makov ficar em um estado sem mover

fora dele.

2.4 Processos de ramificacao e outros topicos especiais

2.4.1 Processos de ramificacao

Uma classe especial de cadeias de Markov é um processo de ramificagdo. Usando a
terminologia biolégica considere uma situacao em que cada organismo de uma geragao
produz um numero aleatério de descendentes para a préoxima geracao. Dada a distribuicao
de probabilidade do ntimero de descendentes produzidos por um organismo, estamos
interessados em caracteristicas tais como a distribui¢ao (média e varidncia em especial) do

tamanho da populacao para diferentes geragoes e a probabilidade de exting¢ao da populacao.

Exemplos de fendomenos naturais que podem ser modelados como um processo de
ramificacdo sao comuns. Um exemplo classico refere-se a sobrevivéncia dos nomes de familia.
O fluxo de informacao verbal também pode ser modelado como um processo de ramificacgao.

No entanto, aqui usaremos a terminologia biologica de organismo e descendente.

Suponha que até o final de sua vida util um organismo produz um nimero aleatério

de descendentes S com uma distribuicao de probabilidade,
P(S =3j)=p;, j=0,1,2, ... (2.9)

De tal forma que p; > 0 e Z p; = 1. Seja S, Sy, ..., S;, ... varidveis aleatoérias independentes

identicamente distribuidasjcomo em (2.9). Considere organismos que podem gerar novos
organismo do mesmo tipo. O conjunto inicial de organismo ¢é dito pertencer a geracao
0. Organismos gerados a partir da n-ésima geragdo sao ditos pertencer a (n + 1)-ésima
geracao. Entao, definindo, para n > 0, X,, como sendo o tamanho da populagdo na n-ésima
geracgdo, tem-se uma cadeia {X,,n > 0} que é markoviana e que se chama cadeia de

ramificagdo ou processo de ramificagdo. Tem-se

Xn

Xn+1 = Z Sk
k=1

Pij = P(Xn—i-l:len:i)

— P (I; Sy, = j) . (2.10)

Em que S, é o numero de descendentes produzidos pelo K-ésimo membro da

n-ésima geracao. Deve notar-se que X, é a soma de variaveis aleatérias, e uma vez que
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Sk, k =1,2,... sdo independentes e identicamente distribuidas, logo

ElXpu] = E[X,]E[Sk]
VI[Xni1] = E[X.V[Se] + VX J{E[S:]}? (2.11)

Suponhamos que a populagdo comega com um organismo (isto é, Xy = 1). Seja
E[Sk] =, e V[Si] =0 k=1,2,3,..

Uma vez que X; = 57,
EXi]=p ¢ V[X]=0°

Temos também que

Portanto,

Pois recursivamente temos que

( ) E(Xn-1)

(Xn) = uB(X1) X pE(X2)%, ooy X uE(X,_1)
E(Xy) = p" XE(Xl)
(Xa)
(X)

&
5
X
&
o
X
&

I

=

7
=p" X p
u

Segundo Bhat e Miller (2002) a variancia da formula em (2.11) pode ser aplicada recursi-

vamente para produzir

n 2

o se =1

Paran > 1.

A partir da E[X,] e V[X,], observa-se que a média e a variancia de X,, aumenta
ou diminuir geometricamente conforme p > 1 ou g < 1. Também usando a desigualdade
Chebyshev, que afirma que

VX,
Pl X, — E(X,)| > € < #

€
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Como n — oo, quando u < 1, logo

P[|X, — 0] > ¢] — 0,

Portanto, pelo fato de p ser o nimero médio de descendentes de cada organismo se
1 < 1, as chances da populagao sobreviver sao pequenas, ou seja para n suficientemente
grande a populagado vai ser extinta. Quando p > 1, a probabilidade da populagao ser
extinta nao ¢ obtida facilmente. Neste caso, vamos usar a fungao geradora de probabilidade
(f.g.p.), que também serd util na determinacao das probabilidades de transigao n-passo do

processo de ramificacao. Ou seja, consideremos a fungao ¢ definida por
> .
b =D b7, 2] < L.
=0

Notando que a f.g.p da soma de variaveis aleatérias independentes é o produto de f.g.p’s

de variaveis aleatérias individuais, logo
> P = [o(2)]" (2.12)

Agora permita que o tamanho da populagao inicial exceder 1 e considere as probabilidades

de transi¢ao n-passos do processo de ramificacdo {X,,,n =0, 1,...}. Podemos escrever

Py = PIX, = j1Xo =

[e.9]

du(2) =3 P2 |2 <1

=0
Quando Xy = os processos de ramificagdo gerados pelos organismos i sao independentes
um do outro e portanto, o niimero total de descendentes na n-ésima geragao é a soma de
descendentes de cada organismo. Novamente usando a propriedade f.g.p acima mencionada,

tem-se

S P2 = ()
i=0

Assim, sem perda de generalidade, podemos novamente assumir que ¢ = 1. Condicionado
sobre o tamanho da (n — 1)-ésima populacao, tem-se

o

bu(2) = ;}P(Xn:j)zj

= S P(Xy = 1 Xa = K)P(Xpy = k)2,

=0 k=0
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usando (2.10) isto da

ZP S]_"’SQ“‘““"Sk:j)P(Xn_lzk)Zj
0 k=0

P(Xp 1 =k)Y_ P(Si+ Sy + -+ 8, = 5)27,
7=0

NE

M%m

k=0

a partir de (2.12) a tltima linha pode ser escrita como

ZP X1 = k)[o(2)]",

que da
(bn(z) = an—l[(b(z)]: n> 1. (213)
Segundo Bhat e Miller (2002) um resultado semelhante a (2.13) pode ser derivado pelo

condicionamento do tamanho da primeira geragao, por oposi¢ao a (n — 1)-ésima populagao.
A relagao resultante é

On(2) = Olpn—1(2)], n>1 (2.14)

Estendendo os argumentos que levam a (2.13) e (2.14), pode-se derivar o resultado geral

¢r(2) = onsltn(2)],  1<r<m (2.15)

De acordo com Bhat e Miller (2002) as relagoes da funcao geradora (2.13) - (2.15) sdo
uteis na obtencao de solugao iterativa.
Com o objetivo de determinar a probabilidade de extingdo da populagao final, definirmos
z =0em ¢,(z). Temos

6u(0) = P[X,, = 0] X, = 1]. (2.16)

Que é de fato a probabilidade de que a extin¢ao ocorre na n-ésima geragao ou antes. A

partir de (2.14) também temos

¢n(0) = ¢(¢n-1(0)). (2.17)

Como n — oo, seja ¢ = lim ¢, (0). Tomando limites em (2.17), desse modo ( satisfaz a

relacdo funcional
r = ¢(z). (2.18)
Esta equagdo funcional é uma relagdo bem conhecida na teoria de processos estocasticos

e na discussao analitica das suas raizes nos leva ao seguinte resultado (Karlin e Taylor

(1975)):
B 1, sep<l1
‘= { <1, sep>1
Onde ¢ é a menor raiz positiva da equacao (2.18). Logo, juntamente com a informagao
sobre a média e variancia de X,,, podemos, portanto concluir que quando p > 1, existe

uma probabilidade positiva de crescimento indefinido na populacao.
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2.4.2 Cadeias de Markov de ordem maior que 1

No inicio da se¢ao 2 definimos cadeias de makov de ordem maior que 1 com a
seguinte propriedade. Um processo estocastico { X,,,n > 0} é dito ser markoviano de ordem
k se para to < ty... <t

P(Xy, =it | Xig = gy Xty = dtyy ey Xty =1, _4) = P(Xo, =i, | X,y =it s Xty = it,_1),

para qualquer escolha iy, %, ...,%,,, em S e qualquer n. Isto quer dizer que o estado
atual da cadeia é influenciado pelas k observacoes mais recentes do processo. De acordo
com Bhat e Miller (2002) a analise de uma cadeia de Markov de ordem maior do que 1
com grandes valores de k é bastante dificil. No entanto, para pequenos valores de k, tal
como k = 2 ou 3, quando o espaco de estado é pequeno, cadeias de markov de ordem
maior do que 1 pode ser convertida em cadeias de Markov de primeira ordem e pode ser

analisado de maneira usual.

Considere uma cadeia de Markov de segunda ordem {X,,n =0,1,2,...} com os
estados {1,2}. Seja

P?]k:P(Xn:k|X'n—l :ijn—QZZ)v (Zv.])k:]-72)
Probabilidades de transicao possiveis em um passo sao:
Pi11 Priz Pra1 Prag Por1 Pora Pag1 Pago

Que pode ser organizada em uma matriz na forma

k| 1 2
11 | Pin Pie

21 | Pon1 Poro
22 | Poor Pox

Portanto, para uma representagao completa dos estados do sistema, em qualquer
época, precisamos agora de informagcao sobre as duas épocas anteriores. Uma vez que
a representagdo matricial (2.19) ndo é conveniente para operagoes matriciais podemos

representa-lo sob a forma de uma matriz 4 x 4.

gkl 11 12 21 22
11 [ Pin Pz O 0
1210 0 Pua Po (2.20)
21 | Poy1 Py O 0
22 0 0 Py Poao

A matriz de probabilidades de transi¢do (2.20) é a de uma cadeia de Markov de primeira
ordem cujos estados s@o os compostos iniciais (11, 12,21, 22), e a sua andlise segue pela

maneira usual.
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Logo, esta técnica pode se estendida para cadeias de Markov de ordem maior que
1. No entanto, deve notar-se que o nimero de elementos de probabilidade (que pode ser
diferente de zero) na matriz de probabilidades de transi¢do da cadeia de Markov de ordem
k vai ser de 2t1) . Quando o ntimero de estados é S, o ntimero correspondente é S*+1)

organizado em numa matriz de tamanho S* x S*.

2.4.3 Cadeias de Markov inversa

Seja {X,,,n > 0} uma cadeia de Markov com probabilidades de transigdo definida
como
Py = PIX, = j1Xo =]
Com uma matriz de probabilidade de transicao a um-passo P cujos elementos sao denotados
P = (i,7 = 1,2,...,95), e um vetor de probabilidade invariante m = (my, 72, ..., 7s).

Agora, considere a probabilidade
Ry = P[Xo = j|X, =1].
Usando argumentos de probabilidade condicionais, podemos escrever
P[Xy = j| X, =1i|P[X, =i = P[X, =X, = j|P[Xo = j].
Partindo do principio de que o processo seja em estado estaciondrio, tem-se

Rg?)m = Pj(-n)wj

Ry = 2R
Em particular, para n = 1,
Ry = Z_ZPJZ
Claramente, 0 < R;; <1le ZRU = Ej+jﬂz = % = 1.
- i i

J
Assim, a matriz R, cujo elementos sdo R;;, é uma matriz estocastica. Portanto, a

matriz R representa o inverso do processo original. Logo, a matriz R fornecer informacoes
para o seu comportamento passado, sabendo seu estado atual. Em investigacoes geoldgicas,
onde o objetivo é compreender o passado sabendo o estado atual, cadeias de Markov

inversas podem ser modelos tteis.

Importantes propriedades da cadeia de Markov inversa sao obtidas a partir das
propriedades da cadeia original:
1.

> miRy = ZﬂiﬂjTPﬁ

= ) mPi = ;.
A
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Mostrando que o vetor probabilidade 7 = {7, m2,...,7s} é também o vetor de
probabilidades de estado invariante para a cadeia inversa.

2. também
pm)

YR =Y

n T

Os termos em ambos os lados da equagao convergir ou divergir em conjunto,
portanto, as propriedades de recorréncia e transi¢ao sao idénticos em ambos os processos.

Um caso especial de cadeia inversa é obtido quando

Isto é,

Este processo é chamado de cadeia de Markov reversivel, e as probabilidades de
transicao sdo simétricas no tempo. A cadeia de Markov é reversivel se suas probabilidades

de transicdo em um passo exibem a seguinte propriedade

T

J
Py =P
75

2.5 Inferéncia estatistica para cadeias de Markov

Segundo Bhat e Miller (2002), nas tltimas décadas, a drea de inferéncia estatistica
para processos estocasticos tem visto um crescimento explosivo. Na maioria das vezes
o tratamento de modelos estocasticos é de um ponto de vista probabilistico. Porém a
estimativa e testes para os parametros desses modelos também sdo importantes. Por esta

razao nesta se¢ao discutimos a inferéncia para cadeias de Markov de tempo discreto.

2.5.1 Estimativa dos elementos de uma matriz de probabilidade de transicao

Consideremos a estimativa que se refere a cadeias de Markov finitas com matrizes de
probabilidades de transicao estacionarias. Além disso, discutimos a estimativa brevemente
para as cadeias tendo um espaco de estado infinito contavel. Aqui apresenta-se apenas
resultados simples para as estimativas de maxima verossimilhanga dos elementos da matriz

de probabilidade de transigao.

Para fins de inferéncia, uma cadeia de Markov é frequentemente observada em uma

de duas maneiras:

1. Uma observagao (longa) de uma realizacao da cadeia.

2. Observagoes (mais curta) de varias realiza¢oes da mesma cadeia.
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Considere observagdo de uma cadeia de Markov finita com S estados (1,2,...,5)
até n transicoes ter ocorrido. Seja n;; o nimero de transi¢oes de ¢ para j (4,5 = 1,2,...,.5).
S
Seja. Y " n;; = n;. Estes valores podem ser representados como
=1
1 2 3 ... S
nui Nz ™My ... Mg ™M
No1 Mgz M2z ... Tag N2
n3i M3z N3z ... N35 N3 (2.21)
S Ngt Ngg Ngz ... Ngs MNg
n

Seja a matriz de probabilidade de transicao estacionéaria da cadeia de Markov P, dada por

Pll P12 ... PlS
P: -F)'21 -F)'22 P2S
Psy Psy ... Pss

Estamos interessados nas estimativas dos elementos P;;; denotamos suas estimativas por
Pij (Z,j - ]_,2,... ,S)

Para um dado estado inicial ¢ ¢ um certo niimero de ensaios n;, a amostra de

transi¢ao conta (n;1, N4, . . ., N;s) pode ser considerada como uma amostra de tamanho n;
a partir de uma distribui¢do multinomial com probabilidades (P, P, .. ., Pis), tal que
s

Z P,; = 1. A probabilidade deste resultado pode, portanto, ser dado como
j=1

n!

Pnzl Pnz2 PnzS
nini! ... ngg!

S S
De tal modo que Zn,-j =n;e ZPM =1.

j=1 =1
De acordo com Bhat e Miller (2002), estendendo este argumento para o estado
inicial 7 (1,2,3,...,5), quando a reparti¢do do niimero total de ensaios n em (ny,na, ..., ng)

é dado, a probabilidade da realizacdo de transigao conta como em (2.21) serd dada por

S
I1 ‘ P PR Pl (2.22)

i—1 a1 'nz2' nzS

No entanto, os valores de n;(i = 1,2, ...,.S) ndo sdo constante. Ou seja, as somas de
linha em (2.21) sao varidveis aleatérias. Assim f(p) é o produto de (2.22) e outro fator

que representa a contribuicao dessas varidveis aleatérias para a func¢ao de verossimilhanca.
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Este fator adicional é independente de F;;. Assim, denotamos este fator adicional como A.
Isso leva a fungao de verossimilhanga f(p) e seu natural logaritmo L(p) a ser expressa

como
S

fP)y=AT]

i=1 nilng! ... nig

n!
P”“PZ”’2 ... P, (2.23)

Aplicando In em f(P) temos

5 v
L(P) InA+lIn [H #P"zlp"zz o szs]

i—1 ;11121 .. Nyl

S
A+ [in(—2— )]+ S5 mpy
n

i=1 i1170520 - - - Ths! i=1j=1

S S
B+> > nlnP;. (2.24)
i=1j=1

Em que [nB contém todos os termos independentes dos Pij’S.

Além disso, neste caso temos um problema de maximizacido com restri¢coes. Sobre
a condicao Zle P =1(i=1,2,3,...) incorporando esta condicao em (2.24) podemos
escrever

S S-1 S—1
L(P) = lnB + Z Z nij-Pij + Z nwln(l — -Pil — .Pig — s — i,S—l)-

i=1 j=1 i=1

Observa-se que a partir da estrutura da fungdo L(P), as estimativas podem ser
obtidas separadamente para os valores de S de i = 1,2,3,... 5. Para um valor especifico

de 7 temos

S—1

J=1

De acordo com Bhat e Miller (2002), para um valor fixo de i, a Equagao (2.25)
pode ser diferenciada em relagao a Pj; para J = 1,2,...,5 — 1. Definir as resultantes
S — 1 derivadas iguais a zero leva a um sistema de equagdes que, quando resolvido para

um particular F;; resulta em
Pyj=-2 ij=12...,8 (2.26)
Portanto, observa-se que a estimativa dos elementos de uma matriz de probabilidade

de transicao (P;;) é obtido como a razao entre o nimero de transigoes do estado ¢ para o

estado j e o nimero de vezes em que a cadeia esteve no estado i, na realizacao da cadeia.
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2.6 Teste de hipotese para cadeias de Markov

2.6.1 Teste de hip6tese para uma matriz de probabilidade de transicao

Para verificar se uma observagao realizada veio de uma cadeia de Markov com uma

dada matriz de probabilidade de transicao, considera-se a hipdtese nula,

H()IP:PO.

De acordo com Bhat e Miller (2002), para n suficientemente grande n;; sao assintoti-
camente normalmente distribuidos e que a estatistica n; V2p. ;(1—P;;) tem uma distribuicao
normal assintética com média 0 e varidncia P;;(1 — P;;). Baseado nessas informacoes um
teste estatistico equivalente com a bondade de ajustar a estatistica pode ser obtido. Essa

estatistica pode ser escrita como
ny(P,; — P2
Z > — (2.27)

Onde a soma de (2.27) é tomada somente sobre (i, 7) para os quais F;; > 0. Sob a
hipétese nula Hy a estatistica em (2.27) tem uma distribuigao x* com S(S — 1) — d graus
de liberdade, em que d é o ntimero de zeros em P°. Logo se a hipdtese nula H, nao for
rejeitada pode-se concluir, a um nivel de significAncia «, que a realizacdo veio de uma
cadeia de Markov. Por outro lado, quando a hipétese nula Hy é rejeitada pode-se concluir,

a um nivel de significincia o que a realizagao nao veio de uma cadeia de Markov.

Segundo Bhat e Miller (2002), um teste estatistico assintoticamente equivalente é
obtido pelo critério da razao de verossimilhanca com base no lema de Neyman-Pearson. O

critério da razao de verossimilhanca para H,, pode ser obtido como,

_ (P9

N

f(B)

Onde f(P) é o valor maximizado da funcdo de verossimilhanca (2.23) obtidos por
substituicao das estimativas em (2.26). Da teoria estatistica sabe-se que, quando Hy é
verdadeiro, —2In A tem uma distribuicio x* com S(S — 1) graus de liberdade. Neste caso,

temos

—9InA = 2[L(f’) — L(PY)]

222% In ";;0- (2.28)

i=1j=1

2.6.2 Teste para estacionariedade da matriz de transicao de probabilidade

Agora vamos usar uma estatistica de teste da razao de verossimilhanca para testar

a hipdtese nula de que uma matriz de probabilidade de transicao é estacionaria. Seja P!
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ser as probabilidades de transicao em um passo de um processo dependente do tempo
X(t) tal que
t o o . o
P = PIX(t+1)=j|X(t) =il

Suponhamos que S indica o niimero de realizagoes observadas, cada uma de tamanho
T. Observa-se que para obter uma amostra adequada para este teste devemos observar
mais de uma realizacao do processo. Portanto o plano de amostragem para este teste é

observar vérias realizagbes da mesma cadeia ao longo de um periodo mais curto de tempo.

Seja n;; o numero de transicoes ¢ — j durante a ¢-ésima transicao de uma realizacao.
Isto ¢, S realizacoes, n;; ¢ o nimero de transi¢oes 2 — j na t-ésima etapa de uma realizacao
(t=1,2,...,T). Para qualquer estado particular dado 4, as n;; contagens de transicao

pode ser representado como

t/jil1 2 3 ... &8
1 1 1 1
Ty My Tyg n; s
2 2 2 2
2 [nj nip o ng ;s
3 3 3 3 (2.29)
Ny Mo Ty nl,S
T T T T
T |nj; nj Ny ... n;

Argumentando como antes, as estimativas de maxima verossimilhanca de Pt pode

ser obtida: .
Pt — Nij .

ii T =1

n;

Onde nf™' = Z]SZI nfj Aqui, ‘™! representa o niimero de realizacoes para o qual o processo

foi no estado 7 no momento ¢t — 1.

Para a hipotese Hy : PZ] = P,;(t = 1,2,...,T), a funcdo de verossimilhanca
maximizada é dada por f (Pt), e assim, a estatistica de teste da razao de verossimilhanga

¢é dada por,
_ [P
f(PY)
Sobre Hy, —21In A possui uma distribuicao x* com (7' — 1)[S(S — 1)] graus de liberdade.

Nesse caso

—2In A = 2[L(P?) — L(P)]
T S S
=23 n;; In e 1P (2.30)
1

t=11i=1j=

Assim (2.30) é usado para testar a hipétese Hy de que uma matriz de probabilidade
de transicao é estacionaria, contra a hipotese H; de que a matriz de probabilidade de

transicao nao ¢é estacionaria.
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2.6.3 Teste para independéncia versus a dependéncia de primeira ordem

O interesse agora é um teste para a hipotese nula de que observagoes coletadas sdo
independentes, contra a alternativa que o processo observado é uma cadeia de Markov de
primeira ordem. Considere,

Hy: P =P°

Onde P° tem linhas idénticas sob a hipétese de independéncia. Mais especificamente,
se P consistem de S linhas idénticas m = (my, 9, -+ ,ms). Quando estas probabilidades
nao sao conhecidas, as suas estimativas de maxima verossimilhanga podem ser determinada

COmo segue.

Seja nj = 37, ni;. A funcdo de log verossimilhanca correspondente a (2.24) pode

agora ser escrita como

s
L(r)=InB+ > njlnn,. (2.31)
=1
Usando (2.31) conduz a estimativa de méxima verossimilhanca
N n.;

Fj=—2  j=12-.5

A estatistica y? para o teste de independéncia contra a dependéncia de primeira ordem
assume a forma

(nij — ninj/n)*
1 nin j/n

D

i=1j

Com (S — 1)? graus de liberdade.

S S

A estatistica da razao de verossimilhanca correspondente a (2.28) tomar a forma

2§jinzjln< i ) (2.32)

i=1j=1 nin.;/n

Com (S — 1)? graus de liberdade.

Assim (2.32) é usado para testar a hipdtese nula de que observagoes coletadas sao
independentes, contra a hipotese alternativa de que o processo observado é uma cadeia de

Markov de primeira ordem.

2.6.4 Teste para a ordem da cadeia de Markov

O teste para a independéncia pode ser generalizado para permitir um teste para
a ordem (possivelmente maior do que 1) de uma cadeia de Markov. Apresenta-se esse
procedimento usando uma cadeia de Markov de segunda ordem com probabilidades de

transicao estacionarias. Seja

-Pz'jk - P(Xn - len—l - j7 Xn—2 - Z)
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Sendo n;;x a contagem de transigao correspondente. Além disso, seja nj; = 32 nijx. Agora,
procedendo como antes, a estimativa de P;;;, ¢ obtida como
A ik
Py, = L
*
A hipétese nula de que a cadeia de Markov é uma cadeia de Markov de primeira ordem
contra a hipdtese alternativa que a cadeia de Markov é uma cadeia de Markov de segunda

ordem pode ser dada como
H():Pijk:ij, i,j,k‘zl,Q,"',S.
A estatistica y? para testar a hipétese Hy acima pode ser escrita como

S S S > D \2
D1 21 2kt n5i(Pigr — Pir) )

P

Que, tem uma distribuigdo x? com S(S — 1)? graus de liberdade.

Quando tal procedimento é estendido a um teste sobre uma cadeia de Markov de
ordem r (a hipdtese nula é que a cadeia é de ordem r — 1 contra a hipdtese alternativa

que ¢ de ordem r) a correspondente estatistica x? tem S™7!(S — 1)? graus de liberdade.

2.6.5 Inferéncia estatistica para processos de ramificacdo

Na se¢ao (2.4) discutimos sobre o processo de ramificagao de tempo discreto. Agora,
nesta se¢do, damos alguns resultados relativos a estimativa para esses processos. Observa-se
que aqui, continuamos a usar a terminologia biologica de organismo e descendentes quando

se refere ao Processo.

Mais uma vez, supor que até o fim de sua vida 1til um organismo produz um

ntmero aleatorio de descendentes S com uma distribui¢do de probabilidade.

Comp; > 0e> p; =1.Se Sy, S5s, - sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas como (2.33) e denotar X,, como sendo o tamanho da populacdo na n-ésima

geracao, entao
Xn
Xn+1 - Z Sk.
k=1

Aqui, Si é o nimero de descendentes produzidos pelo k-ésimo membro da n-ésima
geracao. Seja E[Sy] = pu e V[Sy] = 02, k = 1,2,... denotar a descendéncia média ¢ a
variancia, respectivamente. Portanto, aqui vamos discutir a estimativa das quantidades p;,

e ol
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Primeiro consideremos que todos os tamanhos individuais de organismos nas
primeiras n geragoes tém sido observados. Em seguida, pode-se mostrar que o estimador

de maxima verossimilhanca de p; ¢ a frequéncia relativa
N Nn.;
P; = L ) 1=0,1,2, ... 2.34
J (X0+X1++Xn_1) J ( )

Onde n; ¢ o ndmero de vezes que j descendentes sao produzidos.

Uma vez que p = 37, 15] podemos usar a Equagdo (2.34) para sugerir que fi = 3, ﬁj
é um estimador razoavel para u, a média de descendentes. No entanto

. s (A Xt X))
. ;J (Xo+ X1+ +X,1)

logo, i dado acima ¢ o estimador de maxima verossimilhanca para p quando apenas os

tamanhos das geracoes Xy, X1, -+, X, sao observados.

A teoria assintdtica relativa a i pode ser explorado sob diferentes estruturas. Pode-
se considerar um aumento do nimero de ancestrais ou um aumento do niimero de geragoes.
Em ambas as estruturas resultados de normalidade assintotica para i sdo disponiveis.
Esses resultados podem auxiliar na capacidade de realizar testes de hipéteses para p com

grandes amostras.

A fim de implementar estes resultados para o propésito de testes de hipdteses ou
intervalos de confianca para u, precisariamos de um estimador consistente para . Um

tal estimador ¢,

n—1

67 =n""> Xpl(Xpp1/Xy) — ).
k=0

2.7 Processos de Markov simples

No inicio da segao 2 estudamos o processo de Markov com espacos de estados S
discreto e o conjunto de indices T" enumerdvel (processo a tempo discreto). Vimos que
a matriz de probabilidades de transicao determina o comportamento de uma cadeia de
Markov de tempo discreto e investigamos suas propriedades e aplicagoes. Aqui abordaremos
0s processos estocasticos com pardametro de tempo continuo e espagos de estados discretos
ou seja, T =[0,00) e S = {0, 1,...}. Muitos fendmenos sao modelados dessa forma tais
como: a ocorréncia de uma falha de um hardware ou software em um computador. A

chegada de uma mensagem em um centro de computacao operando on-line.

2.7.1 Processos de Markov: Propriedades gerais

Seja {X (t),t € T} um processo de Markov homogéneo no tempo com espacos de

estados discretos designados por S. Entao definimos,

By(t) = Py(0,1) = PIX(¢) = j|X(0) =4,  ijeS
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As seguintes propriedades de P;;(t) seguem da definicao:

jes

3. Z]t+8 szk Pk] t,8>0;
kesS

4. P;(t) é continuo;

1 L
5. lim Py(t) = { 0T
t—0 0, se @ # 7.

No entanto, quando o parametro 7" é continuo em um processo de Markov, andlogo
a matriz de probabilidade de transigao, definimos uma matriz geradora (também conhecida
como uma matriz de taxa de transi¢ao infinitesimal) que define completamente um processo

de Markov. Os geradores (taxas de transi¢ao infinitesimais) sdo determinados a seguir.

Usando a série de Taylor, P,;(t,t + At) pode ser expandida nas proximidades de ¢

do seguinte modo

At?
Py(t,t + At) = Py(t) + APl () + S P(0) +

Como o processo ¢ homogéneo no tempo, estabelecemos ¢ = 0; Usando as propriedades
dadas acima, podemos escrever

2, .
PL‘j(O)‘F---» J#1

P;(At) = AtP}(0) + =

At?
P;i(At) = 14 AtP;(0) + TPZ(O) + ...

Reescrevendo essas equagoes, tem-se

Bij(At) o, o(At)

Pzz(At) —1 / O(At)

Onde o(At) é tal que,
. o(At)
A ar
Dai,
Bj<At) / o
A0 T At = F5(0) = Ay,
Pi(At) — 1

lim

At—0 At = Pi(0) = =i
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Observa-se que a taxa de transigdo \;; é finita e \; pode ser infinita. A propriedade (2)

acima mostra que

Z )\ij — )\z'z' =0 (235)
i
Assim, podemos considerar a equagao (2.35) como sendo andloga & propriedade
que em uma cadeia de Markov Z P;; = 1. Em vez de uma matriz de probabilidade de
j€S

transicao, temos
—Xoo Aor Aoz
Ao~ A
Ao Azl —Aa

que é conhecido como a matriz geradora. Considere a equagao de Chapman-kolmogorov

Propriedade (3) acima, para o processo de Markov, definimos s = At, entao temos

Py(t + At) = Y Py(t) Pij(A?)
kesS

Subtraindo P,;(t) em ambos os lados e dividindo por At, calculando a derivada de P(t).

Usando a definicao de A. Procedendo tem-se

iy e Dt + AL — Py(E)
P =T A

- lm. i(P{X(H At) = j1X(0) = i} — P{X(t) = j|X(0) = i})

= Alir_r)lo— SO P{X(t+ At) = j|X(t) =k, X(0) =i} P{X(t) = k| X(0) = i}
kesS

— P{X(t) = j|X(0) = i})

No entanto,

SO P{X(t+ At) = j|X(t) =k, X(0) =i} P{X(t) = k| X(0) = i}
kesS

= P{X(t + At) = jIX(t) = j, X(0) = i} P{X(t) = j|X(0) = i}
+ Y P{X(t+ At) = j|X(t) = k, X(0) = i} P{X(t) = k| X(0) = i}

=
= (1= (AP () + Y Akj (At) Py (t) + o( At)),
k#j
E assim,
, 1
Pij(t) = lim <= | (1= (A1) - +I§;Ak] i (1) (At) + o(At)

)‘JJ PZJ + Z /\kJ ﬂf
k#j
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Logo,

Pi(t) = =X Pi(t) + > i Pun(2).
oy

Esta equagdo é conhecida como equagao de kolmogorov para frente (do inglés, forward

kolmogorov equations), com i fixo.

Da mesma forma, defina ¢ = As na propriedade (3) acima, e escreva

Pij(As+s) =Y Pi(As)Py(s).
kes
Subtraindo, P;;(s), dividindo ambos os lados por As, e com As — 0, obtemos (usando ¢

no lugar de s)

PL(t) = =XiPy(t) + Y XiwPij ().
kot

Esta equagdo é conhecida como equagao de Kolmogorov para tras ( do inglés backward

kolmogorov equation), com j fixo.

Seja P(t) e P’(t) representando matrizes cujos elementos sao P;;(t), i,j, € S e
P/;(t), 1,j € S, respectivamente. Em notacdo matricial, usando a matriz geradora A, as
equacoes de kolmogorov para frente e para tras podem ser representadas, respectivamente,

CcOomo

P'(t) = AP(¢).

As condigoes iniciais para ambos os conjuntos de equagoes sao

P(0) =L
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3 Aplicacao

Foi visto que as cadeias de Markov de tempo discreto tem larga aplicabilidade,
inclusive na area da economia. Por isto, nesta secao é feita uma aplicacdo nessa area. O
banco de dados é relacionado as altas e baixas da cota¢ao do dolar no Brasil no comego
deste ano. Cambio é a operacao de troca entre moedas de diferentes paises. O cambio
flutuante (que é o usado no Brasil) representa o prego de uma moeda expressa em outra
unidade monetaria, isto é, quantas moedas de um pais sdo necessarias para obter a moeda
de um outro pais. A sua cotacao é diaria, e é determinada pelos mercados que sao afetados
e por fatores como a procura e a oferta de moeda. Foi usado o US$ (délar) como referéncia.

Os conceitos, no entanto, valem para todas as moedas.

Os dados foram obtidos do site https: //economia.uol.com.br/cotacoes/cambio/dolar-
comercial-estados-unidos/7historico. Os dados sao sobre o histérico do cambio, o periodo
consultado foi de 02/01/2017 a 03/07/2017. O banco de dados é constituido de um total

de 123 observacoes dos quais representam a cotagao do doélar.

Seja {X,,:n > 0} uma cadeia de Markov onde X,, representa a cotagao do délar no

n-ésimo dia. Com espago de estados {0, 1}, vamos considerar,

X { 0, se no n-ésimo dia a cotagao do ddlar baixou
n prm—

1, se¢ no n-ésimo dia a cotagao do ddlar teve alta

Observacao: Como X,, representa a cotagao do ddélar no n-ésimo dia, o X, é o ponto
de referencia isso é, a observagao anterior ao dia 02/01/2017 onde se iniciou o periodo

consultado, a observagao X, nao esta contabilizada na amostra.

A cadeia visitou o estado zero 59 vezes e o estado um 64 vezes, nas 123 observacoes.

Verifica-se também que,
Noo = 22, Nog1 = 37, Nio = 37, ny = 26,

onde ngy = 22 foram as vezes que a cadeia estava no estado zero e permaneceu no estado
zero, ngy = 37 foram 37 transi¢oes que a cadeia fez do estado zero para o estado um,
n1o = 37 foram 37 transicoes que a cadeia fez do estado um para o estado zero, n;; = 26
foram as vezes que a cadeia estava no estado um e permaneceu no estado um. No ultimo
estado visitado na realizacao da cadeia tivemos n; visitas e n; — 1 transicoes neste caso o
estado um foi o ultimo estado visitado entdao o denominador de JS’ij vai ser igual a n; — 1,
quando o tamanho da amostra e grande nao ha diferenca se usarmos denominador n; ou
n; — 1. Logo temos que
N 22 N 37 37 26

0 =75 0, 37; 0= g5 0,63; 10 = 53 0,59; 1= 53 0,
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Entao a matriz de probabilidade de transicao estimada P é dada por.

p_ | 037 063
0,59 0,41

Observa-se que a cadeia ¢é irredutivel e aperiédica e recorrente positiva, logo a
cadeia é ergddica, portanto existe a distribuicao invariante e ela é tinica. Vamos calcular a

distribuicao invariante da cadeia resolvendo o sistema

0,37 0,63

To, T1] *
o, ] 0,59 0,41

= [7T0,7T1]. (31)
Calculando as operagoes matriciais acima e com a condi¢ao que my + 7 = 1 obtemos o
seguinte sistema de equagoes:

—0,63m + 0,597, =0

To + 1

Resolvendo o sistema, obtemos que 7y = 0,48 e m; = 0,52, além do mais temos my = ,
isto é, a cadeia comecga com uma distribuicao inicial que é invariante. Isto significa que
independentemente da cotagao do dolar ser inicialmente alta ou baixa, ha uma probabilidade
equivalente a 52% da cotacao do délar ter alta, ou seja, uma valorizacao do délar e uma
desvalorizacao do real neste periodo. Consequentemente caem as importagdes e aumentam
as exportagoes. Por outro lado conclui-se também que independentemente da cotagao do
délar ser inicialmente alta ou baixa, hd uma probabilidade equivalente a 48% da cotacao
do dolar ter baixa, ou seja o dolar se desvaloriza entao podemos dizer que o real se valoriza.
Consequentemente as importacoes aumentam e as exportagoes diminuem. O resultado

desses dois movimentos contrarios, e conduzir o cambio ao equilibrio.

Agora vamos usar um teste y? como uma maneira de estabelecer a validade do
modelo de Markov. Este teste é o teste de independéncia versus a dependéncia de primeira
ordem. Considere a hipétese,

Hy,:P=P°

Onde sobre a hipdtese Hy as observagdes podem ser atribuidas a um processo de
ensaios independentes, neste caso, o sistema é considerado “desmemoriado” ( do inglés
memoryless), o que corresponde a uma cadeia de Markov de ordem zero. A hipdtese H; é
que o processo observado é uma cadeia de Markov de primeira ordem, ou seja, a memoria
do sistema somente enxerga o dia anterior. A estatistica x? para o teste de independéncia

contra a dependéncia de primeira ordem assume a forma:

s s 2
5 (ny; —nnj/n) 9
X — ~ X —1)2-
Calc ;:1: ;:1: nln]/n (S-1)

Para auxiliar nos calculos usaremos a tabela a seguir:
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Hoje

0 (22 37| 59

Ontem

1|37 26/ 63
n,; |59 63122

Tabela 1 — Matriz de contagem de transigoes

Usando os dados da matriz de contagem de transicoes obtemos o resultado a seguir:

,  (22-59 x 59/122)? (37— 59 x 63/122)2 (37 — 63 x 59/122)?
XCale = 59550/122 59 x 63/122 63 x 59/122
(26 — 63 x 63/122)2

—5,6.
63 x 63/122 ’

Regra de decisao: Rejeitamos a hipétese Hy, se o valor calculado da estatistica de

teste XZae > X{s_1)2- Valor critico do teste:
X%S—l)Q = X?2—1)2 = X%l; 5%) 3, 841.

Concluséo do teste, como x&,,. = 5,6 > X%r, s%) = 3,841 rejeitamos a hipotese Hy
ao nivel de 5% de significancia ¢ concluimos que o processo observado ¢ uma cadeia de
Markov de primeira ordem. Portanto concluimos que o modelo de cadeia de Markov de

primeira ordem sera o modelo adequado para descrever o comportamento dos dados.
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4 Conclusao

No que se refere ao estudo tedrico da teoria de processos markovianos, pode-se
dizer que foi muito importante, visto que foi possivel solidificar alguns conceitos vistos
superficialmente na graduagdo, bem como aprender coisas novas. Os calculos desenvolvidos,
requeriam um conhecimento bom de calculo (derivadas, integrais e séries) ¢ também
algebra e probabilidade, o que resultou num crescimento da maturidade matematica, o que

¢ fundamental para aqueles que queiram fazer uma pos-graduacao na area de Estatistica.

Quanto a aplicacao, foi muito gratificante aplicar a teoria vista, a dados reais.
Notamos que, o modelo de cadeias de Markov de primeira ordem foi o modelo adequado
para descrever o comportamento da cotacao do ddlar no Brasil no comego deste ano.
Para a estimabilidade de uma cadeia de ordem maior que 1 é preciso de uma amostra de
tamanho maior. Verificou-se que independentemente da cotagdo do délar ser inicialmente
alta ou baixa h4 uma probabilidade equivalente a 52% da cotacao do ddlar ter alta. Por
outro lado conclui-se também que independentemente da cotagao do délar ser inicialmente
alta ou baixa hd uma probabilidade equivalente a 48% da cotacao do délar ter baixa neste

periodo estudado.

Conclui-se também que a importancia de se estudar a teoria de processos Markovi-
anos discretos esta no fato que ela tem larga aplicabilidade em diversas areas como fisica
atomica, teoria quantica, biologia, genética, comportamento social, economia e financa.

Logo esses modelos tem notavel importancia e amplo uso tedrico e pratico.
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