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Resumo

Pesquisas revelam que as temperaturas no agreste e no semiarido paraibano estao ficando
mais altas com o passar do tempo e as chuvas tém ocorrido com menor intensidade. Neste
cenario, a escassez de dgua constitui um forte entrave ao desenvolvimento socioeconémico
e, até mesmo, a “subsisténcia” da populagdo. Sendo assim, sera de suma importancia
ajustar aos dados, uma distribuicao de probabilidade capaz de representar e extrapolar
medic¢oes para ocorréncias futuras de um fendmeno relacionado a uma série histérica, como
por exemplo, temperatura maxima mensal de uma regiao. Uma metodologia capaz de
modelar estes eventos ¢ a Teoria de Valores Extremos (7'VE). Diante do exposto este
trabalho tem por objetivo ajustar a distribui¢do Generalizada de Valores Extremos (GEV),
que inclui como casos particulares, as distribuicoes Gumbel, Fréchet e Weibull, aos dados
de temperatura maxima mensal do municipio de Campina Grande; implementar o método
de maxima verossimilhanga para obter as estimativas dos parametros da GEV, seguido do
teste de Kolmogorov-Sminorv; graficos de probabilidade-probabilidade e o quantil-quantil,
aplicados para verificar o ajuste do modelo aos dados. Verificou-se que as distribuicoes
Gumbel e Weibull sao adequadas para representar os dados de temperatura maxima dos

meses em estudo.

Palavras-chave: Distribuicao assintotica. Valores extremos. Probabilidade. Climatologia



Abstract

Research has shown that temperatures in the agreste and semi-arid Paraiba are getting
higher over time and rains have occurred less intensely. In this scenario, water scarcity
constitutes a serious obstacle to socioeconomic development and even to the subsistence
of the population. Thus, it will be extremely important to adjust to the data a probability
distribution capable of representing and extrapolating measurements for future occurrences
of a phenomenon related to a historical series, such as the maximum monthly temperature
of a region. One methodology capable of modeling these events is the Extreme Values
Theory (TVE). In view of the above, this work aims to adjust the Generalized Distribution
of Extreme Values (GEV), which includes, as particular cases, the Gumbel, Fréchet and
Weibull distributions, to the data of maximum monthly temperature of the municipality of
Campina Grande; to implement the maximum likelihood method to obtain the estimates
of the GEV parameters, followed by the Kolmogorov-Sminorv test; probability-to-quantile
and quantile-quantile charts applied to verify model fit to data. It was found that the
Gumbel and Weibull distributions are adequate to represent the maximum temperature

data of the months under study.

Key-words: Asymptotic distribution. Extreme values. Probability. Climatologia



Lista de ilustracoes

Figura 1 — Grafico de caixa (Box-Plot) referente a temperatura maxima no periodo
de 1970 a 2010 do municipio de Campina Grande. . . . . . . . . . . ..

Figura 2 — Graficos de quantil-quantil, diagnoéstico das distribui¢Ges para os dados
de temperatura maxima para todos os meses do ano. . . . . .. .. ..

Figura 3 — Graficos do teste de Kolmogorov-Smirnov da funcao de distribuigao
acumulada empirica (linhas tracejadas) e tedrica (representada pela
curva) para diagnéstico dos modelos ajustados aos dados de temperatura

maxima mensal. . . . . ..



Tabela 1

Tabela 2

Tabela 3

Tabela 4

Tabela 5

Tabela 6

Lista de tabelas

Estatisticas descritivas da varidvel aleatéria temperatura méaxima (°C)
mensal no periodo entre 1970 a 2010, do municipio de Campina Grande-
PB, em que DP é o desvio padrao, C.V. é o coeficiente de variagao e
C.A. é o coeficiente de assimetria . . . . . . . . . ... .. ... .... 21
Teste de chorrilho sob o pressuposto de independéncia aplicado aos
dados de temperatura maxima do municipio de Campina Grande. . . . 23
Estimativas dos parametros da GEV e suas respectivas variancias e
covariancias estimadas, pelo método de maxima verossimilhanca, para
os dados de temperatura maxima do municipio de Campina Grande-PB. 23
Intervalo de 95% de confianga para o parametro de forma (§) e valores
da estatistica de razao de verossimilhanca modificado T75. . . . . . . . 24
Resultados do teste de Kolmogorov-Smirnov para verificar a adequabili-
dade do ajuste da distribuicao aos dados de temperatura méaxima do
municipio de Campina Grande-PB. . . . . . . ... ... ... .. ... 25
Probabilidade de ocorréncia de temperaturas maximas acima de 30, 31

e 32°C, para os 12 meses do ano, no municipio de Campina Grande-PB. 25



2.1
2.2
2.3
231
2.4
2.5
2.6
2.7

Sumario

INTRODUCAO . . .. .. ittt e e e e e e e e 9
FUNDAMENTACAO TEORICA . .. .. .. .. ... 10
Teoria de valores extremos para variaveis aleatdrias univariadas . . . 10
Teste de aleatoriedade . . . . . . . . . .. ... ... ... 12
Método de estimacao . . . . . . . . ... .. 13
Método da maxima verossimilhanca . . . . . .. ..o 0oL 14
Selecdo da distribuicdo de valores extremos . . . . . . ... ... .. 16
Diagnéstico do ajusteda GEV . . . . . . . ... ... ... ...... 16
Periodo de retorno e nivel de retorno . . . . . . .. ... ... 17
Obtencdo dos intervalos de confianca . . . . . . .. ... ... ... .. 18
RESULTADOS EDISCUSSAO . . . . .. . .t ittt iie e 21
CONCLUSAO . . . . . it e e e e 28
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . ... ............. 29



1 Introducao

Pesquisas revelam que as temperaturas no agreste e no semiarido paraibano estao
ficando mais altas com o passar do tempo e as chuvas tém ocorrido com menor intensidade.
Com o aumento das temperaturas, a tendéncia é que a chuva se torne cada vez mais escassa,
conscquéncia do aquecimento global associado ao aquecimento local, que ¢ provocado,
principalmente, pelo desmatamento e o processo de urbanizacao das cidades. Segundo
o Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE!, enquanto em alguns lugares do
semiarido nordestino a temperatura maxima didria aumentou até 3°C nos tltimos 40 anos,
a média do aumento da temperatura no mundo no mesmo periodo foi de 0,4°C. Para se
ter ideia, da ultima era glacial para os dias atuais, a temperatura aumentou em torno de

3,5°C, em um periodo de 15 mil anos.

Segundo Beltrao (2005), o poligono das secas apresenta um regime pluviométrico
marcado por extrema irregularidade de chuvas, no tempo e no espaco. Neste cenario,
a escassez de agua constitui um forte entrave ao desenvolvimento socioeconémico e,
até mesmo, a “subsisténcia” da populacao. A ocorréncia ciclica das secas e seus efeitos
catastroficos sao por demais conhecidos e remontam aos primoérdios da histéria do Brasil.
Por meio de uma série meteorolégica, pode-se determinar uma distribuicao de probabilidade
capaz de representar e extrapolar medi¢bes para ocorréncias futuras de um fenémeno

relacionado com esta série, como por exemplo, temperatura maxima mensal de uma regido.

Uma das perguntas mais importantes relacionadas aos eventos extremos ¢é se as
suas ocorréncias estao aumentando ou diminuindo com o tempo (FARIA et al., 2010). Uma
maneira de modelar estes eventos é por meio da teoria de valores extremos (TVE). A TVE
originou-se da necessidade dos astronomos de utilizar ou rejeitar observagoes discrepantes;
os primeiros artigos sobre o assunto sao atribuidos a Fuller em 1914 e a Griffith em 1920,
nos quais discutiram as utilidades dessa teoria, tanto no campo das aplicagées como no

dos métodos de andlise matematica.

Diante do exposto este trabalho teve por objetivo ajustar a distribuicdo genera-
lizada de valores extremos (GEV), que inclui como casos particulares, as distribuigoes
Gumbel, Fréchet e Weibull, aos dados de temperatura maxima mensal do municipio de
Campina Grande; aplicar o método da maxima verossimilhanca para obter as estimativas
dos parametros da GEV; verificar o ajuste do modelo aos dados por meio do teste de
Kolmogorov-Sminorv; graficos de probabilidade-probabilidade e o quantil-quantil e verificar
qual das trés distribui¢oes assintéticas (Weibull, Fréchet e Gumbel), de valores extremos

se ajustam melhor aos dados de temperatura maxima.

L http://www.inpe.br/
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2 Fundamentacao Tedrica

Nesta sessdao estao descritos os principais aspectos tedricos da teoria de valores
extremos, bem como a distribuicao generalizada de valores extremos, que por sua vez,

servirdo de base para nossa aplicac¢ao.

2.1 Teoria de valores extremos para variaveis aleatorias univariadas

Suponha que Y7, Ys, ..., Y, sejam variaveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas (i.i.d.) com fungéo de distribui¢do Fy(y), considera-se M,, como sendo

o maximo das n variaveis aleatoérias, isto é,
M, = maz (Y1, Yo, ..., Yy,). (2.1)

A fungéo de distribuicao da variavel aleatéria M,,, Fy, (y) é definida por

Fu, (y) = P{M, <y} =P{Y1 <y, ... Yo <y} =(Fy(y)". (2.2)

Mas, para n tendendo ao infinito, a funcio de distribuicio de M,, pode ser degenerada?
(COLES, 2001).

Conforme Olinda (2012), o maximo de uma amostra simplesmente tende para
extremidade direita da distribuicdo quase certamente (g¢.c.), ndo importando se a variavel

é finita ou infinita. Seja Y o ponto final a direita, entao

ZP{|Mn—YF|>5} = ZP{MH<YF—5}:
n=1 n=1
s n P{Y1<YF—€}
P{Y, <Yp — =
2 P <Yr—e} TP, <Yr—e] O

n=1
. q.c. .. PN
e isso mostra que M,, — Yr. Em forma de limite, a TVE assegura a existéncia de uma

distribuicao assintética nao degenerada, Z, para uma transformacao linear de M, isto é,

para constantes apropriadas a, > 0 e b, € R, tem-se que

2 Observe que no Teorema Central do Limite este denominador é da ordem de /7, pois Var[S,] =

nVar[Y1] devido ao fato que Y7, Y3, ... sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas. A substitui¢do de y/n por n diminui a variancia de tal forma que o limite é uma varidvel
aleatoria degenerada, ou seja, a massa de probabilidade é centrada em um tnico valor da variavel
aleatoéria.

Convergéncia Quase-Certa: Definigdo Seja Y,, uma sequéncia de varidveis aleatérias. Diz que Y,
converge quase certamente para Y, e escreve-se Y, —5 Y, se Plw € Q : Y, (w) & Y(w)] = 1. A
convergéncia quase certa é um tipo de convergéncia mais forte do que a em probabilidade e por isso
implica a convergéncia em probabilidade (mas o inverso nao é verdadeiro).
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lim (Fy(y))" = lim P

n—oo n—oo

<y| = lim P(M, <a,y+b,) =

n—00

[Mn — by

Qn

(2.3)
= lim (Fy (any +0.))" = Z (y),

para y € R ja que as possiveis fungdes de distribuigdes de Z (que serao apresentadas a
seguir) sao fungoes continuas em R. As caracteristicas e propriedades da distribuigao GEV
sao determinadas pelas caudas extremas (inferior e superior) da distribui¢do dos dados
(KOTZ; NADARAJAH, 2000).

Teorema de Fisher-Tippett: Seja M, = max(Yy, Y2, ..., Y,) em que Y;,i =
1, 2, ..., n, sao varidveis aleatdrias i.i.d. Se para algumas sequéncias numéricas (constantes

emn)a, >0 eb, €R, tem-se

P(a," (M, =b)) <y) 5 Z(y), (2.4)

n

para alguma 7 ndo degenerada. Reciprocamente, cada fungdo de distribuicao Z do tipo
valor extremo aparece como um dos limites em (2.4) e de fato, aparece quando Z é, ela

mesma, a funcao de distribuicao de cada Y;.

O Teorema de Fisher-Tippett (1928), fornece a distribui¢do limite para o maximo
coletado em blocos de tamanho n. Sendo vy, ..., Y, as realizagoes da variavel aleatéria
Y, consideram-se blocos de tamanho k desta amostra, isto é, os dados amostrais sao

particionados em n blocos tais que nk < m. Define-se, entao

M1 = max{yh ey yk}
My, = mazx{yei1, -\ Yor}

M, = max {Ynk—k+1, - Ynk]) -

Por mecio dessa nova amostra, My, ..., M,, podem-se obter os estimadores de fi, &

e & e, assim, determinar a distribuicao extremal de Z.

Pelo Teorema pode-se, entao, estimar a distribuicao assintética de Mz;bﬂ direta-

mente da familia Z sem fazer nenhuma referéncia a distribuicao de Y pois tem-se que a

distribui¢do Z (que corresponde a distribui¢ao dos maximos M,, = maz(Y3, ..., Y,) em
que Y;, i =1, ..., n, sdo varidveis aleatorias i.7.d.) é uma das trés distribui¢bes descritas

anteriormente. A expressao seguinte incorpora os trés tipos de distribui¢oes de valores

extremos:

Z(y) = { exp [—(l—l—vy)_ﬂ , se v#£0
exp[—exp(-y)], se y=0
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em que (14 ~y) > 0.

Pode-se, também, utilizar a reparametrizacao & = —~ e, assim, obter:

S | R [m (=)t se £#0
) { exp—exp(—y)], se £=0

em que (1 —¢&y) > 0.

Pode-se, ainda, incorporar parametros de locacao e escala na distribuicao de valores
extremos substituindo-se y por = em que u € R e 0 > 0. Assim, a familia locagao-escala

e forma pode ser escrita em uma distribuicado GEV a partir de

g

1/¢
2 (4 11,0, €) — exp {— [1 _ M] } (25)

emque 1 —&(y—p)/o>0, 0 >0epe o arbitrario. O caso & = 0 é interpretado £ — 0,
que é

Z (y;p1,0,0) = eXp{—eXp [—u]} (2.6)

g

A condigdo 1 — &(y — p) /o > 0, ¢ > 0 garante que y seja limitado superiormente e

inferiormente por “gﬂ, respectivamente, se £ > 0 e & < 0.

2.2 Teste de aleatoriedade

Conforme Medeiros (2011), na primeira ctapa da analise verifica-se a hipdtese de
independéncia dos dados observados por meio do teste de chorrilho (“run tes”) descrito
por Zar (1999). De acordo com Silva (2008) esse teste inicialmente consiste em definir uma
sequéncia dicotomica de tamanho n, a partir dessa amostra aleatoria Y7, ..., Y, aplica-se
a cada Y; a funcao indicadora A(y;) = I, (Y:) e omitindo-se os casos em que y; = My

sendo My a mediana dos dados.

O valor da mediana, M, é definido a seguir

y(M»_l), se n for impar,
2

Ma=1 v@)vgn)

5 , se n for par.

Os valores da varidvel indicadora A; , com (i=1,2,. .., n), é definida por

g 1, se y; > M,y
' 0, se y; < Mjy.
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A variavel aleatéria tem um total de sequéncias de zeros e uns ao longo da amostra
R, e seu valor observado ¢é definido por uma sequéncia de variaveis aleatérias N; como
sendo o numero total de ocorréncias de Y; > My ¢ Ny como sendo o numero total de

ocorréncias de Y; < My, cujos valores observados sao, respectivamente, n; e ns.

Os procedimentos adotados por Silva (2008), para ny < 30 ¢ ny < 30, ¢ Zar (1999), a-
presentam pares de valores criticos exatos (71 o, ny, nai 72, a, ny1, ny) @0 nivel de significancia a.
Sendo assim, rejeita-se a hipétese nula se 7 < [r1, o, ny, ny; @) OUse 7 < [Py o 0y, ny; @) Caso
ny > 30 ou ny > 30, sob hipdtese nula Hy de independéncia tem-se que, assintoticamente
R segue uma distribui¢ao normal com esperanga definida por
2NN,

E(R) +1,

com variancia descrita na forma
- 2N1N2(2N1N2 — TL)

Var (R) =
ar (R) n?(n —1)
e suas estimativas definidas por
A 2
E(R) =2 1
n

2 2 —
Var(R) = nlnsz((nnl_ni) n)a

em que ny e Ny sao valores observados de Ny e Ns.

Na sequéncia, efetuando-se o teste deve-se calcular a mediana da amostra observada
da temperatura maxima i, ..., y,, obtendo-se uma sequéncia dicotomica dessa mesma
amostra A (y1), ..., A(Yn), N1, na, T, E (R) e Var (R) e por fim, calcula-se o p-valor da
seguinte forma
|r— E(R)|—0,5 >

VVar (R)

em que, g, ¢ o quantil de ordem ¢ da normal padrdo e, a é o nivel de significancia

P

r

adotado para o teste. Uma vez testada a independéncia das observacoes segui-se a estimacao

dos parametros.

2.3 Meétodo de estimacao

Métodos de estimacao é o meio pelos quais os parametros desconhecidos do modelo
sao inferidos com base nos dados amostrais. Diferentes abordagens tem sido propostas
para estimar modelos de valores extremos, adotando-se uma visao singular que restringe e
observar as técnicas baseadas na funcao de verossimilhanca. Neste trabalho adota-se o
método de maxima verossimilhanca, que tem todo um aspecto e propriedades convenientes

na inferéncia estatistica.
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2.3.1 Método da maxima verossimilhanca

Segundo Ferrari (2011), algumas técnicas estao sendo apresentadas para fazer
inferéncias sobre os parametros da distribuicaio GEV. As mesmas incluem técnicas graficas
que sao baseadas nos graficos de probabilidade, estimadores baseados no método de
momentos, métodos de regressao, métodos de L-momentos e o método de maxima ve-
rossimilhanca. Em alguns casos normais, os estimadores de maxima de verossimilhanca
sao consistentes, assintoticamente normais e eficientes, os casos nao regulares acontecem
quando a distribuicdo em estudo depende de pardmetros desconhecidos. Smith (1985)
realizou um estudo cuidadoso sobre o comportamento assintotico dos estimadores de
maxima verossimilhanca para a distribuicdio GEV e obteve os seguintes resultados no que

se refere ao parametro de forma:

1. quando & > —0, 5, os estimadores de maxima verossimilhancga sao regulares no

sentido de ter as propriedades assintoticas habituais;

2. quando —1 < & < —0, 5, os estimadores de maxima verossimilhanga existem mas

nao sao regulares;
3. quando & < —1, esses estimadores provavelmente nao existem.

O caso em que £ < —0,5 corresponde a uma distribui¢do com uma cauda superior
muito curta e leve e, segundo Smith (1985), essa situagao raramente é encontrada em apli-
cagoes de modelagem de valores extremos sendo que, as limitacoes tedricas da abordagem

de méxima de verossimilhanga geralmente nao sdo obstaculos na pratica.

Supondo que Y7, Y5, ..., Y, sdo varidveis aleatérias i.i.d., os estimadores sdo apre-
sentados da seguinte forma:

n

L (/~L707£|y) = H fY (yi|:u’70-7 é) =

=1

s fifee (] e { Sl ()] T e

=1 1=1

Calculando-se o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga da Equagao (2.7) , tem-se

que
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o

para £ < Oey; < p—7 (ou seja, p — % > M,), ou para & > 0 y; >p—% (ou seja,
W= E > Mqy). Maximizando-se a Equa(;ao (2.7), com relagao ao vetor de pardmetros
0 = (1, 0,€), obtém-se a estimativa da funcio de maxima verossimilhanca para a familia

GEYV, conduzindo-se ao sistema de equacoes nao lineares, definido por:

-4
v 1 (1ré-wt)
o 65 w; 7
1
1‘*’5—%5 (ys — i)
ol (8y) n 1 ( )
= —— — 0 2.8
do &+621_1 W; (2:8)

GRS - _llnm)_(yi—ﬂ)]_yi—ﬂ B
o€ _;{(1 Wi ) £ Ebw; Gw; =0

em que w; = 1+ é ( ) No caso particular da distribuicdo Gumbel a fungao de verossi-

milhanca, definida pela a Equagao (2.7), em que £ = 0, conduz a seguinte equacao
n
L (p,oly) = H fy (yilp.o) = 07" exp {Z <

S oo (7))

1(8ly) = In (L (u,0ly)) zn:{ <yi;”> — exp (—yi;u)}. (2.9)

i=1

derivando-se a Equacao (2.9), em que fi e ¢ sdo os parametros de méxima verossimilhanca,

obtidos pelo sistema de equagoes nao lineares, isto é,

azgelw _ %Hi exp (JQ%“)] - n} — 0. (2.10)

3l(9|y)__n ~(yi— [ _ AV
ek 6—1—; = 1 —exp P = 0. (2.11)

Os sistemas de Equacgoes (2.10) e (2.11), em geral, ndo possuem solugoes exatas

pois sao equagoes nao lineares. Uma solucao aproximada é calculada pelo método iterativo
de quasi-Newton que, para iniciar o algoritmo, especifica uma estimativa inicial para pu,
o e . Neste trabalho, o software R (R CORE TEAM, 2017) é utilizado para calcular
as estimativas de maxima verossimilhanca com auxilio do pacote evd satisfazendo-se o

critério de convergéncia do método.
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2.4 Selecdo da distribuicao de valores extremos

Conforme Hoskink (1984), um dos procedimentos para verificar se as observagoes
seguem a distribuicao de valores extremos tipo I(Gumbel), II(Fréchet) ou I11(Weibull),
basta verificar se £ é igual a zero na distribuicao GEV, o que pode ser feito através do

teste da razao de verossimilhanca modificado, exibido a seguir.

Toma-se uma série de n observacgoes (Y1, Y2, -, Yn), l(@GVE) e l(égumbel) do
maximo do logaritmo das fungoes de verossimilhanca das distribuicoes GVE e Gumbel

N ~ Al
em que, Oqyp = (1,6,€) € O = ([1,0), sdo vetores das estimativas da fungao de

maxima verossimilhanca. A estatistica de razao de verossimilhanca (77.z) ¢ definido por

T =-21(0c) — 1 (Berv)| = 2[l (0erv) — 1 (66)] (2.12)
que tem distribuicdo assintética x? com 1 grau de liberdade.

Hosking (1984) sugere a utilizacao da estatistica modificada cujo objetivo é de

atender uma melhor aproximacao a distribuigao assintética para Equacao (2.12)

2.8
T, = (1 - 7) % Ten, (2.13)

sendo n o tamanho da amostra.

Para testar a hipotese Hy : & = 0 versus H;p : £ # 0, basta comparar o valor da
estatistica do teste T com o valor tabelado da distribuigao x* com grau 1 de liberdade e
um certo nivel de significancia (), X, ;- Se Tip > X3, rejeita-se Hy, ou seja, hd fortes

evidéncias de que as observagdes nao sao de uma distribuigdo do tipo /(Gumbel).

2.5 Diagnoéstico do ajuste da GEV

Em geral, quando se tem interesse em verificar o ajuste da distribuicao GEV
aos dados amostrais utiliza-se alguns testes de aderéncia, como por exemplo, o teste de
Kolmogorov-Smirnov (OLINDA, 2012). A utilizacao desta metodologia pode ser encontrada,
em Bautista (2002), Freire e Beijo (2010), Sansigolo (2008) e Ferrari (2011).

De acordo com Ferrari (2011), ao se ajustar uma distribuigdo de probabilidade
a um conjunto de dados, trabalha-se com a hipdtese de que a distribuicao representa
adequadamente aquele conjunto de informacdes. Seja y(1y, ¥(2), -, Y(n), uma série de dados
observados ordenados de forma crescente, a funcao de distribuicdo acumulada empirica da

variavel aleatéria Y podera ser descrita da seguinte forma,

F(y(i)) =——i=12..n (2.14)
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Para se testar a suposi¢ao de que os dados seguem uma distribuicio GEV sele-
cionada, pode-se recorrer a estatistica D do teste de Kolmogorov-Smirnov, definida da

seguinte forma

D = max ‘F (y(i)) —F (y(i))

sendo F'(y(;) a distribuicdo tedrica da distribuicdo GEV com suas estimativas obtidas

. i=1,2,...n, (2.15)

e F(y(i)) é a distribuicao empirica definida pela Equacao (2.14). Rejeita-se a hipotese
Hy de que os dados seguem uma distribuicaio GEV se a estatistica de teste for D >
Dy, o), em que o valor critico é Dy, ) para os valores de n com um nivel de significancia
predeterminado. Além do teste descrito anteriormente, o ajuste da distribuicdo podera ser
avaliado graficamente por meio da construgao do gréfico gg-plot (grafico quantil-quantil) e

pp-plot (grafico de probabilidade-probabilidade).

O gréfico pp-plot é construido com os pontos dados pelas coordenadas,

[F <y(i)> 7F (ym) ‘9:9} ,i = 1,2, ., n,

em que O sio as estimativas de 0 = (1, o, &), F(ya)) ¢ afuncao de distribui¢do acumulada
da GEV e F(y(i)) é uma distribuicao empirica definida pela Equacao 2.14, se a funcao
da distribuicao GEV é um modelo razoavel para a distribuicao dos dados amostrais, os
pontos estardo aproximadamente alinhados em uma reta pelos pontos (0,0) e (1,1). Assim,
uma forma de interpretar o grafico é observar o quao distante esses pontos estao da reta.

Quanto mais distante, menos adequada é a distribuicdo de probabilidade.

Conforme Bautista (2002), outra forma de avaliar graficamente o ajuste da distri-

buigao é a utilizacao do grafico qg-plot, formado pelos pontos de coordenadas

)
F (=)

em que FED (.) é a funcao inversa da Equagao 2.14. Neste caso, também sob a hip6tese

=12, ..., n,

de que os dados apresentam distribuicao GEV, os pontos do gréafico estarao aproximada-
mente alinhados em uma reta. Quanto mais afastados de uma reta, menos adequada é a

distribuicao de probabilidade.

2.6 Periodo de retorno e nivel de retorno

Conforme Coles (2001), o periodo de retorno (7) é o intervalo de tempo estimado
para ocorréncia de um determinado evento e é definido como o inverso da probabilidade
de um evento a ser igualado ou superado, ou seja,

1

T=-,
p
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em que p é a probabilidade do evento ser igualado ou ultrapassado [(P(Y > y))].

No caso em estudo, o periodo de retorno é o intervalo de tempo estimado para a
ocorréncia de temperaturas maximas em é definido por

1

TTIFW)

O nivel de retorno (y,), esta associado ao periodo do retorno 7 e a sua fungao ¢

obtida por meio da solucao da equacao abaixo

p
| fo)1y=1-p. (2.16)
em que p = %, ou seja,
Fyp) =0 -p),

ao inverter a Equagao (2.14), tem-se a solucao

{1-[-m@-p)*}.

g

bp=F"(1-p=n-g

Para £ # 0, do qual o limite £ — 0 é definido a seguir
Yp=F'(1—-p =p—o{ln[-In(1-p)}.

De acordo com Medeiros (2011), o nivel y, deverd ser excedido em média uma
vez a cada % anos. Mais precisamente, y, ¢ excedido pelo maximo anual em algum ano
particular com probabilidade p. A estimativa de §j, do nivel de retorno y, para periodos
de retorno 7 € obtida pela substituicao das estimativas de méxima verossimilhanca de u, o
e { em (2.16).

2.7 Obtencdo dos intervalos de confianca

Os Intervalos de Confianca (1.C.) com nivel de (1 —«)100% para os niveis de retorno
Y, foram construidos e baseados no método delta, logo depois, no método estatistico de
razao de verossimilhanca. O intervalo de confianga para Y, com (1 — «)100% de confianca

é descrito a seguir:

1. ()] = i + 2012yVar(,)].

em que « é o nivel de significancia, z,/2 0 valor tal que P(| Z |< 24/2) = 1 — «, Z uma

varidvel com distribui¢do normal padronizada e Var(g,) é a varidncia associada ao nivel de
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retorno g, calculada através do método delta. Esse método é baseado no fato de que uma
distribuigao de 0 = (fi,6,€) ser assintoticamente normal com média 0 = (,0,8) e as
matrizes de varidncias e covariancia dado I(8)™" . Tendo em vista que a Equacao (2.7) é
uma funcao nao linear em pu, o e &, pode-se lineariza-la por meio da expansao da primeira
ordem de Taylor em torno do ponto inicial correspondente ao vetor das estimativas dos

parametros.

Conforme Ferrari (2011), o método delta descrito por Rao e Toutemburg (1999),
é realizado da seguinte forma: calcula-se Var(f,) por meio da matriz de varidncias e
covariancias de u, o e £, estimada pela inversa da matriz de segundas derivadas da funcao
log-verossimilhanga (matriz hessiana calculada em p, o, e £ ). Assim o método delta estima

a variancia de ¢, por meio da expressao

Var (g,) = Vy,VVy,. (2.17)

Sendo, para o caso em que £ # 0 , J é uma matriz de variancias e covaridncias de
A, 2 . . . ~ .
0 = (i1,6,&)" obtidos por meio da inversa da matriz de informacao a seguir

sl (0) 5251 (6) 3l (6) Var (i) Cov(f,6) Cov ()
J = ag‘@zw) 8;3—(301(49) a3?1(9) = | Cov(p,8) Var(s) om;(alg) :
21(0) 3551(0) %1 (6) | g | Cov (1.€) Cov(5,8) Var(§)
e
[0y, Oy, Oy
r_ |99 Y9 Y9
Y = |9 00 ag]’

a matriz de derivadas parciais de y, avaliada em p, 0, e &.

Portanto, a variancia do nivel de retorno estimado y; ,para { # 0, é calculada da

seguinte forma

em que,
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é)gp _ :2_ —[=1n _ £ — éi —In — B n (in -
8_5_52{1 (= p)) - F ()] (1),

Al
Para o caso em que ¢ = 0, tem-se a matriz de varidncias e covariancias de @ = (fi,5)’

obtidos da inversa da matriz de informagao definida por

dodo

V:[%@um 82@1(9)]1 _
10) 35:1(0) g5

dodu

A/
em que @ = (fi,6)" sdo as estimativas de maxima verossimilhanga.
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3 Resultados e Discussao

Os dados de temperatura maxima mensais (expressos em graus Celsius (°C)) foram
obtidos no periodo de 1970 a 2010 entre janeiro a dezembro, fornecidos pela EMBRAPA
algodao, localizada no municipio de Campina Grande, estado da Paraiba, os dados foram
obtidos brutos e nés calculamos as maximas. Realizou-se um estudo descritivo para cada
um dos meses, cujos resultados encontram-se na Tabela 1. Conforme pode-se observar,
ocorreu uma assimetria entre os meses de janeiro, marco, abril, maio, junho, julho, agosto
e outubro e os meses de fevereiro, setembro, novembro e dezembro nao se encaixaram

nessa assimetria.

Tabela 1 — Estatisticas descritivas da varidvel aleatdria temperatura maxima (°C) mensal
no periodo entre 1970 a 2010, do municipio de Campina Grande-PB, em que
DP é o desvio padrao, C.V. é o coeficiente de variacao e C.A. é o coeficiente de
assimetria

Meses Média Mediana Variancia D.P.  C.V. (%) C.A. Curtose
janeiro 32,24 32,10 0,6968  0,8347  2,6005  0,2584 -0,6476
fevereiro 32,32 32,60 1,1563  1,0753  3,2985 -0,4265 -0,7429
marco 31,94 31,75 2,2218  1,4905 4,6947  0,1580 -1,1463

abril 31,02 30,90 0,9509 09751  3,1559  0,3106 -0,7926
maio 29,63 29,30 1,7823  1,3350 45565  0,4766 -0,6584
junho 27,93 27,85 1,6601  1,2884 4,6264 0,7990  1,3095
julho 27,38 27,25 0,9765 09882  3,6264  0,2375 -0,3763

agosto 28,38 28,30 1,1312  1,0635 3,7582  0,0684 -0,3561
setembro 29,66 29,75 1,2852  1,1336  3,8106 -0,2386 -0,8852
outubro 31,26 31,20 0,8795  0,9378  3,00568  0,2540 -0,1213
novembro 31,64 31,70 0,0125  0,7159  2,2585 -0,2394 -0,5843
dezembro 32,06 32,00 0,8637 09293 2,9043 -0,0158 -0,9506

Pode-se observar, por meio da Tabela 1, que os meses de janeiro, fevereiro, margo
e dezembro, apresentam em média os valores mais altos de temperatura maxima, no qual
o més de fevereiro apresenta-se, em média, o maior valor. Para os meses de abril, outubro
e novembro, a média e a mediana estdo mais préximas e os demais meses, isto €, maio,
junho, julho, agosto e setembro a mediana e a média sao bem menores, podendo-se levar a

uma possivel assimetria.

Observa-se por meio da Figura 1, o grafico box-plot, que por sua vez, refere-se
aos dados da variavel temperatura maxima de cada més analisado, no qual pode-se
perceber presenca de alguns valores discrepantes (atipicos) representado pelo simbolo
(o), nos respectivos meses de junho, agosto e outubro, os demais ndo apresentam valores

atipicos. Percebe-se que os meses de margo, maio e setembro possui uma consideravel
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Figura 1 — Grafico de caixa (Box-Plot) referente a temperatura méxima no periodo de
1970 a 2010 do municipio de Campina Grande.
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assimetria em relagdo aos demais meses analisados. Este fato corrobora Bezerra (2013) ao
ajustar a distribuicao GEV aos dados de temperatura maxima mensal no municipio de
Campina Grande, estado da Paraiba. A referida autora observou também uma consideravel

assimetria entre os meses de margo e maio.

Na sequéncia (Tabela 2) observa-se o teste de chorrilho, realizado para verificar
a pressuposi¢ao de independéncia entre os dados de temperatura méaxima, ao nivel de
significAncia de 5%, sendo 0 mesmo comparado com seu respectivo valor-p. Pode-se observar
também que apenas no més de outubro o nivel descritivo é menor que o nivel de significancia
adotado, concluindo-se que a hipdtese de independéncia entre os dados, para o més de
outubro, foi rejeitada. Nos demais meses nao houve rejeicao da hipotese, ou seja, a hipotese
de independéncia nao foi rejeitada ao nivel de significancia de 5%. De acordo com Bautista
(2004), o cumprimento dessa pressuposigao é importante no que se refere a obtencao de

inferéncias estatisticas satisfatérias para o ajuste da distribuicao GEV.

Apoés a obtencgao desses resultados calcula-se as estimativas dos parametros pu, o e &,
isto é, locagdo, escala e forma respectivamente da distribuicio GEV, juntamente com suas
respectivas variancias e covariancias estimadas, obtidos por meio da fun¢ao de maxima
verossimilhanca, apresentadas na Tabela 3. Dando sequéncia as analises, pode-se observar
por meio da Tabela 3, que as estimativas pontuais para o pardmetro de forma (§) com
valores menores do que zero, que correspondem a distribuicdo de Weibull, ocorrem em

todos os meses analisados.

De acordo com Holmes e Moriarty (1999), esta distribuigao é a mais adequada para

representar fendmenos ambientais, como por exemplo, temperatura maxima mensal, devido
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Tabela 2 — Teste de chorrilho sob o pressuposto de independéncia aplicado aos dados de
temperatura méaxima do municipio de Campina Grande.

Meses p-valor
janeiro 0,0504
fevereiro 00,0640
margo 0,4573

abril 0,8550
maio 0,4573
junho 0,4411
julho 0,7001

agosto 0,8550
setembro  0,0570
outubro 0,0005
novembro 00,0740
dezembro 0,0932

ao fato de possuir uma cauda superior com limite finito. Um fato que chama atencao neste
trabalho é que nao se observou nenhum més com a estimativa pontual do parametro de
forma maior que zero, que por sua vez, levaria a distribuicdo de Fréchet. De acordo com
Coles (2001), a distribui¢ao de Fréchet ndo é adequada para estudar o comportamento
de alguns fendomenos ambientais, pois apresenta uma cauda superior com limite infinito.
Entretanto vale ressaltar que, este fato s6 sera consumado por meio do teste da razao de

verossimilhanca modificado 77 com seus respectivos intervalos de confianca.

Tabela 3 — Estimativas dos parametros da GEV e suas respectivas variancias e covari-
ancias estimadas, pelo método de maxima verossimilhanca, para os dados de
temperatura méaxima do municipio de Campina Grande-PB.

Meses i & £ Var(g) Var(é) Var(§) Cov (f,6) Cov(i,§) Cov(s,E)
janeiro 31,9308 00,7710 -0,2045 0,0605  0,0300  0,0113 -0,0093 -0,0095 -0,0114
fevereiro 32,0775 1,1476 -0,5163 0,1369  0,0826  0,0369 0,0065 -0,0342 -0,0385
marco 31,4317 1,4268 -0,2893  0,0549  0,0357 0,0477  0,0272 20,0234 -0,0139
abril 30,6383 0,8788 -0,1763 0,0879  0,0446  0,0213 0,0112 -0,0175 -0,0158
maio 29,0572 11,1122 -0,0724 0,0413 0,0390 0,0795 0,0320 -0,0261 -0,0105
junho 27,4064 11,1094 -0,0996 0,0970 0,0561  0,0404 0,0243 -0,0315 -0,0297
julho 27,0160 0,9241 -0,2092 0,0870  0,0405 0,0090 0,0144 -0,0085 -0,0057
agosto 28,0125 11,0370 -0,2703 0,0397  0,0203  0,0135 -0,0056 -0,0086 -0,0102
setembro 29,3560 1,1779 -0,4315 0,0275 0,0157 0,0342 0,0092 -0,0136 -0,0106
outubro 30,9095 10,8835 -0,2132 0,0188  0,0099 0,0168 -0,0033 -0,0069 -0,0080
novembro 31,4509 0,7453 -0,4294 0,0276 0,0167 0,0195 -0,0057 -0,0092 -0,0119
dezembro 31,7741 0,9276 -0,3467 0,0280 0,0142 0,0155 -0,0031 -0,0078 -0,0091

Levando-se em consideracao que o parametro de forma (§) define qual tipo de
distribuicao de valores extremos deve-se ajustar aos dados amostrais, apresenta-se por meio
da Tabela 4 os valores de estatistica da razao de verossimilhanca modificada e seus respec-
tivos intervalos de confianca. Analisando-se o intervalo de confianga apresentado na Tabela
4, para o parametro de forma, pode-se observar que o valor zero estd contido na maioria
dos intervalos analisados. Dessa forma pode-se observar que a maioria dos meses em estudo

(em 8 dos 12 meses) obteve-se um bom ajuste para a distribuicio Gumbel. Este resultado
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é corroborado pela estatistica da razao de verossimilhanca modificada 775, comparando-se

o valor que se encontra na Tabela 4, com o valor tabelado de (X705 = 3, 84).

Diante do exposto, pode-se concluir que para os meses de fevereiro, setembro,
novembro e dezembro os resultados parecem seguir uma distribuicao Weibull, observando-
se para estes meses que o intervalo de confianca, com 95% significancia, contém todos
os valores negativos para o parametro de forma, contemplando-se a confiabilidade desta
conclusao acerca da distribuicdo ajustada aos dados de temperatura maxima do municipio
de Campina Grande. Medeiros (2011), ajustou a distribuicio GEV a dados de precipitagao
maxima mensal no municipio de Moreilandia, estado de Pernambuco. O referido autor
observou também um bom ajuste para a distribuicao Gumbel, fato este corroborado por
Coles (2001), ao afirmar que a distribui¢do Gumbel, apesar de apresentar cauda superior
com limite infinito, levam a predi¢oes de niveis de retorno inferiores aos obtidos quando se
utiliza a distribuigdo de Fréchet. Sendo assim, obtém-se uma consideravel representacao no
ajuste de fenémenos ambientais, como por exemplo, precipitacdo e temperatura maxima

mensal.

Tabela 4 — Intervalo de 95% de confianga para o parametro de forma (&) e valores da
estatistica de razao de verossimilhanca modificado 77 .

Meses Limites de 95% de confianga para & R
Superior Inferior
janeiro -0,4854 0,0761 1,8137
fevereiro -0,7732 -0,2594 10,4944
marco -0,7011 0,1225 2,4073
abril -0,4837 0,1310 1,2288
maio -0,4299 0,2848 0,1791
junho -0,4299 0,2848 0,7702
julho -0,4570 0,0484 2,1389
agosto -0,5073 0,0332 3,7949
setembro -0,6955 -0,1675 6,9145
outubro -0,4393 0,0128 2,7027
novembro -0,6563 -0,0373 7,5695
dezembro -0,6563 -0,0373 3,9853

Mediante resultados da Tabela 5 observa-se as informacoes do teste Kolmogorov-
Smirnov ao nivel de 5% de significancia, encontra-se nesta Tabela 4 as diferencas maximas
absolutas observadas entre os valores probabilisticos das fungoes de distribui¢ao empirica
e tedrica para cada més observado, seguido dos niveis descritivos. Conforme o teste, as
distribuicoes ajustam-se bem aos dados de temperatura méaxima, tendo em vista que,
D < D, , = 0,20 para todos os meses analisados. Na Figura 3 observa-se o esbogo do
teste de Kolmogorov-Sminorv, que visualmente proporciona as mesmas conclusoes citadas

anteriormente.
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Tabela 5 — Resultados do teste de Kolmogorov-Smirnov para verificar a adequabilidade
do ajuste da distribuicao aos dados de temperatura maxima do municipio de
Campina Grande-PB.

Meses Diferenca méaxima absoluta (D) p-valor
janeiro 0,1491 0,5392
fevereiro 0,1817 0,2939
margo 0,0906 0,9664
abril 0,1274 0,7343
maio 0,0820 0,9918
junho 0,0797 0,9943
julho 0,0980 0,9508
agosto 0,1389 0,6307
setembro 0,1412 0,6323
outubro 0,0839 0,9891
novembro 0,1142 0,8410
dezembro 0,1329 0,7060

Dando sequéncia as anélises, pode-se observar por meio da Tabela 6 as respectivas
probabilidades de ocorréncia de temperatura maxima acima de 30, 31 e 32°C entre os
meses de janeiro a dezembro. Observa-se que temperaturas acima de 32°C os meses de
janeiro, fevereiro, setembro, outubro, novembro e dezembro foram bastante expressivas.
Para o restante dos meses (marco a julho), a probabilidade de ocorréncia de temperaturas
maximas acima de 32°C nao sao tao expressivas, estes resultados eram esperados tendo

em vista que de abril a julho é o periodo mais chuvoso no municipio de Campina Grande.

Tabela 6 — Probabilidade de ocorréncia de temperaturas maximas acima de 30, 31 e 32°C,
para os 12 meses do ano, no municipio de Campina Grande-PB.

Meses > 30 > 31 > 32

janeiro 0,65905 0,85684 0,94837
fevereiro 0,13797 0,52082 0,84898
margo 0,08952 0,26276 0,51944
abril 0,02759 0,11646 0,34346
maio 0,00052 0,05278 0,40111
junho 0,01308 0,12477 0,46051
julho 0,01631 0,18045 0,66200
agosto 0,07902 0,44709 0,77467
setembro 0,58503 0,88861 0,99967
outubro 0,88684 0,95650 0,98366
novembro 0,93252 0,96479 0,98569
dezembro 0,96911 0,98983 0,99667

Dando sequéncia as andlises, pode-se observar por meio da Figura 2 os graficos do
quantil empirico versus o quantil tedrico para o diagnodstico da distribuicdo GEV. Pode-se

observar que no més de janeiro ocorreu um leve desvio nas caudas da distribuicao ajustada.
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Figura 2 — Graficos de quantil-quantil, diagnéstico das distribuicoes para os dados de
temperatura maxima para todos os meses do ano.
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O gréfico do quantil empirico versus o quantil teérico compara o ajuste da distribuigao

tedrica com a verdadeira distribui¢do dos dados amostrais em estudo. De acordo com

Sansigolo(2008), tem-se uma maior precisao no ajuste da distribuicio GEV quando se

utiliza uma série histérica igual ou superior a 30 anos, em nosso estudo utilizou-se uma

série histérica de 40 anos. Consequentemente, estes ajustes podem ser utilizados com

bastante confiabilidade para extrapolagdo em periodos mais longos, desde que ndo ocorram

futuras variagoes climaticas significativas nesta regiao.
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Figura 3 — Graficos do teste de Kolmogorov-Smirnov da fun¢ao de distribuicao acumulada

empirica (linhas tracejadas) e tedrica (representada pela curva) para diagndstico
dos modelos ajustados aos dados de temperatura maxima mensal.
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4 Conclusao

A distribuicao generalizada de valores extremos com parametro & = 0, que corres-
ponde a distribuicao de valores extremos tipo I e II ou de Gumbel e Weibull é adequada
para estudar o comportamento da temperatura maxima nos meses que foram analisados,
no municipio de Campina Grande-PB. Esta distribuicdo apresentou bom ajuste aos da-
dos, fato comprovado através do grafico pp-plot. A partir dessas distribui¢oes pode-se
determinar diversas aplica¢oes como tempo de retorno e probabilidade de ocorréncia para

determinado limiar de temperatura maxima.

Um fato que chama atenc¢ao neste trabalho é que nao se observou nenhum més
com a estimativa pontual do parametro de forma maior que zero, que por sua vez, levaria
a distribuicao de Fréchet, este fato foi confirmado pelo teste da razao de verossimilhanca
modificado. Vale ressaltar, conforme afirma varios autores, que a distribuicao de Fréchet
nao é adequada para estudar o comportamento de alguns fenémenos ambientais pois

apresenta uma cauda superior com limite infinito.

De acordo com os graficos que comparam o ajuste da distribuicao tedrica com a
verdadeira distribuicdo dos dados amostrais, pode-se concluir que estes ajustes podem
ser utilizados com bastante confiabilidade para extrapolagdo em periodos de retorno mais

longos, desde que ndo ocorram futuras variagoes climaticas significativas nesta regiao.
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