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RESUMO

A difusdo ¢ um fendmeno muito comum na natureza e, em geral, ocorre quando um
sistema encaminha-se para o estado de equilibrio. Portanto, ¢ de importancia fundamental em
toda a fisica. Num processo de difusdo, um conjunto de particulas microscopicas, move-se
randomicamente, realizando um movimento individual altamente irregular, porém o conjunto
se difunde. Num nivel macroscopico, este comportamento coletivo, contrastando com o
movimento individual microscopico, apresentam grande regularidade e segue leis dindmicas
bem definidas. O objetivo desse trabalho ¢ demonstrar a formulagdo estocdstica para o
fendmeno de difusdonormal e andomalo em termos de um caminho aleatorio. Essa descricao
foitrabalhada por Langevin[3] e Fokker-Planck [7, 11]e faz parte dos conceitos fundamentais
na teoria de difusdo em geral. A primeira solugdo da equagao de difusdo foi realizada por A.
Einstein[2], em sua tese de doutorado em 1905, quando ele explicou a danga aleatoria de
pequenas particulas em suspensdo num liquido (movimento browniano). Em contraste, a
difusdo andmala, em geral, tem como caracteristica o crescimento ndo linear da variancia no
decorrer do tempo. Concluimos nossa demonstra¢ao caracterizamos a solugao da equagao de
Fokker-Planck, sem termo de forga e ndo linear através de uma distribuicao de probabilidade.
Mostramos os casos particulares em que o processo de difusdo ¢ normal, subdifusivo
ousuperdifusivo. Esperamos que esse trabalho sirva de fonte inspiradora para futuras
pesquisas nessa area da fisica. Consideramos quenessa area nem sempre € facil, representando
muitas vezes um trabalho arduo. Contudo, deixamos as informacdes apresentadas como

modelo de motivacdo aos estudos dos processos difusivos.

Palavras chaves: Difusio normal e Anomala, Tratamento Estocastico, Equacao de

Fokker-Planck.



ABSTRACT

Diffusion isavery common phenomenonin nature andgenerallyoccurswhen a systemis
moving towardthe equilibrium state. It is therefore offundamental importance inall physics.In
adiffusion process,aset ofmicroscopic particlesmoverandomly, making anindividual
movehighly irregular, but the setspreads. On amacroscopic level, this collective behavior,
contrasting with the individual movementmicroscopic, they are more regularand followswell-
defineddynamical laws. The aim of thispaper is to showthe formulationfor
thestochasticphenomenondifusaonormalandanomalous  interms  ofarandom  walk.This
descriptionfoitrabalhadabylLangevin[3] and Fokker-Planck [7, 11] and is part of the
fundamental conceptsin the theoryof diffusionin general.The first solutionof the diffusion
equationwas carried out byA.Einstein[2] in his doctoral thesisin 1905, when he explained
therandomdanceof small particlessuspended in a liquid(Brownian motion). In
contrast,anomalous diffusion, in general,is characterized bynonlineargrowthofvarianceover
time. We concludeour statementcharacterized thesolution of theFokker-Planck equation,
indefiniteand non-linearforcethrough aprobability distribution.We show theparticular casesin
which thediffusion process isnormal,subdifusivoousuperdifusivo. We hope thiswork will
serve asa source of inspirationfor futureresearch in this areaof physics.We
considerquenessaarea is not alwayseasy,oftenrepresentingahard work.However, we

presentedthe informationas a modelof motivation forstudiesofdiffusive processes.

Keywords: Normaldiffusion, anomalousdiffusion, Fokker-Planck equation.
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INTRODUCAO

Em um processo de difusdo, temos um conjunto de elementos que se movem
randomicamente no nivel microscopico e como resultado deste movimento erratico o conjunto
se propaga no decorrer do tempo. Surpreendentemente, apesar do movimento erratico no nivel
microscopico o sistema apresenta uma regularidade ao nivel macroscopico. Ha isto,
chamamos de difusdo. A primeira solu¢do da equagao de difusdo foi realizada por A.Einstein,
em sua tese de doutorado em 1905, quando ele explicou a danga aleatéria de pequenas
particulas em suspensao num liquido (movimento browniano). Em contraste, a difusdao
andmala, em geral, tem como caracteristica o crescimento ndo linear da variancia no decorrer
do tempo. A difusdo andmala pode ser classificada como normal, subdifusiva ou

superdifusiva.

No capitulo I apresentamos defini¢cdes teorias sobre a difusdo normal e andmala
referenciando diversos trabalhos cientificos. No capitulo II apresentamos o procedimento
metodologico. No capitulo III demonstramos todo tratamento estocastico desenvolvido por
Langevin e Fokker-Planck a obter a equacdo de difusdo normal, que sem a presenca do termo
de forca e na auséncia de fontes ou sorvedouros torna-se a equacgao de difusdo de Einstein, no
qual ele explicou o movimento browniano. A seguir, trabalhamos a equacdo de difusdo de
forma ndo linear. No capitulo IV apresentamos como resultado o comportamento da
distribui¢dao de probabilidades advinda da solucdo da equagdo de Fokker-Planck ndo linear.
No limite da difusdo normal o comportamento da distribuicio ¢ uma gaussiana, como
esperado; porém quando a difusdo ¢ anomala a distribui¢do tem comportamento do tipo Levy

com cauda longa. E finalmente, no capitulo V apresentamos nossas consideracdes finais.



13

CAPITULO I -PROCESSOSDIFUSIVOS NORMAIS E ANOMALOS

A seguir faremos um breve estudo sobre a difusdo normal e andmala. A difusdo

andmala pode ser classificada segunda a equagdo da variancia { {&x} *} =t {5 = L], onde n
igual a zero ou maior que um ou menor que um, definira diferentes comportamentos para

fun¢do distribuicao.
1.1 Difusdo normal

A difusdao ¢ um fendmeno comum da natureza. Na nossa vida cotidiana estamos nos
deparando constantemente com esse fendmeno. Veja alguns exemplos: na dissolucdo do
agucar no café, na abertura de um frasco de perfume, no espalhamento da fumaga de cigarro,
na evolucao de uma mistura ou reacao quimica, enfim sdo intimeros exemplos do nosso dia a

dia. A Fig.(1) mostra um processo difusivo em membranas de células:

Figura 1: Processo Difusivo em Membranas
Celulares

Este fendmeno possui uma freqiiéncia relativamente alta em processos de natureza
fisica, quimica e biologica. No geral, ocorre quando um sistema encaminha-se para o estado
de equilibrio. No momento em que estd ocorrendo um processo difusivo, temos um conjunto
de elementos que poderdo alterar-se constantemente, por exemplo: energia, momento linear,
atomos, moléculas, etc., até que entdo o sistema atinja o estado de equilibrio, ndo mais

alterando as varidveis microscopicas.

1.1.1 Difusdo normal ¢ 0 movimento browniano
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A natureza aleatoria das particulas, no nivel macroscopico, foi observada inicialmente
pelo botanico inglés Robert Brown [1], recebendo assim o nome de “movimento browniano”
(MB). Posteriormente foi explicado por Albert Finstein em sua tese de doutorado (1905).
Elepublicouumaexplicagcdo [2] com o titulo “concerning the motion, as required by the
molecular-kinetic theory of heart, of particles suspended in liquids at rest”. As explica¢des de
A. FEinstein, para MB, desencadearam uma série de novos trabalhos sobre fendmenos de
natureza estocdstica. Podemos citar diversos pesquisadores que j& contribuiram nesta area do
conhecimento, tais como: Langevin [3], Fokker [4], Burger [5], Ornstein [6], Planck [7], Kac

[8] e muitos outros.

O tratamento dado por Einstein também forneceu uma boa estimativa do nimero de
Avogadro, a qual foi verificada, com grande precisao, nos experimentos efetuados por Jean
Perrin [9]. Um ano apos as explicagdes de Einstein, a mesma explicagdo foi desenvolvida

independentemente por Smoluchowski [10].

1.1.2 Difusao normal e o tratamento de Langivin e Fokker-Planck

No inicio do século XX, os estudos do MB constituiram um elemento importante para
o estabelecimento da matéria em contraposicdo as visdes energeticistas dominantes da
Europa. Esses e muitos outros fendmenos que possuem tal comportamento, isto ¢, um
movimento altamente aleatério em nivel microscopico com uma regularidade macroscopica
pode ser descritos, por exemplo, em termos de equacoes de Langevin e equagdes de difusao.
Segundo Langevin [3], o MB de uma particula pode ser entendido com base numa equagao

diferencial estocastica.

Quando estudamos um processo difusivo e observamos o carater aleatorio das
grandezas relevantes desse sistema, notamos que a descricdo matematica da difusdo baseia-se
num conjunto de equagdes denominadas equagoes de Langevin. Alternativamente, podemos
enfocar o comportamento médio das grandezas relevantes através do estudo de suas
probabilidades. A equagdo que descreve a evolugdo das probabilidades ¢ a equagdo de

Fokker-Planck [11].
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1.2 Difusio andmala
A difusdo andmala tem como caracteristica o crescimento ndo linear da variancia com

o tempo { [Ax} Z¥ect® (i = 1. Um marco no estudo da difusdo andmala é o tratado de
Richardson sobre difusdo turbulenta, de 1926 [12]. A difusdo andmala tem sido fundamental
na analise de uma grande classe de sistemas fisicos, tais como: difusdo em plasma [13],
difusdo em fluidos turbulentos [14], transporte de fluidos em meios porosos [15], difusdo em
fractal [16], difusdo andomala em superficies liquida [17], analises de histogramas de batidas

do coragdo [18] e etc. A Figura (2) mostra dois tipos de difusdo:

(DN)

Figura 2:Difusdo Andmala (DA) e Difusio
Normal (DN)

1.2.1Classificagao da difusao anomala

Na descrigdo do comportamento andomalo, podemos classifica-lo como: processo
subdifusivo: quando 1 < 1, processo de difusdo normal quando 1 = 0 e processo superdifusivo
quando n > 1. Como exemplos da difusdo anomala em regime superdifusivo temos: micelas
CTAB dissolvidas em aguas salgadas [19], dinamica caotica devido a voos e aprisionamentos
[20], difusdao andomala em fluidos bidimensionais [21], em movimentos bacterianos [22], além
da difusdo transporte em plasmas turbulentos [23]. Como exemplo da difusdo normal sdo
todos aqueles sistemas fisicos que possuem o comportamento da distribui¢do do tipo
gaussiana. No regime subdifusivo, temos: no transporte de carga em semicondutores amorfos

[24,25], difusometria NMR em percolados [26], transporte em geometrias fractais [27,28].
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1.2.2 Tipos de difusdo andmala

Na difusdo andmala podemos ter do tipo Lévy [29] ou correlacionada [30]. Na difusdo
tipo Lévy, a variancia pode ndo ser finita. Para descrever a difusdo do tipo Lévy, pode ser
utilizado uma equacdo de difusdo com derivadas de ordem fracionaria [31] e suas solugdes
sdo as distribuicdes de Lévy. Diferentemente desta, a difusdo do tipo correlacionada pode
apresentar um segundo momento finito. Em cada uma dessas situacdes podem ser
caracterizadas por equagdes de difusdo, em um contexto estatistico, seja ele descrito pela
mecanica estatistica extensiva ou pela mecanica estatistica ndo extensiva. A mecanica
estatistica ndo extensiva foi proposta por Tsallis (CBPF), que diz que a priori ndo podemos
dizer que a entropia de um sistema ¢ uma varidvel extensiva. Uma variavel extensiva ¢
proporcional ao nimero de particulas (ou a massa) de um sistema, por exemplo, energia. J4 a
intensiva independe do nimero de particulas (ou a massa) de um sistema temos como

exemplo, temperatura.
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CAPITULO II - PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A metodologia que empregamos para o desenvolvimento do presente trabalho consiste
em fazer um estudo do movimento browniano e forgas flutuantes segundo a visdo de
Langevin, bem como a evolugdo temporal de probabilidades. O estudo inicial resulta na
obtengao da equagdo de Fokker-Planck com termo de forga, usando um procedimento termo
estatistico. Em seguida foi estudada a equacdo de difusdo ndo linear para meios porosos. A
solucdo dessa equagdo corresponde, a obtencao da distribuicdo de probabilidades em funcao
de w, que corresponde ao grau de ndo linearidade. Para o caso em que ele possui valor 1,
retornaremos a equacao de difusdo normal (Fokker-Planck) e para valores de ¥ diferentes de 1
o comportamento da gaussiana difere daquela obtida para difusdo normal. Observamos que
essa nova distribui¢do de probabilidade assemelha-se a do tipo Lévy, que possui calda longa,
caracterizando a difusdo do tipo andmala. A difusdo normal representada pela equagdo de

Fokker-Planck, sem termo de forga, ¢ dada por
E_.ui__-r,. o= Dvplr,£) (L)
No caso da difusdo andmala dada pela equagdo abaixo, introduzimos v, e ficamos com
uma expressao do tipo
a
320t} = orialr, 1] (2]
onde, para v = L, retornamos a equacao usual de difusao, Eq.(1). Para valores de v diferentes,
a distribuicdo de probabilidades comporta-se como uma distribuicdo deLevy, apresentando

uma calda longa.
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CAPITULO III - TRATAMENTO ESTOCASTICO

3.1 Tratamentode Langevin

Partindo da possibilidade de demonstrar a equacdo de Fokker-Planck, a partir do
modelo termo estatistico, iniciaremos da visdo de Langevin para uma particula na presenga de
uma forga aleatoria F(t), inserido num fluido.

oy . -
m— = —av -+ F(t) (3]
el i

|F‘L

onde, ¥ ==, ¢ a velocidade e * a posi¢do da particula. A primeira parcela, a direita, da

Fi,
-

Eq.(3) ¢ a forga viscosa, sendo & uma constante, ¢ a segunda parcela, £z}, ¢ a forga aleatoria
que possui as seguintes propriedades:

(Fltiy=10 (47
onde, em media, a forca aleatéria devida aos choques com as moléculas ¢ nula. Para um
intervalo pequeno de tempo podemos representar esse comportamento pela expressao a seguir
FIOF(ET=B4TE— 1) (5]

onde, estamos considerando que os impactos sejam independentes.

A equagdo, Eq.(3), suplementada pelas propriedades das equacdes, Eq.(4) e Eq.(5), ¢

denominada de equagdo de Langevin. Dividindo ambos os membros da Eq.(3) por m,

obtemos

v -

— =—+ 21 (5)

[ t

onde, ¥= e e J(f] = F(f)/m. A quantidade estocastica Z{z} é chamada de ruido, isto &,

uma variavel aleatoria dependente do tempo, que possui as propriedades
Ll =u (4]

(G = Di(e— ) (8)

; i w
onde! =B /i". A Eq.(8) representa a forca aleatoria para pequenos intervalos de tempo.
Considere a Eq.(9) para uma dada fun¢do de u, e na sequéncia integramos u entre o
intervalo de u a uy.
il

— ‘:fl:j-l'.lf"\. FRE
— = &" (1) (4
(A o
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= ug+ !I 2704y (107
A velocidade em fungao de u ¢ dada por
1 h":l = LLL:r]e_:" (i1’
Ap0s alguma élgebra, obtemos
— g -t i LA -
v=v,e " +e” } 2’® [t )dt [12)
& c

ondev;, ¢ a velocidade da particula instante t = 0. Essa solucdo ¢ valida para qualquer funcao
temporal i . Em seguida vamos usar as propriedades especificas do ruido para determinar a
media e a variancia da velocidade. Assim, tomando a media da Eq.(12), temos

(13]

a0 L. o

LW = pe

v —Aup = wpe L e } e el — e (1)
Fy

Dessa forma

—h= | TR (15

(v— () = (7T | 7 1))’ (16

(w— {wf)? =" J o P17 el o1 [ P i 1 (17
Ja Jo
. . AT T -
(r— @I = || 2R e (18
c.

I.c_-l.

(= AP =70 | re Py (19

L

3.1.1 Velocidade quadratica média

Efetuando a integral da equacdo, Eq.(19), obtemos a variancia da velocidade

{o?h— dup® = —[1 —u™2) [2@)

=
-
Para tempos longos, isto é, no regime estacionario,fw? = G, e a velocidade quadratica

média se torna

' =g -‘.F 3"
= (21)
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g infinity
t

Figura 3: Comportamento da velocidade quadratica

média em fungao do tempo.

Sabemos, a partir da teoria cinética dos gases, que a relacdo entre a energia cinética

média e a energia de Boltzmann ¢ dada por

oL |
=y = =K, T (22}
P

[ ] >

onde&z ¢ a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. Comparando essas duas

equagdes, obtemos a relagio entre o coeficiente I e a temperatura
28T
r="t=_ (23)

I

3.1.2 Relagaoentre Be T

Lembrando que F= J7" e que @ = jin, obtemos a relagdo entre 5 e a temperatura

T.
B=2ai.T (24)

3.1.3 Deslocamento quadratico médio

O deslocamento quadratico médio da particula ¢ calculado pela fungdo (£} dado por
X = ap =+ ! wie jdt’ (25)

Lt

onde, i, ¢ a posi¢do da particula no instante t = 0.

Usando equacgao, Eq.(12), para velocidade e a Eq.(25) para posi¢ao, obtemos
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X = 'TL; - I - “!:l_?':.-.r-"'f"= — II ) El_f.- - ‘EI-F flﬂ- AT S

B -lr Lo Jr Jr L i
e} P i'\.
L= L&

Efetuando a primeira integral e invertendo a ordem das integrais da ultima parcela,

26)

i

temos

L T .
x=uxp+rp_(1—e K i ™ ?! FE i (27
Integrando em #

X=X

[
w

L ws L . vy .
£ = (1— a5t _._j FE L — eV dr (25
W '- J - L i i 4 "
L

Usando a propriedade da Eq.{ 7}, e integrando em £, obtemos o deslocamento médio

da particula

{x}=2 +n —[L 277 [29)

O desvio quadratico médio se calcula, a partir da Eq.(28) ¢ Eq.(29). Assim, a diferenca
entre esses valores ¢ dada por
£ —lxy == i He(a—at ) ar” (30

£
_!' T

Contudo, obtemos

. — L e . T LY ot e b - Farr_ hn o e e -
(x—{x})* =— f ] FIE)E L — e ™) (L — 2P drdr (31
LA
Tomando a média da Eq.(31), finalmente temos
R B e ) .
(x-S == | (1= e (32
¥ e

Integral em t', obtemos o deslocamento quadratico médio da particula dada pela

expressao a seguir.

) f—[- ‘? K| — iy L T L |.} FU—
{; l."— n}' =—f:!‘——| L—a™") L 1—e = ,Jj- (33,
o T =T

Tomando o limite assintotico da Eq.(33), para tempos longos, o termo dominante ¢ o
primeiro, de modo que nesse regime o desvio quadratico médio € proporcional a &, isto &,

dado pela expressao

[ 4]
b,

L

xTy—dxy =0

S

ondeld = fj* = Bia® ¢ o coeficiente de difusdo. O gréifico abaixo ¢ da equacio Eq.(33)

para o deslocamento quadratico médio.



22

Figura 4: Comportamento do desvio quadratico médio
em fun¢do do tempo.

3.1.4 Relagdo Einstein-Smoluchowski

Inicialmente, notamos um comportamento nao linear, contudo, no limite de tempos
longos o comportamento € linear, em acordo com a equacgdo, Eq.(34). Usando a equagdo,

Eq.(23), podemos escrever a seguinte relagdo entre o coeficiente de difusdo e a temperatura
ZKET —
b= (35]

(22

conhecida como relacao de Einstein-Smoluchowski.

3.2 Tratamento de Fokker-Planck

Seja £,(x,.1 a distribui¢do de probabilidade da variavel :x,, e &.. (k) a correspondente
funcao caracteristica dada por

1 ™% ¢ il i ilrsy ey N |
Fol k] =iy = [ &R x, ),
J
Considere as seguintes defini¢oes
ey = X FrE, (47

)+ 4, (18)

':J
i
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Inserindo a Eq.(38) na Eq.(37), obtemos

¥oeq =X, +TE(,) 7L (39
Considerando a fungio caracteristica g, ;4] dada por
5 I lc:u:% b ol TE 'Il. Ay
Grsa (k) = {g" ) = {o™¥n ) (+0]

onde, substituimos a Eq.(39). Tendo em vista que »,; e __sdo independentes, reescrevemos a

Eq.(40), da forma

- l.:?\. —-'-‘l ®, 'i

- — gty
.l— E e "

Duea (ke n (41]

Expandindo a fun(;ﬁo 2..-11K), até termos em primeira ordem em T, obtemos

m =y

RIS S ks ¥
Y, [F _F Hl.\‘ L'i'l'-

{g' {" niikrif x, )8

)
Expandindo a fungao exponencial
e rmp = L+ ikeic, !—;L i o (43

- .

Usamos as propriedades {2 y =@ e {2

} = =, temos

(¥ = 1— EL kil (44
Finalmente, a fungao caracteristica se torna
ey (1) = g1, (4] + ¢ i” {F L, ™ 1&——L e wr- (45)
Usamos as seguintes propriedades
th{f(x)e"%) = { f[.rj% gt = _ ] ef— [F(x) P )] dx (48)

e J 73

A e - e ' -yt
—k ety = 'i - EEy = }‘-'_-“'“ F_\u,,l,x}c{;t (4]

Logo, a distribuic;éo de probabilidade ¢ dada por

q

et ()=, = 7 TR E] + 72, (4) (48)

3.2.1 Equacdo de Fokker-Planck com termo de forca

Dividimos ambos os membros por T € tomamos o limite 7 — @, obtemos

-

@ a2 o
ol ) =~ 5 (e )] +5 3za() (49)

Esta ¢ a equagdo de Fokker-Planck na presenca do termo de forga. No caso particular,

na auséncia do termo de forga, ficamos



dolx.t)  I'&Fplx1]
2 s

que ¢ conhecida como equag¢do de difusdo normal. Assim, reescrevemos

&p(x.t) DEp(x O
e Jx2
onde D ¢ o coeficiente de difusdo.

LS ]_:l

3.3 Distribui¢do de probabilidade sem termo de forca
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Deste modo, podemos empregar em varios contextos a equacgao de Fokker-Planck ou a

equacao de difusdo, indistintamente. Encontrar a solugdo desta equagao significa resolver a

equacdo de Langevin em tempos longos. Para isso, usaremos os mesmos procedimentos

usuais utilizados na resolugdo das equagoes diferenciais parciais. Consideremos a seguinte

condic¢ao inicial
plot=8)= N&x) [52)

ondel representa o nimero de particulas contido no meio. Utilizando a transformada de

Fourier, teremos

Plx t)= T_ Sl tle"™dk
\‘” J‘l_-'-‘-

e a transformada inversa sera dada por

-
pll.t) =— } plx’.cle™ ¥ dx' (34)
V2T .
-

Derivando a equagdo, £g.{53]), em relagdo a t, encontramos o seguinte resultado

dp(x.t) L & .. . ..
R A — j — gl bl ek (55
at VaE J e ’

Por outro lado, a derivada segunda da eq.(53) em relagdo a =, serd dada por

& plx. 1) k= o .
— = T | ke ak (56)
gx* w AT

1 ll E’ I ik - i":_ .I =iy 3 oivt pp—
= | 3 gl tle™dy = —D— J alk.tle™ dk (57
vaxg J dt Vam
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oo -

j [ zpdlht) + DRk )] dk =0 (58
€ portanto
E] 2

Ak £+ DE*plk.t) =10 (59)

Resolvendo a Eq.(59) e utilizando o método da separagdo de variaveis. Podemos
definir assim a Eq.(60)
lk.t) = Bk, 0)a~05" (0]

substituindo a equagao, Eq.(54), na equagao, Eq.(60), temos que

L]
[ "':I _ 1 II e T g —DET: ihx g ALY
planll =— I b, Ul e e CLA [Glj
' CoNRT ) ' S

A equagao, Eq.(61), no instante # = ¥, pode ser reescrita da seguinte forma

o

Ak 0) =— J Al Qja™™ (82)
~ dir .nr
—2

Finalmente, substituindo as equagdes, Eq.(61) ¢ Eq.(62), na equagdo, Eq.(53), obtemos

a seguinte expressao

>
ple,t) =— } [— ‘} als’, E."]e""-“"""cv.’:x."']e'm": C et g (83
‘:‘: o=

2

olet) = — | J,n (", D] £ 0K g ) gy’ (66
oc

obtendo
oz
F s .L [ o~ . . Fa ) i r . - -
g = — i+ I ol — ™ T e i
olet) =— | ol Ulgly — " t)dx (64)
Sat
-
onde
N S AT -
gle—x"1) = ! g mDET =) T (B8]
-2

Utilizando o teorema de Euler para os nimeros complexos, temos

XY = e 2l — e V1 Iina [E 0 Ly
o = gusiRlr —x ) TRl — w0

LIV A

[

(B7]

Portanto, a equacdo, Eq.(66), pode ser reescrita da seguinte forma
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=2

" ] 1 - ‘-‘:F'l‘ Ty o Ll Ty s~ T rr i om
glx—x't)= g ™D ¥ eas[llx — xV] & stk (x — )] dk [63)
of

Nesse caso, a segunda parcela da integral € nula, pois seu integrando ¢ composto pelo
produto de uma fungao par por uma fun¢ao impar. Com isso, obtemos
glx—x"1) = f e T caslklxy — x"V di (691
'3

que ¢ a fun¢do de Green da equagdo de difusdo. Integrando a Eq.(69), obtemos a seguinte

solu¢ao
gla—x't) = | g—ix=x1 fy
gla D¢

Logo, substituindo a equagao, Eq.(70), na equagdo, Eq.(65), teremos

=

rn
Lfa )

o y I N . ey
olx,t) =— ] plx 0] j—e ™7 f4pr dy (7]
2T O ' -

Isso implica que
} olx" U1 e~ 57" jane dy” (2]
VaxDr i

_—e

olx.t) =

Aplicando a condig¢do inicial imposta pela equacdo, Eq.(51), na equacdo, Eq.(72),

encontramos a seguinte expressao

o
5“-"'1."- ]f':| = L } n'_'ri];_':k"-] E—E:«:—;-;f._!.:_.-dlﬂr dre” L."E:I

varor | - :
-0z

e considerando que

Flxy= e~ =7 japt (74)
Usando a propriedade
! dAx JfaT) dem= {0 (73]
e
Finalmente, obtemos a solugao da distribui¢ao de probabilidade dada por
ol ) = —— e~ fa4D¢ (76)
v 4TDT '

esta ¢ a solucdo da equacdo de Fokker-Planck, sem termo de for¢a. O comportamento de

P{x,7) esta representando graficamente na Fig.(5) a seguir.
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1,0

s+ L e t,

Distribuigao de probabilidade P(x,t)

02

00

Posigio

-3 0

Figura 5: Evolugao temporal da distribui¢ao de
probabilidades.

Esse grafico mostra a evolucdo temporal da distribui¢do de probabilidades para o caso
simples de um movimento unidimensional. Para pequenos intervalos de tempo a distribuicao
representa uma funcdo delta centrada na origem % = @, mas, com o passar do tempo, a
distribuicdo evolui como uma gaussiana de largura varidvel.

Comparando a equagao, Eq.(34), com a distribuicdo de probabilidade gaussiana

L L (= — @)?*] .
olxl= exp | = — [77)
= - Lg -} - .

(Zma2) V2 2 J
" d
onde a média {=} = U e a variancia &= = 2},

3.4 Solugao da equacdo de Fokker-Planck ndo linear

A difusdao andmala tem sido a motivacao de diversos cientistas nestes ultimos anos.
Especificamente, o que tem sido feito ¢ uma investigacdo de um conjunto de equagdes nao
lineares e suas respectivas solugdes. Estas equagdes sdo estudas incorporando a nao
linearidade, dependéncia espacial o coeficiente de difusdo e dependéncia temporal. Fizemos
uma analise da equacdo de difusdo na presenga de forca externa, com um coeficiente de
difusdo que apresenta dependéncia espacial e temporal. A presenca do termo ndo linear nesta

equacdo ¢ devido a generalizacdo da lei de Darcy ndo linear. Obtemos uma solugdo exata e
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investigamos os efeitos ndo lineares produzidos nesta solugdo por esses termos. Os resultados
encontrados aqui sdo escritos dentro do formalismo da mecanica estatistica ndao extensiva.

Investigando uma solugdo dependente do termo para a equagdo
g » ) éf . } 1 707
E;puuﬂ-—g;[ (%, f@f’ﬂl——@H-ﬂl———LPE Holx£)) (78]

Nesta diregao, limitamos nossa analise a encontrar uma solugao que possa ser expressa

como uma forma escalar do tipo

S, ) = ‘[ = l (79
olar) = — 0 ik~
H .ll 'i{!)l k ':i{f.") 5 ;

Estas solugdes devem satisfazer as condi¢des de contorno iniciais ¢ de normaliza¢ao

quando ® (i) = 4. Antes de analisar a solugdo da equagdo, Eq.(78), consideramos que a

solucdo dessa equagao seja dada por

[d? ﬂ]9|-¢ (50

plet) —'H\y[
ondeZ{ x, £ }é uma funcdo a ser determinada. Usando o tratado acima, obtemos
L@ ‘f & o

N Slx. tfll u:uh )] l-FLFh ti&[x, t)]

Consideraremos auséncia da forca externa e a presenca de uma forca externa linear e

ooyl
I__L L.J

.

7 ) ‘
EEI:} i =H(e E {ixi'

depois incorporamos a lei de potencia para a forca externa. Neste caso, temos

& R Y - I L
—alr =008 — |x —alz o) —[alx, )] G2
P 'jﬁxLII Iﬁxﬂf..” € ]J (52)
ondew ¢ o coeficiente da ndo linearidade. Esta equacdo também pode ser formulada no
contexto de difusdo de calor. Para isto, precisamos considerar a condutividade térmica
dependente da temperatura [32] e da lei de Fourier [33] generalizada ndo linear.

Fazendo mudangas de varidvel = = x &t} , onde |x| = x, na Eq.(79), obtemos

Sla ) = ﬁ'ﬂ' | (Bd]

Tomando a derivada temporal dada Eq.(83), encontramos
P

il L
E{Jfr 1) ——ma'ﬂ g Fel b f]—m?_ﬂ['] (84)

Artificio matematico
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¢ ., dz@ L a
Eul 1= J_Em 3 ——q—}@"ﬂ I—,.L'l 1 (83]
Substituindo Eq.(85) na equacdo, Eq.(84), expressamos
T -
2 0B = — e L DB+ e -
gr v 7 &itidr ft'lg'!r_ &
Por outro lado
— = [z@g(z)]= @lz) + =z — (=) (87)
[ s [l e

Finalmente, podemos reescrever a equacao, Eq.(84), da forma

¢1‘f}.ﬂ(—l - L‘PI =)l (23]

@ _. . L
EFEA, t=— _':If-l

Partindo da Eq.(82) e usando as defini¢des posteriores, determinamos as expressoes

il A .
ﬂ,—_-ll z|” |[ m:{l| i L-Dk M i-_ oz )] 159)
[oe1 ) are) = D) 0)

onded = 2# + # + v e & é uma constante arbitraria. A Eq.(89) representa a parte espacial e a
Eq.(90) a parte temporal.

Resolvendo a equagao referente a parte temporal, temos

ondek’ = {L+ £} determinado pela condi¢do de normalizacio. Executando uma integracio

na Eq.(89), obtemos,

|=|-# |—p L 5(=)]" = —E=i () + € (52)

ondef ¢ uma constante de integragdo. Para encontrar a solugdo da Eq.(92), considerando a

"

A

el
- "u, - . . .
seguinte “chute”: (=) = (1 —az*} e para simplificar, escolhemos € =@ para satisfazer a
@[x = +i2,z) — 1. Estas consideracdes conduzem a

d .. E-
i- "‘_—llE' :l —
= 502 = —eia T 1 — wa)

459

©3)

d e

— [A(2)] = —afuz* 1 —az®)" (94)

Substituindo Eq.(93) e Eq.(94) em Eq.(92), obtemos a expressao:
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[ aBd A"
'%'L—.:r:"’-«|

i i (30 T ] 1] i
WGt E) (248 4] {L_"' (1—gz)#ermtl=1 (95

Escolhendo os valores de & e 4 como sendo

3 L 28 n ,
j=——- A= — Yé]
' oy o=1 =1 s

Reduzimos a Eq.(95) a expressao
L FY
(ag@i)y=1| —) =1 %)
4

onde o temo & ¢ dado por

u—--f—J.I-'r'E*}*—

.= - (98)
; 1_U_“_|.I{f‘} L
Finalmente, podemos expressar &{=) como
it

o v --u.—i(h_'ﬂl” z+ | —
M=\ l=-cVF

248+n\» r} | W

1

Que ¢ a solugdo da Eq.(94). A expressdo para g fica

I+ 1-:1.'| ,L:::
. L [
3 =l | L TR — Li k.h-u-r- x| ‘t TerL | r100"
“ e 2+d+nty) \Hr)/ WL

onde substituimos o valor da variavel z. Tomando § = 2 — |‘-r: — 1], obtemos

{nw={l_£:ﬁlﬁji'“f:r 1 101)

Z+ B8+ n II_,’ "‘.'Iﬂ':' !

Flas 248 +nhy, umh} J
ou ainda
- |.A-| — rl-_L €T [-I]_—f..l "sr"%sn_u — [EI'\.'-'Q- [A‘_"]“_.l 102)
&l |= = (-2 ity [ (102
com
) —_— o8+ l.-i
O I e TR e
| L
i

onde a =g, [+] € a g-exponencial que emerge do formalismo Tisallis [34]. Assim, a solu¢do

da Eq.(83) tem a forma

T el ]
ﬁm”=£ﬂﬂ%_5%tFE}(£$]-i
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A partir da Eq.(104) construimos a Fig. (6) que mostrou o comportamento de
ary versus X /4(t) para valores tipicos de & » # u para z:(t] =@. Para v =1¢
& = =D retornamos a distribui¢do Gaussiana. Dependendo dos valores dos pardmetros

v, & &% a distribui¢do poder tornar-se compacta ou alongada.

— =

10— 0=0,n=0
s v=1/3,
1 0=-1,n=14
. v=32,
g=1.A=2
08—+
= 06+
—
S
= 15
>
S—
a
0,4 4 :

x / (1)

Figura 6: Distribuigdo de probabilidades para o
processo de difusdo anomala.

A maximizacdo da entropia de Tsallis ¢ dada pela expressao

-

1- [-_:: dx[p(x)] 9
g =

g—1

(1895

. - . S . ]
Em  particular, exg, [x]= [1+ (1 —g)x] “1"=para L+-(L—glx=0 ¢
1+-{1—g)x =0 para 1-{1—qgjx =0 E interessante notar, que na solugdo acima,
podemos ter um comportamento compacto ou longo dependendo dos pardmetros & & .

Naturalmente, para um comportamento longo, podemos relacionar a solu¢cdo com a
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distribui¢do de Levy. De fato, o limite assintético da Eq.(104), para x grande e

¥ =+ 7 < 1ltemos:

HE+T

Flx, :."J-fe.i f ﬂl" -
el o)

(106)

Agora, quando comparamos os resultados acima com o limite assintotico que emerge

da distribui¢iio de Levy para x grande, isto é, @ = 1/|x[*"*, conduz a
148 —w
p=— (107)
- 107

- L1

Assim, mostramos ser satisfatorio para os pardmetros, tel que, 2 -2 < 1) logo a
Eq.(106) comporta-se semelhante a distribuicao de Levy. De fato, para este caso, o segundo
momento ¢ dado por {xZlar**%) onde 2/{L+§) s i.=12=1 caracteriza o

comportamento sub, normal ou superdifusivo como mostrou a Fig.(6).

W~ /
Superdifusivo
81
Difusdo Normal

61
A
b%’( 44 Subdifusivo ||

2.1

0 % % | I |

0 2 4 6 8 10

t

Figura 7: Classifica¢ao da difusdo anomala.

A difusdo normal varia linearmente com o tempo, enquanto a difusao andmala varia de
acordo com as curvas apresentadas na Fig.(7), aquelas para o caso subdifusivo e

superdifusivo.

CAPITULO V - CONSIDERACOES FINAIS
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Ao final desse trabalho caracterizamos a solug¢do da equagdo de Fokker-Planck, sem
termo de for¢a e ndo linear através de uma distribui¢do de probabilidade, como mostrou as
figuras, Fig.6 e Fig.7. Esse comportamento estd diretamente relacionado aos processos
difusivos andmalos, diferentemente do comportamento da distribuicdo de probabilidade
apresentado na figura Fig. 5, para difusdo normal. Além disso, na Fig.7 mostramos os casos
particulares em que o processo de difusdo ¢ normal, subdifusivo ou superdifusivo, fazendo
relagdo a distribuicdo de Levy. Esperamos que esse trabalho possa ser relevante para futuras
pesquisas na area e que possamos caracterizar sistemas fisicos com indices v bem definidos.
Compreendemos que esse ultimo nem sempre ¢ facil, representando muitas vezes um trabalho
arduo. Contudo, deixamos as informacdes apresentadas como modelo de motivacdo aos

estudos dos processos difusivos.
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