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RESUMO

Dentre as linhas de estudo da Matematica, encontramos o Calculo Diferencial que é uma
importante ramificagdo da Matematica, que contribuiu e vem contribuindo de forma
significativa para o avanco das Ciéncias e o aperfeicoamento das Tecnologias nas mais
variadas areas de estudo. Porém, ainda ndo se tem um consideravel nimero de aplicacdes que
mostrem e evidenciem de forma ampla e precisa a importancia e necessidade do Calculo.
Assim, tendo em vista a grande presenca do Célculo em nosso meio, surgiu 0 nosso trabalho,
com o intuito de estudar de uma forma precisa e objetiva alguns topicos ligados a Matematica
Financeira como, Lucro, Custo, Receita, etc. onde em particular vamos explorar a Derivada.
A Derivada é uma parte importante do Célculo e vai ser uma ferramenta fundamental para
chegarmos a conclusdes relacionadas & Maximizagdo de Lucro e Minimizacdo de Custo, bem
como encontrar onde teremos os valores de nivel de producdo que ira trazer beneficios para
uma empresa. Sendo assim, o objetivo principal deste trabalho é estudar a Derivada,
abordando conceitos e definicGes sobre a mesma e apresentando sua aplicacdo e existéncia
dentro da Matemaética Financeira.

PALAVRAS - CHAVE: Calculo Diferencial, Derivada, Matematica Financeira.



ABSTRACT

Among the lines of Mathematics study, we found the Differential Calculus that is an important
branch of Mathematics that contributed and is contributing significantly to the advancement of
the Sciences and the improvement of the Technologies in the various areas of study. But, there
is not still a considerable number of applications that show the importance and necessity of the
Calculation. Thus, in view of the large presence of Calculus in our environment, came our
work, in order to study in an accurate objective some topics related to Financial Mathematics
as Profit, Cost, Revenue, etc. where in particular we are going to explore the Derivative. The
Derivative is an important part of the Calculus that will be an essential tool to get conclusions
related Profit Maximization and the Cost Minimization and then, try to find the values of the
level of production that will bring benefits to a company. Thus, the main objective of this work
Is to study the Derived, covering concepts and definitions on it and presenting its application
and definitions within the Financial Mathematics.

KEYWORDS: Differential Calculus; Derivative; Financial Mathematics.
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INTRODUCAO

O Calculo é uma fonte de inspiracdo criativa e critica, que facilita a compreensao do
fendmeno cientifico, contribuindo de maneira expressiva para o resgate do conhecimento no

campo matematico e em suas ramificacoes.

O Caélculo pode ser estudado em duas etapas: Uma relacionada as Derivadas ou
Célculo Diferencial e outra que se relaciona ao Célculo Integral. Ele é a base para o
desenvolvimento dos estudos, nas areas que tem por atividade principal o grande uso do
mesmo. Dentre essas areas podemos citar Ciéncias da Computacdo, Engenharia Civil, Fisica,

entre outras.

O desenvolvimento do Calculo é resultado de diversas contribuicGes de muitos
Matematicos ao longo do tempo. Cada Matematico, em seu tempo, desenvolveu novas idéias,
aperfeicoando os métodos para o estudo e a aplicacdo do mesmo em diferentes areas do
conhecimento, podendo ser aplicado desde a Biologia até o estudo da eletricidade, entre
outros. Nos dias atuais o Célculo tornou-se uma indispensavel ferramenta, tanto pela arte de
realizar célculos, como pelo fato de ele ser a base para o desenvolvimento das tecnologias de

informatica.

Este trabalho foi dividido da seguinte forma. No Capitulo 1, iniciamos com uma breve
nota historica sobre a origem do Calculo, com sua evolugdo e importancia para 0 nosso dia- a-
dia, faremos uma breve abordagem de contetidos como Conjuntos numeéricos, inequacfes do
1° e 2° graus, Fungdo Afim e Funcdo Quadratica. No Capitulo 2, estudaremos Continuidade
de Funcdes, Taxa de Variacdo, veremos também alguns conceitos e definicdes de derivadas.
No Capitulo 3, abordaremos o conceito de Custo, Receita, lucro e suas relacdes com a

Derivada.

Assim, tendo em vista a grande importancia do Calculo na vida do ser humano, através
deste trabalho iremos explorar a Derivada, mostrando sua importancia e aplicabilidade nas

Ciéncias Econdmica e Administracdo de Empresas.
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CAPITULO 1

1.1 NOTA HISTORICA

Desde as antigas civilizacdes, a Matematica vem evoluindo com a humanidade. Antes
ela era vista e explorada para solucGes de situacdes do ser humano, hoje ela passou a ser uma
ferramenta fundamental nas mais diferentes areas do conhecimento, sendo a principal
responsavel pela solucdo de diversos problemas.

As primeiras idéias do Calculo surgiram ha 2500 anos. Houve um grande avanco,
seguido de uma organizacdo que possibilitou o seu surgimento. As contribuicdes em especial
dos préprios Matematicos, para o seu nascimento séo inimeras. Varios deles, de uma maneira
imprecisa, sem muito rigor utilizavam conceitos do calculo para resolver problemas, onde
podemos citar: Cavalieri, Barrow , Fermat e Kepler.

A unido de tudo que ja se conhecia e era utilizado, aliado ao desenvolvimento e
aperfeicoamento das técnicas, aconteceu com Newton e Leibniz, que foram os responsaveis
pelo surgimento dos fundamentos mais importantes do Célculo: as Derivadas e as Integrais,
onde a partir dai, nos foi permitido estuda-lo em duas partes, sendo uma relacionada ao
Calculo Diferencial e outra relacionada as Integrais ou ao Calculo Integral.

O Célculo Diferencial e Integral € uma parte importante da Matematica, que trata de
movimento e quantidades que mudam, tendendo a outras quantidades. E uma das grandes
realizacOes do intelecto humano. Inspirados por problemas de astronomia, Newton e Leibniz,
desenvolveram as ideias do Calculo ha 300 anos, e a cada século vem se demonstrando 0
poder do mesmo, ao esclarecer questbes da Matematica, das Ciéncias Fisicas, Engenharia,
Ciéncias Sociais e Bioldgicas.

A Derivada e a Integral sdo duas noc¢des basicas, do Calculo Diferencial e Integral,
onde do ponto de vista geométrico, a Derivada estd ligada ao problema de tracar a reta
tangente a uma curva, enquanto que a Integral esta relacionada principalmente com o
problema de determinar a area de certas figuras planas.

A grande descoberta de Newton e Leibniz foi que a Matematica é capaz de lidar com
as grandezas e suas variacdes. O Calculo Diferencial e Integral foi criado por Isaac Newton
(1642-1727) e Wilhelm Leibniz ( 1646 — 1716). Onde todo o trabalho desses cientistas foi
uma sistematizacdo de idéias e métodos surgidos principalmente ao longo dos séculos XVI e
XVII. Ele e usado também na determinacao de orbitas de astros, satélites, misseis, na analise
do crescimento de populacfes seja de seres humanos, de bactérias ou outras quaisquer, em
medidas de fluxos, seja sanguineo, ou de carros em estradas, em problemas de otimizacéo,
etc.

O Célculo Diferencial, lida com o problema de calcular taxas de varia¢fes, onde
através do limite permite que definamos o coeficiente angular de retas tangentes a curvas, e
que encontremos a velocidade e aceleracdo de objetos em movimento.
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Embora a criacdo do Calculo tenha sido necessariamente para resolver problemas, ele
tem uma grande versatilidade, onde temos que a Derivada se aplica aos estudos das taxas de
variacdo em geral e ndo s6 do movimento, e podemos citar como exemplos, 0 caso de um
quimico utiliza- 14 para prever o resultado de diversas reacdes quimicas, 0s economistas a
aplicam em problemas de lucro e perdas.

De um modo geral, a Derivada exprime-se em termos de processos de Limites, onde a
nocdo de Limite é a idéia principal que separa o Calculo das partes mais elementares da
Matematica.
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1.2 CONJUNTOS NUMERICOS

A idéia de nimero acompanha o homem desde os tempos mais primitivos, foram

necessarios milhares de anos para chegarmos aos atuais conjuntos numericos.

O nome Conjunto Numérico é dado a certos conjuntos importantes, cujos elementos
sd80 numeros que guardam entre si alguma caracteristica comum. Cada conjunto foi surgindo
além de por necessidade, como também por ampliacdes daqueles até entdo conhecidos.
Podemos citar como exemplo o conjunto dos numeros naturais, onde o surgimento se deu pela

necessidade de se contar objetos.

O Conjunto dos Numeros Naturais indicado por N = {0,1,2,3,4,... n...} ,onde n
representa o elemento genérico do conjunto, assim comecamos por 0 ( Zero) e acrescentamos
sempre uma unidade, vamos obtendo os elementos do conjunto. Convém lembrar que as

reticéncias ap6s o “ n ““ significa que o conjunto ¢ infinito.

O Conjunto dos NUmeros Inteiros indicado por Z ={...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...} €
obtido a partir dos numeros naturais. Ao escolhermos todos os nimeros naturais diferentes de
0 (Zero), e atribuirmos o sinal - ( negativo), obteremos assim numeros inteiros negativos.

Entdo ao juntarmos esses nimeros e todos 0s nUmeros naturais, obteremos todo o conjunto Z.

Representando Geometricamente temos:

321012 34
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Os nimeros inteiros , permitem ainda escrever alguns subconjuntos:

Zr=4{..,-3,-2,—1,1,2,3,...} - Numeros inteiros ndo — nulos
Z, ={0,1,2,3,...} — Nameros inteiros ndo — negativos
Z_ ={...,—3,—2,— 1,0} —»Nuameros inteiros ndo — positivos

O Conjunto Q dos Numeros Racionais € definido por Q = {x = Z, com p,q €

Zeq # 0} Assim, um nimero X é racional quando pode ser escrito como uma fracdo da

forma s, compeqinteiroseq # 0.

Observacoes:
Os nUmeros inteiros sao racionais, pois podem ser expressos por uma fragéo.

Exemplo;: sen€Z-n=n/1l€qQ

Também pertencem ao conjunto dos numeros racionais as dizimas periodicas. Vejamos

algumas:
Exemploy: 0, 333... = 1/3
Exemplos: 0, 335335335... = 335/999

Portanto, todos os nameros: fracionarios, decimais exatos, dizimas periodicas e nimeros

inteiros, formam o conjunto dos nimeros racionais.

O Conjunto dos NUmeros Irracionais denotado por I = R\Q ¢é constituido por

numeros decimais nao exatos, que possuem representacdo decimal infinita e ndo periddica.
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Vejamos alguns exemplos:

0,212112... — néo é uma dizima periodica
1,203040... — ndo comporta representacao fracionaria
V2, V3 — ndo apresenta representacdo periodica finita

Portanto, podemos generalizar este conjunto como sendo 0 conjunto dos nimeros que nao

podem ser escritos como fragdes, com numerador e denominador inteiros.

O Conjunto dos NUmeros Reais € definido por R = Q U [ e teremos

NcZc@cR

O Conjunto dos Numeros Naturais, NUumeros Inteiros, Nimeros Racionais e dos
Numeros Irracionais sdo subconjuntos dos Numeros Reais. O Conjunto dos NUmeros Reais
possui outros subconjuntos, denominados de intervalos, que sdo determinados por meio de

desigualdades.

Exemplo:

Seja

A={x € R/1 < x < 5}oud = [1,5], intervalo fechado de R
B={x € R/—-1 < x < 3}ouB = ]—1,3[ ,intervalo abertode R

Entdo A e B sdo subconjuntos de R
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1.3 INEQUACOES DE 1° E 22 GRAU

E denominada Inequac&o do 1° grau na variavel x, toda expressdo que se reduz a uma
das formas:

ax +b =>0; ax+b >0; ax +b <0; ax + b < 0, onde ae b sao nimeros

reais quaisquer constantes, coma # 0.

Exemplos: —5x +10 >0 ; x-5<0.

Propriedades das Desigualdades :
Sejama,b,c € R, temos que :
i) Sea < bentdfoa + ¢ < b + ¢, Vc €R

i) Sejaa > b:

e Sec > 0entio a.c > b.c

e Sec < O0entio a.c < b.c

Dadas as funcbes f(x) e g(x), as Inequacbes — Produto sdo inequac¢des do tipo:
f(x) . g(x) <0;
f(x). g(x) <0;
f(x) . g(x)>0;
f(x).g(x) 20.

Onde através do estudo dos sinais de f(x) e g(x), determinamos o sinal da expresséo

produto e obtemos também o conjunto solucdo da inequacao.
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Exemplo: Encontre o conjunto solucéo das inequacgdo (x + 1) .(2x - 2) = 0. Expressando o
sinal de cada fator temos

_____________ R T ik ok Tk o T T T ot SRR S e

—————————————————————— B S o e o o

ERE I T T Tt Tk T T A+

[+ 1) ([ 2x-2)

Figura 1.1 — Estudo do Sinal da Inequagéo

S={x€eR/x < —-1oux > 1}

As Inequac0es - Quocientes sdo as inequacdes da forma:

W g TW 5 0 g P
G(x) G(x) ) )

semelhante as inequac6es produto.

< 0,comG(x) # 0, e sdo resolvidas de maneira

2x—4 .
Exemplo: ;_1 >0, Expressando o sinal de cada fator temos

------------ R S A A A SR

(2x - 4) }
2
--------- B s
- |
(x-1) T
1
(2x - 4) HEFEAA L - - HH AR
I |
(x-1)

1 2

Figura 1.2 - Estudo do Sinal da Inequacgéo

S={x€eR/x <loux = 2}
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As inequacdes do tipo :

[FC)]"=0; [fCOI" >0; [f()]"<0; [f(x)]" <0,comn = 2 (natural), chamam-

se inequacdes poténcia .

Exemplos:
2 6
H(3x-2)" =0 ii)y(x-2) >0

iii)(x +2)° <0 iv) (3x2+ 2)2 <0

Encontrando o conjunto solugédo de cada sentenca, temos:
i 2
H(3x-2)"=0vx eR

6
ii)(x-2) >0,vVxe R; x #2.

iii)(x +2)° <0, como(x+2)°= (x+2)*(x+2)<0ecomo(x+2)*>0Vx€

Rentdo (x+2)<0Ooux < —2.

iv) (3x%2+ 2)? < 0, 0 conjunto solucéo é vazio, poisVx € R (3x%+ 2)2> 0

1.4 FUNCAO AFIM

E denominada func&o afim, a qualquer funcdo f de R em R, dada por uma lei da forma
f(x) = ax + b,coma,b € R.Se b= 0afuncdo afim recebe o nome de funcao linear. Se
a=1eb =0teremos a funcdo identidade f(x) = x, se a = 0 teremos a funcdo

constante f(x) = b.
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Exemplos:

flx) = 11x + 2;
fE) =5if) =7
f(x) = —4x — 1.

Temos f(x) =ax+bou y =ax+b,com f(x) =y, por isso chamamos y varidvel

dependente e x varidvel independente.

Gréfico da Funcdo Afim

O gréfico da funcdo afim é uma reta, portanto para traca - lo basta encontrar dois
pontos desta reta atribuindo dois valores quaisquer a x, encontrando o valor correspondente de

y e em seguida unir estes pontos, acrescentando os devidos prolongamentos.
Exemplo;: f(x) =5x-3
f(1)=5(1)-3=2; P1(1,2)

f(0)=5.0)-3=-3;P, (0, -3)

Figura 1.3 - Grafico da Funcéo f(x) =5x -3
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Exemploy: f(x)=-2x+ 1
f(-2)=-2.(-2)+1=5;P1(-2,5)

f(0)=-2.0)+1=1;P,(0, 1)

Figura 1.4 — Gréfico da Funcéo f(x)=-2x+1

Exemplog: f (x) = 4x
() =4(1)=-4;Pi(-1,-4)

f(0)=4.000=0; P2(0,0)



Exemplog: f(X)=7
f)=7; P1(1,7)

f2)=7; P.(2,7)

Py — _=a

Figura 1.5 — Grafico da Funcéo f(x) = 4x

Py

Figura 1.6 — Grafico da Fungéo f(x) =7

20
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Qualquer que seja o valor de x a imagem sempre sera 7.

» O grafico da funcéo linear f (x) = ax, onde a é diferente de zero é sempre uma reta

que passa pela origem do sistema cartesiano.

> A reta do gréafico da funcdo afim f (x) = ax + b, com a diferente de zero, intercepta

0 eixo das ordenadas no ponto (0, b).

Raiz ou zero da Funcéo

Chama-se zero ou raiz da fungdo afim f (x) = ax + b, com a diferente de zero, o

namero x tal que f(x) =0.

Exemplo;: Calculando o zero ou raiz da fungdo f (x) =5x-3
Teremos,

f(x)=0,entdo, 5x-3=0, logo x = 3/5

Exemplo,. Calculando o zero da funcdo f(x) =-2x + 1
f(x)=0entdo,-2x+1=0, logox =1/2
Assim, o valor do x que torna f (x) = 0, é o valor onde a reta corta o eixo das abscissas.

Gréfico do exemplo ;: Onde Temos f (x) =5x -3 =0, logo x = 3/5.



Figura 1.7 — Gréfico da Fun¢do f(x) =5x-3

Grafico do exemplo ; : Onde Temos f (x) =-2x + 1, logox =1/2.

Figura 1.8 — Grafico da Funcéo f(x)=-2x+1

22
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Crescimento e Decrescimento

Na funcdo afim f(x) = ax + b, podemos determinar se ela é crescente ou decrescente

pelo sinal do coeficiente ““ a . Para isto observe a seguinte definigao:

Teorema: Seja f uma fungdo da forma f(x) = ax + b, diz-se que uma funcéo f é crescente

nointervalol c dom fseV Xi,%X € | e X3 <Xp = f(X1) < f(x2).
Demonstracéo:
Suponhamos x; <X, comoa>0=ax; < aXx, = ax; +h<ax, +b=

= f (x1) < f(x2).

Teorema : Seja f uma funcéo da forma f(x) = ax + b, f é decrescenteem |, se X; < X =
= f(x1) > f(x).

Demonstracéo:
Suponhamos x; < X, comoa<0=ax; >ax, = ax3 +b>ax, +bh=

= f(xq) > f(x2).

Assim,
Sef(x) =ax +be a>0 entdo f é crescente.

Se f(x) = ax + b e a < 0 entdo f € decrescente.

Exemplo de uma funcéo Crescente f(x) =5x - 3,a=5>0.

Exemplo de uma funcéo Decrescente f(x) =-2x+ 1,a=-2<0.
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1.5 FUNCAO QUADRATICA
Uma funcdo f: R — R é quadrética se existem a,b,c € R, a # 0 tal que f(x) =
ax?+ bx +c,ondey = f(x) é avaridvel dependente e x é a varidvel independente.

Em geral, o dominio da funcdo quadratica ¢ R, ou um de seus subconjuntos. No
entanto, quando essa funcdo esta ligada a uma situacdo real é preciso verificar o que

representa a variavel independente x para determinar o seu dominio.

Exemplos: f(x) = x>+ 3x—4

Exemplo,. f(x) = —2x2 — 4x — 1

Exemplos: f(x) = 3x2— 9

Gréafico de uma Funcdo Quadratica

O gréafico de uma funcdo quadratica f(x) = ax?+ bx + ¢, € uma curva aberta

chamada parébola. Para construir o gréafico de uma funcéo quadratica, é preciso:

1. Encontrar suas raizes se existirem;

2. Se ndo existir raizes procura — se 0s vértices da parabola;

3. Considerar o sinal de a:

Se a > 0,a concavidade da parabola esta voltada para cima

Se a < 0,a concavidade da parabola esta voltada para baixo

4. Localizar as raizes e o vértice no sistema de eixos cartesiano.



25

Raizes da Funcdo Quadratica

As raizes de uma fungdo quadrética sdo os valores de x para os quais ax? + bx +

-b * Vb2-4ac ou -b* VA

c=0, ou seja x = X =— com A = b? — 4ac, assim temos que

2a

analisar trés casos:

. A >0,a funcdo tem duas raizes reais distintas e a pardbola corta o eixo x em dois

pontos;

. A =0,a funcdo tem duas raizes reais iguais e a pardbola corta 0 eixo X em um Unico

ponto;

. A <0,afuncdo ndo possui raiz real e a pardbola ndo corta o eixo Xx.

Vértice da Pardbola

Toda parabola tem um ponto de Ma&ximo ou um ponto de Minimo, a esse ponto
chamaremos de vértice da parabola, P (x,, yy) onde:

_ b _ A . _ox +xn
Xy= —— e W= = ou ainda x,=

e yv=rf(xy)

Exemplos. f(x) = x2 + 2x, calculando os zeros (raizes) temos:

x2+ 2x=0=>x(x+2) =0 = x =0oux = —2, 0 grafico da funcdo corta o eixo x em

Xx=0e x=-2.

Observe que a =1 > 0, logo a concavidade da parabola esta voltada para cima, isto faz parte

das informacgGes para construirmos seu gréfico.



Figura 1.9 — Gréfico da Funcdo f(x) = x2 + 2x

Exemplo,: f(x) = —x? + 6x — 10, calculando as raizes temos:
—x?2+6x—10=0=A=6%2—-4.(-1).(-10) = —4

A= —4 < 0, o gréfico da funcdo ndo corta o eixo x em nenhum ponto.

Observe que a = —1 < 0, logo a concavidade da Parabola esté voltada para baixo.

Calculando os vértices afim de construirmos o gréfico da funcdo temos:

WE TET Ty T -1
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Figura 1.10 — Grafico da Funcdo f(x) =-x2+6x- 10

Eixo de simetria da parabola

A reta que passa por X, e é paralela ao eixo y é o eixo de simetria da parébola.

Valor Maximo e Valor Minimo da Funcdo Quadrética

Através do esboco do gréafico da funcdo quadratica, pode-se observar que, dependendo
da posicdo da parabola ( concavidade para cima ou para baixo), ela pode ter um valor Minimo

ou um valor Maximo, e estes valores sdo exatamente as ordenadas do seu Vvértice.

(xv, Yv)

(%v, Yv)
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Entao:

A, ;- ;
e Sea>0,yw= —— € 0 Valor Minimo da parabola.

A, ;.
e Sea<0,y= — . éseu Valor Maximo.

Inequacdo do 2° grau

Estudar o sinal de uma Fungdo Quadréatica f(x) = y, significa dizer ou determinar os

valores reais de x que tornam f(x) >0;f(x) <0;f(x) =0.

Existem 3 casos, que devem ser considerados e relacionados com os zeros da funcéo.

1° caso:

A> 0, Neste caso a fungdo admite duas raizes reais diferentes: x'e x" (com x' < x™").

Se a>0 Se a<Q0
f(x)> Oparax < x'oux > x" f(x) < O0parax < x'oux > x"
f(x) <O0parax' < x<x" f(x) >0parax’ <x < x"
f(x) = O0Oparax =x"oux =x" f(x) =0parax =x"oux = x"

2° caso :
A = 0, neste caso a funcdo admite uma raiz real dupla: x" = x".

Se a>0 Se a<0

f(x)=0parax =x"=x" f(x)=0parax =x"=x'

f(x) > 0parax + x' f(x) <Oparax #x'
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A< 0, neste caso a fungdo ndo admite zero real.

Sea>0 Se a<0
f(x)>0vVx €R fx) < OVx€ER
Exemplo;:
f(x) = x*—3x—4,entdox>— 3x—4=0 = x'=—-1loux"=4

fx)>0=x< —loux >4

f)< 0= —-1< x <4

yr0 y>0

para x< -1 para x> 4

Figura 1.11 — Grafico da Funcéo f(x) = x2-3x-4

29
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Exemplo,:

f) = —x*+2x f)=0 = -x*+2x=0 = x(~x+2) =0=x" =0oux" = 2.

entao:
f(x)> 0=0<x<2

fX)<0=x<0oux>2

y >0

yeo paraO«<x<2 yeo

para x< O = para x> 2

Figura 1.12 — Gréfico da Funcdo f(x) =- x2+ 2X

Exemplos: f(x) = —4x? + 3x — 1, onde A= —7 < 0, entdo ndo existe raizes reais, como a

<0,f(x) <0V x € R. observe que:
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yeo

Para tode x Real 1

-

Figura 1.13 — Grafico da Funcdo f(x) =- 4x2+3x-1

1.6 FUNCAO POLINOMIAL

Dados um numero natural n e 0s nUmeros reais ap , an-1,an -2, ... , a2, a1 € Qg ,
denomina-se fungdo polinomial ou simplesmente, polindmio em R a fungdo dada por P(x) =
an X" +anax" T+ an oX" 2+ .. +a’ +ax +ay, paratodox € R.Onde:

an, an-1, .... , a1, ag. SA0 0s coeficientes.

n n-1 X H N
an X' ,an.1x .., 41X, ao, S0 0S termos do polindmio.
ap € o termo independente de x.

X € avariavel.

Grau de um Polinbmio

Se a, # 0, 0 expoente maximo n é dito grau do polindmio. Indicamos gr(P)= n .
vejamos:

P(x) = 4 ou P(x) = 4.x° é um polindmio constante e gr(P) = 0.
P(x) = 3x -2 é um polindbmio de grau 1, isto é, gr(P) = 1.

P(x) = 2x®> — 3x + 6 é um polindmio de grau 5, isto é , gr(P) = 5.



32

CAPITULO 2
2.1 CONTINUIDADE DE FUN(;()ES

Definicdo 1: Dizemos que uma funcdo f (x) € continua em um elemento a, se as seguinte

condicdes sdo satisfeitas:
I) f(a) existe, f estd definidaem a

D) lim f(x) existe;

x—a

D) lim f(x) = f(a).

x—a

Se uma ou mais dessas condi¢des ndo forem verificadas, a funcdo f sera descontinua
ema.

Definicdo 2 : Uma funcdo f definida num intervalo [a,b] é continua neste intervalo se f é
continua em todos os valores de x deste intervalo. Assim, paratodo ¢ € [a, b] tem —se :

lim f£(x) = f(c)

E nas extremidades do intervalo temos:

Para x = a:
lim f(x) = f(a)
x—a

Para x = b:

lim_£G) = f(b)



2.2 TAXA DE VARIACAO
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Quando um objeto se move ao longo de uma linha reta, a taxa de variacdo da sua

posicdo em relacdo ao tempo € a velocidade média. Se denotarmos a posigéo por y = f(t),

onde t é 0 tempo, entdo,

A taxa de variagdo média de f(t),entret =aet =b é:

Ay _ f(b) = f(a)
At

b—a

Exemplo; : Suponhamos que um objeto foi langado para o alto. Vejamos na tabela abaixo o

comportamento do objeto acima do solo.

onde t é tomado em segundos e a posigdo y = S(t) = t2? + 1 é tomado em metros:

Tabela 2.1. Altura de um Objeto acima do solo.

tGs) |1]2] 25

2,9

2,99

2,999

3

3,001

3,01

3,1

3,5

y=S@t) | 2 | 5| 7,25

9,41

9,940

9.994

10

10,006

10,06

10,61

13,25

17

Entdo, vejamos a velocidade média do objetono intervalo 1 <t <3 e 2 <t < 3:

Velocidade médiaentre t=1e t=3:

Ay 10-2
At 3-—-1

=4m/s



Velocidade médiaentre t=2e t=3:

Ay 10-5
At 3-2

=5m/s
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A velocidade instantanea do objeto no instante t € o limite da velocidade média em

intervalos cada vez menores que contém o instante t. Por exemplo, na tabela 2.1 ao tomarmos

intervalos cada vez menores, perto de t = 3, vemos que a velocidade média do objeto esta

sempre um pouco acima ou um pouco abaixo de 6 m/s, vejamos 0 mesmo movimento y = S(t)

= t2 + 1 do exemplo anterior, agora segundo a tabela abaixo:

Tabela 2.2. Altura de um Objeto acima do solo.

temseg) | 2 2,9 299 | 2,999 | 3 | 3,001 | 301

3,1

y =S(t) 5 9,41 9,940 9,994 10 | 10,006 | 10,06

10,61

Entdo, vejamos a velocidade média do objeto nos seguintes intervalos:

10-5

[2,3] ¢ Vv, = =5m/s

3—-2
[29,3]¢é V= (12:2’21) = 0(;519 =5,9m/s
[2.09.3]6 v, = 10 -9,940 _ 0,06 _ 6m/s

3—2,99 0,01

, 10 -9,994 _ 0,006 _ 6
[2,999,3]¢é vy, = = =-=6m/s
3-2999 0,001 1

10,006 —10 _ 0,006 __

[3,3,001]1é Vv,= 3,001 -3 0,001

10,06 — 10 0,06
11é V., = — = =6m
[3,3.01] € Vm 3,01 — 3 0,01 6m/s

10,61 — 10 0,61
11é V., = d = - = 1
[3, 3’ ] e m 3’1 -3 0’1 6; m/S
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Assim podemos dizer que a velocidade no instante t = 3 € 6 m/s. esta é a velocidade
instantanea no instante t = 3. Logo esta conclusdo depende do fato de que ao tomarmos
intervalos cada vez menores, obtemos velocidade cada vez mais proximas de 6 m/s. este
procedimento nos encaminha ao famoso conceito de limite de uma funcdo. Entdo, A

velocidade instantanea em t = a sera:

Ay

lim
At—0 At

Exemplo,:

Seja S(t) =t*> + 5 aequacdo de um objeto em movimento, onde t é dado em segundos e

S(t) é dado em metros, entdo a sua velocidade média no intervalo de tempo [ 3, 3 + At] seré:

A_y_S(3+At)—S(3):[(3+At)2+ 5]— [9+5]

= =6+ At
At 3+ At—3 At *

Agora para calcularmos a velocidade instantanea v, em t =3, fagcamos:

Altlr_)no(6 + At) =6m/s

Taxa de Variacdo Instantanea

De um modo geral se y = f(x) é uma funcdo de y em relacdo a x, a taxa de variacao
L ~ , . . Ay —
média de y em relagdo a x € um quociente de diferencas da forma é, ja a taxa de variacédo

Instantanea € o limite deste quociente, isto é

Ay
A;EO Ax
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Exemplos: Seja y = f(x) = x? + 4x, vamos calcular a taxa de variagdo média e a taxa de

variagdo instantanea da funcéo no intervalo [ 3, 3 + Ax].

Assim temos:

A taxa de variagdo média de f sera:

By fB+A0)-f(3)

_ — Ax + 10
Ax . (3+4x) -3 Xt

E a Taxa de variacdo instantanea de f sera:

. Ay
A% ax ~ AT 10 =10

2.3 A DERIVADA DE UMA FUNCAO

Definicéo;:

Seja y = f(x) uma fungdo e a um elemento do dominio de f, suponhamos que a + h esteja
no dominio de f. A derivadade f(x) em a denotada por /'’ (a), e € definida por:

fl(a) — llm f(a+h)_f(a) - llm f(a'l'h)_f(a) - llm A_y
h—-0 h h—0 at+h—a h-0 Ax

Onde, Ax =a+ h—a = h. Entdo a derivada de f(xX) =y em x =a ¢ ataxa de variacdo
instantanea de f em relagdo a x = a . Onde o intervalo utilizado para calcular a taxa de
variagdo médiaé [a,a+h],h>0.
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f(fa+h) L . .

fla) — — —=

I
I
I
a a+h

Figura 2.1 — Grafico da Funcdo no Intervalo[a,a+h].

Exemplo; : Calcule (¢ 3) onde, f(x) = x2.
Solucéo:
O intervalo seré [3, 3+ h], logo:

vy e JBHRN—FB) . B+R)2-(3H)
[ = s A n =

}11_%(6 + h) = 6.

Definicéo,:
Uma funcdo f é diferenciavel em um elemento a de seu dominio se existe f  (a).

Exemplo, : as funcdes polinomiais, exponenciais sao diferenciaveis emtodo x € R.

Podemos visualizar a derivada de f em x= a, em termos da inclinagdo da reta secante

que liga dois pontos A, B do gréafico de f. A derivada é obtida calculando a Taxa de Variacdo

|
I {ﬂb):fﬂv
|
|

- - - - - 1
= (@®-a) —

instantanea de f(x) em x = a. Vejamos:

o) |

@ i

Figura 2.2 - Graéfico da Reta Secante ao Grafico da Funcéo
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A medida que o ponto B se aproxima do ponto A, a reta secante tende a ser uma reta
tangente ao grafico de f no ponto A. Portanto, a inclinacéo da reta secante ao Gréfico vai cada

vez mais se aproximando da inclinacdo da reta tangente, como ilustra a figura abaixo.

rrw“___—___}-?‘""

A taxa de Variagdo
Instantanea de 7 no
ponto a.

fla} _:- <

Figura 2.3 — Grafico da Reta Tangente ao Gréafico da Funcéo

Entdo a derivada de f (X) emx =a, éigual @ Inclinagdo da reta tangente ao gréafico de f

emx=a.

Exemplos:

Usando o grafico de f(x) = x? — 1, observe o sinal das inclinagGes das retas tangente em :
x=1,x=-1,x=2,x=0, onde estas inclina¢bes sdo : 1 (1), 1 ’(-1), f '(-2), 1 ’(0).

Temos que se x € um elemento qualquer do dominio de f, entéo :

fx+h)— flx) . (x+h)?P—-1-x*-1)
= lim
h—0 h

f'0) = lim

o x24+ 2xh+h?>—1—-x*+1  hQx+h)
= lim = lim——= =1im(2x + h) = 2x
h-0 h h—-0 h h—-0
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Logo, temos:

) - _\yl 2 3

Figura 2.4 — Gréfico da Funcédo f(x) =x%— 1

fQ)=2>0,fC=-2<0,f12)=4>0,f°0)=0,emx =0 aretatangente é horizontal.
Sendo assim, podemos afirmar que:

e Se f(x)>0 VXE|abl,a+b,f écrescente em [a,b]
e Se f‘x)<0Vx €la,bl,a+b,f édecrescente em [a,b]

e Se f(x) =0V x €la,b],f éconstante em [a,b ].

Observacéo: a afirmagéo acima pode ser generalizada para qualquer funcéo f.

Se S(t) = f (t) é a posicdo de um objeto em movimento no instante t, entdo a Taxa de

Variacao instantanea de S em t serd a Velocidade do Objeto no instante t, ou seja:
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S+ h)— S as
lim =

- v(H) =—=f©

h—-0

A aceleracdo de um objeto em movimento em um instante t é definida como sendo a

Taxa de Variacdo instantanea de sua velocidade, ou seja:

v(t + h}z —v(t) _ % N

a(t) = Illi_r)r(l)
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Propriedades das Derivadas

Dadas as funcbes u(x) e v(x) suponham que existam a derivadas u'(x) e v'(x),

assim temos que :

e Sef(x)=u(x)t v(x) entdo f'(x) = u'(x) £ v'(x)
o Sef(x)=ulx).v(x)entdo f'(x) =u'(x).v(x) + ulx).v'(x)

u' (x).v(x)- ux).v'(x) |

[v(x)]? ’

e Sef(x)= %entéo f'(x) = v(x) #0

)
e Sendo f(x) = x% a €R entdo f'(x) = ax®?!
e Sejaf(x) = k.u(x); k uma constante real entao f'(x) =k .u'(x)
e Seja f(x) = k; k constante real, entdo f ‘(x) =0 V x.

e Sejah(x) = g(f(x))entdo h'(x) = g'(f(x)) .f' (%)

e Sejaf(x) = Inx entdo f'(x) = 1

X

e Sejaf(x) =a*entio f'(x) = a*.lna
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A Derivada f“(x) de uma funcdo f(x) € uma funcdo, portanto podemos deriva-la

2
novamente e lhe chamaremos de Derivada Segunda de f que sera denotada por Z—f ou f"(x).

x2

L d? d .d
Teremos entio; 2L = = (—y :
dx2 dx “dx

Exemplog:
Seja f(x) = 3x° + x*, entdo:

f'(x) = 15x* + 4x3 = f"(x) = 60x> + 12x2 .

Definicdo 1:

Uma fungdo f é diferenciavel em xo € dom f se existe e é finito 0 :

. f(xo+ h)— f(xo0)
lim

h—0 h

= f'(xo0)

Definicdo 2:

Uma funcdo f é diferencidvelem A c R se é diferencidvel em cada x € A.
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2.4MAXIMOS E MINIMOS DE UMA FUNCAO

Seja f uma funcéo e xo um elemento do dominio de f. Entdo f (o) sera :

i) Um méaximo local de f se existe um intervalo aberto | contendo X, tal que f (Xo) =
fx)Vx el

i) Um minimo local de f se existe um intervalo aberto | contendo X, tal que f (xo) <
fx)vVx €.

Definigéo 3:

Um elemento X, do dominio de f (x) no qual f ’(xo) = 0 ou n&o existe f”(xo) € chamado
elemento critico de f e f(xo) é o valor critico de f ou extremo de f.

Definicdo 4:

Seja f uma funcdo definida no intervalo | e X, €1 . Dizemos que f(Xxo) € um maximo
absoluto de fem | se f(xo) = f(x) V x € I. Se f(xo) < f(X) V x €1 dizemos que f(xo) € um
minimo absoluto de f em I. Os valores de maximo e minimo absoluto sdo também chamados
de extremos absolutos de f.

2.5 TEOREMA DOS EXTREMOS

Se f é uma funcdo continua em [a,b] e a # b entdo f assume seu valor Maximo
Absoluto e seu valor Minimo absoluto em [a, b].
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2.6 TESTE DA PRIMEIRA DERIVADA PARA MAXIMOS E MINIMOS LOCAIS

Seja f uma funcéo diferenciavel em xo e suponha que 1”(xo )= 0, ou seja, Xo € elemento
critico de f. assim se f’(x) > 0 & esquerda de Xo € f’(x) < 0 & direita de Xo, entdo f tem um
maximo local em xo. Se f’(x) < 0 & esquerda de Xo € f’(x) > 0 & direita de X,, entdo f tem um
minimo local em X .

2.7 TESTE DA SEGUNDA DERIVADA PARA MAXIMOS E MINIMOS LOCAIS.

Seja f uma funcdo diferenciavel em x, € dom(f) tal que exista f”(xo). Entdo f tem
um maximo local em xo se f”’(Xo) < 0 e f tem um minimo local em xo se /”(xo) > 0.

Exemplo:
Consideremos a funcdo f(x) = x? — 3x + 2 no intervalo [0, 4].
Assim temos:

f(x)=2x-3. f(x) =0, em x = ; , /°(x) é negativa a esquerda de x = % e positiva a direita de

x == . Observe que, a reta tangente ao grafico de f tem declividade negativa a esquerda de

X =

Nlw N W

e declividade positiva a direita de x =% , logo pelo teste da derivada primeira,

. ;- 3
concluimos que f tem ponto de minimo local em x = >

Também vendo pelo teste da derivada segunda temos:

f"(3/2) =2 >0, logo f tem minimo local em x =% . Além do mais, pelo teorema dos
extremos, (J& que f é continua em [0,4] ) f assume seu valor maximo absoluto e seu valor
minimo absoluto em [0,4]. Entdo f tem minimo absoluto em x =% e seu valor ¢ f (Z) =

—i. Ja 0 maximo absoluto s6 pode ocorrer em um dos extremos do intervalo [0,4]. Assim,
como f(0)= 2 e f(4)= 6, 6 € 0 maximo absoluto de f e ocorreem x =4,
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vk

Figura 2.5 - Gréfico da Funcdo f(x) = x?> — 3x + 2

A concavidade do grafico fornece uma maneira alternativa de distinguir entre minimos e

maximos locais:
Suponhamos que X, seja um elemento no dominio de f e que /”(xo)= 0.

e Sefé convexa em X, entao f tem um Minimo local em Xq

e Sefé cbncava em xo entdo f tem um Maximo local em X

2.8 PONTO DE INFLEXAO

Um ponto ( Xo, f(xo) ) do grafico de uma funcdo f onde a concavidade muda é

chamado de ponto de inflexéo de f.



46

2.9 TESTE PARA A CONCAVIDADE

Seja f uma funcéo tal que existe 1 “(x) paratodo x em ]a, bl.

) Se f”(x) >0 paratodo x em ]a, b[, entdo o gréfico de f tem concavidade
voltado para cimaem Ja, b[.

i) Se f”(x) <0 paratodox em ]a, b[, entdo o grafico de f tem concavidade
voltado para baixo em ]a, b[.

i) Sef tem um ponto de inflexdo em x = Xy entdo f”’(Xp) = 0.

Exemplo: Seja f (x)= x® - 2x + 1, localizando o ponto de inflexdo temos: f’(x) = 3x?- 2 e
f’(x) = 6x, entdo f” (x) = 0, temos 6x =0 e x = 0, assim o grafico muda de concavidade em

X =0, portanto f tem um ponto de inflexdo em x = 0.

Teremos ainda que f”(x) = 6x > 0, logo x > 0, entdo para x > 0 o grafico de f tem
concavidade voltada para cima e /”(X)=6x <0 ou x<0 e ogréaficode f tem concavidade

voltada para baixo quando x <0 .

Observe também que:

f’(x)=3x2—2=0:>x=i\/g .Se,x=—\/§ , teremos:
f"(—\/gz) = 6(—\/32) <0 e f temum méaximo localem x = "(—\E).

Sex=<\/§>,f"(\/§)=6(\/§)>0 e f temum minimo localem x = \E

Assim, (—\/?f(—\/g))éum ponto de maximo local de f e (\/g,f(\/g)) é ponto de

minimo local de f.



Figura 2.6 - Grafico da Funcdo f(x) =x3-2x + 1
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CAPITULO 3

3.1 CUSTO E RECEITA MARGINAL

Em uma empresa ou inddstria, as decisdes administrativas dependem habitualmente
das fungdes Custo e Receita. O grafico da funcdo Custo pode aparecer conforme as figuras

abaixo:

¢ ( custo) C ( custo)

0 q (quantidade) 0 q (quantidade)

Figura 3.1: Funcédo Custo Linear Figura 3.2: Funcdo Custo N&o - Linear

A funcéo Custo da figura 3.2, cresce répido inicialmente e depois mais devagar, pois
produzir quantidades maiores de um produto usualmente é mais eficiente que produzir
guantidades pequenas. Isto se chama escala econdmica. Em custo de producdo ainda mais
altos, a funcdo Custo comeca a crescer mais rapido outra vez, quando 0s recursos se tornam

€SCassos.

A funcdo Custo esta relacionada aos gastos efetuados por uma empresa, industria, loja,

na producdo ou aquisi¢do de um determinado produto.

Ja com relacdo a fungdo Receita R =p.q, onde p € o preco para produzir uma
unidade do produto adquirido e g € a quantidade produzida. Se o preco p é constante, 0
gréfico de R em funcéo de g é uma linha reta que passa pela origem e cuja inclinacdo é igual
ao preco(p) (veja figura 3.3), ja no caso de usarmos valores grandes para q, 0 mercado pode
ficar saturado, causando uma queda no prego , neste caso o grafico de R toma forma da figura
3.4
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R ( receita) ( )
R ( receita

0 q (quantidade) 0 q (quantidade)

Figura 3.3: Receita Prego Constante Figura 3.4: Receita Preco Decrescente

A funco receita esta relacionada ao faturamento bruto de uma entidade, e depende
diretamente do volume de vendas de um determinado produto.

3.2 ANALISE MARGINAL

Grande parte das decisdes econdmicas sdo tomadas a partir da analise de custos e

receitas. Observamos a seguinte situacao:

O dono de uma empresa de transporte esta diante do questionamento de colocar ou ndo mais
um Onibus para trafegar. Entdo o que ele deve fazer? Supondo que a decisdo deve ser feita
puramente em bases financeiras: se 0 acréscimo de mais um carro na rota ira aumentar o
lucro, ele deve ser colocado. Obviamente, ele terd que considerar 0s custos e receitas em
questdo. Como a escolha consiste em deixar o nimero de carros da rota como estd ou
adicionar mais um carro a rota, o problema crucial consiste em decidir se os custos adicionais
sd80 maiores ou menores que a receita adicional gerada pelo novo carro na rota. Esses custos

adicionais e receitas adicionais sdo chamados custos marginais e receitas marginais.

Supondo que C(q) seja a funcdo correspondente a q carros. Se a empresa havia
planejado 30 carros na rota, seus custos seriam C(30). O carro adicional custaria C(31).

Portanto,

C(31) — €(30)
31—30

€(31) — € (30) =
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Assim, essa quantidade corresponde a taxa de variagdo média do custo entre 30 e 31 carros na

rota. Esta taxa é a inclinagdo da reta secante ao gréafico. Vejamos:

c()

Inclinagdo = C{31)-C(30) As inclinagtes destas refas siio
Proximas

Inclinaciio = C'(30)

30 )| k4

Figura 3.5 - Grafico da Taxa de Variagao

Se o gréfico da funcdo custo ndo estd variando muito rapido perto deste ponto, a
inclinacdo da reta secante esta proxima da inclinacdo da reta tangente neste ponto. Assim, a
taxa de variacdo média esta préxima da taxa de variacdo instantanea. Logo como estas taxas
ndo sdo tao diferentes, o Custo Marginal é definido como sendo a taxa de variagdo instantanea

do custo em relacdo & quantidade q, logo:

Custo Marginal =CM = C’(q)

Ou seja, a inclinacdo da reta tangente a curva da fungéo custo representa o custo marginal.

Da mesma forma, se a receita gerada por q carros € R(q), entdo, a receita gerada pelo

aumento de 1 carro é:

Receita Marginal = R(31) - R(30)
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Notemos que, w = R(31) - R(30)é a taxa de variacdo média da receita

entre 30 e 31 carros, assim a taxa de variacdo média também é aproximadamente igual & taxa

de variagao instantanea, logo:

Receita marginal = RM = R’(g)

ou seja, a inclinacdo da reta tangente a curva da funcao receita representa a receita marginal.

Exemplo:

Avaliando o grafico abaixo identifique qual a producdo que tem um custo maior: produzir 500
unidades ou 1500 unidades? Em qual nivel de producéo, o custo marginal é aproximadamente
o0 menor? Qual custo total neste nivel de producdo? Qual a producdo que tem custo maior:
produzir 2000 unidades ou 4000 unidades?

R$

c(q)
20000 4

10 000 +

* i Milhares
1 2 3 4 5 9 )

Figura 3.6 - Grafico da Fungdo Custo



52

Solucéo:

Sabemos que o custo ocorrido na producdo de um objeto adicional € o custo marginal,
representado pela inclinagdo da reta tangente ao grafico da funcdo custo. Temos que a
inclinacdo da funcéo custo, é maior em g = 0,5 (quantidade produzida é 500 unidades), do que
em q = 1,5, logo sai mais caro produzir 500 unidades do que 1500 unidades. Através do
grafico também podemos observar que a funcdo custo marginal estd mais proxima de zero
quandoq = 2, e € positiva em todo o resto do grafico. Logo podemos concluir que a
inclinacdo da reta tangente ao grafico € menor quando g = 2, e o custo marginal € minimo
quando se produzem 2000 unidades. Ja o custo total neste nivel de producéo é C(2) =
10 000, ou seja o custo total na producdo de g = 2000 unidades é de aproximadamente
R$ 10 000. J& com relacdo a que nivel de producdo tem um custo marginal maior q =
2000 ou g = 4000, observemos que a inclinacdo da funcdo custo é maior em g =4 do

que em g = 2, logo é mais caro produzir 4000 unidades do que 2000 unidades.

3.3 MAXIMIZACAO DO LUCRO

A funcdo lucro diz respeito ao lucro liquido das empresas, lucro este obtido da
subtracéo da funcdo receita e da funcao custo.

Conhecendo as fungdes Custo, Receita e Lucro, veremos como maximizar o Lucro

total. Vamos mostrar através de um exemplo:

Estimar o Lucro Maximo, sabendo que o Custo e a Receita sdo dados pelas curvas C e R,

apresentadas na figura 3.3

EX ( Mithares) o]

—— R

90
‘li Lucro Mazxime = 20 - 50 =40

Hiwel de produgie
cue gera o lucre
mfedne (g = 1400

q { quantidade)

40 20 120 160 200

Figura 3.7 — Grafico da Funcéo Custo e Da Funcéo Receita
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Ao falarmos em lucro, observamos que ele é a diferenca vertical entre as curvas
Receita — Custo ou R(q) — C(q) em qualquer valor de g. Quando temos a Receita abaixo do
Custo, a empresa, inddstria ou 0o comerciante, estd tendo prejuizo, j& quando a Receita esta
acima do Custo, estd havendo Lucro. Analisando o grafico o comerciante nestas condicdes,
estd tendo lucro entre 50 e 200 quantidades, onde ele terd o lucro maximo, no momento em
que a distdncia entre as curvas for maior possivel ( com a receita acima do custo), onde

facilmente vemos que o lucro méaximo ocorre em g = 140 unidades.

Assim como o Lucro é igual a Receita menos o Custo, o Lucro real é a distancia

vertical entre as duas Curvas (R(q) e C(q)), logo em g = 140, o Lucro maximo sera:

R(140) — C(140) = R$ 90 000, 00 — R$ 50 000, 00 = R$ 40 000, 00



54

3.4 APLICACOES

Tendo em vista tudo que nos estudamos e tratamos de definir e apresentar, veremos
agora a importancia e aplicabilidade do calculo diferencial em problemas de economia e

administracdo de empresas.
Problema 1:

Uma empresa produz artigos eletrénicos e 0 custo total envolvido na producdo de (
unidades de um produto é dado por C(q) = g — 60g% + 1400q + 1000, com 0 < g < 50;
onde cada unidade do produto custa R$ 788, 00. Que nivel de producdo maximiza o lucro?
Encontre o custo total e o lucro total nesse nivel de producdo. Esboce os graficos da funcédo
custo e receita no mesmo par de eixos coordenados e indique o nivel de producdo que
maximiza o lucro, o custo, a receita e o lucro correspondentes. [ sugestdo : 0s custos podem
chegar a R$ 46.000,00]. Problema adaptado *

Solucéo:
Temos que as fungdes custo e receita sdo dadas por:

C(q) = q® — 60g% + 1400g + 1000 e R(q) = 788q , ja com relacdo a funcéo lucro (q)
teremos: ©(q) = R(q) — C(q). Logo para encontrarmos que nivel de producdo maximiza o

lucro, facamos:

n(q) = R(q) — C(q) = n(q) = 788q — (¢ — 60g? + 1400g + 1000), logo o lucro ¢
dado pela fungdo m(q) = — q® + 60 g% — 612q — 1000.

Calculando a 12 derivada, para determinarmos os valores de g, temos:
n'(q) = —3q% + 120q — 612 = —q? + 40q — 204,  igualando a zero temos:

40 +v1600-816 _ 40128

—q? + 40q — 204 =0, entdoq? —40q + 204 =0 = q = - =,

) 40+28 w  40-28
assim: q' = > =q' =34ouq" =

— q”= 6

1 HUGHES — HALLET, Deborah. Célculo Aplicado; traducdo Rafaela José lorio junior. Rio
de Janeiro: LTC, 2005. ( Cap. 4; p. 172 ; problema 4)
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40 +v1600-816 _ 40128

—q* + 40g — 204 = 0, entdoq? —40q +204=0 = q = . -

, _ 40+28

assim : q = > = q’ =34 ou qn — 40-28

= qn: 6

Para sabermos onde o lucro sera maximo ( se €é em g= 34 ou q = 6) devemos aplicar o teste

da 22 derivada em m, logo:
n'(q) = —3q¢% + 120q — 612 = n"(q) = — 6q + 120, onde teremos:

n"(34) = — 6(34) + 120 = — 84 < 0, logo pelo teste da derivada segunda m é méaximo
quando g = 34.

Por outro lado,

n"(6) = — 6(6) + 120 = 84 > 0, e pelo teste da derivada segunda, = é minimo quando
q = 6, neste caso podemos dizer que a empresa tem prejuizo quando g = 6, logo o nivel de

producdo que maximiza o lucro é em g = 34.
Temos também que o custo total nesse nivel de producdo sera:

C(34) = (34%) — 60(34%) + 1400(34) + 1000 = 18 544 ou ainda R$ 18. 544, 00,

observando a receita nesse nivel de producéo, temos:
R(34) = 788(34) = 26 792 ou ainda R$ 26. 792, 00 , portanto o lucro total seré:
m(34) = R(34) — C(34) = 8 248 ou ainda R$ 8. 248 ,00

Para construirmos o grafico necessitamos determinar o(s) ponto(s) criticos da funcéo e para

que valores a funcdo cresce ou decresce. Logo, explorando a fungdo custo temos:

C(q) = g3 — 60g? + 1400qg + 1000 = C'(q) = 3g> — 120q + 1400, onde A=
(—=120)%2 — 4.(3).(1400) = —2400 = A< 0,0nde temos que C'(g) >0V g ou seja

C(q) é crescente. Agora utilizando o teste da 22 derivada temos:

C"(q) = 6q — 120 = 6g — 120 =0 = q = 20

ou seja, em g = 20 ocorre o ponto de inflexdo de C.
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Logo:
O gréfico tem concavidade voltada para cima quando C”(q)>0 ou 6g — 120 >0 =

q > 20.

Temos também que se C"(q) <0, o grafico tem concavidade voltada para baixo, assim

temos:
69 —120 < 0 = q < 20.

Agora de posse dessas informacgdes construiremos o gréafico:

R$

46 000

40 000 R (q)

30 000

20 000

10 000

|
|
|
1 000 ! |
o 10 20 30 34 40 50

g (quantidade)

Figura 3.8 — Grafico da Fungdo Custo e da Funcéo Receita
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Problema 2 :

O custo total envolvido na producéo de ¢ unidades de um produto, é dado por C(q) = q3 —
6q% + 15q e a receita total é dada por R(q) = 6g. Demonstre que sendo as fungdes custo e

receita, utilizadas dessa forma entdo o melhor que vocé consegue é ter a receita igual ao custo.

Solucao:

Sabemos que a funcdo lucro € dada por m(q) = R(q) — C(q), logo utilizando a 12 derivada

temos:
m(q) = 6q — (¢° — 6q* + 15q) = n(q) = —q° + 6q*> —9q = n(q)’' = =3¢ + 12q — 9.
Calculando os pontos criticos da funcao m, temos:

Agora, aplicando estes valores de q nas funcGes custo e receita temos:
para g =1:
C()=13-6.(12)+15(1) =10 e R(1)=6.(1) =6 logo,

n(1) =R(1) — C(1) = 6 — 10 = —4, ndo convém, pois causa prejuizo.

Para q = 3:
C(3)=3*-6.(32)+15.3) =18 e R(3)=6.(3) =18 logo,
n(3) =R(3)— €(3) =18—-18 = 0.

Portanto, sendo R(q) = 6q e C(q) = q3 — 6g* + 15q, o melhor que se consegue é ter a

receita igual ao custo.
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Problema 3 :

Uma loja que vende cimento tem que decidir com que frequéncia e quais quantidades deve
pedir aos produtores. Sai mais barato na média, fazer pedidos grandes, pois isto reduz o custo
do pedido por unidade. Por outro lado, pedidos grandes significam gastos maiores com

armazenamento. A loja sempre faz pedidos da mesma quantidade, q. O custo total, C, dos

pedidos e do armazenamento é dado por C(q) = 16% + 4q. Que valor de q corresponde ao

custo minimo total?

Solucéo:

Temos que o custo total é dado por C(q) = 16(1& + 4q, logo utilizando a 12 derivada, temos:

1600

C'(q) = — pE + 4, fazendo C'(q) = 0, obtemos:
1600 , , ., 1600
2 +4=0= —1600 = —4¢% * (—1) = 1600 = 4¢%> = q =—— =" =400

= q = +V400 = g = £20.0nde = —20 nao convém pois q trata de quantidade e

q > 0. assim utilizando o teste da 22 derivada temos :

. 1600. 2q B 3200q 3200q ] )

C (Q)=T +0= C"(q9) = —;—,  onde T > 0,pois q > 0. assim:
) 3200. (20)

Cc"(20) = W =04>0, logo:

1600
€(20) = —~+ 4.(20) = 160.

Portanto, o custo € minimo quando q = 20.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nos dias atuais a presenca da Matematica vem sendo observada de uma maneira mais
clara e objetiva, nas mais variadas areas e campos de conhecimento e estudo. Ela também esta
comecando a ser percebido no dia -a- dia do ser humano, tendo em vista a grande necessidade
de solucionar determinadas situagdes ou até mesmo tomar algumas decisdes. Hoje € muito
comum a presenca da Matematica, em especial o Célculo Diferencial, na engenharia, na
Medicina e principalmente na Economia e Administracdo, area esta explorada por nds neste
trabalho.

Como podemos ver neste trabalho, a Derivada, permite aos economistas e

administradores analisar, interpretar e ver qual decisdo mais vidvel deve ser tomada.

Podemos perceber que as relacGes existentes entre o Calculo, a Ciéncia Econdmica e
a Administracdo de Empresas, sdo de grande utilidade e facil aplicacdo para 0os economistas
de um modo geral, que se deparam e tentam chegar a solucdes e a caminhos que levem

diretamente ao alcance do lucro, lucro este responsavel pela sobrevivéncia das empresas.

Ao se falar de Matematica, ja se forma em algumas pessoas uma barreira, onde o0
individuo tem consigo mesmo a idéia de que a Matematica € muito dificil de ser
compreendida e ainda mais de ser aplicada e interpretada. A rejei¢do € maior quando fazemos
referéncia ao Célculo Diferencial, onde para alguns o nome Calculo ja é um pesadelo e algo
que ndo é bom de trabalhar e compreender.

Por isso, buscamos colaborar com o entendimento de alunos, professores, economistas
e ao publico leitor deste trabalho que busquem ver a presenca da Matematica no dia — dia e se
perguntam para que serve o Calculo Diferencial. Procuramos ver e estabelecer algumas
relagbes de uma maneira mais clara e objetiva, reforcando algumas definicbes e teoremas,
afim de que o individuo ao trabalhar com a Derivada, possa fazer da mesma uma ferramenta a
mais para melhorar seus conhecimentos, tomar decisbes certas e saber a fundamental
importancia e a grande aplicabilidade da Matematica nas mais variadas areas do

conhecimento humano.
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