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JUSTIFICATIVA

Nestes quatro anos em que fui aluno de licenciatura em Matematica pela UEPB, fui monitor
de Calculo Diferencial durante trés anos e pude perceber as dificuldades enfrentadas pelos
alunos no estudo das Derivadas. Devido ao grande contato que tive com o Calculo Diferencial
e diante das dificuldades enfrentadas pelos meus colegas de curso no estudo desses contelidos,
resolvi desenvolver meu trabalho de conclusdo de curso sobre Derivadas. Porém neste
trabalho ndo nos limitamos apenas a apresentacdo dos resultados do Calculo Diferencial mais

também a demonstracéo de tais resultados.



RESUMO

E visivel a dificuldade encontrada por nos alunos de graduagdo no contetido das Derivadas.
Entretanto, quando estudamos ndo apenas a apresentacdo dos resultados, mas também suas
demonstracdes obtemos uma maior compreensao. O objetivo de nosso trabalho foi, apresentar
as regras de derivacdo e as derivadas de algumas das fungOes elementares fazendo a
demonstracdo das mesmas. Realizamos também um estudo das aplica¢fes das derivadas nas

funcBes continuas definidas em intervalos fechados.

Palavras-chave: Derivadas; FuncGes elementares; Regras de derivacdo; Demonstracao.



ABSTRACT

E visible the difficulty found by us pupils of graduation in the content of the Derivatives.
Meantime, when we study you do not punish the presentation of the results, but also his
demonstrations we obtain a bigger understanding. The objective of our work, he presented the
rules of derivation and the derivatives of some of the elementary functions doing the
demonstration of same. We carry out also a study of the applications of the derivatives in the

continuous functions defined in shut intervals.

keywords: Diverted; elementary Functions; Rules of derivation; Demonstration.
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1. INTRODUCAO

O conceito de limite, é a base do chamado célculo infinitesimal que, ao surgi era constituido
de duas partes aparentemente distintas: o Calculo Diferencial e o Calculo Integral. No entanto
logo foi mostrado através do Teorema Fundamental do Calculo que estes dois calculos estdo

intimamente relacionados.

A derivada tem dois aspectos béasicos, o geométrico e o computacional. Além disso, as
aplicacdes das derivadas sdo muitas: a derivada tem muitos papéis importantes na matematica
propriamente dita, tem aplicaces em fisica, quimica, engenharia, tecnologia, ciéncias,

economia e muito mais, e novas aplicacGes aparecem todos os dias.

Este trabalho de conclusdo de curso (TCC) esta organizado da seguinte forma: inicialmente
apresentamos nossa justificativa para escolha do tema em seguida um pouco da historia das
derivadas e continuamos com algumas das regras de derivagéo, posteriormente temos algumas

aplicacdes das derivadas e por ultimo a conclusao.

1.1. EVOLUCAO HISTORICA DO CONCEITO DE DERIVADA

O conceito de funcdo que hoje pode parecer simples é o resultado de uma lenta e longa
evolucdo historica iniciada na Antiguidade quando, por exemplo, os matematicos Babildnios
utilizaram tabelas de quadrados e de raizes quadradas e cubicas ou quando os Pitagoricos
tentaram relacionar a altura do som emitido por cordas submetidas a mesma tensdao com o
seu comprimento. Nesta época o conceito de funcdo ndo estava claramente definido: as
relacGes entre as varidveis surgiam de forma implicita e eram descritas verbalmente ou por

um gréfico.

Sé no séc. XVII, quando Descartes e Pierre Fermat introduziram as coordenadas cartesianas,
se tornou possivel transformar problemas geométricos em problemas algébricos e estudar
analiticamente funcdes. A Matematica recebe assim um grande impulso, nomeadamente na
sua aplicabilidade a outras ciéncias - o0s cientistas passam, a partir de observacoes
ou experiéncias realizadas, a procurar determinar a férmula ou funcdo que relaciona as
variaveis em estudo. A partir daqui todo o estudo se desenvolve em torno das propriedades de

tais funcGes. Por outro lado, a introdugdo de coordenadas,

além de facilitar o estudo de curvas ja conhecidas permitiu a "“criacdo” de novas curvas,

imagens geométricas de funcgdes definidas por relagbes entre varidveis.
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Foi enquanto se dedicava ao estudo de algumas destas fun¢bGes que Fermat deu conta das
limitacdes do conceito classico de reta tangente a uma curva como sendo aquela que
encontrava a curva num anico ponto. Tornou-se assim importante reformular tal conceito e
encontrar um processo de tracar uma tangente a um grafico num dado ponto - esta dificuldade

ficou conhecida na Histdria da Matematica como o “Problema da Tangente".

Fermat resolveu esta dificuldade de uma maneira muito simples: para determinar uma
tangente a uma curva num ponto P considerou outro ponto Q sobre a curva; considerou a reta
PQ secante a curva. Seguidamente fez deslizar Q ao longo da curva em direcéo a P, obtendo
deste modo retas PQ que se aproximavam duma reta t a que Fermat chamou a reta tangente a

curva no ponto P.

Estas idéias constituiram o embrido do conceito de Derivada e levou Laplace a considerar
Fermat "o verdadeiro inventor do Célculo Diferencial”. Contudo, Fermat ndo dispunha de

notacdo apropriada e o conceito de limite ndo estava ainda claramente definido.

No séc.XVII, Leibniz algebriza o Calculo Infinitesimal, introduzindo os conceitos de
variavel, constante e parametro, bem como a notacéo dx e dy para designar "a menor possivel
das diferencas em x e em y. Desta notacdo surge o nome do ramo da Matematica conhecido

hoje como” Calculo Diferencial”.

Assim, embora s6 no século XIX Cauchy introduzia formalmente o conceito de limite e o
conceito de derivada, a partir do séc. XVII, com Leibniz e Newton, o Calculo Diferencial
torna-se um instrumento cada vez mais indispensavel pela sua aplicabilidade aos mais

diversos campos da Ciéncia.
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2. DERIVADAS

2.1. DEFINICAO DE DERIVADA DE UMA FUNCAO

Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto um elemento de I. Chama-se

derivada de f no ponto o limite

Se este limite existir e for finito.
2.1.1. NOTACOES

A derivada de f no ponto € habitualmente indicada com uma das seguintes notacdes:

A diferenca é chamada acréscimo ou incremento da variavel x relativamente ao
ponto
A diferenca ¢ chamada acréscimo ou incremento da varidvel x

relativamente ao ponto . O quociente

Recebe 0 nome de razdo incremental de f relativamente ao ponto . Frisemos que a derivada

de fno ponto  pode ser indicada das seguintes formas:

Quando existe dizemos que f é derivavel no ponto . Dizemos também que f é

derivavel no intervalo aberto | quando existe para todo



2.1.2. EXEMPLOS

a) Consideremos a fungéo Calculemos sua derivada no ponto

Solucéo

Portanto
b) Considere a fungéo . Calculemos sua derivada no ponto

Solucéo

Portanto

c) Considere a funcao . Calculemos sua derivada nos pontos

Solucéo

Para temos

Para , temos
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2.1.3. INTERPRETACAO GEOMETRICA DA DERIVADA

Seja uma funcdo continua no intervalo aberto I. Admitamos que exista a derivada de no

ponto
Dado um ponto , tal que , consideremos a reta s determinada pelos pontos
P( )e

v |

fix)

fixg}

|
_al

x‘}

A reta s é secante com o gréafico de f e seu coeficiente angular é dado pela expressao abaixo

Como f é continua em I, entdo, quando x tende a , Q desloca-se sobre o grafico da funcéo e
se aproxima de P. Consequentemente a reta s desloca-se e tende a coincidir com a reta t

tangente a curva no ponto P. Como existe a derivadaem  tem-se

Concluimos assim, que:

A derivada de uma funcdo f no ponto  é igual ao coeficiente angular da reta tangente ao

gréfico de f no ponto de abcissa
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2.1.4. EQUACAO DA RETA TANGENTE AO GRAFICO DE UMA
FUNCAO

Quando queremos obter a equacdo de uma reta passando por um ponto e com

coeficiente angular m, utilizamos a formula de geometria analitica:

v]
Em particular, se queremos a equacdo da tangente t ao

grafico de uma funcdo f no ponto , onde f é vol

derivavel, basta fazer

A equacéo da reta t fica:

2.1.5. EXEMPLO

Determinar a equacao da reta tangente a curva no seu ponto de abscissa 4

Solucgéo v .
4— ——————

Entdo é 0 ponto de tangéncia e

pt ———

Portanto o coeficiente angular de t é 5 e sua equacao é:
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2.2. DERIVADAS DAS FUNCOES ELEMENTARES

2.2.1. FUNCOES DERIVAVEIS

Sejam um intervalo aberto e uma funcdo. Dizemos que € derivavel em

se existe o limite

O limite acima quando existe é denotado por e denominado derivada da funcdo f no
ponto
Considerando , OU seja, temos se, e somente se,

Neste caso quando o limite existe, escrevemos

Considere a funcao definida por

O limite a direita de q no ponto , que se designa por é chamado derivada lateral a

direita de f no ponto . Em simbolos temos:

O limite a esquerda de g no ponto  , que se designa por é chamado derivada lateral a

esquerda de fno ponto . Em simbolos temos:

A Derivada de fem  existe quando as Derivadas laterais existem e sdo iguais. Isto é
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2.2.2. DERIVADA DA FUNCAO CONSTANTE

Seja definida por k uma constante. Se € um ponto qualquer de  entdo f

é derivavelem e
Prova:

De fato, Seja arbitrario. Entdo por definicao temos:

Portanto ,
2.2.3. DERIVADA DA FUN(;AO LINEAR

Seja definida por , .Se  éum ponto qualquer de  entdo

féderivavelem e
Prova:

De fato, Seja arbitrario. Entdo por defini¢do temos

Portanto ,
2.2.4. DERIVADA DA FUNCAO POTENCIA DE EXPONTE NATURAL

Seja a fungéo onde n . Entéo
Prova:

De fato, por defini¢cdo temos que

Mas, de acordo com a férmula do Bindmio de Newton, temos que
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Substituindo em (1), Obtemos

Portanto

2.2.5. DERIVADA DA FUNCAO POTENCIA DE EXPOENTE INTEIRO

Ja sabemos que, sendo n ,

Consideremos agora a funcéo , onde P é um ndmero inteiro negativo, isto é

,comn . Assim:

Aplicando a regra da derivada do quociente, temos

Portanto p
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2.2.6. EXEMPLOS

Seja -, entdo
Seja , endo
Seja —

2.2.7. OBSERVACOES SOBRE LIMITE

A seguir vamos mostrar dois resultados sobre limite de funcGes que serdo utilizados para
demonstrar as derivadas das funcgdes Logaritmo e Exponencial:

Prova:

Facamos -donde - Sex e, se X Assim

Portanto

Como queriamos mostrar.

Prova:

Suponhamos, primeiramente, que . Facamos Dai vem

Se x entdo . Assim
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No caso em que , temos também

Portanto

2.2.8. DERIVADA DA FUNCAO EXPONENCIAL

Consideremos a funcdo exponencial , com . Entéo

Prova:

De fato, por definicdo de derivada temos

Mas, conforme vimos na observacgéo ( ), ttm-se que —_— Substituindo em (1):

Portanto

Como queriamos mostrar.
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EXEMPLOS

Vamos Determinar as derivadas de cada uma das seguintes func¢des exponenciais abaixo:
; ; c)

Solucéo

2.2.9. DERIVADA DA FUNCAO LOGARITMO

Considere a funcao logaritmo . Entéo

Prova:

De fato, Consideremos inicialmente a funcdo logaritmo de base , ou seja,

Assim, usando a defini¢cdo de derivada temos

Fazendo - Assim



Substituindo em (1) obtemos:

Portanto

Considere agora o caso da funcéo logaritmo de base qualquer,

Ou seja,

Pela férmula de mudanca de base, temos

Assim

Portanto

Como queriamos mostrar
2.3. EXEMPLOS

Calcular a derivada das funcdes abaixo:

Solucéo

23
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logo

2.4. REGRAS DE DERIVACAO

2.4.1. TEOREMA I (Derivada e Continuidade)

Seja uma funcao derivavel em um ponto , onde | é um intervalo aberto. Entédo f

é continua em

Prova:

Considere

Passando ao limiteem  quando e usando propriedades de limite temos:
Isto é , portanto f é continuaem - Como queriamos mostrar

2.4.2. DERIVADA DA SOMA

Sejam f e g fungdes definidas em um intervalo aberto | e derivaveis em
Entdo f + g é derivavelem e
Prova:

Temos que
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Passando ao limite quando

e usando o fato de f e g serem derivaveisem e

propriedades de limite de fun¢des obtemos:

Existe e, além disso,

Portanto

Como queriamos mostrar

2.4.3.

a)

b)

EXEMPLOS
Sejam

Temos

Sejam

Temos

. Vamos determinar a derivada da soma de f com g

. Determinemos a derivada da soma de f com g,

2.4.4. DERIVADA DO PRODUTO

Sejam

Entdo

Prova:

fungdes definidas em um intervalo aberto | e derivaveis em

¢ derivavel em

e



Temos que
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Como f é derivavel em | entdo f é continua em

pelo Teorema I. Logo

Passando ao limite em quando h—0, usando as hipdteses de serem derivaveis em

, propriedades de limite de funcbese  Obtemos:

Portanto de concluimos que

Como queriamos mostrar.
Exemplos

a) Seja =
b) Seja

e derivavel em

e além disso, conclui-se também que,



2.4.5. DERIVADA DO QUOCIENTE
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Sejam f e g funcdes definidas em um intervalo aberto | e derivaveis em , com g # 0.

Entdo - é derivavelem e

Prova:

Temos que

Como g é derivavel em  Entdo g é continuaem  pelo Teorema (I). Logo

Passando ao limite na expressdo acima quando h—0, usando as hipdteses de

derivaveisem e propriedades de limite de fun¢des obtemos:

serem
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Portanto concluimos que - é derivavel em e, além disso,

Como queriamos mostrar

2.4.6. EXEMPLOS

Seja —, com . Temos, que

Seja — com . Temos, que
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3.  APLICACOES DAS DERIVADAS

3.1. TEOREMA 11 ( Teorema do Méaximo e do Minimo )

Sejam um intervalo fechado e uma funcdo continua. Entdo existem

em tais que

3.1.1. TEOREMA III ( Teorema de Fermat )

Se é uma funcdo derivavel no ponto e éextremo local de f.  Entdo

Observacdo: Os teoremas (I1) e (111), ndo serdo aqui demonstrados, utilizaremos apenas seus

resultados para provar o teorema (I1V).

3.2. TEOREMA 1V (Teorema de Rolle)

Seja f uma funcdo continua em e derivavel em com . Entéo existe
um tal que

Prova

Se para todo como entdo serd constante em e,
portanto =0 para todo

Suponhamos que para algum . Afirmacdo: assume extremos em (a, b).
De fato, Como R é continua pelo teorema (1) existem tais que

Vamos mostrar que

Suponhamos por contradi¢ao que desse modo

Isto é . O que é uma contradicdo, pois por hipotese.

Logo
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Se como € ponto de minimo e é derivavel em  entdo pelo teorema (I11),
temos que

Se como € ponto de maximo e é derivavel em  entdo pelo teorema (Il1),
temos que

Logo ou

Portanto

Para algum , COMO queriamos mostrar.
3.2.1. INTERPRETACAO GEOMETRICA DO TEOREMA DE ROLLE

O teorema de Rolle afirma que se uma funcéo é derivavel em , continua em e assume
valores iguais nos extremos do intervalo, entdo em algum ponto de (a, b) a tangente ao grafico de f é
paralela ao eixo .

flx)
fix} fix)

fla) =tib)

t(a) = f(b) - f{a} = f(b}

3.2.2. EXEMPLOS

a) Seja R definida por . Mostremos que existe tal que
=0.

Solucao

Notemos que é continua em , derivavel em e
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Logo, de acordo com o Teorema de Rolle, existe tal que =0. Isto é
Portanto

b) Dada . Mostremos que existe tal que
Solucao

De fato, sendo f polinomial é continua e derivavel em , em particular f é continua em

[2, 4] e derivavel em Assim pelo teorema de Rolle existe tal que
Isto é

Portanto

3.3. TEOREMA V (Teorema do Valor Médio de Cauchy)

Sejam funcbes Reais continuas em [a, b] e derivaveis em (a, b). Entdo existe um
tal que
Prova: Considere a funcao R definida por

Temos que a funcéo h satisfaz as hip6teses do teorema de Rolle. De fato
Por ser diferenca de funcbes continuas

Por ser diferenca de funcBes derivaveis

Assim pelo teorema de Rolle existe tal que ,isto é

O que implica

Como queriamos mostrar.
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3.4. TEOREMA VI (Teorema do Valor Médio de Lagrange)

Seja R uma fung¢do continua em e derivavel em . Entdo existe
tal que

Prova:
Do teorema do valor médio de Cauchy, temos que para quaisquer f e g continuas e derivaveis:
Q)

Considerando Como

Substituindo em (I), obtemos

Como queriamos mostrar

3.4.1. INTERPRETACAO GEOMETRICA DO TEOREMA DO VALOR
MEDIO DE LAGRANGE

Segundo o teorema do valor Médio de Lagrange, se f € funcdo continua em [a, b] e derivavel
em (a, b), entdo existe um ponto tal que a reta tangente ao grafico de f no ponto

é paralela a reta determinada pelos pontos e , por terem
coeficientes angulares iguais.
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3.4.2. EXEMPLO

Dada , Verificar se as condi¢cdes do teorema do valor médio estdo
satisfeitas para o intervalo [-1, 2], em caso afirmativo determine todos os ndmeros

, tal que
Solucao

Notemos que é derivavel e continua em R, portanto também €é no intervalo [-1, 2]. Sua
derivada €

Entdo

ou

Como queremos  no intervalo , SO nos convém

3.4.3. EXEMPLO

Seja definida por . Mostremos que existe tal que
Temos que:

Seja , € continua pois é polinomial

Seja , € derivavel pois é polinomial

Logo, pelo teorema do valor medio existe tal que

Logo
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4. CONCLUSAO

Nesse nosso trabalho fizemos um estudo mais aprofundado no conceito de Derivadas e suas
aplicacdes no estudo das FuncBes continuas em intervalos fechados. Procuramos provar
matematicamente todos os resultados aqui apresentados, pois acreditamos que 0 estudo
realizado dessa maneira possibilita maior amadurecimento do contetdo. O nosso objetivo foi
mostrar como se chegar aqueles resultados que nos alunos de graduagdo estudamos no Curso
de Calculo Diferencial, uma vez que no Curso de Calculo os resultados em geral ndo sao
demonstrados, pois ndo é esse 0 objetivo do Curso de Calculo. O estudo de derivadas €
extremamente importante para nossa formacgdo, pois sdo varias as suas aplica¢fes em fisica,

quimica economia, tecnologia e novas aplicacdes aparecem diariamente.
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ANEXO A- BIOGRAFIA DE JOSEPH LOUIS DE LAGRANGE

O fisico francés Joseph Louis de Lagrange, nasceu em 25 de janeiro de 1736, e morreu em 10
de abril de 1813. Foi um dos cientistas matematicos e fisicos mais importantes do final do
século 18. Ele inventou e trouxe & maturidade o célculo de variacBes e depois aplicou a nova
disciplina para MECANICA CELESTIAL, especialmente para achar solugdes melhoradas
para 0 PROBLEMA de TRES-CORPOS.

Lagrange também contribuiu significativamente a solu¢do numérica e algébrica de equacdes e
para a teoria do nimero. No seu classico analytiqgue de Mecanique (Mecéanica Analitica,
1788), ele transformou a mecénica em um ramo da analise matematica. O tratado resumiu os
resultados principais conhecidos em mecénica no seculo 18 e é notavel para isso, 0 uso da
teoria de equacdes diferenciais. Outra preocupacao central de Lagrange eram as fundacdes do
calculo. Em um livro de 1797 ele acentuou a importancia de série de Taylor e o conceito de
funcdo. A procura dele para fundacGes rigorosas e generalizaces fixou a fase de Augustin

Cauchy, Niels Henrik Abel, e Karl Weierstrass no proximo século.

Lagrange serviu como professor de geometria na Escola de Artilharia Real em Turin (1755-
66) e la ajudou fundar a Academia Real de Ciéncia, em 1757. Por causa do excesso de
trabalho e pagamento baixo, sofreu com a sua saude, ficando com uma constituicao debilitada
para vida. Quando Leonhard Euler deixou a Academia de Ciéncia de Berlim,
Lagrangesucedeu ele como diretor da se¢cdo matematica em 1766. Em 1787 ele deixou Berlim
para se tornar um membro da Academia de Ciéncia de Paris, onde ele permaneceu pelo resto
de sua carreira. Um homem diplomatico e ameno, Lagrange sobreviveu a Revolugéo francesa.
Nos anos 90 (1790), ele trabalhou no sistema métrico e defendeu uma base decimal. Ele
também ensinou na Escola Politécnica, que ele ajudou fundar. Napoledo o nomeou para a

Legido de Honra e Conta do Império em 1808.
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ANEXO B- BIOGRAFIA DE AUGUSTINLOUIS CAUCHY

Augustin Louis Cauchy nasceu em 21 de agosto de 1789, e morreu dia 23 de maio de 1857.

Foi um matematico francés e fisico-matematico que provou (1811) que os angulos de um
poliedro convexo sdo determinados por suas faces (as superficies planas que formam um

solido geometrico).

Numerosos termos em matematica possuem o nome dele, por exemplo, o teorema integral de
Cauchy, na teoria de funcdes complexas, e o Cauchy-Kovalevskaya, teorema existente para a
solucéo de equacdes diferenciais parciais. Cauchy foi o primeiro a fazer um estudo cuidadoso
das condi¢Bes para CONVERGENCIA de SERIE infinita; ele também deu uma definig&o
rigorosa de uma integral independente do processo de diferenciacdo e desenvolveu a teoria
matematica da elasticidade. Os textos dele, Cours d'analyse (Curso em Analise, 1821) e os 4
volumes Exercises d'analyse et de physiquemathematique (Exercicios em Anélise e em
Fisicas Matematicas, 1840-47) foram altamente influentes.



