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Resumo

Neste trabalho estudamos conceitos relativos ao Calculo Integral, especificamente,
tratamos da construgao histérica que levou ao enunciado conhecido do Teorema Fun-
damental do Célculo. Exploramos ainda os conceitos apresentados por Riemann e
Lesbegue, onde realizamos uma comparagao entre os teoremas vistos a Riemann e a

Lesbergue.

Palavras-chave: Calculo Integral, Teorema Fundamental do Célculo e integragao.



Abstract

In this work we study concepts related to Integral Calculus, specifically, we deal
with the historical construction that led to the known statement of the Fundamental
Theorem of Calculus. We also explore the concepts presented by Riemann and Lesbegue

where we will compare the theorems of Riemann and Lesbergue.

Keywords: Integral Calculus, Fundamental Theorem of Calculus and Integration.
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Introducao

A construgao do célculo é atribuida da necessidade que os matematicos da antiguidade
tinham para resolver alguns tipos de problemas, como calcular a area de figuras planas ou
volume dos sélidos e tragar retas tangentes em pontos de uma curva no plano. O primeiro
tipo de problema desse tipo é datado de 3000 a.C., como mostra o Papiro de Golonishev
que ¢é o primeiro calculo do volume de algum sélido ja registrado. Esses tipos de problemas
serviram de alicerce para a formagao do conceito do Calculo Diferencial e Integral.

Como todos os resultados matematicos, para chegar até a integral foi necessario um
longo periodo de formacao e desenvolvimento, levaram-se séculos para que os conceitos que
conhecemos hoje fossem formulados. Credita-se aos grandes matematicos Isaac Newton e
Gottfried Liebniz a responsabilidade pela sistematizacao e a unificacao necessarias para a
invencao do Célculo Diferencial e Integral.

Este trabalho é resultado de um estudo didatico realizado com base nas notas de
aula do Professor Luiz Adauto sobre os aspectos histéricos do Teorema Fundamental do
Calculo [10]. Vamos apresentar algumas partes da construgao histérica, mostrando o modo
que alguns matematicos da antiguidade trabalhavam com o Célculo Integral, antes mesmo
do Teorema Fundamental do Célculo.

Apés toda essa construcao historica, serao apresentadas as versoes do Teorema
Fundamental do Célculo, vistas a Riemann e a Lebesgue, com base no estudo apresentado
pelos professores Luiz Adauto e Eliel Amancio [11]. Além disso, serd feito uma comparagao
entre os dois teoremas, com finalidade de verificar a abrangéncia de ambos. Por fim,
apresentaremos um exemplo de uma funcao que é integravel se calculada a Lebesgue e nao
¢ integravel se for calculada a Riemann.

O presente trabalho estd estruturado da seguinte maneira: no capitulo I, serd
mostrada a construcao historica por tras do Célculo, onde abordaremos resultados classicos

e mostraremos como tudo ia convergindo para a formacao do Calculo; no capitulo II,



estudaremos o Teorema Fundamental do Calculo e apresentaremos suas versoes com base

na integral de Riemann e Lebesgue.
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Capitulo 1

Relacoes historicas

O desenvolvimento de teorias matematicas ¢ algo bastante complexo que exige uma
grande demanda de trabalho e pode levar varios séculos para que o objetivo seja concluido.
Levando em conta isso, esse capitulo trata de mostrar a construcao histérica por tras do
Teorema Fundamental do Calculo (TFC), que obedece a essa regra e também passou por
varios incrementos de diferentes matemaéticos até chegar ao resultado apresentado por
Lebesgue.

Nesta secao e nas subsegoes seguintes deste capitulo, faremos uma revisao bibliografica

seguindo as referéncias [3], [?], [12], [13] e [14].

1.1 O Papiro Egipcio de Moscou

Ao contrario do que pensa, o calculo integral surgiu bem antes do célculo diferencial,
o primeiro registro que existe do que parece ser uma estimativa primitiva da area de uma
superficie curva é o Papiro Egipcio de Moscou, também conhecido como Papiro Golonishev,
em referéncia ao seu dono, Vladmir Golonishev, o papiro foi escrito aproximadamente em
1890 a.C. Com uma forma de tira, medindo 5,5 cm de comprimento por 8 cm de largura,
contém 25 problemas matematicos gravados com escrita hierdtica, um deles é o calculo da

area de um tronco de piramide.
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1.2 Quadratura do circulo

Outro problema importante para o desenvolvimento do calculo da area de figuras é a
questao da quadratura do circulo. Datado de 430 a.C., por Antifon (Filésofo grego que
teria vivido entre 479 a.C. e 411 a.C.), o problema consistia em criar um quadrado com a
mesma area de um dado circulo utilizando apenas régua e compasso em um numero finito

de etapas.

1.2.1 O Papiro de Rhind

Na antiguidade os gregos consideravam o problema da quadratura do circulo muito
complexo, mas possivel de ser solucionado. No Papiro de Rhind ou Ahmes é dada uma
solucao plana de como construir um quadrado de areca préxima a de um circulo. Para
isso, seria necessario que o lado do quadrado tivesse g do diametro do circulo. Contudo,
a solugdo nao era geometricamente precisa, mas é uma boa aproximagao, ja que 7 (pi)

corresponderia ao valor de 3, 1605.

1.2.2 A Quadratriz de Hipias

Hipias de Elis foi um filésofo que viveu em 420 a.C. e desenvolveu uma curva mecanica
chamada trissectriz ou quadratriz com a finalidade de resolver o problema da trissecgao.
Essa curva recebeu tal nome, pois serve tanto para trissectar um angulo, quanto para
quadrar um circulo. Em termos geométricos, a Quadratriz de Hipias pode ser obtida da
seguinte forma: dado um circulo de centro O e raio a, considere os pontos A, B e C' de
forma que, com o ponto O seja formado um quadrado de lado a. Agora, tome o segmento
de reta que coincide com OA e gire em movimento uniforme de rotacdo em torno de O, a
partir da posicao OA até chegar em OC'. Dessa forma, assim que comeca a girar, outro
segmento que coincide com AB passa a se movimentar de forma paralela a si mesmo, em

movimento uniforme. Com isso, ambos os segmentos atingem OC' de forma simultanea.
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Figura 1.1: Quadratriz de Hipias - Fonte: Wikipédia

A B
Al B1
o c

A curva AS é o conjunto dos pontos de interseccao do movimento produzido pelos

segmentos que coincidem com OA e AB.

Figura 1.2: Pontos de intersecgao - Fonte: PEDROSO e PRECIOSO (2015)

A B
al B1
1+] E
F G
o c

1.2.3 O método de Dinostrato

Dindstrato de Atenas (viveu entre 390 - 320 a.C.) conseguiu resolver o problema da
quadratriz do circulo utilizando a curva mecanica desenvolvida por Hipias, a Quadratriz
de Hipias. Conforme foi mostrado na se¢ao 1.2.2, o movimento do segmento AB tem
velocidade constante, com isso, a distancia por ele percorrida é proporcional ao tempo
gasto no seu percurso. Do mesmo modo que, a amplitude do arco AC' tem a mesma
proporc¢ao quando relacionado ao tempo gasto pelo percurso do segmento OA. Como os
dois movimentos tem o mesmo inicio e fim, os tempos gastos por OA e AB sao iguais e,

assim, existe uma relacao de proporc¢ao entre as distancias percorridas por eles.
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Figura 1.3: Pontos de intersecgao - Fonte: PEDROSO e PRECIOSO (2015)

(P — B

Nesse sentido, chamado OA = AB = a, pela Figura 1.3, temos um ponto qualquer

(x,y), pertencente a quadratriz, que satisfaz a relagdo

. Yy
= =, ou seja, O = —

2

y
a

Como tanf = g, de modo que a equacgao cartesiana ¢ dada por
x

Yy Y
————— =y cot —, comy < 0 < a.
tan —2 2a

2a

Tr =

Levando em consideracao a equagao cartesiana da quadratriz, o valor de OQ) é igual

ao valor de z quando y tende a 0. Ou seja,

m 2a Y
1 COS — —COS5— 9
OQ:limycotﬂ:hm—ﬂ%Ja:hm yis WyZa a<a
y—0 2 y=0 gy y—=0 i 1Y
a 2a
Y
2a

. 2a . . :
Concluindo que OQ = — e, assim, a area do circulo de raio a sera igual a area do
T

quadrado de lado /ma, com isso, Dindstrato conseguiu quadrar o circulo.
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1.3 Hipocrates

Hipdcrates de Quios (viveu entre 470 a.C. - 410 a.C.) foi um mercador em Atenas
que, apds ser enganado por piratas, tentou recuperar suas finangas como um professor de
geometria. Nesse tempo, Hipdcrates organizou a geometria da época de um modo logico e
demonstrou o seguinte resultado:

Proposicao 1.1. As areas de circulos estao para si, assim como o quadrado de seus
2

1 dy , .

Yo Pk onde C] e Cs representam as areas de dois circulos com

2 2

diametros d; e dy, respectivamente.

diametros, ou seja,

1.3.1 Hipécrates e a quadratura do circulo

Assim como Hipias e Dindstrato, Hipdcrates também tentou resolver o problema da
quadratura do circulo. Ele utilizou a Proposicao 1.1. para fazer aplicacoes, uma delas
referente a quadratura de lunas, ou seja, figuras planas delimitadas por dois arcos circulares
de raios diferentes.

Caso 1.Considere o triangulo retangulo isésceles ABC', de modo que esteja inscrito em

um semicirculo com diametro AC. Agora, trace os semicirculos de diametros AB e BC'.

Figura 1.4: Areas da luna e do triangulo - Fonte: PEDROSO e PRECIOSO (2015)

Observe que ao proceder com a construcao mostrada na Figura 1.4, obtemos as areas
L, SeT,onde L é area de uma luna e T de um triangulo retangulo de base AO = a e altura
OB =b. Com isso, mostremos o procedimento feito por Hipécrates para a quadratura da
luna. Aqui faremos uso da Proposicao 1.1. e vamos obter como resultado a igualdade das
areas L e T, dai concluiremos que a luna é quadravel. Ja que ABC' é um triangulo retangulo

¢ AB = BC, pelo Teorema de Pitdgoras, tem-se AC? = AB?4+ BC? = AB*+ AB? = 2AB?,
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portanto, AC? = 2AB?. Da Proposicao 1.1., temos:

S+ L AB?  AB? 1

295+ 2T  AC?  24AB2 2

Portanto, temos que 25 4+ 2T = 25 + 2L, ou seja, T' = L. Agora, vamos mostrar
que é possivel construir um quadrado que tenha area T'= L. Tome o triangulo AOB, que
nasceu na construcao apresentada na Figura 1.4 . Perceba que sua area T ¢ igual a de um

b
retangulo de base a e altura 5

Figura 1.5: Equivaléncia das areas do retangulo e do triangulo - Fonte: PEDROSO e
PRECIOSO (2015)

B

/

A . 0 A 0

Por fim, para construir o quadrado de lado x que possua area igual ao retangulo

mostrado na Figura 1.5, temos que encontrar a média geométrica entre a e 3 ou seja

xb
xr = \/?, conforme fica mostrado na figura abaixo.

(a + g) - Fonte:

. .y (o b 1
Figura 1.6: Construgao da média geométrica entre a e 3 onde r = 3

PEDROSO e PRECIOSO (2015)

Desse modo, concluimos a prova da quadratura das lunas segundo Hipdcrates.
Caso 2. Agora, vamos considerar um hexagono regular que esteja inscrito em um

circulo e tracemos semicirculos com diametros iguais aos lados do hexagono. Diferentemente
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do caso anterior, nesse caso vamos mostrar que a area a luna L sera quadravel se, e somente

se, o circulo for.

Figura 1.7: Uma luna nao quadrével - Fonte: PEDROSO e PRECIOSO (2015)

Levando em consideragao a construcao apresentada na Figura 1.7, perceba que foram

geradas as areas L, S e T, onde L é a area de uma luna e T' de um triangulo equildtero com
1

lado AO. Com isso, temos AO = AB = BC =CD = §AD. Fazendo uso da Proposicao

1.1, segue que

S+ L AB? 1

35+31 AD? 4

Assim, chegamos ao resultado de que 45 +4L = 35 + 3T, ou seja, 3L+ (L+S) = 3T.
Com essa igualdade chegamos a conclusao de que, como o triangulo é quadravel, a luna s6

serd quadravel se, e somente se, o semicirculo de area L + S for.

1.4 Eudoxo

Eudoxo de Cnido (viveu entre 408 e 355 a.C.) desenvolveu um método para o célculo
da area de figuras, esse método ficou conhecido como método da exaustao e consistia em
inscrever a figura em uma sequéncia de poligonos cuja area converge para a area da figura
desejada. Uma forma classica de ilustrar o método da exaustao ¢é no calculo da area de
um circulo. Para isso, terifamos que inscrever diversos poligonos no circulo, a medida que
o numero de lados do poligono iria crescendo, a area desse poligono convergia para a area
do circulo. Tal resultado é feito com base no axioma de Eudoxo, que pode ser enunciado

da seguinte maneira:
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Axioma 1.1. Se for subtraida de qualquer grandeza uma parte nao menor que sua metade,
e dessa parte restante for, de novo, subtraida uma parte também nao menor que sua
metade, e se este processo de subtracao continua, entao permanecerd uma grandeza menor
do que qualquer grandeza pré-determinada da mesma espécie. Utilizando a linguagem
matematica, temos: Dados N > 0e ¢ > 0, onde 0 < ¢ < N, agora considere NN —aN —
(1—a)N,(1—a)N —a(l —a)N — (1 —a)?N,---, com % < a < 1. O Axioma de Eudoxo d4
a garantia de que para um m grande, existe M, de modo que, (1 —a)™ N < ¢, ou melhor,

lim,, ,o N(1 —a)™ = 0.

1.5 Arquimedes

E atribuido & Arquimedes de Saracusa (viveu entre 408 e 355 a.C.) o posto de maior
matematico da antiguidade e um dos maiores intelectuais que ja viveu. Um dos seus
grandes feitos que serda abordado neste trabalho é a resolucao da Quadratura da Parabola,
especificando melhor, uma parte de parabola, onde ele utiliza o método da exaustao para
chegar ao resultado. Arquimedes mostrou que um segmento parabdlico de drea K tem
3 da area de um triangulo inscrito 7', onde esse triangulo tem a mesma base e altura do
segmento parabolico.

Seja P o segmento de parabola e T o triangulo inscrito (ver Figura 1.8); nos dois
segmentos restantes sao escritos outros dois triangulos, ¢ e tpo de mesma base e altura.
Seja a soma destes T7. Nos quatro segmentos de parabola formados sao inscritos os

triéngulos t11, tlg, t13 C t14 cuja soma é TQ.
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To T
27 =1
4’ 2 4e

assim por diante, isso significa que as partes que sao acrescidas no triangulo se tornam 1

Devemos mostrar, utilizando propriedades da parabola, que T} =

do triangulo anterior.

Figura 1.8: Fonte: Scientific American Brasil n° 7, 2005.

——
o _..(".- - " "‘\

¥

Conforme a Figura 1.9, podemos assumir que toda parabola assume a forma y = ax?,
com a > 0. Suponha um segmento parabdlico limitado pela reta y = b, b > 0. Nosso

e 1
objetivo é mostrar que T} = —To ( os demais triangulos seguem os mesmos célculos ): da

25\/— 1 /o 1 /o
Figura 1.9 temos que Ty = = b\/_ Em D temos © = S\ ey= (=4/—)2, ou

2V a

b 1 /bbb
y=17 Dai, D <§ \/7, 4> A reta r que passa pelos pontos A e C é de forma r : y = muz,
a

onde (A ¢é a origem) m = L Vab. Assim, r :y = vabz.

ISEIS
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Figura 1.9: Fonte: Scientific American Brasil n°® 7, 2005.
i,

L= 3

Considere s como uma reta perpendicular a reta r que passa pelo ponto D. Tem-se

. X ,
que s:y=——x+k, ouseja, s:y = __b + k. Como D é um ponto pertencente a reta,
m a
; b _1 Lo i 2+ ab Assi x +2+ab
€e1mos que = = —?ﬁ , segue agora que k = . m, §: Yy = ——— .
q 1 s g g q ) Jab Ta

Agora, tomando o ponto D, que é o ponto de intersecao entre as retas r e s. Ou seja,

— x = ——————. Dess do, t 3
\/%—i— 1a T Ta(1 1 ab) esse modo, temos

Rl ab)vab b(2 + ab)
da(1+ab) "4(1+ab) |

Agora, vamos calcular a area do triangulo ¢y;. Sua altura h é dada pela distancia

entre os pontos D e F"

b dp.p) | Qa1 b {b(Z—i—ab)_br.

4a(1+ab) 2 4(1+ab) 4

b
4+/1 + ab

Donde segue que h = . Ja a base é dada pela distancia entre os pontos A e
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C'. Logo,

2
2
d(A, C) = ( 9) PP Rl

a a

1 [b+ ab? b
Dessa forma, a area do triangulo ¢y, é: Ay, = = « —=———_Com isso, a area
2 a 41+ ab

do triangulo 7} é igual a soma das areas dos triangulos tg; e tg2, temos que

o [otal b _b\/E_TO
b a  4/T+ab 4Va 4

T
De modo analogo prova-se que Ty = Il

Voltando ao calculo da area do segmento parabdlico, perceba que o poligono da

Figura 1.8 vai de encontro ao segmento parabdlico e, podemos concluir que Ty + 17 + T +
4 Ty To T 4
coo+ T, +--- = =Ty, oumelhor, Ty + — + —=+ -+ —+--- = =Tj.
3" LRV RRAVE 4n 37"
Até agora, mostramos alguns trabalhos de matemadticos da antiguidade que ja
utilizavam conceitos parecidos com o Calculo Integral para calcular areas de algumas
figuras. A partir dessa se¢ao, comegaremos a introduzir o conceito do Teorema Fundamental

do Célculo (TFC), que é o objetivo de estudo do trabalho.

1.6 Newton e Liebniz

Ao falar da construcao histérica do Célculo, devemos lembrar das figuras que tiveram
uma contribuicao magnifica para conseguir uma conexao entre o Céalculo Diferencial e o
Calculo Integral. Essa conexao é exatamente o Teorema Fundamental do Célculo.

Isaac Newton (viveu entre 1642- 1723) foi um grande fisico e matematico inglés,
Gottfried Leibniz (viveu entre 1646- 1716) foi um filésofo e matemadtico alemao, os dois,
de forma independente, desenvolveram o TFC e sao tidos como os inventores do Célculo
Diferencial.

Formalmente, podemos enunciar o TFC da seguinte maneira:

Teorema 1.1. Considere f uma fungao continua de valores reais, definida em um intervalo
fechado [a,b]. Se F for a funcao definida para x em [a,b] por F(z) = [ f(t)dt, entao
F'(z) = f(z),Vx € [a,b].
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Demonstracgao: Considere f continua em c. Entao, dado ¢ > 0,3 0 > 0 tal que x €
@b, Jo — e < 6 = [f(z) - f(e)] < e
Se0<h<decH+h € [a,b], entao

Sendo assim,

Fl(e) = hligl+ F(c+ h})l — F(c) _ P (o).

Anélogo para F’ (c). Portanto, F'(x) = f(x) para todo z.
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Capitulo 2

Riemann e Lebesgue

No capitulo anterior mostramos a construcao histérica que culminou na criacao
dos conceitos de integral e derivada. Uma consequéncia imediata disso foi a formulagao
do primeiro Teorema Fundamental do Célculo, que, como foi mostrado, relaciona uma
derivada com sua integral.

Neste capitulo, vamos construir o segundo teorema fundamental do calculo, que foi
formulado por Riemann. Além disso, vamos analisar o TFC visto a Lebesgue e comparar os
dois resultados para mostrar a abrangencia que possui o resultado mostrado por Lebesgue.

Nesta se¢ao e nas subsegoes seguintes, seguiremos as referéncias [1], [2], [4], [6],[7],

8], [9], [10] e [11].

2.1 Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann foi um matematico alemao que viveu entre os
anos de 1826 a 1866, teve notaveis contribui¢oes em varias areas da matematica, ficou

famoso com a integral de Riemann e suas consequéncias.

2.1.1 Funcgoes Integraveis

Defini¢ao 2.1. Uma particao de um intervalo [a,b] é um subconjunto finito P =
to,t1, - ,t, C [a,b] tal que a =ty < t; < --- < t, = b. A norma de P é definida
por | P |= max(t; — t;_1). Dizemos que a particdo P refina a particao @) se Q C P. O
conjunto de todas as partigoes de [a, b] serd denotado por P([a, b]) ou simplesmente por P.

Notagao: Dadas f : [a,b] — R limitada e P = tq,t,--- ,t, particao de [a, b], usamos as
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notagoes:
Iy = [tr_1,tx],m =inf f, M = sup f,
my =inf f |5, My =sup f |1, e wp = My —my,

Definicao 2.2. Definimos a soma inferior e superior de uma funcao limitada f : X — R

relativamente a particao P to,t1,- -+ ,t, de [a,b] rebpectlvamente por
S katk—tk 1) (§ SfP ZMktk_tkl
k=1

Por conseguinte, definimos a integral inferior e supemor de f respectivamente por

[ o =swot) e / ) de = i S()),

onde o(f) =s(f; P);PeP eX(f)=S(f;P);PeP.
Dizemos que f é integrdvel se a integral superior e inferior de f coincidem. Neste

caso, definimos a integral de f por

/abf(x)dx = lbf(x)dx = /;bf(az)da:

Exemplo 2.1. Toda fungao constante c: [a,b] — R é integravel e
b
/ cdz = ¢(b—a).

Solugao. Dada p € Pla, b|, temos que m; = c e M; = c.
Dali,

=Y ettt =Y (=t 1) = c(b—a)

Assim,

S(f;P) = c(ti—ti) = clb—a).

Logo,
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Desse modo,

b b
/cdxzsupa(c)zc(b—a)e/cdx:infE(f)zc(b—a)

Logo, ¢ é integravel e

/abcdx =c(b—a).

Teorema 2.1. Seja f : [a,b] — R limitada. Sdo equivalentes:
(i) f é integravel;
(ii) Para qualquer € > 0 dado, existem P, Q) € P tais que S(f;Q) — s(f; P) < €

(iii) Para qualquer € > 0 dado, existe P = tg,t1, -+ ,t, € P tal que

S(f;P)—s(f;P)= Zwi(ti — 1) <.

Demonstragao: (i) — (ii): Seja f integravel, isto é, supo(f) = inf X(f). Temos que
r <y Vreo(f)eyeX(f). Dai, dado € > 0, existem s(f; P) € o(f) e S(f; Q) € X(f)

tais que

S(f;Q) —s(f; P) <e

(il) — (iii): Dado € > 0, de (ii) existem Py e Qo € P, tais que S(f; Qo) — s(f; o) < e.
Sendo P = Py U Qg € P, temos que Fy, Qo C P, assim,

s(f; Po) < s(f; P) < S(f; P) < S(f; Qoy desse modo,

S(f; P) —s(fip) < S(f; Qo) —s(f; Ry) <e.

(iii) — (i): Temos que supo(f)inf X(f). Logo, f é integravel.
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2.1.2 Conjuntos de Medida Nula

Definicao 2.3. Dizemos que X C R tem medida nula e escrevemos pu(X) = 0, quando

dado € > 0 existem intervalos abertos I,, C R,n € N, tais que

o

XCGIneZ|In|<e,

n=1 n=1
onde | I | denota o comprimento do intervalo 1.

Observacao: Se Y C X CR e u(X) =0, entao p(Y)=0.

Teorema 2.2. Uma fungao f : [a,b] — R é integravel se, e somente se, p(Dy) = 0.

Dado o caréter introdutério do curso ¢ a complexidade da demonstragao, omitiremos ¢

deixaremos para um estudo posterior.

2.1.3 Somas de Riemman

Definicao 2.4. Uma parti¢ao pontilhada de uma funcao f : [a,b] — R é um par
Px = (P, §) onde P =tg,ty, -+ ,t, é uma particao de [a,b], £ = (&, ,&,) e

& € [tion — t;]. Uma soma da forma

> (f;Px) = Zf(&)(fi — ti-1)

chama-se soma de Riemman.

Lema 2.1. Seja f : [a,b] — R limitada.

(i) Para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que

|Pl<d=S(f;P)< [ fx dx—l—e;

(i) limpj0 S(f; P) f fla

(iii) limpso s(f; P) = [ f(=

Teorema 2.3. Seja f : [a, b] — R limitada. Existe o limite L = limp|0 Y (f; P*) se, e

somente se, f € integravel. Neste caso,

- / ’ f(2)dz

Demonstragao: = Scja [ integravel. Dada P € P, temos que
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s(f; P) < 22(f: Px) < S(f; P).

Pelo lema anterior, lim p_o s(f; P) = limp|-0S(f; P) = ff fxdz. Desse modo, pelo
Teorema do Sanduiche, lim|p_o > (f; P%) f fadz.

(<) Seja L = limpj0 y_(f; Px). Dado € > 0 existe § > 0 tal que

| P <6 |S(f; Px) — L <§1‘ Seja P = to,t1, - ,tn € P com | P |< 6.

Para cada i € 1,--- ,n, existem &, n; € [T;_1,T;] tais que

€ €

fl&) <m; + m e f(m) > M; — —4n(TZ T

Seja § = (517"' 7§n)777: (7717"‘ 7nn)7P1*: (Paf) e Pyx = (P777)' Dali,

S P) = s(fiP) = Mi(Ti = Tia) = Yy mi(T; = Tia) <

=1

n

S~ i) | £0) + s | = S0 o) | 160~

i=1 i=1

n

2.1.4 Teorema Fundamental do Calculo

Apoés essa lista de resultados, Riemann também propos o seu TFC que ficou sendo
conhecido como o Segundo Teorema Fundamental do Célculo.
Antes de enuncié-lo, temos que apresentar algumas defini¢oes e teoremas necessarios
para sua demonstracao.
Definicao 2.5. Sejam f, F': [ — R. Dizemos que F' é uma
e primitiva de f, se ' é derivavel e F' = .

e integral indefinida de fse existe a € I tal que

a +/I f)(d)t,vx e I.

Teorema 2.4. Seja f : [ — R continua. A fungao F : I — R é uma primitiva de f se, e
somente se F' é uma integral indefinida de f.

Demonstragao: Fixe a € [ e defina ¢ : I — R por ¢(z f f(t)(d)t. Dados x € I e
h € R tal que x + h € I, temos que
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Pt h,z_ ole) _ flz) = %/w f()dt —%/m f(x)dz = %/ [f(t) — f(z)]de(T).

Dado € > O existe § >0 tal quet € I,|t —z |< 6 =| f(t) — f(x) |< e. Se h é tal que
r+h e l,|h|<d, sendo t entre x e x + h, temos que |t —x |< § =| f(t) — f(z) < e. Dai
e de (I), obtemos

1 h|< 5= ‘9"(“’2_*‘7(” — f(z)

x+h 1 x+h 1
(x)]dt < — edt =—-€-|h| =€
=Tl / Al J. ||

Dessa maneira, ¢ é derivavel e ¢'(x) = f(z).
=) Seja I’ = f = ¢. Dai existe ¢ € R tal que F(z) = ¢(z) + ¢,Vz € I. Como ¢(a) =0,
segue que F(a) = c. Logo, F(z) = F(a) + [ f (t)dt
<) Seja F(x) = F(ao) + [, f(t)dt. Sendo @o(x) = [ f(t)dt, temos gfy(z) = F(z),Vz € I
e, assim, [ (x) = py(z) = f(x), Vo € I.

]
Teorema Fundamental do Célculo: Se uma fungao integravel f : [a,b] — R possui
uma primitiva F' : [a,b] — R, entdo f; f(z)dx = F(b) — F(a).

Em outros termos, se uma funcao F' : [a,b] — R possui derivada integréavel, entao

F(b) - F(a) = / b F'(t)dt.

Demonstragao: Para qualquer particao P = t,- - ,t, de [a,b] o Teorema do Valor

Médio nos da

F(b) — F(a) = Z[F(tz‘) — F(i1)] = Z F'(&) - (ti — tica),

onde t;_1 < § < t; para todo i = 1,---  n. Indicando m/ e M/ respectivamente o
inf e o sup de F’ no intervalo [t;_; — t~] temos m; < F’(&) < M/, donde s(F'; P) <
F(b) — F(a) < S(F’; P). Portanto, F'(b) f F'(t
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2.1.5 Esquemas graficos

E interessante que o leitor relacione logo o TFC com o céalculo da area de alguma
figura. Para deixar clara a parte geométrica da integral de Riemann, temos alguns esquemas
que representam a aplicagdao geométrica do TFC.

No primeiro esquema, vamos mostrar como funciona o calculo da area de uma funcao

utilizando pequenos retangulos. Veja:

Figura 2.1: Areas com particoes - Fonte: Wikipédia

A =2.7929688 A =2.2856641
\/ \ \\/
. | s | | . | . |
A = 2.3090998 A =2.3067244

] N =TT TN

N N ~

Isto se deve ao fato de ser uma sequéncia convergente de somas de Riemann. O
numero na parte superior é a soma das areas dos retangulos azuis. O valor converge para o
integral da fungao. Além disso, com o tamanho dos retangulos cada vez menor, resultando
em maior nimero de particoes para cobrir o espaco, chegaremos mais e mais perto da real

area da curva.

Exemplo 2.2. Como exemplo vamos calcular

3
/ 22dx
1

Solugao: Aqui, f(x) = 22, assim F(z) = ’“—33 é uma primitiva. Logo:

3 3 3
31 28
2dr=F(33) - F(1)= =—— — = = =8.67
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Observe agora o esquema de imagens que reproduz o desenvolvimento geométrico do TFC
e o calculo da area da funcao acima.
Inicialmente, observe o gréifico da funcao f(z) = 2% com os pontos (1,0), (3,0) e suas

respectivas imagens f(1) e f(3).

Figura 2.2: Area da fungao pelo TFC - Fonte: Autor

£(1)
19— —

N
e e T

B
-
&
4
b
LS
A
b
b
-
>
.

Agora, observe o valor da area da integral que foi calculada destacado em vermelho.

Figura 2.3: Area da fungao pelo TFC - Fonte: Autor

£(1)
19— —

Como a primitiva da funcao f(z) = 2% é a fungao F(z) = “2—3, temos que o gréafico da

primitiva de f(z) é dado da forma:
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Figura 2.4: Area da funcao pelo TFC - Fonte: Autor

F(3) - F(1) = 8.67]

Note que a distancia entre os pontos F'(3) e F(1) é 8,67. Ou seja:

Figura 2.5: Area da funcao pelo TFC - Fonte: Autor

A drea da fungdo f(z) = 22, avaliada entre os pontos (1,0) ¢ (3,0), ¢ exatamente
igual & distancia entre os pontos F'(3) e F(1), destacando que F(z) é uma primitiva de

f(z), como afirma, de modo geral, o Teorema Fundamental do Célculo.
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2.2 Lebesgue

Em 1901 Henri Lebesgue publicou uma nota que muda de modo profundo a maneira
de definir a integral idealizada por Riemann.

Lebesgue organizou seu pensamento da seguinte forma:

Supoe f : [a,b] — R, limitada, crescente, sendo m, M, respectivamente, o infimo e o

supremo de f em [a, b].

Figura 2.6: Fonte: MEDEIROS (2008)

!
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Tome uma particao P de [a, b] com os intervalos [z;_1, x|, & € N. Onde sao determi-
nadas parti¢oes em intervalos [yx_1,yx], K € N. Da mesma forma que, como f é crescente
em [a,b], uma particao [m, M] em intervalos [yx_1,yx], k¥ € N, determina uma particao de
la, b] em intervalos [zx_1, zx], k € N. Portanto, neste caso, qualquer que seja o método de
particao de [a, b] e [m, M] leva-se a um mesmo conceito de integral. Veja:

n n

sp =3 (zr—zp-1)yer © Sp= Y (2k — Tp_1)Yk (2.1)

k=1 k=1

Assim, Lebesgue concluiu que no caso em que f é crescente, limitada, podemos obter

as integrais inferiores e superiores de Riemann com partigoes de [a,b] ou [m, M], que leva
ao mesmo conceito de integral. Analogo para o caso decrescente limitado.

Agora suponha f : [a,b] — R limitada mas nao necessariamente mondtona, veja a

figura abaixo.

Figura 2.7: Fonte: MEDEIROS (2008)

Considere uma partigao de [a, b] em intervalos [z)_1,x;], k € N, permite definir um
novo conceito da integral de Riemann.

Contudo, fazendo uma particao [yx—_1, k), k € N,yo = m,y, = M, podemos concluir
que em [a,b] uma partigdo ndo pode ser definida em intervalos, como indica a figura

anterior pra um caso simples. Em [a, b] obtemos

x € la,bl;yr—1 < f(x) <y,

que é composto da unidao de intervalos sem ponto comum. Agora, se f nao for simples e
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for oscilante em [a, b] a parti¢ao [m, M| determina partigdes bem gerais em [a, b].
Desse modo, da particao [yx_1,yx],k € N,yo = m,y, = M, de [m, M| resulta em
[a, b] na partigao

Ey =z € a,b;ys—1 < f(x) <yp, k €N, (2.2)

mas em subconjuntos Fj.

Agora, reescrevemos as somas 2.1, no caso de parti¢ao [m, M| em intervalos [yx_1, Y]

com yop =m,y, = M,k =1,--- ,n, da seguinte forma:
sp =Y yp1i(Er)eSp = > ysp(Ey). (2.3)
k=1 k=1

Com isso, vamos estabelecer a definicao de fun¢ao mensurdvel para que seja avaliado
quais fungoes limitadas f : [a, b] — R é possivel delimitar uma "medida”u(E}y) aos conjuntos
E}, da partigao de |a, b].

Defini¢ao 2.6. Dada f : [a,b] — R, limitada, denomina-se mensurdvel quando para todo

par de nimeros a < 3, o conjunto

v € [a, b < fla) < B,

for mensuravel.

Desse modo, fica aceitdvel para as fungdes f : [a,b] — R, limitadas e mensuraveis.
Lebesgue ainda observa que as fungoes continuas a menos de conjunto de medida nula sao
exemplos de fungoes mensuraveis.

Conclui-se entao que, aceitando-se as nocgoes de funcao mensuravel e conjunto, se
f : [a,b] — R for limitada e mensuravel as somas sp e Sp estao bem definidas. Assim,
define-se as integrais inferior e superior, respectivamente, por sup sp e inf Sp. Quando forem
iguais, a este valor comum é denominado integral de Lebesgue da fungao f : [a,b] — R,

representada por

() / e

Observagao: Lebesgue mostrou que se f : [a,b] — R é limitada e mensurdvel, entao ela é
integravel.

Um primeiro enunciado para o Teorema Fundamental do Célculo de Lebesgue pode
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ser visto da seguinte maneira:
Teorema 2.5. Teorema de Lebesgue: Seja f : [a,0] — R limitada, mensuravel,

derivével e com derivada [’ : [a,b] — R limitada. Entao f’ é integrével, a Lebesgue, e

/ f(@)de = F(b) — f(a).

Observagao: Devido ao carater introdutoério do curso, nao sera formulada a demonstracao
do teorema e deixaremos a ideia da demonstracao abaixo.
Ideia da demonstragao

e f ¢ continua quase sempre em [a, b] porque é derivavel. Estende-se f, continua, ao

intervalo [a, b+ 1] definindo:

flx)=f(x)+ (x—=0)f(b) se b<xz <b+ 1.

e Considera-se a sucessao (¢, )nen definida por

1
on(z) =n {f (x—l— E) — f(x)}
As ¢,, sao mensuraveis porque f é continua em [a, b+ 1]
o lim,r ¢n(z) = f'(2)
e [’ é mensuravel porque é limite de ¢,, mensuraveis. Como, por hipétese, f’ é limitada,
temos que f’ é integrdavel a Lebesgue.

e Do Teorema do valor intermediario de Cauchy:

¢n($)=f'<x+%>,0<9<1.

Com isso, as fungoes ¢, sdo limitadas por f’. Logo, ¢, sao mensuraveis e limitadas

obtendo:

/:f 37—7{1_1%1{/ bl

Dai,

b¢n(x)dx:n bf x—l—l dr —n bf(x)d:v
J [ )aen]

Considere na primeira integral t = x + %, obtendo-se:
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/ab On(x)dr = n/abJr% f)dt — n/abf(t)dt.

v
Logo,

b a b+

/ On(z)dr =n f(t)dt + n/ f(t)de
a a+% a
a—i—% b
— t)dt — t)dt
w [ e o

ou

1 1
[ =t [ st [ 0= 10) - 500
[ ]
Definigao 2.7. Dizemos que f : [a,b] — R é absolutamente continua quando para cada e >
0 existe um § > 0 tal que para toda colecao finita de subintervalos (ay, b1), (ag, b2), -+, (an, by)

de [a,b], com a; < by < as <by <--- < a, <b,, satisfazendo

n

Z(bk — CLk> < 5,

k=1

dai,

ST F) — fla) 1< e.

k=1
Para concluir que se f : [a,b] — R for absolutamente continua, ela é uniformemente

continua logo continua, é suficiente considerar n = 1 na defini¢ao anterior.

Observacao: Conforme diz [6], a reciproca do resultado anterior ndo é verdadeira. Ou

seja, existem fungoes uniformemente continuas que nao sao absolutamente continuas.

Definicao 2.8. Considerando f : [a,b] — R e a parti¢cao P de [a, b]

a=xg<x1<--<xp=0>0,

podemos definir
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Vo= 31 Fla) — i |
k=1

Caso o supremo de Vp, quando varia na particao P de [a, b], seja finito, dizemos que
f é de variagao limitada em |a, b].
Definicao 2.9. Uma fungao f : [a,b] — R é dita Lipschitziana quando existe K > 0 tal

que Y,y € [a, b] se tem:

| fz) = f) I<K|lz—-y].

Qualquer funcao derivavel com derivada limitada é uma funcao Lipschitziana.

Seja f : [a,b] — R Lipschitziana. Entao, dada a parti¢ao P de [a, b], obtem-se:

| flan) = flag—) [ K [ 2p — 231 |

Com isso, Vp < K | b — a |, provando que f é de variagao limitada.

Observagao: As fungoes de variagao limitadas f em [a, b], tem derivadas f’ quase sempre
limitadas. As fung¢oes absolutamente continuas sao de variagao limitada.

Desse modo, podemos enunciar o Teorema Fundamental do Calculo a Lebesgue.
Teorema 2.6. Teorema Fundamental do Célculo: Suponha f : [a,b] — R, absoluta-
mente continua. Entao f é derivavel quase sempre em [a, b], tem sua derivada f” integravel

em [a,b] e:

/ f(@)dz = £(b) - f(a)

|
Nesta se¢ao mostraremos uma funcao que nao é Riemann integravel, mas é Lebesgue

integravel.

2.2.1 Fungao de Dirichlet

Vamos ver aqui um exemplo de uma funcao que nao é integravel pelo método de
Riemann mas é a Lebesgue.

Exemplo 2.3. Considere f : [0,1] — R dada por:
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1, se reQ,

flz) =
0, se z€eR-Q.
Definindo [0, 1] em parti¢oes da forma I}, = [xg_1,xx]k = 1,-+- ,n, com 0 = xy <
r < .-+ < x, =1, segue dai que cada [ contém pontos racionais e irracionais, donde
inf frer, f = 0 e sup fres, lembrando que k£ =1,--- ,n. Assim,

/Olf(x)dx =0e /;1f(:13)da: = 1.

Dai, como as integrais tem valores diferentes, nao é integravel pelo método de
Riemann.

Por outro lado, ja que f = 0 quase sempre em [0, 1]. De modo que, o conjunto dos
nimeros racionais é enumeravel, consequentemente tem medida de Lebesgue nula, assim

tanto sp(f) quanto Sp(f) tem valor zero. Com isso, a funcao é integravel a Lebesgue e

/01 f(z)dz = 0.

Com isso, podemos ver que a integral de Lebesgue abrange um raio maior de fungoes

integraveis.
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2.2.2 Graficos

A principal diferenga entre as integrais de Riemann ¢ Lebesgue ¢é o célculo da arca
de uma curva. Enquanto Riemann tenta responder esse problema particionando o dominio

da fungao, Lebesgue particiona a imagem. Observe:

Figura 2.8: Parti¢oes de Riemann - Fonte: Autor

Iy

24 22 -2 18 -8 -1a 12

Note que as partes mais escuras fazem referéncia aos poligos que estao contidos na
area determinada pelo grafico da fungao, ou seja, a integral inferior. J& as partes claras,
sao os poligonos que contém a area determinada pelo grafico da fungao, ou seja, a integral

superior. Quando esses dois valores converge, temos a integral da funcao.

Figura 2.9: Particoes de Lebesgue - Fonte: Autor
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Consideracoes Finais

A teoria desenvolvida por Lebesgue foi resultado de uma construgao que era tra-
balhada desde 1890 a.C. e teve a contribuigdo de varios génios de diferentes épocas da
historia.

Na parte historica fixamos alguns resultados que ajudaram na formulacao final da
ideia de integral proposta por Newton e Liebniz. Porém, omitimos alguns nomes que
merecem lembranga nesta parte do trabalho. Sao eles: Pierre Fermat (1601 - 1665), Cauchy
(1789 - 1857) ¢ Emile Borel (1871 - 1956).

Assim, devido a importancia dessa teoria, o trabalho foi desenvolvido em cima de um
resultado importante presente em muitos estudos de diferentes pesquisadores, o Teorema
Fundamental do Célculo. Aqui foi feito um levantamento das duas principais teorias de
integral, Riemann e Lebesgue, para mostrar quais os limites apresentados na formulacao do
TFC. Desse modo, também é realizada uma abordagem comparativa entre a abrangéncia
dos métodos de integracao e visto que Lebesgue conseguiu compactar uma variedade de
fungdes maior que Riemann.

Com isso, podemos concluir que a teoria de Lebesgue é vital para varios ramos
da matemadtica, Analise, Calculo, Equacoes Diferenciais e Fisica. Podemos ver que
Lebesgue conseguiu se tornar um marco historico com sua teoria e conseguiu suprir

algumas deficiéncias que o estudo de Riemann deixou.
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