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RESUMO

A Transformada de Laplace é um método bastante conhecido nas disciplinas de Mate-
maticae Fisica, usada na matematica para obter solucoes de equacoes diferenciais nos
problemasde valor inicial, na fisica em circuito elétrico, sistema massa-mola, oscilagoes,
entre outras.As vantagens de se trabalhar a Transformada de Laplace para encontrar a
solucao geralde equagoes diferenciais é que esta as derivadas e integrais tornam-se opera-
¢oes simples,assim modificando da equacao diferencial para uma algébrica, possivelmente
diminuindo ograu de complexidade. O objetivo deste trabalho é comparar dois métodos de
resolugdesde EDO’s de valor inical a Transformada de Laplace, no intuito de naturalmente

provar atrivialidade da mesma.

Palavras-chave: Transformada de Laplace. Equagoes Diferenciais. Problemas de Valor

Inicial.



ABSTRACT

The Laplace Transform is a well-known method in the Mathematics and Physica disci-
plines,used in mathematics to obtain solutions of differential equations in initial value
problems,in electric circuit physics, mass-spring system, oscillations, among others. The
advantagesof working the Laplace transform to find the general solution of differential
equations is thatthe derivatives and integrals become simple operations, thus modifying
from the differentialequation to an algebraic, possibly diminished degree of complexity.
The objective of thiswork is to compare two methods of initial EDO resolutions to the

Laplace Transform, inorder to naturally prove its arivelity.

Key-words: Laplace Transformad. Ordinary Differential Equations. Initial Value Prob-

lems.
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1 INTRODUCAO

Nessa pesquisa discutiremos a resolugao de Equacoes Diferenciais ! (ED) a partir
Transformada de Laplace comparando-a a outros métodos resolutivos, tais quais Variacao
de Parametros? e o método de Equacio Nao-homogénea com Coeficientes Constantes,
posteriormente demonstrar a aplicabilidade dos resultados mediante a Transformada de

Laplace.

Entendemos que a Transformada de Laplace, por ser considerado um método
muito 1til e mais simplificado para a resolucoes de EDO’s, quando comparamos & outros
métodos resolutivos. A mesma pode ser utilizada para encontrar as solucoes de Equacoes
Diferenciais Ordinarias lineares com coeficientes constantes, problemas de valores iniciais
dados, assim como nas Equacoes Diferenciais Parciais. Com isso, este método consiste
em transformar uma equacao diferencial em uma equacgao algébrica, assim facilitando a

obtenc¢ao da solugao e possivelmente diminuindo a dificuldade do problema.

Apesar de ser conhecida como Transformada de Laplace, o primeiro a aplicar a
integragao na definigao da transformada foi o matematico Leonhard Euler(1707-1783),
mas como o matematico francés Pierre Simon de Laplace em seu trabalho sobre teoria
da probabilidade fez uso das integrais, seu nome foi atribuido a transformada. Porém,
as técnicas operacionais baseadas na Transformada de Laplace s6 foram utilizadas nas
solucoes de Equacgoes Diferenciais por engenheiros, como maior nome temos o inglés Oliver
Heaviside (1850-1925).

E conferido ao matematico Gustav Doetsch (1892-1977) a versao moderna da
Transformada de Laplace® | dando a est4 uma armacio mais duradoura através do seu livro,
Teoria e Aplicacao da Transformada de Laplace em 1937, além disso, fez, aproximadamente,
cem publicagoes dentre os quais o tema mais presente é a Transformada de Laplace. No
entanto, como ja mencionado anteriormente, as apari¢coes da transformada em trabalhos
sao atribuidas ao matematico suico Leonhard Euler, depois Laplace, passando por outros
matematicos como Cauchy e Lagrange, tendo assim uma obra de aproximadamente 200

anos de estudos.

Os estudos da Transformada de Laplace tiveram inicio mediante a necessidade

de uma féormula simplificada que obtivesse as solucoes das equagoes diferenciais. Apds

! Uma equacdo que envolve uma funcio desconhecida e uma ou mais de suas derivadas é chamada de

Equacao Diferencial.

Usada para encontrar uma solucao particular de uma equagao diferencial linear ndo-homogénea com
coeficientes constantes.

Pierre Simon Laplace (1749-1827), nascido na franca em 28 de margo de 1749 na cidade de Normandia.
Foi astronomo, fisico e matematico. Antes dos 20 anos de idade ja era professor de matematica. Foi
nomeado marqués de Napoledo. Dentre a suas contribuigoes podemos citar, Operador Diferencial
Laplaciano e a Transformada de Laplace.
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passar por alguns nomes conhecidos da matematica, Laplace cria um método que faz uso
da integral multiplicado por uma exponencial, assim a Transformada, agora atribuida
ao matematico em questao, deixa de ser uma ferramenta usada apenas em estudos na
matematica e passa a ser usado também na engenharia com o Heaviside em problemas de

sistemas de transmissao.

No curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual da Paraiba —
UEPB (campus VI), especificamente na disciplina de Equagoes Diferenciais Ordinérias
(EDO), vista no 5° Periodo do curso, trabalhamos com equagoes diferenciais ordinérias de
primeira e segunda ordem e equacgoes diferenciais parciais. Contudo, para estes assuntos é
necessario o conhecimento prévio de contetidos estudados anteriormente, sobretudo, no que
se refere a disciplina de Calculo, por conter, em suas resolugoes, a presenca de derivacoes

e integracoes.

Sabendo que, a disciplina de EDO, é na maioria das vezes, vista como como
um conjunto de contetidos complexos e, consequentemente, entendida pela maioria dos
alunos como algo de dificil compreensao. Dessa forma, iremos apresentar o procedimento
que responde: como comparar a Transformada de Laplace ao Método de Variacao de
Parametros ou outro mmétodo na resolucao de equacoes diferenciais de modo a facilitar a
interpretagdo no processo de resolucao?, pois entendemos que essa proposta de solucionar
equacoes diferencias por meio da Transformada de Laplace serd de grande eficacia didatica,
uma vez que contara com o detalhamento rigoroso das resolugoes sem que haja omissao
de partes, levando em conta que cada detalhe tem sua importancia para o entendimento

especifico.

Com isso, 0 nosso proposito é expor os métodos resolutivos e posteriormente fazer
um estudo de comparacao para que possa ser diminuido o grau de dificuldade nas resolugoes
de EDO ou EDP. Tendo em vista que trabalhar com equacoes algébrica pode gerar um
menor grau de dificuldade, iremos continuamente enfatizar o uso da Transformada de

Laplace no desenvolvimento das solugoes nas Equagoes Diferenciais.

Para tal, os nossos objetivos especificos sao:

e Desenvolver um trabalho sobre Transformada de Laplace complementando com
Método de Coeficientes constantes e Variagdo de Parametros para que possa ser
usada como material didatico complementar na disciplina de Equacoes Diferenciais

Ordinarias, na resolucao de EDO’s de segunda ordem.

e Fazer um estudo detalhado sobre as resolu¢oes das ED aplicada a Transformada de

Laplace e comparado com o Método de Variagdo de Parametros.

e Detalhar algumas aplicagoes praticas e usuais da Transformada de Laplace em

problemas/fendémenos Fisicos.
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e Reunir ideias que possivelmente possa ter serventia didatica, onde alunos da area da

matematica ou ciéncia correlacionada, use como material para consulta.

Contudo, trabalharemos com a hipdtese de que, o processo resolutivo da Transfor-
mada de Laplace pode ser considerado mais simples quando comparada a qualquer outro

método mais usual.

Nas secOes seguintes, definiremos a equacao diferencial quanto a classificacao e
aplicagdo na Matematica e Fisica. Seguindo com a transformada de Laplace, da histéria a
definicao, aplicagdo e usualidade. Em conseguinte, o método de Variacdo dos Parametros,
exemplos e aplicacoes. Posteriormente, o uso da Transformada de Laplace na resolu-
cao de equacoes diferenciais em problemas ou fenomenos fisicos. E finalmente, algumas

consideracoes quanto a analise comparativa dos métodos resolutivos e conclusoes.
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS

O aparecimento das equagoes diferenciais, surgiram em estudos de calculo com
Isaac Newton (1642-1727) e, como nome mais presente quando se fala em célculo diferencial
temos o matemético, Leibniz (1646-1716), devendo a este a notagao de derivagao, usada até
hoje, e o sinal de integracao. Inicialmente, classificaremos uma equacao diferencial, pois se
a mesma basear-se em encontrar a fun¢ao desconhecida dependendo apenas de uma tnica
variavel independente, esta é dita Equagao Diferencial Ordinaria (EDO), por conter apenas
derivadas simples. Contudo, conforme afirma (BOYCE; DIPRIMA; MEADE, 1992), se a
equacgao diferencial depende de duas ou mais variaveis esta é chamada Equacao Diferencial
Parcial (EDP). Uma equagao diferencial é uma equagao em que as fungoes sao incognitas
e a equagao envolve derivadas destas fungoes. As equacoes diferenciais sdo classificadas
por ordem, tipo e linearidade. A ordem pode ser 1%, 22, ..., ou n-ésima. Quanto ao tipo a
equacao pode ser ordinaria ou parcial e, falando em linearidade, uma equacao diferencial

pode ser linear ou nao linear.

Por exemplo: Dada a seguinte equacao diferencial

2
@4—3@4-71;:0. (2.1)
d?x dx

Podemos entender que esta equacao envolve a fungao desconhecida y da variavel inde-
pendente x. Dessa forma, por suas incognitas serem dependentes apenas de uma variavel,
¢é classificada como uma equacao diferencial ordinaria; e é linear, pois as incognitas e
derivadas aparecem de forma linear na equacao; é também de 2* ordem em virtude de sua

maior ordem de derivagao ser 2 (dois). Também podendo ser escrita da seguinte forma

y"(x) + 3y (z) + Ty = 0. (2.2)

Segue entao um exemplo de uma equagao diferencial parcial, para que possamos

fazer uma andlise comparativa com a Equagao (2.1):

*u  0Pu  O*u
0z * 0y? + 022 0. (2:3)

Assim estd é parcial por sua incognita depender de mais de uma variavel, de 2* ordem por

sua maior ordem de derivacao e ¢ linear.

O real sentido do estudo das equagoes diferenciais é achar a equacao diferencial que
descreve uma situacao fisica ou matematica e descobrir a solugao apropriada dessa equacao,
temos como exemplos mais conhecidos e utilizados, o modelo que representa um objeto em

queda livre, o movimento massa mola e o modelo para o crescimento populacional. Como
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afirma Boyce, DiPrima e Meade (1992),quando diz: “muitos dos principios, ou leis, que

regem o comportamento do mundo fisico sdo proposicoes, ou relagoes, envolvendo a taxa

segundo a qual as coisas acontecem. [...| as relagoes dao equacgoes e as taxas sao derivadas.”

2.1 EQUAQOES HOMOGENEAS LINEAR DE SEGUNDA ORDEM

Uma equacao diferencial linear de 2* ordem ¢ dita homogénea quando é escrita da

seguinda forma
y' +pt)y +a(t)y =0, (2.4)

onde p(t), q(t) sao fungdes continuas.
Teorema 2.1. Se yy(t) e y2(t) sdo solucoes de (2.4), entao

y(t) = ey (t) + caya(t) (2.5)

¢ solugcao de 2.4 com c; e cy constantes.

A demonstragao encontra-se no livro (SANTOS, 2007) pag.264.

Teorema 2.2. Sejam y,(t) e y2(t) duas solugoes da equacio (2.4) tais que, em um ponto

10 S R com
l [ (to Y2 to)

)l
(1) y<t>]#0‘
(
)

Entao para todo par de condigoes iniciais (yo,y,) o problema de valor inicial

{ y' +p(t)y +g(t)y =0
y(to) = o,y (to) = 5

tem uma unica solugao da forma
y(t) = iy (t) + coya(t).

A demonstragao encontra-se no livro (SANTOS, 2007) pag.265.

Definicao 1: (I) O determinante

(2.6)

Wlyr, y2](to) = det [ y1(to) ya2(to) ]

yi(to) ys(to)

¢ chamado Wronskiano das fungoes v (t) e ya(t) em t.

(1) Se duas solugoes y;(t) e yo(t) de (2.4) sdo tais que o seu Wronskiano ¢é diferente

de zero em um ponto ty dizemos que elas sao solu¢oes fundamentais de 2.4.
(I1I) Se y1(t) e ya(t) sao solugoes fundamentais de (2.4), entao

y(t) = ey (t) + caya(t)

é solugao geral de (2.4) com ¢; e ¢y constantes.
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2.1.1 Equacoes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Dizemos que uma equacao diferencial de segunda ordem é homogénea com coefici-

antes constantes se é escrita da seguinte forma
ay’ +by +cy=0, a,b,ceR, a#0. (2.7)

Suponha que a solu¢ao da equagao (2.7) seja dada da seguinte forma y(t) = e

com r a ser determinado. De fato, substituindo-se y(t) = e, y/(t) = re" e y"(t) = r2e™

em (2.7), obtemos
ar’e™ + bre™ + ce™ = (ar® + br + c)e" = 0.
Como e #£ 0, entdo y(t) = €™ é solugao de (2.7) se, e somente se, r é solugao da equagio
ar® +br+c=0 (2.8)

que é chamada de equacao caracteristica de (2.7).

Como uma equacgao do segundo grau pode ter duas raizes reais, somente uma
raiz real ou duas raizes complexas, usando a equacao caracteristica podemos encontrar a

solugao da equagao (2.7). Vamos analisar cada caso para o discriminante.

Para A > 0, temos duas raizes reais distintas, entao y;(t) = €™ e yo(t) = € sdo

solugdes da equagao (2.7) e sao solugoes fundamentais, pois

yl(t) yQ(t) ] _ det |: eTlt eT‘Qt

() wa(t)

det

] = (ry — )7t £ 0,

rie’t  proert

para todo t € R. Portanto, a solugdo geral da equagao (2.7) é
y(t) = cre™’ + cpe™ (2.9)

para o caso em que A > 0.

b
Para A = 0, tem duas raizes reais iguais, ou seja, r; = ——. Logo, y;(t) = e é
a

solucdo de (2.7). Para encontrar outra solu¢do para a equagao (2.7) no caso em que A =0
ver no livro (SANTOS, 2007) p4g.276. A outra solugao é da forma yo(t) = te™*. Logo,

y1(t) = €™t e yo(t) = te™! sao solugoes fundamentais, pois

t t et tert
det yl( ) y2( ) — det — e?rlt 7£ O,
yi(t)  wa(t) rentt et 4opytentt
para todo ¢t € R. Portanto, a solu¢ao geral da equagao (2.7) é
y(t) = cre™ + cote™! (2.10)

para o caso em que A = 0.
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Para A < 0, duas raizes complexas, ou seja, 1, = a + i e 7o = a — 3. A férmula
de Euler ¢é dada por:

e = ¢ (cosb + isenb).

Usando a férmula de Euler para y;(t) e y2(t) obtemos:

y1(t) = et = @ — (o5t 4 isenfSt)

yo(t) = et = @7 = o (cos(—pt) + isen(—[Ft)) = e (cosBt — isenft).

Logo, y1(t) = €™ e ya(t) = €™ sdo solugoes fundamentais, pois

t t r1t rot
det[yfﬁti nyt§]:det[ o ] = (ra — )l = (~2iB)e™ £ 0
Y1 Yo rie’t ree”

para todo ¢t € R. Portanto, a solugdo geral complexa da equagao (2.7) é
y(t) = Cre™ + Cye™ (2.11)
para o caso em que A < 0.

Vamos encontrar um conjunto fundamental de solugoes reais. A solucao geral

complexa pode ser escrita da forma

y(t) = Crel @t L Che @ = Ce™(cosfBt + isenfit) + Coe™ (cosft — isenfit),

ou seja,
y(t) = (C1 + Cy)ecosBt +i(Cy — Co)e™ senSt (2.12)
1
Tomando C) = Cy = 5 em (2.12), temos a solugao real
u(t) = e“cospt.
1 1 -
Tomando C} = 5 © Cy = —g; em (2.12), temos a solugao real
i i

v(t) = e*senft.

Vamos mostrar, que u(t) e v(t) sdo solugoes fundamentais da equacao (2.7). De

fato,
det [ u(t) o(t) } _ det [ e cosSt e sen St _ geret £
u'(t) V() e (acosft — Bsenft) e (asenft + Bceosft)
para todo t € R.
Portanto, a solugao geral da equacao (2.7) é da forma
y(t) = cre™cospt + cae™ senfft (2.13)

para o caso em que A < 0.
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2.2 EQUAQAO NAO-HOMOGENEA

Uma equacao diferencial de segunda ordem é dita nao-homogénea se a mesma pode

ser escrita como

y )y +alt)y = f(t) (2.14)
com f(t) nao nula.
Teorema 2.3. Seja y,(t) uma solugdo particular da equagdio y" + p(t)y + q(t)y = f(1).

Sejam y1(t) e yo(t) solugoes fundamentais da equagio homogénea correspondente. Entdo a

solugao geral da equagao nao homogénea (2.14) é
y(t) = yp(t) + crya(t) + caya(t) (2.15)

A demonstragao encontra-se no livro (SANTOS, 2007) pag.292.

2.3 METODO DE VARIACAO DE PARAMETROS

Nesta secao definiremos mais um método para a obtencao da solucao das Equagoes
Diferenciais de 2° ordem, para assim ter uma base comparativa com o outro método

definido posteriormente.

Para tal, tomamos por base o autor (SANTOS, 2007), onde este por sua vez, define

da seguinte forma:

Definicao: O Método de Variagao de Parametros é aplicavel para qualquer equagao

linear de 2* ordem da forma

y' +p)y +qt)y = f(t) (2.16)

para qual se conhega duas solugoes fundamentais y;(t) e yo(t) da equagdo homogénea

correspondente em um intervalo I, onde o Wronskiano Wy, ys](to) # 0 para algum ¢, € I.

Pelo Teorema 2.3. devemos encontrar a solugao particular da equagao (2.14).

Suponhamos que a solugao particular seja da forma

Yp(t) = wr () ya (t) + ua(t)ya(t),

onde devemos determinar as fungoes uy(t) e us(t).

Derivando a solucao particular até a ordem dois, e substituindo na equagao (2.14)

obtemos (t)f(t)
_ Y2
al) == | Wy 0™
) ity — [ O

) Wiy, ) (t)
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Portanto, a solucao particular da equacao (2.14) é da forma

ya(t)f (1) n®fe)

Wi, 0ol (0) Wiy o) (0

Yp(t) = =11 (t) dt + ya(t)

Pelo Teorema 2.3. a solucao geral da equacao (2.14) é da forma

Yy2(t) f(1) yi (1) f(t)
Wy, y2](t) Wlyr, ya](t)

onde y;(t) e yo(t) sao solugdes fundamentais da equagao homogénea correspondente.

y(t) = —yi(t) dt + (1) dt + c1y1(t) + caya(t),

Exemplo 1: Encontrar a solucao geral da equacao

y" 4y = sect

1 — Encontrar a equacao homogénea:

y' +y=0

2 — Determinar a equacao caracteristica
r?+1=0

AN=—4 assimri=ierg=—i,a=0ef=1.

3 — Para a soluc¢ao da equagao homogénea utiliza-se uma das popriedade do A
mencionado anteriormmente, neste caso como /A é negativo, logo a solugao particular da

equacao homogénea é dada por
yu(t) = crecost + cpe sent
ou, seja
yu(t) = cicost + cosent. (2.17)

4 — Agora vamos encontrar a solucao particular da equagao nao-homogénea, ou seja, vamos
utilizar definigdes anteriormente mencionadas. De fato, como y;(t) = cost e ys(t) = sent

entdo y; = —sent e yh = cost.
Determinar o Wronskiano

cost  sent

Wlcost, sent] = det
—sent cost

] = cos*t + sen’t =1 # 0.

Entao, temos ainda que f(t) = sect, segue que

t.

_pOfE) [ sent
Wiy, ye](t) dt = / sectd

Como secx = , logo temos

COST

ya(t) (1) / sent
T ——~dt = [ ——dt = In|sect| + C
Wiys, el (1 cost ¥ = Inlsect] + Cr
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onde (] é constante. Para y; temos

M _ o &St B B
W[yhyg](t)dt = /costsectdt = /costdt = /dt =t+ Ch.

Logo, mediante aos resultados encontrados podemos determinar a solugao particular
da equacao nao-homogénea, dada por

y(8)f ()

y2(t) f(1) d
Wiyr, y2l(t)

W00 | 5y gl

Yp(t) = =1 (t) t (2.18)

ou seja,
y(t) = —cost.In|sect| + t.sent

Assim, a solugao geral de uma equagao nao-homogénea é dada por

y(t) = —cost.In|sect| + t.sent + cycost + casent.

2.3.1 Problemas de Valor Incial (PVI)

Nesta secao vamos determinar a solugao geral da equacao de valor incial dado

utilizando o método de Variacdo de Parametros definida anteriormente.

Poblema 1: Econtre a solugao geral da equagao
v +y —2t=2t, y(0)=0 y(0)=1. (2.19)

Solugao: Vamos determinar a equagao homogénea da equacao (2.19):
y" + 1y — 2y = 0, determinando a equacao caracteristica, temos:

24 r—2=0,assim A =9,7 = —2ery, =1. Como o A > 0, a solucdo particular

da equacao homogénea ¢ dada por:
y(t) = cre™ + cpe™ = e + coel.

Vamos agora, determinar a solucao particular da equacao nao-homogénea para

encontrar a solu¢ao geral de equagao (2.19). Determinando o Wronskiano, obteremos:

t t
Wlyr, y2(t) = det [ ud) () , temos que y;(t) = e " e yo(t) = €, entdo o

yi(t) wa(?)
Wiy, yo] (t) = 3e™".

Segue que

t)f(t 2tet
BN gy p 2,

Wly1, y2] (1) 3e”
utilizando o seguinte método de integragao,

at

/te“tdt - Z—Q(at —1)+C,
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temos:

2 1
g /t@ztdt = 662t(2t — 1)

Fazendo para y;(t) teremos:

nf) ,  p2e

Wy, 2] (%) 3et

reorganizando e utilizando o seguinte método de integracao,

dt,

/w%ﬁ:empi—m
a? '

obteremos: 5 oot 5
e
— [tetdt=-—(—t—1)=ze "(~t—1).
2/ ‘ 31 ¢ ) =5 )
Portanto a solucao particular da equacao nao-homogénea é dada por:
y2(1) f (1) yi(t)f(t)
Up(t) = =11 (1) | =L o (t). | =t
o= =00 W@ T Wipnl®
Assim,
_op 1 2 _ 1
yp(t) = —e 2t.6(2t -1+ et.ge =t —1)=—t— 3"

Logo, concluimos que a solucao geral da equagao (2.19) é:
1
y(t) = —t — 5 + cre7? + cyet.

Vamos determinar ¢; e co. Agora, derivando a solucao geral e aplicando os valores iniciais,
obteremos:
Y (t) = =1 —2cie " + e’ = ¢/(0) = —1 — 2¢; + ¢,

e também aplicando as condigOes iniciais na solucao geral, teremos
1
y(0) = 5 +c1+ .
Formando o sistema, temos entao:

—1—2C1+C2:1

L + 0
——c1+ e =
5C1 T C2
Resolvendo, o sistema encontraremos ¢; = 5 e co = 1, portanto, a solucao do problema
de valor inicial ficara da seguinte forma:
1 1
y(t) = —5 - ge*” + €. (2.20)

Problema 2: Encontrar a solucao geral da equacao

y" — 6y + 8y =sint, y(0)=1y'(0)=0. (2.21)
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Solugao: A equagdo homogénea é y”’ — 6y + 8 = 0. Determinando a equagao
caracteristica da equacao homogénea, temos
2 —6r+8=0,A=4,1=2e¢ry =4, assim como A > 0 a solucao geral da
equacao homogénea é:
y(t) = cre® + cpe*,

Agora, vamos encontrar a solucao particular da equag¢ao nao-homogénea e determinar a

solugdo geral da equagao (2.21). Determinando o Wronskiano, temos:

o2t oAt .
Wy, y2|(t) = det = 2e

2€2t 464t
segue
Hf(t Hgint
Wy, yal(t) 2e

Utilizando o seguinte método de integracao,

eat

/eat. sin(bt)dt = m[a. sin(bt) — b. cos(bt)] + C.

Temos:
1/ g = 1| ((—2).sint )
— [ e “sintdt = - | —————=((—2).sint — cost)| .
2 2 | (—2)2+12
Fazendo para
@) f(E) . [e*sint
Wlyr, yal(t) 20

E integrando pelo mesmo método mencionado anteriormente, teremos:

—4t

;/6—4 sindt = ; l(_;?w((—él).sint — cost)} :

Assim, a solugdo particular da equacao nao-homogénea é da forma:

B0 o 05

Wiy a0 Wiyl (0~

67415

yt) = —e (6’10> ((—2)sint — cost) + e (34) ((—4).sint — cost) =

Logo a solucao geral da equagao (2. 21) é dada por:

B _pOfF) n @)
y(t) = = (). W[ylyyﬂ(t) ol m

7 6
y(t) = ——sint + — cost + cje* + coe™.

dt + cie™ + coe™ =

85 85
1 1
Derivando a solugao geral e aplicando os valores iniciais, temos que ¢; = T e cy = EVR
Portanto, a solucao geral é da forma:
7 6 1 1
y(t) = —sint + — cost — —e? + —e*. (2.22)

85 85 10 34
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2.4 M£ETODO DOS COECIENTES A DETERMINAR

Utilizaremos este método para resolver equagoes da forma
ay" +by +cy=g(t), a, b, ce R, a#0. (2.23)

E ele s6 é aplicavel quando a fungao g(t) tiver as seguintes formas:

— g(t) = ap+ait+ ...+ a,t™, ag, ..., a, € R. Assim, a solugdo particular da equagao

nao-homogénea ¢ da forma:

yp(t) = t°(Ao + At + ... + A,t") (2.24)

onde s é o menor inteiro nao negativo, que garante que nenhuma parcela de y,(t) seja solugao

da equagao homogénea correspondente e Ag, Ay, ..., A, sdo coeficientes a determinar.

— g(t) = (ag+art+ ...+ a,t")e™, ag, ay, ..., a, € R. Neste caso, a solugao particular
é da forma
Yp(t) = t°(Ag + Art + ... + Apt"™)e™ (2.25)

em que s é o menor inteiro nao negativo, garantindo que nenhuma parcela de y,(t) seja

solucao da equagao homogénea correspondente e Ay, Ay, ..., A,, coeficientes a determinar.
— g(t) = (ap+art+...+a,t")e™ cos bt+ (bg+bit+...4+ b, t™)e™ sin bt, ag, ay, ..., a, €
R e by, by, ..., b,, € R. Assim, a solugao particular tem a forma

Yp(t) = t°[(Aop + At + ... + Agth)e™ cosbt + (By + Byt + ... + Bt%)e™ sinbt]  (2.26)

onde ¢ = max {m,n}, s é o menor inteiro nao negativo, garantindo que nenhuma parcela
de y,(t) seja solugdo da equagao homogénea correspondente e Ay, Ay, ..., A,, By, By, ..., B,

sao coeficientes a determinar.
Vamos fazer alguns exemplos utilizando este método:

Exemplo 1: Determinar a solugao geral da equagao
v +y —2t=2t, y(0)=0, y'(0)=1. (2.27)

Solugio: Determinando a equagao homogénea da equagao (2.27):
y" + 1 — 2y = 0, determinando a equacao caracteristica, temos:

r’4+r—2=0,assim A =97 = —2ery,=1. Como o A > 0, a solucao particular

da equacao homogénea ¢ dada por:
y(t) = cre™t + cpe™t = crem + cpel.

Sabendo que g(t) = 2t, entao a solugao particular da equagao nao-homogénea é da
forma:

yp(t) = Ao + Ait. (2.28)
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Derivando y,, obteremos:

Substituindo na equacao (2.27):
Ay —2(Ag + Art) = 2t
Formando um sistema, teremos

—2140 + Al - O
—2A4, =2

1
Resolvendo o sistema, temos que Ag = —3 e Ay = —1, entao substituindo em (2.28),

temos a solucao particular da equacao nao-homogénea:

1

yp(t) = T t.

E a solucao geral da equagao (2.27) é:

1
y(t) = 5 t+cre” + cpel.

1
Derivando e substituindo os valores iniciais, chegaremos aos valores ¢; = —5 e cog = 1, logo

a solucao do problema de valor inicial é da forma:

1 1
y(t) = ~5 = t— 56’% + €.

Exemplo 2: Determine a solucao geral da equacao
y'+y =2y =143, y(0) =0=y(0). (2.29)

Solucao: Determinando a equagao homogénea, temos:

y'+y —2y=0.
Equacao caracteristica

P4r—2=0 A=9, r=-2, ry=1.
Logo, a solucao da equacao homogénea é:
yu(t) = cre™ + cyet.

Agora, vamos determinar a solucao particular da equagao nao-homogénea e conseguinte

determinar a solugao geral da equagio (2.29). Segue que,

Yp(t) = Ag + At + Ast®.
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Derivando y, temos, y,(t) = Ay + 2Ast e y,(t) = 2A,, substituindo na equacao (2.29),
temos:
245 + Ay 4 245t — 245 — 2A,t — 2A5t% = 3+ 2.

Formando um sistema, temos:

—2A0 +A1 +2A2 - 3

2142 - 2A1 = O
—2A4, =1
. 9 1 _ . -
Assim, obtermos Ag = 7 A = —3 e Ay = —5 Logo, a solucao particular da equacgao
nao-homogénea é:
(t) = 9 L lp
yp - 4 2
E a solucao geral da equagao (2.29) é dada por:
9 1 1
0 = o2t t_ 2 1yl
y(t) = cre” = + cqe 1733

Para determinar c; e co, vamos aplicar as condi¢oes iniciais dadas na solugao geral e

também vamos derivar até a 1* ordem a solugao geral da equacao:

9
y(0) =c1 +co— —

4
e
! —2t t 1 ! 1
y'(t) = —2cie” " + cge —§—t:>y(0) = —201+02—§.
5
Formando o sistema e resolvendo, encontramos c¢; = 12 e ¢y = 3 Logo, a solugad do
problema de valor inicial é:
T o, D 1 2
t) = — el - S — -t
v =3¢ T3¢ 7173

Exemplo 3: Determinar a solugao geral da equagao
y" — 6y + 8y =sint, y(0)=1y(0)=0. (2.30)
Solugdo: A equacao homogénea da equagao (2.30) é:
y"' — 6y +8y=0.

E a equacao caracteristica é dada por: > — 6r + 8 = 0, suas raizes sio A =4, 1, =2 e

ro = 4. Logo, a solugao da equagao homogénea é:

Y (t) = cre™ + cpe™t = cre® 4 cpet.

A solugao particular da equagdo nao-homogénea, utilizando o item (2.26), é da forma

Yp(t) = Acost + Bsint. Derivando, temos

y,(t) = —Asint 4 Bcost
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y,(t) = —Acost — Bsint.

Substituindo na equacao (2.30), obtemos
(—Acost — Bsint) — 6(—Asint + Bcost) + 8(Acost + Bsint) =sint =

—Acost — Bsint +6Asint —6Bcost +8Acost +8Bsint =sint =
TAcost —6Bcost+ TBsint +6Asint =sint =

cost(TA—6B) +sint(7B + 6A) = sint.
6

Resolvendo o sistema, temos A = — e B = 35 agora substituindo os valores de A e B

85
em y,(t) = Acost + Bsint, obtemos

(t) 0 cost + ! sin ¢
= — —sint.
Y 85 85

Logo, a solucao geral da equacdo nao-homogénea é dada por

6 7
y(t) = yp(t) +yu(t) = 35 cost + = sint + cie? + cpe (2.31)

Substituindo os valores de 3/(0) = y(0) = 0 na equagao (2.31), obteremos

6 7
y'(t) = ———sint + — cost + ¢;.2e* + cy.4e™

85 85
(0)= -2 0+ L14e 21 4edl = 42 +de
y - 85- 85- 1-4- 9.4k, frng 85 1 9
6 7 6
y(O) = %1 + %O + Cl.]. -+ C2,1 = g +c1 + o
1 1
Resolvendo o sistema, obtemos o seguinte resultado, ¢; = 10 ey = w assim a

solucao do problema de valor inicial é da seguinte forma

6 7 1 1
y(t) = = cost + < sint — 1—06% + 37164t.
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3 A TRANSFORMADA DE LAPLACE

A Transformada de Laplace é um método caracterizado pelo envolvimento da
operacao de integracao a uma funcao, produzindo assim, uma nova fun¢ao com uma nova
variavel independente. Matematicamente usada para resolver Equacoes Diferenciais com

valores iniciais dados e de 2° ordem.

Dada a funcao f(t), quando aplicada a transformada £{f(¢)} resulta numa nova
fungao, estd dependendo de uma nova variavel, F'(s). Assim, temos que a Transformada de

Laplace converge de uma equacao diferencial f(¢) para uma equagao algébrica em F'(s).

Figura 1 — -Funcionamento da Transformada de Laplace

J

LI ()

Fonte:Construcao nossa(2018).

Defini¢ao: Dada uma fungao f(t¢) definida para todo t > 0, a Transformada de

Laplace de f é uma funcao F' de s definida como segue:
LU0} = F(s) = | e f(t)dt (3.1

para todos os valores de s > 0 para os quais a integral imprépria ! converge. Porém a
convergéncia da integral ndo é para um nimero, mas para uma funcao F de s. A integral
que define a Transformada de Laplace nem sempre converge, assim a func¢ao nao admite

Transformada de Laplace.

Exemplos de fungoes que nao possuem Transformada de Laplace: f(t) = et e

Teorema 3.1. Se f(t) é integrdvel em cada intervalo [a,b] C [0,00) e de ordem exponencial

¢, entao a Transformada de Laplace de f(t) existe para ¢ > 0.

1 Usada para calcular areas de regides ditas ‘infinitas’ é uma integral cujo o limite superior ou inferior

tende a +o0o ou —oo.
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Demonstragio. Como a funcio f(t) é de ordem exponencial? ¢, entdo existem constantes c,
M >0eT >0 tal que |f(t)| < Me™, para todo t > T. Assim, se T" > T, a Transformada
pode ser escrita como a soma, que segue:

LW = [ e+ [T e

Além disso, temos

/OO e_Stf(t)dt' < /TOO e S f(t)|dt

como |f(t)| < Me, assim segue
/ e | f(t)]dt < / e ' M.edt = M/ etdt = M | et
! i ! i

integrando por substituicao, temos:

M ° 6_(S_C)tdt _ M e—(s—c)t — — lim e—(s—c)t + M 6—(s—c)T"
T’ s—c l=oo s —¢ s—c
T/
Como v
lim e~ (579t = 0,
t—oo § — C
entao
M > 6_(S_C)tdt _ M e—(s—c)T’
T s—c
para todo s > c¢. Logo, a integral
o0
/ e S f(t)dt
0
converge para todo s > c. [

Teorema 3.2. Se a Transformada de Laplace de uma fungio limitada f(t) EXISTE,
F(s) = L{f(t)}, entio
lim F(s) =0.

§—00

Demonstragio. Pela Equacao (3.1), podemos conseguir com a integracao por substituicao,

_ u
assim tomando u = st e — = dt, segue que
S

F(s) = i/ooo f (Z) e “du.

Assim, utilizando o fato de f ser limitada, por hipétese, existe M > 0 tal que |f(t)] < M.

Logo,
M [ M
IF(s)] < f/ e~tdy = .
S JO

s
Portanto, |F(s)| — 0 quando s — 0o, ou seja,

lim F(s) =0.

§—00

]

Uma fungao f(¢) é de ordem exponencial, se existem constantes ¢, M > 0 e T > 0 tal que | f(t)| < Me
para todo t > T

2
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Mediante a estudos e em concordancia com as propriedades apresentadas por
(FIGUEIREDO; NEVES, 1997), segue algumas propriedades da Transformada de Laplace:

Propriedade 1: Linearidade da Transformada de Laplace Se a e b sao

constantes, entao
L{af(t)} + L{bg(t)} = aL{f(t)} + bLI{g(1)}.

Figura 2 — Linearidade da Transformada de Laplace

af()+bg(1)

Liafft) + bg®)} ( () aF(s)+bG{(s)

Fonte:Construgao nossa(2018).

Para todo s tal que as Transformadas de Laplace das funcoes f e g ambas exis-
tem. De uma forma geral, podemos dizer que a Transformada da soma ¢é a soma das

Transformadas, vale a distributiva da Transformada de Laplace.

Demonstracao. Temos:
L{af(t) +bg(t)} = /0 T eStaf(t) + bg(t)]dt = /0 T af()etdt + /0 " bg(t)etdt,
ou seja,
Llaf(t) +bg)} =a [ f(edt+b [~ gt)edt = aL{f (1)} + bLLg(D)},

como queriamos. O

Propriedade 2: A Transformada admite inversa, ou seja, £L~! de F(s) quando

aplicada a transformada fornece f(t) novamente, entao
LHF(s)} = f(1). (3.2)

A linearidade da Transformada de Laplace vale para a inversa da sua Transformada,
ou seja,

L HaF(s) +bG(s)} = alL Y F(s)} +bL{G(s)}.
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Utilizando o livro de (SANTOS, 2007), segue entao alguns exemplos de Transfor-

madas elementares, fazendo uso da definicdo da Transformada de Laplace:

Exemplo 1: (Transformada da fungio Constante) A Transformada de Laplace da

funcao f: [0,00) — R definida por f(t) = 1 é dada por

00 —st —sT —s0
F(s) :/ e~Mdt = — qim & ¢
0 —S T—oo —8§ —S
0
—sT
Como limy_, = 0, logo, tem-se:
1
F(s)=-, s>0. (3.3)

S

Exemplo 2: (Transformada da fung¢ao Ezponencial) Seja a uma constante real. A

Transformada de Laplace da funcdo f : [0,00) — R definida por f(¢) = e* é dada por
F(s) = / e Stedt = / et gt
0 0

Resolvendo a integral pelo método de substituicao, temos

0 —(s—a)t o —(s—a)T —(s—a)0
/ etgp = S | — _ Jim © 4 © -
0 S—a T—oo S—a s—a
T
1 1
0+ = s> a. (3.4)

s—a s—a’
Agora, colocaremos apenas os resultados de algumas Transformadas e as demons-
tragbes encontra-se no livro de (SANTOS, 2007), para que com isso possamos encontrar

as demais Transformadas, como veremos mais adiante.

Exemplo 3: (Transformada das fungoes Trigonométricas) Seja a uma constante
real. Iremos determinar a Transformada de Laplace das fungdes f : [0,00) — R, dado
por f(t) = cosat e g : [0,00) — R, dada por ¢(t) = sinat. Antes disso, calcularemos a
Transformada de Laplace da fungdo & : [0,00) — R definida por h(t) = €. Segundo a

defini¢ao, temos

0o ) 0o ] e—(s—ia)t
H(s) = / e et = F(s) = / e Tt = — | =
0 0 —(s —ia)
0
e *T(cosaT +sinal) e (510 e~ (s=ia)0
lim : + =04+ —— =
T—o0 —(s —ia) (s —ia) (s —ia)
1
——, para s> 0. (3.5)
s —ia

Por outro lado,

H(s)=LA{h(s)} = /Ooo e (cosat +isinat) = L{f(s)} +iL{g(s)} = F(s) +iG(s).
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Logo, a parte real de H(s) é igual a F'(s), e a parte imaginaria de H(s) é igual a

G(s). Como
1 s+1ia s+1a
H = pum— pu— .
(s) s—ia (s—ia)(s+ia) s?+a?

Entao, a Transformada de Laplace da fungao f : [0,00) — R definida por f(t) =

cosat é dada por

S

F(s) = 5, para s> 0. (3.6)

s2+a
E, a Transformada de Laplace da funcao g : [0,00) — R definida por g(t) = sin at
¢ dada por

a

52 4+ a?’

G(s) = para s > 0. (3.7)

Exemplo 4: (Transformada da fung¢ao Poténcia) Seja n um inteiro positivo. A
Transformada de Laplace da funcao f, : [0,00) — R definida por f,(t) = t" para
n=20,1,2... é dada por

Fus) = - s> (3.8)

gnt+l ’

Exemplo 5: Dado o polindmio f(t) = 2t* + 3t + 5, encontre a Transformada de
Laplace. De fato, pela propriedade 1 e usando (3.8), temos
2! 1! ¢

2 1 1

No caso da fung¢ao crescer muito rapido, ela pode ndao admitir a transformada de Laplace
F(s) para nenhum s > 0. Isso ndo ocorre para f(t) que satisfaz o Teorema 3.1. Neste

caso, dizemos que as funcoes que satisfaz o Teorema 3.1. sdo funcées admissiveis.

Usando a propriedade 2 e também (3.4), vamos dar seguimento com um exemplo

da Transformada de Laplace inversa:

Exemplo 6 : Dada a Transformada de Laplace de uma funcao f(t) como sendo

s+3
F(s)= ———.
() s+ 3s+ 2
Solugdo: Temos que para determinar a fun¢ao f(t) precisamos decompor F'(s) em fragoes
parciais. Se determinarmos as raizes do denominador de F'(s), obteremos duas raizes, s = 1

e s = 2. Assim, ficaremos

B s+3 B A B
PO = 6= " 6D 6o
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com A € Re B e R. Segue que

s+3=A(s—2)+ B(s—1).

Para s =1 e s =2, obtemos A = —4 e B = 5, respectivamente. Assim
s+3 1 1
Fls)=—————=-4 5 :
=66y~ o1t
Logo,

f(t) = —4e' + 5e*.

Dado o conhecimento da Transformada de Laplace de algumas fungoes, fazendo
a combinac¢ao poderemos obter novas fungoes, pois a Transformada de Laplace é uma

operacao linear.

Teorema 3.3. (Transformada de Deslocamento) Seja a uwma constante. Se a tranformada

de Laplace da fungao f :[0,00) — R € F(s), para s > ¢, entao a Transformada da fung¢io

g(t) = e f(t)

[\N

G(s)=F(s—a), s>a+c.

Fazendo uma representacao figurativa do Teorema 3.3, temos a nivel comparativo,

um raciocinio analogo a Figura 1:

Figura 3 — -Teorema do Deslocamento

e“f(1)

—

£ f
le"f(0)} @ Foa)

Fonte: Construgao nossa(2018).

Demonstragio. Como g(t) = e f(t), entao aplicando a defini¢do, temos

G(s) = /0 ettt f (1) dt = / T et (1) dt = F(s — a).

0
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Por conseguinte, segue alguns exemplos de aplicagooes do Teorema de Deslocamento:

Exemplo 3.3.1: Sejam a e b constantes. Usando o Teorema de Deslocamento,
vamos determinar a Transformada de Laplace de f : [0,00) — R dada por f(t) = " cos at.
De fato,

F(s) = /OOO e~ e cos(at)dt = /oo e~V cos(at)dt.

0
Fazendo uso dos resultados dos exemplos 2 e 4 demonstrados anteriormente, chegamos ao

seguinte resultado
s—b

Fo) = v e

para s > a.

Exemplo 3.3.2: Sejam a e b constantes. Vamos usar o Teorema de Deslocamento

b

para obtermos a Transformada de Laplace de f : [0,00) — R dada por f(t) = " sin at,

assim, utilizando os resultados dos exemplos 2 e 5, obteremos:

a

m, para s > a.

F(s) = / e e sin(at)dt =
0
Exemplo 3.3.3: Sejam a uma constante e n um inteiro positivo. Usando o Teo-
rema 3.3 e os exemplos 2 e 6, obteremos a Transformada de Laplace de f : [0,00) — R
dada por f(t) = e™t". De fato,
n!

m, para s > a.

F(s) :/ et elndt =
0

Definig¢ao: Dizemos que uma funcao f(t) é seccionalmente continua ou continua
por partes em um intervalo [a, ], se f(t) é continua em [a, b] exceto possivelmente em um
numero finito de pontos, nos quais os limites laterais existem. Dizemos que uma funcao
f(t) é seccionalmente continua ou continua por partes em um intervalo [0,00) se f(t) é

continua para todo intervalo da forma [a, A], com A > a.

Teorema 3.4. (Derivagio) A Transformada destroi derivadas. Dado f :[0,00) — R uma
funcdo admissivel, ou seja, existem M > 0 e k > 0 tais que, |f(t)] < Me*, para todo
t>0.

i) Se f'(t) ¢é seccionalmente continua em [0, 00), entdo
L{f'()} = sF(s) — f(0).
ii) Se f'(t) ¢é admissivel e f"(t) é seccionalmente continua em [0, 00), entdo
L{f"()} = s*F(s) — s£(0) = f'(0).

A demonstragao encontra-se no livro (SANTOS, 2007) pag.490.
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Figura 4 — -Transformada de Laplace da derivada de 1* ordem

U,

Lif W} ( O sF(s)-f(0)

Fonte: Construcao nossa(2018).

Figura 5 — -Transformada de Laplace da derivada de 2* ordem

0

i (O SF(s)-$f(0)-1(0)

Fonte: Construcao nossa(2018).

Exemplo 3.4.1: Seja a uma constante. Dado f(t) = tsinat. Vamos utilizar o

Teorema 3.4. para determinar a Transformada de Laplace F'(s).

Solugao. Derivando f(t), obtemos
f'(t) = sinat + at cos at.
Agora, derivando f’(t), temos
f"(t) = acosat + acosat + at(—sin at)a = 2a cos at — a’t sin at.
Temos que f(t) = tsinat, assim ficariamos com
f"(t) = 2acosat — a*f(t).

Como conseguinte, utilizaremos resultados para encontrar a Transformada de Laplace de

f(t), entao utilizando o resultado (3.6) e o Teorema de Derivagao, temos

S
[ P—
52+ q?

s*F(s) — sf(0) — f'(0) =2 —a*F(s).

Isso implica que
2as

F(s) = m.
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Exemplo 3.4.2: Seja a uma constante. Dado f(t) = t cos at, vamos determinar a

Transformada de Laplace F'(s).

Solugao: Derivando f(t), obtemos
y'(t) = cosat — at sin at.
Derivando y/(t), obtem-se
y'(t) = —asinat — asinat — at cos at.a = —2asin at — a*t cos at.
Sabemos que f(t) = tcosat, assim segue que
y'(t) = —2asinat — a*f(t).

Logo, fazendo uso do teorema anterior e usando o resultado do exemplo (3.7), obteremos:

a 2a?
s2F(s) — sf(0) — f'(0) = —2a782 e a’F(s) = s°F(s) — 1 = e i a’F(s) =
2a? —2a% + 5% 4 a?
2 2 _ 2, 2y _
8F(8)+&F($)——m+1:>F(S)(S +a°) = 1
52 — qa?

Como queriamos estd determinado a Transformada da funcao f(t).

3.1 PROBLEMA DE VALOR INICIAL
Vamos agora, resolver problemas de valor inicial, utilizando a Transformada de
Laplace.

Exemplo 1: Vamos encontrar a solugao da seguinte equacao
y' + 2y + 5y = 4e 'cos2t, y(0)=1, y'(0)=0. (3.10)

Solucao. Aplicando a transformada de Laplace, e pelo teorema de Derivacao, temos os

seguintes resultados,
L{y"} = (s*Y (s) — sy(0) — y/(0));
L{y'} = (sY (s) —y(0));
L{y} =Y (s),
e utilizando o Teorema de Deslocamento, temos

s+1

L{4e "cos2t} =4 — .
{4e™" cos 2t} CES R
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Substituindo na equagao (3.10), obteremos

s+1

(5°Y () = sy(0) = 4/(0)) + 2AsY () = 9(0) +5Y () =455y

(3.11)

substituindo os valores iniciais y(0) = 1 e ¢/(0) = 0 na equagao (3.11), obtemos:

+1
2y (s) — 5.1 —0)+2(sY(s) = 1)+ 5Y(s) = 4— '~
(Y (3) = 51 = 0) 5 2(6¥ (5) = 1)+ 5 (5) = 4= =
9 B s+1
S Y(S) — S+ 2SY(S) -2 + 5Y($) = 4m =
4s + 4
Y 249 H=—---— 2.
(s)(s*+2s+5) 52+23+5+S+
Isolando Y (s), obtem-se
4s +4 s+ 2 s+ 1 s+1+1

Y — — —
)= ot T a5 st iP+aE (511244

2.2(s + 1) s+1 1 2

G+ 44  (s+12+4 2(s+1)2°+4

Logo, pelos resultados obtidos anteriormente, temos que a solucao geral da equagao (3.10)

é
y(t) =te 'sin2t + e " cos2t + g€ sin 2t.
Nesta aplicagao, se optarmos para obter a equacao geral da equacao (3.10) utilizando
o Método de Variagao de Parametros, teremos os seguintes passos: Determinar a equacao

homogénea:
y" + 2y + 5y = 0.

Equacao caracteristica:
P4+22r4+5=0=A=—16, 1 =—1+2i, ry=—1+ 2i.
Logo, a solucao da equacao homogénea é:
yu(t) = cre " cos 2t + coe ' sin 2t.

Agora, determinaremos a solugao particular da equagao nao-homogénea, para determinar-
mos a solugao geral. Temos, entdao que o Wronskiano é da forma:
e tcos2t e tsin 2t

= 2.

Wy, yo|(t) = det -
(41, 32)(t) [ —etcos2t — 2etsin2t —e tsin 2t + 2e~ ! cos 2t

Segue que

Y (t) (1) e tsin2t.4e"tcos2t
—————dt = dt,
Wiyr, ya](t) / 2
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—t —t
y1(t) f(t) g = / e ' cos2t.de cothdt
Wy, y2] (t) 2

Analisando as integrais, podemos afirmar que estas nao tem uma resolucao trivial,
requer um bom conhecimento sobre os métodos de integragao. Assim, concluimos que
neste exemplo é mais conveniente o uso da Transformada de Laplace, por conter apenas

manipulacoes algébricas.

Exemplo 2: Vamos encontrar a solucao da seguinte equagao
y'+y =2y =2t y(0)=0, y'(0)=1 (3.12)

Vamos encontrar a solugao da equagao (3.11) utilizando a transformada de Laplace. Pelo

Teorema de Derivagao, temos os seguintes resultados
L{y"} = s*Y (s) — sy(0) — /' (0);

L{y'} = sY(s) — y(0);

L{y}t =Y (s).
E pelo Exemplo 4, temos
1! 1
{2t} = 2y~ 2
Assim, ficamos com
(Y () — 59(0) — 9/(0)) + (sY () — y(0)) — 2V (5) = 5. (3.13)

52

Substituindo os valores y(0) = 0 e y'(0) = 1 em (3.13), obteremos:

(Y (5) = 5.0~ 1) 4 (sY(5) — 0) — 2¥(s) = 3 = ¥ () 4 8Y(s) ~ 2¥(s) = 5 +1

2
2 —
Y (s)(s —1-5—2)—8—2—1—1.
2 1 (2 + s%) A B C D

Y(S):32(S+2)(S—1)+(8+2)(s—1) TP+ -1) s 2 st2 s—1

Obtemos:

s2+2=As(s+2)(s— 1)+ B(s+2)(s — 1)+ Cs*(s — 1) + Ds*(s + 2)
$2(s+2)(s—1)

Segue,

A(s* 4+ 8° —28) + B(s* +5—2) + C(s* — s*) + D(s* + 2°) = s* + 2.
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Formando o sistema teremos,

A+C+D=0
A+B-C+2D =1
—2A+B=0
—2B =2

1 1
Resolvendo o sistema, teremos que A = =t B=-1C= —3 e D = 1. substituindo
esses valores obteremos
1 1

1
V)= 24 Ly 2 |
(5) s +s2+s+2+3—1

Logo, utilizando os resultados encontrados anteriormente, podemos determinar que a

solucao geral da equagao (3.12), usando a Transformada de Laplace é

1 1
y(t) =—5 —t - ie—me + €.

Neste exemplo comparando as resolugdes, pelo Método de Variagdo de Parametros
(2.19), ou ao Método dos Coeficientes a Determinar (2.27), e sabido que o modo mais
facil para a obtencao da solugao geral é pela Transformada de Laplace, pois utilizamos
resultados encontrados anteriormente sem precisar deter conhecimentos de integracao e

derivagao, que na maioria das vezes nao ¢ trivial para alguns alunos.

Exemplo 3: Vamos encontrar a solucao da seguinte equacao

'+ —2y=1t*+3, y(0)=y(0)=0. (3.14)

Vamos determinar a solucao da equagao utilizando a Transformada de Laplace.

Pelo Teorema de Derivacao, obtemos:
L{y"} = s*Y (s) — sy(0) — ¢/ (0);
L{y'} = sY(s) — y(0);
L{y} =Y (s).

E utilizando um dos resultados encontrados anteriormente, temos

2 3
L{t2+3 =" 4%,
{t* + 3} 3713

Substituindo, na equagao (3.14), obtemos

2 3
s*Y (s) — sy(0) — ¢/ (0) + sY (s) — y(0) — 2Y(s) = S+
Usando as condigoes iniciais y(0) = 0 e y'(0) = 0, obteremos
2 3
V() +5-2) = = +° =

s3 s
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2
Y =S e-n) Tser 6o
V)= gt 45,0, D F
VTG #8025 (s+2) (s-1)

Dai, segue que
2+ 352 = A(s* +5—2) + B(s® + 52 — 25) + O(s* + 5% — 25%) + D(s* — s*) + BE(s* +25°).

Formando o sistema
C+D+FE=0

B+C—-D+2E=0
A+B-2C=3
A—-2B=0
—2A =2

9 7

1 5
Obteremos que A = —1, B = —5 C = 7 D = T2 e B = 3 Substituindo os valores,

V-5 (5) -3 ()1 0) 1 G 5 65)

Portanto, a solugao do problema de valor inicial da equagao (3.14) é:

temos:

1 1 9 7 5
)= —t?— —t— "4 —e 24 ¢l
e e LR TR
Fazendo uma andlise comparativa com a resolugao pelo Método dos Coeficientes
a Determinar (2.29), temos que pelo Método da Transformada de Laplace tem grande
valia quanto a trivialidade em obter a solugao, pois a mesma necessita que tenhamos o

conhecimento de algumas manipulacoes algébricas e chega-se ao resultado fazendo uso de

resultados encontrados anteriormente.

3.2 TABELA DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Esta foi construida mediante a resultados encontrados por meio da defini¢ao e

teoremas ao qual encontram-se nos exemplos que antecedem e com o auxilio do livro

(SANTOS, 2007).

A tabela 1 auxiliard na obtencao das solugoes das equacgoes de valor inicial dado.
Em conseguinte encontraremos uma solugao de Problema de Valor Inicial (PVI), agora
com o uso da tabela abaixo, a nivel comparativo onde demonstraremos a solugdo por meio
da utilizacao dos trés Métodos aqui ja mencionados, Método de Variacao de Parametros,

Método dos Coeficientes a Determinar e a Transformada de Laplace.
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f(t) L{f ()} = F(s)
1 %, s>0
et L s>a
elat L s>0
cos at ﬁ, s>0
sin at ﬁ, s>0
tn L s>0
et cos at (s_‘z)%, s>a
bt o3 a
e’ sin at Gopnzaa 5> 0
eatt" W, s> a
: 2a
sinat —atcosat | 5 ey, 5> 0
s2_a2
tcosat G ra®)2’ s>0
tsinat (Si%, s>0

Tabela 1 — Tabela das Transformadas de Laplace.

Problema 1: Resolver o problema

y" — 6y + 8y =sint, y(0)=1'(0)=0. (3.15)

Por conseguinte, utilizaremos a Transformada de Laplace para determinar a solugao
da equagao. Dado a equagao (3.15), pelo Teorema de Derivacao, obtem-se
L{y"} = s*Y(s) — sy(0) — ¥/ (0);
L{y'} = sY (s) —y(0);
L{y} =Y (s),
e pelo exemplo 3.3.2, do Teorema de Deslocamento (ou pela tabela das Transformadas de

Laplace), teremos
1
L{sint} =

s24+1°

Assim, ficamos com a seguinte equacao

(Y (s) = sy(0) = /(0)) = 6(sY(s) — y(0)) +8Y(s) = e
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Substituindo ¢'(0) = y(0) = 0, obteremos

1
%Y (s) — 5.0 — 0) — 6(sY (s) — Y(s) =
(s*Y(s) —s.0—0) —6(sY(s) — 0) + 8Y(s) 21 =
1
2Y o Y Y _ Y 2 _ ‘
s7Y (s) — 6sY (s) + 8Y (s) 211 = Y(s)(s* — 65+ 8) o
Logo,
1 A B Cs+ D
)= erosD s-2 s—at 211 (8:17)
Dai, temos

1=A(s—4)(s* + 1)+ B(s—2)(s* + 1)+ (Cs + D) (s — 2)(s — 4).

Substituindo nesta equagao s = 2, s =4 e s = 1, obteremos:

1
Para s = 2 implica que 1 = A(—2).5 = A = ~1

1
Para s = 4 implica que 1 = B.2.17 = B = EvR

6 7
P = ¢ impli =—eD=—.
ara s = ¢ implica que ¢ 5 e o

Logo, substituindo os valores na equagao (3.17), teremos

1 1 1 1 6 s 7 1

Vis) = — - . 6 s 7 1
)= —T05-2 " 3as—a s e_1 8 P_1

Utilizando os resultados da tabela (1), obteremos a solugao do problema de valor

inicial da equagao nao-homogénea, dada por

1 1 6 7
t) = ——e* 4+ —e* + — cost 4+ — sint.
)= =3¢ T3 Tt g
Neste exemplo foi determinada a solugao do problema de valor inicial pelos trés
métodos: Método dos Coeficientes a Determinar, Variagao de Parametros e pela Trans-
formada de Laplace. Fazendo uma analise do passo a passo das resolugdes o método que
demonstra mais facilidade vai de encontro ao propésito desta pesquisa. A Transformada

demonstra mais trivialidade de compreensao em relacdo aos demais métodos.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Durante a pesquisa foi notavel que se tratando da Transformada de Laplace, esta
apresenta diversas utilidades, o que tornou dificil a linha a ser seguida. Assim optei por
demonstrar algumas soluc¢oes gerais dos problemas de equacgoes diferenciais com valores
inicias dados. Foi utilizando, além da Transformada de Laplace, o método de Variacao
de Parametros e o método de Coefientes Constates, acreditando provar que quando
comparados um dos métodos teria uma maior facilidade de compreensao em seu processo

resolutivo.

O detalhamento em todas as resolugoes foi um dos objetivos do trabalho, dessa
forma demonstraria que além da eficacia da Transformada de Laplace, a extencao das
resolugoes por outro método em relagao a estd é de uma enorme significativa. Para mais,
as resolugoes das EDQO’s pela Transformada de Laplace, nao dispunha de manipulagoes de

integracao ou derivacao, apenas algebrica.

Foi sabido também que a Transformada de Laplace ndo esta resumida apenas as
resolugoes de EDO’s na matematica, esta pode ser aplicada na fisica, como mostra o
exemplo a seguir tirado do livro (BASSALO; CATTANI, 2010), onde a Transformada de
Laplace é usada para encontrar a solucao geral no caso de um Movimento Harmonico

Simples'.

Aplicacao: Uma mola de massa m, de coeficente de elasticidade k, é mantida
na vertical. Aplica-se ao sistema uma percussao representada pela forga-impulso: Fyd(t).

Determine a equagdo do movimento da mola, sabendo que y(0) = '(0) = 0.

Solugdo: Vamos recordar que a equacgao diferencial que representa o movimento da

mola é my” + ky = f(t), assim temos que
my" + ky = Fyd(t)
, Assim
L{my"} = m[s*Y (s) — sy(0) — y/'(0)]

L{ky} = kY (s)
Pela tabela das Transformada de Laplace. temos que a Transformada de Distribuicao de
Dirac pa a fungao §(t) = 1, assim

L{F6(1)} = Fo
Assim segue que,

m[s?Y (s) — sy(0) — ' (0)] + kY (s) + Fy,

MHS é um movimento executado por uma particula de massa m subetida a uma forca que pe
proporcional ao seu deslocamento.

1
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e aplicando y(0) = 0 e ¢'(0) = 0, obteremos:

Fo1
Y(s)(s>+m) =Fy=Y(s) = 50'52 VE

Fazendo uso da tabela de Transformadas e detendo alguns conhecimentos de HMS, teremos

que

Portanto, toda investigacao feita para a elaboracao deste trabalho, permitiu mostrar
a utilidade e trivialidade do uso da Transformada de Laplace nas resolugoes de EDO’s
com coeficentes constantes o que possivelmente pode ser uma fonte de consulta para o

estudo das resolugoes dos Problemas de Valor Inicial (PVI) por diferentes Métodos.



45

REFERENCIAS

BASSALO, J. M. F.; CATTANI, M. S. D. Elementos da Fisica Matematica. [S.1]:
Sao Paulo, 2010. Citado na pagina 43.

BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C.; MEADE, D. B. Equagoes diferenciais elementares
e problemas de valores de contorno. [S.1.]: Wiley New York, 1992. Citado nas paginas
15 e 16.

FIGUEIREDO, D. G. de; NEVES, A. F. Equagdes Diferenciais Aplicadas. [S.1.]: Rio
de Janeiro, 1997. Citado na pagina 30.

SANTOS, R. J. Introdugao as Equacgdes Diferenciais Ordinarias. [S.1.]: Belo Hori-
zonte, 2007. Citado nas paginas 16, 17, 19, 31, 34 e 40.



