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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar alguns tépicos sobre extensoes de corpos
finitas e algébricas. Para tanto realizamos um trabalho, abordamos alguns dos conceitos
iniciais sobre grupos abelianos e teoria dos anéis e corpos, resultados sobre extensoes de
corpos, os quais sao fundamentais para o entendimento das extensoes finitas e algébricas.
Estas ultimas trazem resultados indispensaveis e elegantes para estudos aprofundados da
teoria dos corpos. Por fim, apresentamos um exemplo atipico de uma extensao algébrica

que nao ¢ finita.

Palavras-chave: Extensoes de corpos. Extensoes de Corpos Algébricas. Extensoes de

Corpos Finitas.



ABSTRACT

This paper aims to present some topics on extensions of finite and algebraic bodies. In
order to do this, we will discuss some of the initial concepts about abelian groups and
theory of rings and bodies, results on body extensions, which are fundamental for the
understanding of finite and algebraic extensions. The latter provide indispensable and
elegant results for in-depth studies of the theory of corpos. Finally, we present an atypical

example of an algebraic extension that is not finite.

Key-words:Field extensions. Algebrica Fiel Extensions. Finite Field Extensions.
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INTRODUCAO

As Extensoes de Corpos Finitas e Algébricas sao importantes resultados dos
estudos da Teoria dos Corpos, estudados pela subdrea da Matemética chamada Algebra
Abstrata. Desse modo os resultados apresentados nos dao ferramentas para estudos mais

aprofundados a respeito da Teoria de Galois.

O presente estudo é fruto de um trabalho bibliografico e foi dividido em trés
capitulos, os quais sdo compostos por defini¢des, exemplos e resultados fundamentais sobre

anéis e corpos e extensoes de copros.

O primeiro capitulo expoe conceitos e resultados preliminares sobre Grupos Abelia-
nos e Teoria dos Anéis e Corpos. No segundo capitulo, apresentamos o estudo de Extensoes
de Corpos, o qual traz conceitos e resultados de grande importancia para o entendimento
do capitulo posterior. No terceiro capitulo apresentamos o estudo das Extensoes de Corpos
Finitas e Algébricas, o qual nos apresenta resultados indispensaveis e deveras elegantes
para estudos aprofundados da Teoria dos Corpos. E por fim ainda no terceiro capitulo,

apresentamos um exemplo atipico de uma exensao algébrica que nao é finita.
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1 TOPICOS ELEMENTARES DE ANEIS, HOMOMORFIS-
MOS E IDEAIS

Esses topicos iniciais sdo muito importantes para as construgoes futuras envolvendo
as Extesoes de Corpos. Iniciamente para entender a definicio de um anel é necessario que

conhegamos um grupo abeliano.

Nesse sentido, consideremos um conjunto nao vazio G munido de uma operacao * .
Dizemos que (G, *) é um grupo quando as propriedades a seguir sao satisfeitas:

i) A operagao é associativa, isto é,
ax(bxc)=(axb)xc, Ya, bceG.

ii) Existe elemento neutro para *, isto é,

e € G tal que axe=exa=a,Va €G.
iii) Todo elemento em G ¢é invertivel segundo a operacao *, isto é,

VaeG, eristed € Gtal queaxa =d xa=e
Um grupo (G, %) é comutativo ou abeliano quando
axb=0bxa,Va,beGq.

ou seja, quando a operagao em G for comutativa.
Chamamos normalmente a operacao * de produto. E neste caso, o grupo (G, *) é chamado
de grupo multiplicativo. Em alguns outros casos, a operacao do grupo ¢ indicada por + e

nesse caso os grupos (G, +) sao chamados grupos aditivos.

Entao de posse da definicao de um grupo abeliano, segue a preparacao conceitual

para os capitulos seguintes.

1.1 DEFINICOES E EXEMPLOS DE ANEIS, SUBANEIS, COR-
POS E SUBCORPOS

Definicao 1.1. Um conjunto nao vazio A munido de uma operacao de adicao "+'e
de multiplicacao "-", denotado por (A,+,-), é chamado de anel quando as seguintes

propriedades sao satisfeitas:
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i) (A,+) é um grupo abeliano.
ii) A multiplicacao é associativa, ou seja, - (y-z) = (z-y) -z Va,y,z € A.

iii) A multiplicacao é distributiva sobre a adigao, isto é,
r-(y+z2) =zxy+x-ze (v+y)-z =x-2+y-z Vzr,yzecA

Observagao 1.1. Por questao de simplicidade, vamos denotar um anel (A, +, ) simples-
mente por A, ficando subentendido as operagoes de soma e produto. Também escreveremos
multiplicagoes do tipo ab ao invés de a - b. Além disso, representamos o elemento neutro da
adi¢ao de A por 04 ou simplesmente por 0, se ndo houver confusao de notagao, de modo
que para a € A vale,

a+ (—a) =04.

E também, dados a, b € A, a soma a+(—b) seréd indicada por a—b. Com isso, a—b = a+(—b).

Definigao 1.2. Um anel (A, +, ) é dito comutativo quando sua multiplica¢ao for comu-

tativa, ou seja, quando
ab=ba, YV a,bec A

Defini¢ao 1.3. Um anel (A, +,+) é chamado anel com unidade quando sua multipli-
cagao possui elememto neutro, isto é, quando existe 14 € A tal que

a-ly=14-a=a, VaceA.

Se nao houver confusao de notagao, chamaremos 14 simplesmente de 1.

Defini¢ao 1.4. Um anel (A, +, ) é dito anel sem divisores de zero se dados a,b € A,
vale

a-b=0=a=0 ou b=0.

Defini¢ao 1.5. Se (A, +, ) é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero,

dizemos que (A, +,-) é um dominio de integridade.

Definigao 1.6. Se (I, +,-) é um dominio de integridade e para a € K — {0}, existe b € K

tal que
ab=ba =1,

dizemos que (IC,+,-) é um corpo.

Com efeito, considerando o conjunto K* dos elementos nao nulos de um corpo K,

temos que K* é um grupo multiplicativo sob a multiplicacao em IC. Isso se verifica, pois
Ue(K)={a e : existebe L,coma-b=0b-a=1} =K.

Portanto, um anel IC, comutativo com unidade, é um corpo quando U,(K) = K*.
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Exemplo 1.1. Os conjuntos (Z,+,.),(Q,+,.), (R, +,.) e (C,+,.) s@o anéis onde + e -
sao a adi¢ao e multiplicacdo usuais. Em cada caso, a operacao - é comutativa e 1 é o

elemento neutro para esta operagao. Destes sao corpos (Q,+,.), (R, +,.) e (C,+,.).

Exemplo 1.2. O conjunto Z,, = {0,1,2,...,n — 1} é um anel munido da soma e produto

a seguir

+ Ly X Ly — Ly ct Ly X Ly — Dy
(m, m) — m+n (m, m) +— m-7n

Quando p ¢ um nimero primo, os aneis Z, sao corpos.

Exemplo 1.3. Consideremos o conjunto Z[v/2] = {a + bv/2 : a, b € Z}. Vamos definir
as operacoes + e - em Z[\/ﬁ] da seguinte forma: dados os elementos © = a; + bjv/2 e

Yy =as+ bov/2, em que ag, as, by, by € Z, entdo:

T4y = (a1 +as) + (b + b2)V2

-y = (araz + 2b1by) + (arby + azby) V2.

Com essas operacoes, segue que A = Z[v/2] é um anel comutativo com unidade, sendo
04 =0+ 042 (0 niimero 0) e 14 = 1 = 0y/2 (o niimero 1).

De forma geral se d é um inteiro que nao é um quadrado perfeito, entao o conjunto
ZIVd) = {a+bVd:a, be 7},

com operacoes analogas as do conjunto Z[v/2], isto é, dados z = a, +biVd ey = as+bVd

em Z[Vd] ,
T + Yy = (Gl + ag) + (bl + bg)\/g e T-y= (a1a2 + blbgd) + (albg =+ agbl)\/c_l,

é um anel comutativo com unidade.

O conjunto Z[/p] = {a+b\/p : a, b € Z}, com p primo, sdo anéis com a soma e

produto abaixo

(a+0byp) + (c+dyp)=(a+c)+ (b+d)\/p

(a+by/p) - (c+dy/p) = (ac + pbd) + (bc + ad)+/p,
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com a,b,c,d € Z.

O conjunto Q[,/p] = {a +b\/p : a, b € Q} também é um anel com as operacdes

andlogas as operagoes em Z[,/p] e mais os anéis Q[,/p| sao exemplos de corpos.

Definig¢ao 1.7. Seja A um anel. Se existe n € N tal que,
n-a=0y, VYacdA,

entdo o menor nimero natural satisfazendo esta condi¢ao chama-se caracteristica de
A. Caso nao exista algum natural satisfazendo essa condicao, entdao dizemos que A é de

caracteristica zero.

Indicaremos a caracteristica m de um anel A por car(A), isto é,

car(A) = m.
Exemplo 1.4. Se A é qualquer um dos anéis Z, Q, R, C, entao car(A) = 0. De fato, dado
a =1, temos:

n-1=n%#0,

para qualquer n € N. Isto significa que nao existe m € N para o qual;

m-a=0, Vaec A

Definig¢ao 1.8. Seja A um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que B é
um subanel de A, se valem:

)z, ye B=z—yehb.

i)z, ye B=>ux-y € B.

Exemplo 1.5. Temos que n-Z = {nk : k € Z} é subanel de Z. Por sua vez, Z é subanel
de Q, este que ¢ subanel de R, ja R ¢ subanel de C. Ademais, Z[,/p] é subanel de Q[,/p] e

este é subanel de R.

Definicao 1.9. Um subanel B de um corpo K é chamado um subcorpo de K se dado
a € B—{0}, existe b € B tal que ab = 1.

Exemplo 1.6. Observe que Q ¢ subcorpo de R, ji R é subcorpo de C. Ademais, Q[,/p] é

um subcorpo de R.
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1.2 IDEAIS E ANEIS QUOCIENTES

Definig¢ao 1.10. Seja A um anel. Um conjunto nao vazio Z de A é chamado ideal de A

quando as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(a)z—y € Z, Vuz yel.

(b)axreZTexacZ, VacAeVre T

Os subaneis {04} e A sao ideais de A e sdo chamados de ideais triviais de A. Os

ideais nao triviais de A sd@o chamados de ideais proprios de A.

Seja A um anel comutativo. Consideremos os elementos fixos aq,---,a, € AeZ o

seguinte subconjunto de A, construidos a partir desses elementos:
IT=Az1 a1+ +ax,-ap:2,€A, Vi=1,--- n}

Vamos mostrar que Z é um ideal de A. Primeiro, notemos que Z é nao vazio, pois

0=0-a,+---+0-a, € Z. Agora, sejam z, y € Z, digamos
T=21-a14 A T Gn € Y=Y+ A+ Yn - A,
em que z;, y; € Z, para i = 1,---,n. Desse modo,
r—y=(r1—y) a1+ +(Tp—yn) a, €L

Por fim, se a € A, entdo ax = (azy) - a; + - - + (ax,) - a, € Z. Portanto, Z é um ideal de
A, chamado ideal gerado por aq,- -, a,. Vamos indicar este ideal por: < aq,---,a, >, ou

seja,
<ay, -, ap>={r a1+ r,a, i, € AVi=1,--- n}.
Em particular, se a € A, o ideal
I=<a>={zx-a:2€ A}

chama-se ideal principal gerado por a. E comum indicar também o ideal Z =< a >

por a - A.

Definicao 1.11. Um dominio D ¢é chamado dominio de ideais principais quando

todos os ideais de D sao principais.

O anel Z é um dominio de ideais principais.
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Proposicao 1.1. Se A ¢ um anel com unidade 1 e J é um ideal de A tal que 1 € J,
entio J = A.

Demonstragdo. De fato, primeiro note que J C A, pois J ¢é ideal de A. Por outo lado, seja
r €A Como J éidealel € J,entaox =x-1 € J. Logo, A C J. Portanto 7 =.4. A

Definigao 1.12. Sejam .4 um anel comutativo e M um ideal de A, em que M # A. Diz-se
que M é um ideal maximal quando os tUnicos ideais de A que contém M sao M e A.
Equivalentemente, M é maximal quando para todo ideal J de A tal que M C J e M # T,
tem-se que J = A

Exemplo 1.7. O ideal p-Z = {pk : k € Z} em Z com p primo é maximal. De fato, seja
p primo e J = p - Z. Vamos provar que J é um ideal maximal em Z. Considere Z um
ideal de Z tal que

JCICZ.

Pelo fato de todo ideal de Z ser principal, temos que existem inteiros n tais que Z =n - Z
Assim, p € p-7Z C n-7Z, e dai segue p = nk para algum k € Z, e portanto n|p e teremos
n=xloun==p.sen==xlvemque J =Zesen==xpvemqueZ =/.

Teorema 1.1. Seja K um anel comutativo com unidade 1 € K. Entao as sequintes
condicoes sao equivalentes:

i) KK é um corpo;

it) {0} é um ideal maximal em IC;

iii) Os unicos ideais de IC sdo os triviais.

Demonstragao. )= ii). Seja K um corpo e seja J um ideal de K tal que {0} C J C K.
Suponhamos J # {0}. Assim existe 0 # a € J. Como K é um corpo existe b € K tal que
b-a =1 e portanto 1 € J. Da Proposicao 1.1 segue que J = K.

ii) = iii). Segue imediatamente das defini¢oes.

iii) = i). Seja 0 #a € K e Z = a- K o ideal principal de K gerado por a. Como 1 € K,
temos a = l.a € Z, nos diz que Z # {0} e assim pela nossa hipétese, teremos Z = K.

Dai segue, 1x € K = a - K donde existe b € K tal que 1 =b - a. [ |

Vamos agora definir a seguinte relacao em A:
Ve, ye A, x=y(mod J) < x—yeJ.

Primeiramente vamos provar que = (mod J) define uma relagao de equivaléncia em A.
De fato, quaisquer que sejam z, y, z € A, temos

i)z =x(mod J) pois0 =2 —x € J.

ii) z =y(mod J) =y =x(mod J) poissex —y € J entdaoy —xz = —(x —y) € J.

iii) z = y(mod J) e y = z(mod J) = x = z(mod J) pois, t —y € Jey—z € J =
r—z=(@-y)+{y—2 €T
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Denotaremos por T a classe de equivaléncia de r € A segundo a relacao
= (mod J). Assim,

Agora observe que y € T < y —x € J, e por isso também denotaremos essa classe
TporZT={x+z: z€ J}. Ademais, chamaremos de conjunto quociente de A pelo
ideal J, ao conjunto A/J ={Z=2+J : =z € A}

Definiremos as seguintes operagoes em A/J
+: A/ TxA/T — AT o AT x AT — AT
(a, b) — a+b (a, b) — a-b
Teorema 1.2. Sejam A um anel e T um ideal de A, e tomemos x1, T2, Y1, Yo € A. Se

r1 =29 (mod I) e yy = yo (mod I), entao:

1. a:1+x2::v2+y2 ou (l‘1+y1)+I: ($2+?J2)+I.

2. T 1 =Ty Jpour Y1 +L=12-y2+7.
Demonstracao. 1. Por hipotese, temos
Ty =T+ a1 € Y1 =Y2+ a2

sendo ay, ay € Z. Portanto, somando membro a membro estas duas igualdades, segue

que,
1+ Y1 :x2+y2+(a1+a2).

Como a; +as € Z,

(ZU1 +y1) — (CEQ +y2) cl & (.’B1 ~|—y1) = (IL"Q —l—yg)(mod I) ST+ Y = T+ Yo

2. Usando as igualdades, obtemos
1+ y1 = (T2 + a1) (Y2 + a2) = Tayz + T2z + a1y2 + araz.

Como Z é um ideal de a;, ay € Z, entao xsas + a1y + aras € Z. Por isso,

x1 - Y1 = (X2ya)(modl) < T1 - Y1 = T - Ya.
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Teorema 1.3. Sejam A um anel e T um ideal de A. Entao

VAT X AT = AT - AJT x AJT — A/T.

T —»T+7=2+y (T,79)—»T- =79

s,

Definem duas operagoes de adi¢io e multiplicagao sobre A/I. Além disso, (AL, +,-) é

um anel, chamado anel quociente de A por T.

Demonstragdgo. Primeiro vamos mostrar que os resultados destas operagoes independem
dos representantes das classes. De fato, se x1, x9, y1, y2 € A e T7 = T3 e J; = 7z, entao

1 = x2(mod ) e y; = yo(mod T). Pelo teorema anterior segue que

T1+Y1 =T2+ Y2 € T1- Y1 = T2 Yo

Agora, vamos verificar apenas a existéncia do elemento neutro da adi¢ao de A/Z, bem
como a existéncia de inverso aditivo de cada T € A/Z. Notemos que a classe 0(0 = 04) é

tal que,

mas,

ou seja, —x ¢ o inverso aditivo de T [

Essas duas operagoes de adigdo e multiplicacao sobre A/Z apresentadas neste

teorema fazem de (LA/Z,+,-) um anel, chamado anel quociente de A por Z.

Teorema 1.4. Sejam A um anel comutativo com unidade e M um ideal de A. Entdo,

M é mazimal se, e somente se, A/ M €é um corpo.

Demonstracao. Primeiro, suponhamos que M é maximal. Devemos mostrar que todo
elemento nao nulo @ € A/ M é invertivel (notemos que A/ M é comutativo com unidade).
Sejaa € A/M, com @ # 0, e tomemos o ideal J =< a > . Assim, M + J é um ideal de
A que contém M. Além disso, sendo @ # 0, entao a € M. Observe também que

a=M&aec M.
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Comoa=a-1€J CJ+ M, segue que J + M # M. Por isso, sendo M maximal e
M C J + M, concluimos que

J+M=A
Com isso, existem x € J e y € M tais que
l=z+uy,
pois 1 € A. Mas, x € J implica que x = a - b, para algum b € A. Portanto,
T=ab+7y=ab=0=ab,

desde que y € M. A igualdade 1 = ab nos diz que @ é invertivel e, por isso, A/ M é corpo.
Reciprocamente, tomemos um ideal 7 de A tal que M C J e M # J. Logo, existe
a€ J,coma¢g M,de maneira que @ # 0. Como A/M é um corpo, existe b € A/ M tal
que @- b= 1. Dai,

a-b=1<% ab=1(mod M) & ab= 1+ my,
com my € M, isto é,
1=ab—myg

Como a € J, entao ab € J. Também, my € M implica que mg pertence a J, pois
M C J. Portanto, 1 € J, ou seja, J = A. [ |

1.3 HOMOMORFISMO DE ANEIS

Definigao 1.13. Sejam A e B anéis. Uma funcao f : A — B chama-se homomorfismo
de A em B, quando as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

i) fla+0b) = f(a)+ f(b), Va, be A

ii) f(a-b) = f(a)- f(b), Ya, be A

Sejam A e B dois anéis. Um homomorfismo f : A — B bijetivo chama-se
isomorfismo. Em particular, um isomorfismo f : A — A é dito um automorfismo de A.
Quando existe um isomorfismo entre dois anéis A e B, dizemos que estes sao isomorfos e

denotamos por A ~ B.
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Teorema 1.5. Sejam A e B anéis e f : A — B um homomorfismo. Entdo:
i) Im(f)={f(a) : a€ A} é um subanel de B.
it) ker(f) ={a € A : f(a) = O0g} € um ideal de A e [ € injetiva se, e somente se,

ker(f) = {04}
iti) Os anéis A/ker(f) e Im (f) sdo isomorfos.

Demonstragio. Vamos demonstrar o item 7). Para isso seja f : A — B um homomorfismo

de anéis. Tomemos

U A/Ker(f) — Im(f).
z+ Ker(f) — f(x)

Observemos que ¥ esta bem definida. De fato, se Z,7 € A/Ker(f) sao tais que T = 7,

entao
x = y(mod Ker(f)),

ou seja r =y + a, em que a € Ker(f). Assim, f(a) = 0g, de modo que

(@) = flx)=fly+a)
= fy)+ fla)
= fy)
= U(y)

Assim, U estda bem definida. Agora,

V() =¥(y) = f(z) = fly) = flz —y) = 0.

Portanto, = — y € Ker(f), isto é, z = y + a, para algum a € Ker(f). Com isso,

T=yta=y+a=y,

pois @ = 0. Assim, ¥ é injetora. A funcao é claramente sobrejetora. Para finalizar, dados,
T,y € A/Ker(f), temos;

V(T+y) = V(r+y)
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= ¥(7) + ¥(7)
V(z-g) = ¥(T7)

= f(z-y)

= f(z)- f(y)

= U(@) V().

Portanto, ¥ é um homomorfismo. Concluimos que ¥ é um isomorfismo e A/Ker(f) ~
Im(f). [

1.4 ANEIS DE POLINOMIOS

Definicao 1.14. Seja A um anel qualquer. Um poliné6mio sobre A em uma variavel X

é uma soma infinita informal

f(X):Zain’:ao+CL1X—|—CL2X2—|—~--+(L”X"_|_...7
=0

em que a; € A, para todo ¢ € NU {0} e a; # 0 apenas para um numero finito de valores
de 7, ou seja, existe m € N tal que a; = 0 para qualquer j > m. Os elementos a; € A do

polinémio f(X) sao ditos coeficientes de f(X).

O conjunto de todos os polinomios sobre o anel A serda denotado por A[X].

Dados dois polinémios
PX)=a+a X+ . +an X"+ .. e q(X)=by+b X + .. +b X+ .

em A[X], dizemos que p(X) e ¢(X) sdo iguais se, e somente se, a; = b; em A, Vi € N.

Se p(X)=0+0X + ... +0X™ + ..., indicaremos p(X) por 0 e o chamaremos de

polindémio identicamente nulo sobre A. Assim um polinémio
p(X)=ay+a X+ ... +a, X"+ ..

sobre A é identicamente nulo se, e somente se, a; =0 € A, V € N.

Se a € A, indicaremos por a ao polinémio p(X) = ag+ a1 X + ... + a, X" + ... onde
ap = a, e a; =0, Vi>1 Chamaremos ao polinémio p(X) = a, a € A, de polindmio

constante a.

Sep(X)=ap+a X +...+a, X"+ ... é tal que a, # 0 e a; =0, Vj > n, dizemos

que n é o grau do polinémio p(X) e indicaremos por dp(X) = n. O coeficiente a,, é
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chamado de coeficiente lider de p(X). Além disso, se A tem unidade 1 e a,, = 1, entao
p(X) é dito polindmio moénico.
Por exemplo, se p(X) =2+ 2 — 2* + 2* € Z[X], entdao Ip(X) = 4, temos também

que p(X) é monico, pois ay = 1.

Consideremos agora f(X) e g(X), digamos

f(X):a0+a1X+a2X2+...+aan+'__
e
(X)) =by+ b0 X + 0, X%+ - 0y X™ - -

dois polindomios em A[X]. Define-se soma de f(X) e g(X) indicada por f(X) + g(X) da

seguinte forma:
fX) +9(X) =3 X
i=0

em que ¢; = a; + b;, para todos os valores de i.

A multiplicagao de f(X) e g(X), denotada por f(X) - g(X), é definida por
f(X) - g(X) = diX,
i=0

sendo

di:Zaj-bi_jz Z aj'bla
j=0

GHl=i §,1>0

Com as operagoes de soma e multiplicacao denifidas, (A[X],+,-) é um anel, o
anel de polinémios sobre A. De fato, é imediato verificar que (A[X],+,) é um grupo
abeliano, no qual o elemento neutro da soma é o polinomio nulo 0 = Z 0X?, enquanto o

i>0
n

inverso aditivo de f(X) =>_ a;X; € A[X] é o polindmio —f(X) = > (—a;) X' € A[X]. A
i=0 1=0
propriedade que demostraremos agora ¢ associatividade da multiplicacao, o que se exige um

pouco de habilidade com as propriedades se somatorio. Sejam f(X), g(X), h(X) € A[X],

digamos:

f(X) = iaiXi, g(X) = iijj e h(X)= icka.
=0 =0 =0

Entao,
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F(X) - g(X)]-h(X) = [(i X) . (i w’)] . (i x)
(5o0)4] ()
() )

=0

() - [9(X) - B(X)]

Assim, a multiplicacao é associativa. E portanto, temos o anel (A[X], +,-) dos polinémios

com coeficientes em A[X]| e na varidvel X.

Definicao 1.15. Seja A um anel comutativo com unidade e sejam f(X), g(X) € A[X].
Dizemos que g¢(X) divide f(X) ouque f(X) é divisivel por g(X), denotado por
g9(X) | f(X), quando existe ¢(X) € A[X] tal que

Caso contrario, dizemos que ¢g(X) nao divide f(X) em A[X] e denotamos por g(X) [f(X).

Por exemplo, em Z[X], temos que o polindmio g(X) = 1+ 3X + X? divide
F(X) =3+ 10X + 3X2 + 3% + X*, pois

f(X)=0B+) - (1+3X + X3).
Proposicao 1.2. Para quaisquer f(X), g(X) e h(X) em A[X], valem as propriedades:
(1) F(XOIF(X);
(2) Se g(X)[h(X) e M(X)[f(X), entao g(X)|f(X);
(3) Se g(X)|f(X), entdo g(X)|f(X) - h(X);

(4) Se g(X)|f(X) e g(X)|h(X), entao g(X)|(f(X)-hi(X)+h(X)ha(X)), V hi(X), ha(X) €
ALX].
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Demonstra¢io. Vamos demonstrar apenas a propriedade (4). Por hip6tese, temos que:
J(X) =9(X) - q(X) e h(X)=g(X)-q(X),
em que ¢;(X), ¢2(X) € A[X]. Logo, se hi(X), ha(X) € A[X], entao

J(X) - hi(X) = g(X) - (h(X) - (X)) e
WX) - ha(X) = g(X) - (ha(X) - 2(X)).

Somando membro a membro estas duas tltimas igualdades obtemos
FX) - ha(X) + h(X) - ha(X) = g(X) - (7 (X) - u(X) + ha(X) - g2(X)).

Como

>
=
>
=
=
s’
_l’_

>

(X) - ha(X) - 2(X) € A[X], segue que
g(X)If(X) - (X)) + h(X) - ha(X).

Teorema 1.6. (Algoritmo da Divisao) Sejam f(X), g(X) € A[X] e g(X) # 0. Entao
existem unicos q¢(X), r(X) € A[X] tais que:

F(X) = q(X) - g(X) +r(X),
onde r(X) =0 ou dr(X) < dg(X).

Demonstragio. Sejam f(X) = ap+ a1 X + ...+ a, X" e g(X) = by + b1 X + ... + b, X",
com Jg(X) = m.

(Existéncia):

Se f(X) =0, basta tomar ¢(X) = r(X) = 0. Suponhamos f(X) # 0. Assim Jf(X) = n.
Se n < m basta tomar ¢(X) =0 e r(X) = f(X). Assim podemos assumir n > m. Agora
seja f1(X) o polinémio definido por

FX) = apby, X" - g(X) + f(X).

Observe que df;(X) < df(X). Vamos demonstrar o Teorema por indugao sobre 0f(X) = n.
Sen=0,n>m = m=0eportanto f(X) =ag # 0, g(X) = by # 0 e teremos

F(X) = aoby ' 9(X)
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e basta tomar ¢(X) = aghy* e 7(X) = 0. Pela igualdade fi(X) = f(X)—a,b;'! X" "g(X) e
0f1(X) < 0f(X) = n. Temos pela hip6tese de indugao que: existem ¢;(X), r1(X) tais que:

[(X) = q(X) - g(X) +m(X)
onde 71 (X) = 0 ou 9r1(X) < dg(X). Dai segue imediatamente que:

FX) = (@u(X) + anby, X" 7)g(X) + r1(X)

e portanto tomando ¢(X) = q1(X) + a,b,' X"™™ e r1(X) = r(X) provamos a existén-
cia dos polinémios ¢(X) e 7(X) tais que f(X) = ¢(X) - g(X) + r(X), e r(X) = 0 ou
or(X) < dg(X).

(Unicidade):

Sejam q1(X), q2(X), m(X) e ro(X) tais que:

F(X) = qi(X) - g(X) + 1 (X) = g2(X) - g(X) + r2(X)
onde 7 (X) =0 ou 0r;(X) < 0g(X), i =1, 2.
Dali,

(1(X) = 2(X)) - 9(X) = r2(X) — r(X).
Mas se ¢;(X) # ¢2(X) o grau do polindmio do lado esquerdo da igualdade acima é maior
ou igual ao dg(X) enquanto que o J(r2(X) — r1(X)) < dg(X) o que é uma contradigao.
Logo ¢1(X) = ¢2(X) e segue que

r1(X) = f(X) = q(X)g(X) = f(X) = 2(X)g(X) = r(X).

Teorema 1.7. Se IC é um corpo, entio K[X| é um dominio de ideais principais.

Demonstragdo. Seja J um ideal de K[X]. Se J = {0}, entdo J ¢é gerado por 0. Suponhamos
que J # {0} e escolhemos 0 # p(X) € J tal que dp(X) seja o menor possivel. Se
p(X) =a #0entdo 1 = a!-a € J e assim segue imediatamente que J = K[X] é
gerado por 1 € K[X]. Suponhamos entao dp(X) > 0. Como p(X) € J claramente temos
p(X)-K[X] C J. Agora vamos provar que J C p(X)-K[X]. De fato, seja f(X) € J. Pelo
algoritmo da divisao existem ¢(X), 7(X) € K[X] tais que f(X) = ¢(X) -p(X)+r(X) em
que,ou 7(X)=0ou Or(X) < dp(X). Agora, como f(X), p(X) € J segue imediatamente
que 7(X) = f(X) — q(X) - p(X) € J e pela minimalidade de nossa escolha do polinémio
p(X) € J segue que r(X) = 0. Portanto temos f(X) =¢(X)-p(X) € p(X)-K[X]. N

Defini¢ao 1.16. Sejam K um corpo e f(X), g(X) € K[X], com f(X) # 0 ou g(X) # 0.
Dizemos que um polinémio d(X) € K[X] é um maximo divisor comum de f(X) e g(X)

quando as condigoes seguintes sao satisfeitas:
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(a) d(X) | F(X) e d(X) | g(X).

(b) Se h(X) € K[X] é tal que h(X)|f(X) e h(X) | h(X), entdao h(X) | d(X).

Teorema 1.8. (Ezisténcia de MDC) Sejam K um corpo e f(X), g(X) € K[X], com
f(X) #0 ou g(X) # 0. Entao, existe mdzimo divisor comum d(X) de f(X) e g(X). Além
disso, existem hqy(X), ho(X) € K[X], tais que:

d(X) = f(X) - hi(X) + g(X) - ha(X).

Demonstra¢ao. Tomemos o ideal Z em K[X] gerado por f(X) e g(X), isto é,

T =< f(X),9(X) >= {F(X) - l(X) + g(X) - ha(X) : hi(X), hao(X) € K[X]}.

Sendo K[X] um dominio de ideais principais, existe d(X) € K de modo que Z =< d(X) > .

Além disso, como f(X) € Z =< d(X) >, pois K[X] tem unidade, entdao f(X) = d(X)-q¢(X)
para algum ¢(X) € K[X]. Logo, d(X) divide f(X). Da mesma forma, d(X) divide g(X).
Para outra parte, notemos primeiramente que d(X) € < d(X) >=< f(X), g(X) > .

Assim, existem h(X), ho(X) € KL[X] de maneira que

d(X) = f(X) - hi(X) + g(X) - ha(X).
Supondo agora h(X) € K[X] divisor de f(X) e g(X), entdo a igualdade acima nos mostra
que h(X) dividira d(X). Logo d(X) ¢ um MDC de f(X) e g(X). [

Definigao 1.17. Sejam K um corpo e p(X) € K[X]. Dizemos que p(X) é um polinémio

irredutivel em K[X] ou irredutivel em K quando as seguintes condicoes sao satisfeitas:
(a) Op(X) > 1 (p(X) ndo é um polindémio constante).

(b) Se f(X), g(X) € K[X] sao tais que

entdo Jf(X) = 0 ou dg(X) = 0, isto é, f(X) ou g(X) é um polindémio constante. Um
polinémio f(X) € K[X], com dp(X) > 1, que nao ¢é irredutivel em K[X], é chamado

redutivel em K[X]| ou redutivel sobre K.

Um polindémio p(X) € F[X] pode ser irredutivel sobre um corpo F, mas redutivel

sobre uma extensao IC de F, isto é, sobre um corpo I, com F C K.

Exemplo 1.8. O polindomio p(X) = —3X + X? € Q[X] ¢ irredutivel sobre Q. De fato,

primeiro, temos que dp(X) > 1. Agora, supondo que
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—3+I2 = (a0+a1X) . (bo+b1X),

com ag, ai, by,by € Q, a; #0 e by #0. Assim, a = %0 ¢ raiz de hi(X) =ap + a1 X.

ay
Por isso, p(a) = 0, isto é,
a
= =+V3
ai
o que é uma contradicdo, pois v/3 é irracional. Entretanto, p(X) = =3+ X? é redutivel

sobre R, desde que
p(X) = (X =V3)- (X +3).

Mais geralmente, se p > 0 é um niimero primo, entao p(X) = —p + X? é irredutivel sobre

Q, mas sempre redutivel sobre R.

Exemplo 1.9. Todo polinémio p(X) € K[X], com dp(X) = 1, ¢ irredutivel sobre K. De
fato, tomemos p(X) = ag + a1 X € K[X], em que a1 # 0, e f(X), g(X) € K[X] tais que
p(X) = f(X) - g(X). Logo,

1=0f(X) + d9(X),
de modo que Jf(X) =0 ou dg(X) = 0. Por isso, p(X) é irredutivel.

Vamos agora considerar o conceito de polindmio irredutivel em K[X], para um

corpo C, e estudar sua relacdo com ideais maximais.

Teorema 1.9. Sejam K um corpo e p(X) € K[X]. Entao, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
(1) p(X) € irredutivel.

(2) < p(X) > € um ideal mazimal em K[X].

Klx]
3) ———— € um corpo.
Demonstragio. Primeiro ¢é facil notar que as implicagoes (2) < (3) seguem diretamente do
Teorema 1.4. Por isso, vamos provar as equivaléncias (1) < (2).

(1) = (2) Suponhamos que p(X) é irredutivel sobre K. Por definigao,

<p(X) >={f(X) -p(X) : f(X) € K[X]}.

Primeiro, observemos que dp(X) > 1. Entao < p(X) ># K[X]. Agora, seja Z um ideal de
K[X] tal que < p(X) > C Z. Provemos que Z =< p(X) > ou Z = K[X]. Como K[X] é um
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dominio de ideias principais, entao existe h(X) € K[X] de maneira que Z =< h(X) > .
Assim, desde que p(X) € < p(X) > C T (note que p(X) =1-p(X)), existe g(X) € K[X]
tal que

Como p(X) é irredutivel, entdao dg(X) = 0 ou Jh(X) = 0, isto é, g(X) = a € K* ou
h(X)=10b€ K", se g(X)=a € K*. Entao, segue que

MX) = a - p(X),
de modo que todo multiplo de A(X) é também multiplo de p(X). Formalmente,
T =<h(X)>C<pX)>,

o que mostra que Z =< p(X) > .

Se h(X) =be K*, entdo h(X) € U, (K[X]), de maneira que < h(X) > = K[X].
Portanto, < p(X) > ¢é maximal.
(2) = (1) Consideremos < p(X) > um ideal maximal em K[X]. Logo, < p(X) ># K[X] e,
por conseguinete, dp(X) > 1. Tomemos g(X), h(X) € K[X] tais que

Vamos mostrar que g(X) =a € K* ou h(X) = b € K*. Obtemos de forma imediata que
<p(X)>C <h(X)>.

Mas, como p(X) é maximal, segue que < p(X) > = < h(X) > ou < h(X) >= K[X]. Se
< p(X) > = < h(X) >, entao h(X) €< p(X) >, ou seja, existe f(X) € K[X], com

Logo,

Como p(X) # 0 e K[X] é um dominio, segue que:

1= g(X)- f(X),

ou seja, g(X) € U,(K[X]), de modo que g(X) = a € £* é um polindmio constante.

Se < h(X) > = K[X], segue imediato que h(X) = b € K*, pois existe ¢(X) € K[X]
tal que
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1= h(X)-q(X).

Portanto, p(X) é irredutivel. [

Teorema 1.10. (Fatora¢io Unica) Se K é um corpo, entdo todo polindmio nao constante
em KC[X] se escreve de maneira inica, a menos da ordem dos fatores e de um invertivel

em IC, como produto de polinémios irredutiveis em K| X].

Demonstragao. Seja f(X) € K[X] um polinémio nao constante.
(Existéncia da fatoragdo): Se f(X) é irredutivel, o resultado segue imediato. Consideremos,

pois, f(X) redutivel e provemos o resultado por indugao sobre f(X) = n.

Se n =1, entdo f(X) é claramente irredutivel, conforme o exemplo apresentado.
Suponhamos por hipotese de inducao, que o resultado seja valido para todo polinémio de
grau até n — 1. Sendo f(X) redutivel, existem ¢g(X), h(X) € K[X] tais que

em que 0 < dg(X), Oh(X) < n. Logo, por hipétese de inducao, existem polindmios

irredutiveis

pl(X)>p2(X)v o apt(X)apH-l(X)’ e >pT<X) S IC[X]

para os quais
9(X) =p1(X) - p(X) e h(X)=pia(X)- - p(X).

Desse modo, obtemos

J(X) =pi(X) - p(X).

Isso mostra a existéncia da fatoracao.

(Unicidade da fatoragdo): Suponhamos que

FX) = pu(X) - pr(X) = @u(X) -+ g5(X),

sendo p;(X) e ¢;(X) polinémios irredutiveis em K[X]. Para cada ¢ = 1,---,7 e cada

j=1,--- s, temos

pi(X) | (X)) -+ qs(X),

e como p1(X) é irredutivel, segue que p;(X) | ¢;(X) para algum j. Sem perda de generali-
dade, podemos supor que p;(X) | ¢1(X). Como ¢;(X) é também irredutivel, entao
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(h(X) = M1 'pl(X)a

em que g € K*. E assim fazendo as devidas substitui¢oes, obtemos

P1(X) - pa(X) - pe(X) = 1 - pr(X) - @2(X) - - g5 (X),

de modo que

Po(X) - pe(X) = p1 - 2(X) -+ - qs(X),

pois K[X] é um dominio. Da mesma forma, podemos supor que ¢o(X) = o - p2(X) com

[ € K*, o que implica em
p3(X) - pr(X) = - pro - g3(X) -+ g(X).
Continuando este processo e supondo que s > r, entao
L= puy - pro- i Gria (X) - g5(X).
Mas isso s6 é possivel quando r = s, de maneira que

]-:,LLI',LLQ"',LLT'

Assim, os irredutiveis p;(X) e g;(X) s@o os mesmos, diferentes possilvelmente pela ordem

surgem nas fatoracoes e por um invertivel em K.

Defini¢ao 1.18. Um corpo K ¢ dito algebricamente fechado se todo polinémio

f(X) € K[X], com 0f(X) > 1, tem uma raiz em K.

Exemplo 1.10. O corpo dos nimeros reais R nao é algebricamente fechado, pois o

polinomio f(X) =1+ X? € R[X] ndo possui raiz em R.
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2 EXTENSOES DE CORPOS

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre Extensoes de Corpos os quais

sao fundamentais para o entendimento do capitulo posteior.

Definicao 2.1. Um corpo K é dito uma extensao de F quando F é um subcorpo de .

Vamos usar os simbolos K D FouF C K para indicar que K é uma

extensao de F.

Por exemplo, R é uma extensao de Q e C é uma extensao de R.

Teorema 2.1. (Kronecker) Sejam F um corpo e f(X) um polinomio em F[X], com

Of(X) > 1. Entao, existem uma extensao K de F e um elemento o € K tais que f(a) = 0.

Demonstragao. De acordo com o Teorema 1.10, existe um polinémio irredutivel p(X) em

F[X] tal que p(X) divide f(X). Pelo Teorema 1.9, o anel quociente % é um corpo.

Consideramos agora a funcao

FIX]
<p(X) >
arat+ <p(X)>.

p:F—

E imediato verificar que ¢ é um homomorfismo de corpos. Agora, se a, b € F sao tais que

¢(a) = p(b), entao
at+ < p(X) >=b+ < p(X) >,

isto é, a — b €< p(X) > . Assim, a — b € F, entdo devemos necessariamente ter a — b = 0

ou seja, a = b, de modo que ¢ ¢é injetora. Dessa forma,

F =~ p(F),

F[X]

ou seja, o corpo F é isomorfo ao subcorpo ¢(F) de 05

Logo, por meio do homomorfismo

©, identificamos F como o subcorpo

Im(p) =Ky ={a+ <p(X) > ac F}

F1X]

<p(X)>

de FIX]

S0 como uma extensao de F.

Desse modo, podemos considerar

Falta mostrar agora que esiste o« € K tal que p(a) = 0. Sabemos que em K a classe

p(X) é tal que p(X) = 0. Logo, sendo p(X) = ag + a1 X + -+ + a, X™, temos
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pX)=a+a X+ +a,X"=0

isto é,

Ao+ @mX + -+ 8 X" =0,

em que X = X+ < p(X) > € K. Isso mostra que a = X+ < p(X) > pertencente a K é
uma raiz de p(X) € F[X]. ]

Definicao 2.2. Um elemento a« € K D F é dito algébrico sobre F quando existe
f(X) € FIX] — {0} tal que f(a) = 0. Ao contrario disso, o é dito transcedente sobre
F.

Definigao 2.3. Um elemento a € C algébrico sobre Q é dito niimero algébrico. Caso

contrario, a é dito nimero transcedente.

Exemplo 2.1. Como todo corpo é um extensao si proprio, entao todo elemento o € F é
algébrico sobre F, desde que « é raiz de f(X) = X —a € F[X].

Exemplo 2.2. Desde que R é uma extensao de QQ, entao para um nimero primo p > 0,
temos que o = /p € R é algébrico sobre Q, pois « ¢ raiz do polinémio f(X)=2?—p e
Q[X]. Também, C é uma extensao de Q e 8 = i é algébrico sobre Q, pois [ é raiz de
g(X) = X?+1€Q[X].

Exemplo 2.3. O elemento a = {1+ v/5 € R ¢ tal que o — 1 = /5, ou scja,
a' —2a—4=0
Por isso, a é raiz do polinomio f(X) = —4 —2X + X* € Q[X]. Logo, a ¢ algébrico sobre

Q.

Exemplo 2.4. O nimero 7 é um elemento transcedente. O ntimero de Euller e ~

2,718281..., também é um elemento transcedente.

Exemplo 2.5. Numeros de Liouville.
Um namero real x, é dito nimero de Liouville se, para todo inteiro positivo n existirem
inteiros p e g tais que:

0< x—g

1
< —, q>1
qn

Todos os numero de Liouville sdo elementos transcedentes.



Capitulo 2. Ezxtensées de Corpos 33

Observagao 2.1. Sendo a € K D F algébrico sobre F, entédo existe f(X) € F[X] — {0}

tal que f(a) = 0. Com efeito, considere pois
f(X)=ay+a X+ ...+ a, 1 X" +a,X",

com a, # 0. Assim, ag + a1 + ... + a1t + a,a™ = 0. Como F é um corpo, entao
dividindo a ultima igualdade por a,, obtemos:

ap  ai Ap—1 -

— 4+ —a+ ..+ =" +a"=0.
Assim, podemos dizer que a também ¢ raiz do polinémio moénico

ap a -1 .
g(X) = 24+ X 4 Xt x

Ademais, observe que o grau de F'(X) e de g(X) sao iguais.

Teorema 2.2. Sejam o € K D F algébrico sobre F. Entao, existe um unico polinomio
irredutivel p(X) em F[X] de menor grau tal que p(a) = 0.

Demonstracao. Sendo « algébrico sobre F, entao pela obeservacao acima, existe um
polinémio moénico g(X) € F[X] tal que g(a) = 0. Agora, seja p(X) € F[X] monico de
menor grau, com p(«) = 0. Assim, é notério que p(X) é irredutivel,pois caso contrario,

existem polindmios monicos h(X), ¢(X) € F[X] tais que
p(X) =h(X)-q(X) com 0 < 9h(X), 0q(X) < Ip(X).

Desse modo, h(a) = 0 ou ¢(«a) = 0, o que contradiz a minimalidade do grau de p(X).
Vamos agora mostrar a unicidade de p(X). Para isso, tomemos ¢g(X) € F[X]| mdnico
irredutivel, com g(a) = 0 e dag(X) = dap(X) = n. Pelo algoritmo da divisdo, existem
tnicos ¢(X), r(X) € F[X] tais que

p(X) =9g(X) q(X)+r(X), com r(X) =0 oudr(X) < dg(X).
Suponhamos que 7(X) # 0. Desde que
r(a) =pla) —g(a)-g(a) =0—-0-g(a) =0,

entdo v é uma raiz de 7(X) e sendo 0r(X) < dp(X), contradizendo a minimalidade do

grau de p(X). Portanto, r(X) = 0, resultando que

Mas se p(X) e g(X) sao irredutiveis, entdao a ultima igualdade indica ¢(X) = a € F*.
E mais, como estes polindmios sao monicos, entao necessariamente a = 1. Portanto,

p(X) = g(X). ]
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Definig¢ao 2.4. O polindémio p(X), nas condigoes do teorema anterior, é chamado polino-
mio minimal de o sobre F, o qual serd indicado por irr(c«, F). O grau de irr(a, F)

¢ o grau de a sobre F, denotado por d(«, F).

Sendo a € K D F, vamos indicar por F[a] o seguinte subconjunto de K :

Fla] = {f(e) : f(X) € FIX]}.

Inicialmente pode-se constar que F[a] é um subdominio de K que contém F.

Vamos descrever a forma dos elementos de F|a] considerando que a é algébrico
sobre F. Seja p(X) = irr(a, F), com dp(X) = n. Dado f(X) € F[X], existem pelo
algoritmo da divisao, ¢(X), r(X) € F[X] tais que

f(X) =p(X) - q(X) +r(X),

em que 7(X) =0 ou 9r(X) < dp(X). Para qualquer um dos casos, podemos considerar
r(X)=ro+rmX+--+r, 1 X" comr; € Fparai=0,1,---,n— 1. Como

fla) =pla) - qla) +r(a)
e p(a) = 0, entdo
F(@) = (@) = ro + ria -+ 1y _ran L
Portanto, F|a] consiste de expressdes polinomiais como acima, isto é,
Fla] ={ro+ra+r, ™" € F}.

E imediato verificar que se a € F, entdo Fla] = F.
Uma sugestao para verificar a igualdade é tomar
TOIO, ™ :17 7"2:0,"',7’”,120

Dai, obtemos

0+ la+---+0a" " =a
Como 0+ la+---+0a"t e Flajea € F = Fla] =F.

Exemplo 2.6. Consideremos F = Q, K =R e a = /2. Neste caso, temos
p(X) =irr(v2, Q) = X2 —2.
Assim,

Qv2] ={a+bv/2:a, beQ}.
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No geral, se p ¢ um ntiimero primo, entdo irr(,/p, Q) = X? —pe

Qlyp] ={a+0byp:a, becQ}.

Lema 2.2.1. Se « € K D F, entdo a aplica¢io ¢, : F[X]| — K dada por

¢ um homomorfismo de anéis.

Demonstragio. Tomemos
f(X)=a+u X+ -4+a, X" e gX)=by+b0 X+ +b, X"
Entao somando f(X) com g(X), obtemos:
fX)+9(X)=co+aX+ - +¢X",

em que ¢; = a; +b;, 1 € N .

Assim,
¢ (f(X) +9(X)) =+ aat - +ca
Ga(f(X) + Pu(9(X)) = (ap + amra+ - - -+ aa™) + (bg + bia + - - - + b, ™).
= ¢a(f(X) + ¢a(9(X)).
J& para a multiplicacio, consideremos

f(X) g(X)=dy+dy X + - +d; X,

J

em que d; = Zaibj,i, jeN.
i=0

logo,

o(f(X)-g(X)) =do+dra+---+d,a*

¢a(f(X)) - @a(9(X)) = (a0 + @ra+ -+ 4+ ana™) - (bo + by + - - + bpa™).

= ¢a(f(X) - ¢a(9(X))
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Assim, concluimos que ¢, é um homomorfismo de anéis.

Teorema 2.3. Sejam a € K D F e ¢, 0 homomorfismo do lema anterior. Entdo:

(1) Im(¢a) = Fla].
(2) a € transcedente sobre F se, e somente se, Ker(¢,) = {0}.

(3) Se a € algébrico sobre F e p(X) =irr(a, F), entio Ker(¢,) =< p(X) > é um ideal

mazimal de F[X].

) s = Flal.

Demonstracao.

(1) Este item segue diretamente das definigdes do homomorfismo ¢, e do conjunto F|[X].
(2) Suponha que « é transcedente sobre F. Se Ker(¢,) # {0}, entdo existe f(X) €
F[X] — {0} tal que ¢, (f(X)) =0, isto é,

fla) = ¢a(f(X)) =0,

ou seja, a é algébrico sobre F, o que é uma contradi¢ao. Portanto, Ker(¢,) = {0}.
Reciprocamente, se Ker(¢,) = {0}, entdao para qualquer f(X) € F[X] — {0} temos que
da(f(X)) #0, ou seja, f(a) # 0. Assim, « é transcedente sobre F.

(3) Consideremos « algébrico sobre F e seja p(X) = irr(a, F). Primeiro mostremos que
Ker(¢a) =< p(X) > . Suponha que f(X) € < p(X) >, entao direto pela definigdo do
ideal < p(z) >, existe g(X) € F[X] tal que f(X) = p(X) - g(X). Desse modo,

ou seja, ¢o (f(X)) =0, de modo que f(X) € Ker(¢,), mostrando com isso que < p(X) >
C Ker(¢a). Por outro lado, seja h(X) € Ker(¢,), entao ¢, (h(X) =0, assim, h(a) =0,
implicando que « é raiz de h(X). Do algoritmo da divisao, tomemos ¢(X), r(X) € F[X]

tais que
h(X)=p(X) q¢X)+7r(X), com r(X)=0oudr(X)<dp(X).
Assim,

r(a) = h(a) = p(a) - q(@) = 0— 0 - g(a) = 0.
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Mas, pela defini¢cao do polindémio p(X), ndo podemos ter dr(X) < dp(X). Dessa forma
r(X) = 0, e por conseguinte, h(X) = p(X) - ¢(X). Com isso, h(X) € < p(X) > e temos
a outra inclusdo, ou seja, Ker(¢,) C < p(X)>. Portanto, Ker(¢,) =< p(X)>. A

maximilidade do ideal < p(X) > decorre diretamente do Teorema 1.9.
(4) Pelo item (1), sabemos que I'm(¢,) = Fla]. Logo, pelo Teorema 1.5, obtemos;

X
Ker(¢y) ~ Fla]

Corolario 2.1. Dado a € K D F, valem as propriedades:
(1) Se «a é algébrico sobre F, entdo F|a] ¢ um subcorpo de K.

(2) Se « é transcedente sobre F, entao F[X]| é um subdominio de K isomorfo ao dominio
de integridade F[X].

Demonstracao.

(1) Se «v é algébrico sobre F, entao pelo item (3) do Teorema 2.3, podemos afirmar que
Ker(¢,) =< p(X) >, com p(X) = irr(a, F), ¢ um ideal maximal de F[X]. Por outro

lado pelo item (4) do mesmo teorema

o) > ~ Fla].

Com efeito, sendo, < p(X) > maximal, segue do Teorema 1.9 que o anel quociente
F1X]

———— é um corpo. Portanto, do isomorfismo acima, F[a] também é um corpo.
<p(X) >

(2) Pelo item (2) do Teorema 2.3, sendo « transcedente sobre F, segue que Ker(¢,) = {0}

e pelo item (4) do mesmo teorema, concluims que

F1X]

W ~ F[X].
Assim,

~ X
~ T

isto é, F[X] ~ F[X]. Disso concluimos que F[a] é um subdominio de K. |

FIX] Flal,
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3 EXTENSOES FINITAS E ALGEBRICAS

Este Capitulo é destinado a apresentar o principal momento de nosso trabalho, o
qual versa sobre Extensoes de Corpos Finitas e Algébricas e traz resultados indispensaveis

e elegantes para estudos aprofundados da Teoria dos Corpos.

Entao vamos aos conceitos e resultados.

Definicao 3.1. Seja F um corpo qualquer e seja ¥V um conjunto nao vazio onde esta
definida uma operacao soma. Suponhamos também que esteja definida, uma operacao de

elementos de F por elementos de V), assim definidas:

+:VxVY — V e-:fo—>V.
(u,v) — u+wv (Av) — A-w

Dizemos que V munido dessas operagoes é um espacgo vetorial sobre o corpo F se as

seguintes propriedades sao verificadas quaisquer que sejam u, v € Ve «a, € F:
i) (V,+) é um grupo abeliano.

ii) 1 -v =w. (1 é a unidade do corpo F)

i) a-(u+v)=a-ut+a-wv.

iv) (a+p)- u=a-u+p- u.

Va-(8-v)=a-(8-v)=(f)-v.

Exemplo 3.1. Sejam F um corpo qualquer, K uma extensdo de F e a € K. E de facil
verificagdo que podemos definir operagoes sobre K[X]|(respectivamente K[a]) de modo
que K[X] (respectivamente K[a]) torna-se um espago vetorial sobre K. Para isso basta

considerar em K[X] ( K[a] segue analogamente) as seguintes operagoes:

4o KX x K[X] —  K[X] oo KxKIX] — KX]
(f(X),9(X)) — [f(X)+9(X) (A f(X)) — A f(X).

Com estas operagoes IC[X] é um espago vetorial sobre K.

Exemplo 3.2. Seja K uma extensao de F, entdao K pode ser visto como espacgo vetorial

sobre o corpo F. De fato, as operagoes

+: KxK — K r FxK — K
e
(u,v) — u+wv Nu) — A

ja existem de modo natural no corpo .

Definicao 3.2. Um subconjunto nao vazio VW do espaco vetorial V sobre K é dito um

subespacgo vetorial de V se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
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a) Se wy, wy € W entdo wy + wy € W.
b) SeAe KLe weW,entao A-w e W.

Observe que, pelas condi¢oes acima, as operagdes do espago vetorial ¥V induzem

operagoes em VYV e o proprio VW é um espaco vetorial com as operagoes induzidas.
Se vq,...,v, € V, dizemos que vy, ...,v, sdo linearmente independentes se a
n
equagao vetorial Z a;v; =0, a; € IC, é satisfeita apenas para os escalares oy = ap = ... =
i=1
a, = 0. Caso contrario, dizemos que vy, ..., v, sao inearmente dependentes. Usamos

simbolicamente L.I para linearmente independentes e L.D para linearmente dependentes.
Por exemplo, e; = (1,0, ...,0), es = (0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,1) sdo L.I em K™.

T
Se uy, usg,...,u, €V, entao é facil verificar que W = {Z au oy € Kji=1,...,1}
i=1
¢ um subespago vetorial de V, o qual chamaremos de subespago gerado por uy, ..., u, €
denotaremos esse espaco por

W = [ug, ..., u,).

Se um conjunto (ordenado) {vy,...,v,} C V for LI e tal que [vy,...,v,] =V,

dizemos que {vy,...,v,} é uma base de V. Por exemplo, {e1, ..., e,} é uma base de K".

Teorema 3.1. a) Todo espaco vetorial ¥V sobre um corpo K possui uma base.
b) Se um espago vetorial V sobre um corpo K possui uma base com n elementos, entdo

toda base de V possui n elementos.

Demonstracao. Ver demonstracao no livro de Flavio Ulhoa

Se 3 é uma base para V, entao o nimero de elementos de 3 é chamado de dimensao

de V e denotamos por dim V. Assim, se 5 = {uq, ..., u,} é base para V, entao dim V = n.

3.1 EXTENSOES FINITAS E ALGEBRICAS

Seja K uma extensao de F e consideremos as seguintes operagoes

+: LxK—=K G Fx K=K
(a, b) —a+b (A, a) = A-a

E simples verificar que KC, com estas operagoes, ¢ um espaco vetorial sobre F, isto nos

permite apresentar o conceito de grau de uma extensao.

Definicao 3.3. Definimos o grau ou indice de uma extensao K O F, indicado por
[IC : F] como sendo a dimensao de I, visto como espago vetorial sobre F. A extensdo K é

dita finita se [ : F] ¢ finito. Caso contrario a extensdo ¢é dita infinita.
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Exemplo 3.3. O corpo C é uma extensao de grau 2 sobre R, isto é, [C : R] = 2, pois
B = {1,:} é base de C sobre R.

Teorema 3.2. Sejam Ky, Ky e K3 corpos, tais que K1 D Ky D K3. Se [K1 : Ko e
[ICo = K3 sao finitos, entdo [y : KC3] € finito. Além disso,

[’Cl . K:3] == [’Cl . ]CQ] . [KQ . ]Cg]

Demonstrag¢ao. Sejam {vy, - -+, v, } uma base de Ky sobre Ky e {uq, -, u,} uma base de

ICo sobre 3. Vamos mostrar que
B={vi-uj:1<i<mel<j<n}

¢ uma base de K sobre 3. Mostremos que B gera Ky como espago vetorial sobre [C3. De

fato, se u € Ky, entdo podemos escrever

u = 2041% o; € Ks. (1)

i=1

Por outro lado, como «; € K e {uy, -+, u,} é uma base de ICy sobre K3, segue que
Q; = Zn:lﬁijuj; Bij € Ks. (IT)
=
Substituindo os valores dos «a;s dados por (II) em (I), obtemos
= i zn: Bijviug, Bi; € Ks. (1)
i=1j=1

Mas a igualdade (III) mostra que B gera o espago K; sobre K3. Agora, vamos mostrar que

B ¢é L.I sobre K3. Para isso, consideremos a equagao

i=1j=1

Esta igualdade pode ser escrita da forma

i=1

em que \; = Z Biju; para cada i = 1,---,m. Desde que {vy, - -, v, } é L.Isobre Ky, entao
j=1
da igualdade (IV) segue que os escalares \; =0, com i = 1,---,m. Por isso,

n
Zﬁijuj:O, Z:L,m
j=1
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Analogamente, como {uq,---,u,} é L.I sobre K3, entdo dessa ultima igualdade obtemos
que

5ij - 07
parai=1,---,me j=1,---,n, donde concluimos que B é L.I. Portanto, segue que B é

uma base de Ky sobre K3 e temos que [K; : K3] = mn. Assim, chegamos que

[’Cl . ICg] = [ICl : ICQ] . [ICQ : IC3]

[ |
Corolario 3.1. Se K; é um corpo para cada : = 1,---,r e K;41 é uma extensao finita de
IC;, entao K, é uma extensao finita de ;. Além disso,
UCT : Kl] = [’Cr : K:rfl] : [ICT,1 : ICT,Q] s [}CQ : ICl]
Demonstragao. Indugao sobre r. [

Definicao 3.4. Uma extensao K é dita extensao algébrica de F se todo elemento
a € K D F é algébrico sobre F.

A seguir vamos mostrar que toda extensao finita é também extensao algébrica.

Antes,vejamos o seguinte resultado.

Lema 3.2.1. Seja V um espago vetorial gerado pelos vetores vy, vg, - -+, v,. Entao, qualquer
subconjunto de V' com mais de n vetores é L.D. Por consequinte, qualquer subconjunto L.I

de V tem o mdximo n vetores.
Teorema 3.3. Se K € uma extensao finita de F, entao IC é uma extensao algébrica de F.

Demonstracao. Mostremos que cada a € KC é algébrico sobre F. Como K é uma extensao
finita de F, digamos, [K : F] = n, segue do Lema 3.2.1 que os elementos 1, a, -+, a" nao

podem ser L.I. Logo, por definicao, existem ag, ay,---,a, € F nao todos nulos tais que
ap+aa+ -+ a,a” = 0.

Isso significa que « é raiz do polindmio nao nulo f(X) =ag+a; X + -+ a, X" € F[X].

Portanto, « é algébrico sobre F. [ |

O Teorema 3.3 acima afirma que toda extensao algébrica é finita. Uma pergunta
natural é a seguinte: toda extensao finita é algébrica, ou seja, vale a reciproca do Teorema

3.3 7 A resposta é nao. E isso sera feito mais adiante através de um contraexemplo.

Antes, porém, temos que apresentar alguns resultados que preparam para apresen-

tagdo deste contarexemplo.
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Teorema 3.4. Seja o € K D F algébrico sobre F e p(X) = irr(a, F), com 0 p(X) = n.
Entdo 8 = {1,a,...,a" '} é uma base para o espago Fla] sobre F. Em particular,

[Fla] : F] =n e Fla] é uma extensao algébrica de F.
Demonstra¢io. Em primeiro lugar, como 0 p(X) = n, entdo temos que
Fla] = {rg+ria+ - +rp_a" ' :r, e F}.

Por isso, se § € Fla], entao
B=rg-1+r-a+-+r, 1 -a"tell-a- - o

Portanto, [B] = F|a]. Por outro lado, cada 5 € F|a| pode ser escrito de forma tinica com

combinacao linear dos elementos de B. Por isso, se
ap+ aja+ -+ a, 10" =0,
para a; € F, entao, como
0=040a+ -+ 0a"",

segue que
ap+ara+ -+ ap 0"t =04+ 0a+ -+ 02"t

Logo, pela unicidade da expressao de cada elemento de Fla], concluimos que a; =
ag = -+ = a,_1 = 0. Portanto, B é L.I, e assim é uma base de F[a]. Por conseguinte,
[Fla] : F] = n. Para finalizar, segue do Teorema 3.3 que F|a] é uma expressao algébrica
de F. [ |

Corolario 3.2. Seja o € K D F. Entao, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) « é algébrico sobre F.
(2) K[a] ¢ uma extensdo finita de F.

(3) Kla] é uma extensao algébrica de F.

Exemplo 3.4. Para a = /5 € Q[v5] D Q, temos irr(a, Q) = X? — 5. Desse modo
{1,/5} é uma base de Q+/5 sobre Q.

3.2 EXEMPLO DE UMA EXTENSAO ALGEBRICA QUE NAO
E FINITA

Encerramos este tltimo capitulo com um exemplo atipico, com o intuito de mostrar

que nem toda extensao algébrica é finita. Iremos considerar o contrario do que foi feito
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anteriormente, com uma cadeia infinita de subcorpos de Q, porém, seguindo o mesmo

principio.

Consideremos K = Q[\/ﬁ, V3, - /D, -+ -] 0 menor subcorpo de R que contém Q e

todas raizes quadraticas ,/p para cada niimero primo positivo p. Mostremos primeiramente

que
Q c Q[v2] CcQ[v2,v3] CcQ[v2,v3,v5] C -

é uma cadeia infinita. Para tanto, considere pq, ps, - - -, p, 0s n nimeros primos positivos e

¢ > 0 um ntimero primo tal que! ¢ # p; para cada i = 1,---,n.

Vamos mostrar por inducao que \/q & F = Q[/p1, /D2, ", +/Pn]- Se n = 0, entdo
F = Q, e como ja sabemos, \/q € Q. Suponhamos que o resultado seja vdlido para n — 1

primeiros primos e fagamos
F= Q[\/ia \/ga ) \/pn—la \/pn]'

Logo, F = Fi[/Pn) em que F; = Q[v/2,/3,- - -, \/Pn_1). Por hipétese, o resultado é valido
para n — 1. Por absurdo, suponhamos que /g € F. Como F é uma extensao de J; de

grau 2 pois, /pn2 — pn = 0, entao podemos escrever ,/p da forma

V4 =a+byp,, coma, be Fi.

Elevando ao quadrado ambos os lados desta igualdade, obtemos

q = a®+ b’p, + 2ab\/py,.

Notemos que se b = 0, entao da ultima igualdade temos que /g € F1, o que ¢ um absurdo.

Da mesma forma, para a = 0 chega-se que

Vi,
VP

o que nao acontece. Por fim, se a # 0 e b # 0, entao

q— CL2 - b2pn

Vo = 2ab

ou seja, /pn € F1, 0 que nao ¢ possivel. Por isso,

VIEF =QV2,V3, , \/Du1, /Pul-

Isso significa que

L Isso é possivel, desde que o conjunto dos niimeros primos é infinito.
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Q c QW3] € QV3, V3] € QV3, V3, VE| C -

é uma cadeia infinita de corpos. Portanto, por construcao, K = Q[v/2,v/3,---, VD, é
uma extensao infinita de Q. Por fim, notemos que se o € K, entdo existe r € N tal que
o € Q[v2,v/3,---,/pr]. Mas pelo Corolario 3.1,

[QIV2,V3,--,ypr]: Q =2,

pois [Q[\/pi] : Q] = 2 para cada i = 1,---,r. Por isso, pelo Teorema 3.3, segue que « é
algébrico sobre Q. Portanto, K = Q[v/2,/3, - -, /P, -] ¢ uma extensao algébrica de Q,
porém é uma extensao infinita. Portanto, apresentamos uma extensao de corpos algébrica

que nao ¢ finita.
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