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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar alguns tópicos sobre extensões de corpos

finitas e algébricas. Para tanto realizamos um trabalho, abordamos alguns dos conceitos

iniciais sobre grupos abelianos e teoria dos anéis e corpos, resultados sobre extensões de

corpos, os quais são fundamentais para o entendimento das extensões finitas e algébricas.

Estas ultimas trazem resultados indispensáveis e elegantes para estudos aprofundados da

teoria dos corpos. Por fim, apresentamos um exemplo atípico de uma extensão algébrica

que não é finita.

Palavras-chave: Extensões de corpos. Extensões de Corpos Algébricas. Extensões de

Corpos Finitas.



ABSTRACT

This paper aims to present some topics on extensions of finite and algebraic bodies. In

order to do this, we will discuss some of the initial concepts about abelian groups and

theory of rings and bodies, results on body extensions, which are fundamental for the

understanding of finite and algebraic extensions. The latter provide indispensable and

elegant results for in-depth studies of the theory of corpos. Finally, we present an atypical

example of an algebraic extension that is not finite.

Key-words:Field extensions. Algebrica Fiel Extensions. Finite Field Extensions.
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INTRODUÇÃO

As Extensões de Corpos Finitas e Algébricas são importantes resultados dos

estudos da Teoria dos Corpos, estudados pela subárea da Matemática chamada Álgebra

Abstrata. Desse modo os resultados apresentados nos dão ferramentas para estudos mais

aprofundados a respeito da Teoria de Galois.

O presente estudo é fruto de um trabalho bibliográfico e foi dividido em três

capítulos, os quais são compostos por definições, exemplos e resultados fundamentais sobre

anéis e corpos e extensões de copros.

O primeiro capítulo expõe conceitos e resultados preliminares sobre Grupos Abelia-

nos e Teoria dos Anéis e Corpos. No segundo capítulo, apresentamos o estudo de Extensões

de Corpos, o qual traz conceitos e resultados de grande importância para o entendimento

do capítulo posterior. No terceiro capítulo apresentamos o estudo das Extensões de Corpos

Finitas e Algébricas, o qual nos apresenta resultados indispensáveis e deverás elegantes

para estudos aprofundados da Teoria dos Corpos. E por fim ainda no terceiro capítulo,

apresentamos um exemplo atípico de uma exensão algébrica que não é finita.
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1 TÓPICOS ELEMENTARES DE ANÉIS, HOMOMORFIS-

MOS E IDEAIS

Esses tópicos iniciais são muito importantes para as construçoes futuras envolvendo

as Extesões de Corpos. Iniciamente para entender a definição de um anel é necessario que

conheçamos um grupo abeliano.

Nesse sentido, consideremos um conjunto não vazio G munido de uma operação * .

Dizemos que (G, ∗) é um grupo quando as propriedades a seguir são satisfeitas:

i) A operação é associativa, isto é,

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c, ∀ a, b c ∈ G.

ii) Existe elemento neutro para *, isto é,

e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a, ∀ a ∈ G.

iii) Todo elemento em G é invertível segundo a operação *, isto é,

∀ a ∈ G, existe a
′ ∈ G tal que a ∗ a

′

= a
′ ∗ a = e

Um grupo (G, ∗) é comutativo ou abeliano quando

a ∗ b = b ∗ a, ∀a, b ∈ G.

ou seja, quando a operação em G for comutativa.

Chamamos normalmente a operação ∗ de produto. E neste caso, o grupo (G, ∗) é chamado

de grupo multiplicativo. Em alguns outros casos, a operação do grupo é indicada por + e

nesse caso os grupos (G, +) são chamados grupos aditivos.

Então de posse da definição de um grupo abeliano, segue a preparação conceitual

para os capítulos seguintes.

1.1 DEFINIÇÕES E EXEMPLOS DE ANÉIS, SUBANÉIS, COR-

POS E SUBCORPOS

Definição 1.1. Um conjunto não vazio A munido de uma operação de adição "+"e

de multiplicação "·", denotado por (A, +, ·), é chamado de anel quando as seguintes

propriedades são satisfeitas:
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i) (A, +) é um grupo abeliano.

ii) A multiplicação é associativa, ou seja, x · (y · x) = (x · y) · z ∀x, y, z ∈ A.

iii) A multiplicação é distributiva sobre a adição, isto é,

x · (y + z) = x · y + x · z e (x + y) · z = x · z + y · z, ∀ x, y, z ∈ A.

Observação 1.1. Por questão de simplicidade, vamos denotar um anel (A, +, ·) simples-

mente por A, ficando subentendido as operações de soma e produto. Também escreveremos

multiplicações do tipo ab ao invés de a · b. Além disso, representamos o elemento neutro da

adição de A por 0A ou simplesmente por 0, se não houver confusão de notação, de modo

que para a ∈ A vale,

a + (−a) = 0A.

E também, dados a, b ∈ A, a soma a+(−b) será indicada por a−b. Com isso, a−b = a+(−b).

Definição 1.2. Um anel (A, +, ·) é dito comutativo quando sua multiplicação for comu-

tativa, ou seja, quando

ab = ba, ∀ a, b ∈ A.

Definição 1.3. Um anel (A, +, ·) é chamado anel com unidade quando sua multipli-

cação possui elememto neutro, isto é, quando existe 1A ∈ A tal que

a · 1A = 1A · a = a, ∀ a ∈ A.

Se não houver confusão de notação, chamaremos 1A simplesmente de 1.

Definição 1.4. Um anel (A, +, ·) é dito anel sem divisores de zero se dados a, b ∈ A,

vale

a · b = 0 ⇒ a = 0 ou b = 0.

Definição 1.5. Se (A, +, ·) é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero,

dizemos que (A, +, ·) é um domínio de integridade.

Definição 1.6. Se (K, +, ·) é um domínio de integridade e para a ∈ K − {0}, existe b ∈ K
tal que

ab = ba = 1,

dizemos que (K, +, ·) é um corpo.

Com efeito, considerando o conjunto K∗ dos elementos não nulos de um corpo K,

temos que K∗ é um grupo multiplicativo sob a multiplicação em K. Isso se verifica, pois

U•(K) = {a ∈ K : existe b ∈ K, com a · b = b · a = 1} = K∗.

Portanto, um anel K, comutativo com unidade, é um corpo quando U•(K) = K∗.



Capítulo 1. Tópicos elementares de Anéis, Homomorfismos e Ideais 13

Exemplo 1.1. Os conjuntos (Z, +, .), (Q, +, .), (R, +, .) e (C, +, .) são anéis onde + e ·
são a adição e multiplicação usuais. Em cada caso, a operação · é comutativa e 1 é o

elemento neutro para esta operação. Destes são corpos (Q, +, .), (R, +, .) e (C, +, .).

Exemplo 1.2. O conjunto Zn = {0, 1, 2, ..., n − 1} é um anel munido da soma e produto

a seguir

+ : Zn × Zn −→ Zn

(m, n) Ô−→ m + n
e

· : Zn × Zn −→ Zn

(m, n) Ô−→ m · n
.

Quando p é um número primo, os aneis Zp são corpos.

Exemplo 1.3. Consideremos o conjunto Z[
√

2] = {a + b
√

2 : a, b ∈ Z}. Vamos definir

as operações + e · em Z[
√

2] da seguinte forma: dados os elementos x = a1 + b1

√
2 e

y = a2 + b2

√
2, em que a1, a2, b1, b2 ∈ Z, então:

x + y = (a1 + a2) + (b1 + b2)
√

2

e

x · y = (a1a2 + 2b1b2) + (a1b2 + a2b1)
√

2.

Com essas operações, segue que A = Z[
√

2] é um anel comutativo com unidade, sendo

0A = 0 + 0
√

2 (o número 0) e 1A = 1 = 0
√

2 (o número 1).

De forma geral se d é um inteiro que não é um quadrado perfeito, então o conjunto

Z[
√

d] = {a + b
√

d : a, b ∈ Z},

com operações análogas às do conjunto Z[
√

2], isto é, dados x = a1 + b1

√
d e y = a2 + b2

√
d

em Z[
√

d] ,

x + y = (a1 + a2) + (b1 + b2)
√

d e x · y = (a1a2 + b1b2d) + (a1b2 + a2b1)
√

d,

é um anel comutativo com unidade.

O conjunto Z[
√

p] = {a + b
√

p : a, b ∈ Z}, com p primo, são anéis com a soma e

produto abaixo

(a + b
√

p) + (c + d
√

p) = (a + c) + (b + d)
√

p

e

(a + b
√

p) · (c + d
√

p) = (ac + pbd) + (bc + ad)
√

p,
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com a, b, c, d ∈ Z.

O conjunto Q[
√

p] = {a + b
√

p : a, b ∈ Q} também é um anel com às operações

análogas as operações em Z[
√

p] e mais os anéis Q[
√

p] são exemplos de corpos.

Definição 1.7. Seja A um anel. Se existe n ∈ N tal que,

n · a = 0A, ∀ a ∈ A,

então o menor número natural satisfazendo esta condição chama-se característica de

A. Caso não exista algum natural satisfazendo essa condição, então dizemos que A é de

característica zero.

Indicaremos a característica m de um anel A por car(A), isto é,

car(A) = m.

Exemplo 1.4. Se A é qualquer um dos anéis Z,Q,R,C, então car(A) = 0. De fato, dado

a = 1, temos:

n · 1 = n Ó= 0,

para qualquer n ∈ N. Isto significa que não existe m ∈ N para o qual;

m · a = 0, ∀ a ∈ A.

Definição 1.8. Seja A um anel e B um subconjunto não vazio de A. Dizemos que B é

um subanel de A, se valem:

i) x, y ∈ B ⇒ x − y ∈ B.

ii) x, y ∈ B ⇒ x · y ∈ B.

Exemplo 1.5. Temos que n ·Z = {nk : k ∈ Z} é subanel de Z. Por sua vez, Z é subanel

de Q, este que é subanel de R, já R é subanel de C. Ademais, Z[
√

p] é subanel de Q[
√

p] e

este é subanel de R.

Definição 1.9. Um subanel B de um corpo K é chamado um subcorpo de K se dado

a ∈ B − {0}, existe b ∈ B tal que ab = 1.

Exemplo 1.6. Observe que Q é subcorpo de R, já R é subcorpo de C. Ademais, Q[
√

p] é

um subcorpo de R.
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1.2 IDEAIS E ANÉIS QUOCIENTES

Definição 1.10. Seja A um anel. Um conjunto não vazio I de A é chamado ideal de A
quando as seguintes condições são satisfeitas:

(a) x − y ∈ I, ∀ x, y ∈ I.

(b) ax ∈ I e xa ∈ I, ∀ a ∈ A e ∀ x ∈ I.

Os subaneis {0A} e A são ideais de A e são chamados de ideais triviais de A. Os

ideais não triviais de A são chamados de ideais próprios de A.

Seja A um anel comutativo. Consideremos os elementos fixos a1, · · · , an ∈ A e I o

seguinte subconjunto de A, construídos a partir desses elementos:

I = {x1 · a1 + · · · + xn · an : xi ∈ A, ∀ i = 1, · · · , n}.

Vamos mostrar que I é um ideal de A. Primeiro, notemos que I é não vazio, pois

0 = 0 · a1 + · · · + 0 · an ∈ I. Agora, sejam x, y ∈ I, digamos

x = x1 · a1 + · · · + xn · an e y = y1 · a1 + · · · + yn · an,

em que xi, yi ∈ I, para i = 1, · · · , n. Desse modo,

x − y = (x1 − y1) · a1 + · · · + (xn − yn) · an ∈ I.

Por fim, se a ∈ A, então ax = (ax1) · a1 + · · · + (axn) · an ∈ I. Portanto, I é um ideal de

A, chamado ideal gerado por a1, · · · , an. Vamos indicar este ideal por: < a1, · · · , an >, ou

seja,

< a1, · · · , an >= {x1 · a1 + · · · + xn · an : xi ∈ A, ∀ i = 1, · · · , n}.

Em particular, se a ∈ A, o ideal

I =< a >= {x · a : x ∈ A}

chama-se ideal principal gerado por a. É comum indicar também o ideal I =< a >

por a · A.

Definição 1.11. Um domínio D é chamado domínio de ideais principais quando

todos os ideais de D são principais.

O anel Z é um domínio de ideais principais.
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Proposição 1.1. Se A é um anel com unidade 1 e J é um ideal de A tal que 1 ∈ J ,

então J = A.

Demonstração. De fato, primeiro note que J ⊂ A, pois J é ideal de A. Por outo lado, seja

x ∈ A. Como J é ideal e 1 ∈ J , então x = x · 1 ∈ J . Logo, A ⊂ J . Portanto J = A. �

Definição 1.12. Sejam A um anel comutativo e M um ideal de A, em que M Ó= A. Diz-se

que M é um ideal maximal quando os únicos ideais de A que contém M são M e A.

Equivalentemente, M é maximal quando para todo ideal J de A tal que M ⊂ J e M Ó= J ,

tem-se que J = A

Exemplo 1.7. O ideal p · Z = {pk : k ∈ Z} em Z com p primo é maximal. De fato, seja

p primo e J = p · Z. Vamos provar que J é um ideal maximal em Z. Considere I um

ideal de Z tal que

J ⊂ I ⊂ Z.

Pelo fato de todo ideal de Z ser principal, temos que existem inteiros n tais que I = n · Z
Assim, p ∈ p · Z ⊂ n · Z, e daí segue p = nk para algum k ∈ Z, e portanto n|p e teremos

n = ±1 ou n = ±p. se n = ±1 vem que J = Z e se n = ±p vem que I = J .

Teorema 1.1. Seja K um anel comutativo com unidade 1 ∈ K. Então as seguintes

condições são equivalentes:

i) K é um corpo;

ii) {0} é um ideal maximal em K;

iii) Os únicos ideais de K são os triviais.

Demonstração. i)⇒ ii). Seja K um corpo e seja J um ideal de K tal que {0} ⊂ J ⊂ K.

Suponhamos J Ó= {0}. Assim existe 0 Ó= a ∈ J . Como K é um corpo existe b ∈ K tal que

b · a = 1 e portanto 1 ∈ J . Da Proposição 1.1 segue que J = K.

ii) ⇒ iii). Segue imediatamente das definições.

iii) ⇒ i). Seja 0 Ó= a ∈ K e I = a · K o ideal principal de K gerado por a. Como 1 ∈ K,

temos a = 1·a ∈ I, nos diz que I Ó= {0} e assim pela nossa hipótese, teremos I = K.

Daí segue, 1K ∈ K = a · K donde existe b ∈ K tal que 1 = b · a. �

Vamos agora definir a seguinte relação em A:

∀ x, y ∈ A, x ≡ y(mod J ) ⇔ x − y ∈ J .

Primeiramente vamos provar que ≡ (mod J ) define uma relação de equivalência em A.

De fato, quaisquer que sejam x, y, z ∈ A, temos

i) x ≡ x(mod J ) pois 0 = x − x ∈ J .

ii) x ≡ y(mod J) ⇒ y ≡ x(mod J ) pois se x − y ∈ J então y − x = −(x − y) ∈ J .

iii) x ≡ y(mod J ) e y ≡ z(mod J ) ⇒ x ≡ z(mod J ) pois, x − y ∈ J e y − z ∈ J ⇒
x − z = (x − y) + (y − z) ∈ J .
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Denotaremos por x a classe de equivalência de x ∈ A segundo a relação

≡ (mod J). Assim,

x = {y ∈ A : y ≡ x(mod J )}.

Agora observe que y ∈ x ⇔ y − x ∈ J , e por isso também denotaremos essa classe

x por x = {x + z : z ∈ J }. Ademais, chamaremos de conjunto quociente de A pelo

ideal J , ao conjunto A/J = {x = x + J : x ∈ A}.

Definiremos as seguintes operações em A/J

+ : A/J × A/J −→ A/J
(a, b) Ô−→ a + b

e
· : A/J × A/J −→ A/J

(a, b) Ô−→ a · b
.

Teorema 1.2. Sejam A um anel e I um ideal de A, e tomemos x1, x2, y1, y2 ∈ A. Se

x1 ≡ x2 (mod I) e y1 ≡ y2 (mod I), então:

1. x1 + x2 = x2 + y2 ou (x1 + y1) + I = (x2 + y2) + I.

2. x1 · y1 = x2 · y2 ou x1 · y1 + I = x2 · y2 + I.

Demonstração. 1. Por hipótese, temos

x1 = x2 + a1 e y1 = y2 + a2

sendo a1, a2 ∈ I. Portanto, somando membro a membro estas duas igualdades, segue

que,

x1 + y1 = x2 + y2 + (a1 + a2).

Como a1 + a2 ∈ I,

(x1 + y1) − (x2 + y2) ∈ I ⇔ (x1 + y1) ≡ (x2 + y2)(mod I) ⇔ x1 + y1 = x2 + y2.

.

2. Usando as igualdades, obtemos

x1 · y1 = (x2 + a1)(y2 + a2) = x2y2 + x2a2 + a1y2 + a1a2.

Como I é um ideal de a1, a2 ∈ I, então x2a2 + a1y2 + a1a2 ∈ I. Por isso,

x1 · y1 ≡ (x2y2)(modI) ⇔ x1 · y1 = x2 · y2.

�
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Teorema 1.3. Sejam A um anel e I um ideal de A. Então

+ : A/I × A/I → A/I · : A/I × A/I → A/I.

e

(x, y) Ô→ x + y = x + y (x, y) Ô→ x · y = x · y

Definem duas operações de adição e multiplicação sobre A/I. Além disso, (A/I, +, ·) é

um anel, chamado anel quociente de A por I.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que os resultados destas operações independem

dos representantes das classes. De fato, se x1, x2, y1, y2 ∈ A e x1 = x2 e y1 = y2, então

x1 ≡ x2(mod I) e y1 ≡ y2(mod I). Pelo teorema anterior segue que

x1 + y1 = x2 + y2 e x1 · y1 = x2 · y2

Agora, vamos verificar apenas a existência do elemento neutro da adição de A/I, bem

como a existência de inverso aditivo de cada x ∈ A/I. Notemos que a classe 0(0 = 0A) é

tal que,

x + 0 = 0 + x = x = 0 + x, ∀ x ∈ A/I

mas,

0 = 0 + I = I.

Por isso, o zero do anel A/I é o próprio ideal I. Agora, a classe −x satisfaz

x + (−x) = x + (−x) = 0 = (−x) + x,

ou seja, −x é o inverso aditivo de x �

Essas duas operações de adição e multiplicação sobre A/I apresentadas neste

teorema fazem de (A/I, +, ·) um anel, chamado anel quociente de A por I.

Teorema 1.4. Sejam A um anel comutativo com unidade e M um ideal de A. Então,

M é maximal se, e somente se, A/M é um corpo.

Demonstração. Primeiro, suponhamos que M é maximal. Devemos mostrar que todo

elemento não nulo a ∈ A/M é invertível (notemos que A/M é comutativo com unidade).

Seja a ∈ A/M, com a Ó= 0, e tomemos o ideal J =< a > . Assim, M + J é um ideal de

A que contém M. Além disso, sendo a Ó= 0, então a Ó∈ M. Observe também que

a = M ⇔ a ∈ M.
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Como a = a · 1 ∈ J ⊂ J + M, segue que J + M Ó= M. Por isso, sendo M maximal e

M ⊂ J + M, concluímos que

J + M = A.

Com isso, existem x ∈ J e y ∈ M tais que

1 = x + y,

pois 1 ∈ A. Mas, x ∈ J implica que x = a · b, para algum b ∈ A. Portanto,

1 = ab + y = ab = 0 = ab,

desde que y ∈ M. A igualdade 1 = ab nos diz que a é invertível e, por isso, A/M é corpo.

Reciprocamente, tomemos um ideal J de A tal que M ⊂ J e M Ó= J . Logo, existe

a ∈ J , com a Ó∈ M, de maneira que a Ó= 0. Como A/M é um corpo, existe b ∈ A/M tal

que a · b = 1. Daí,

a · b = 1 ⇔ ab ≡ 1(mod M) ⇔ ab = 1 + m0,

com m0 ∈ M, isto é,

1 = ab − m0

Como a ∈ J , então ab ∈ J . Também, m0 ∈ M implica que m0 pertence a J , pois

M ⊂ J . Portanto, 1 ∈ J , ou seja, J = A. �

1.3 HOMOMORFISMO DE ANÉIS

Definição 1.13. Sejam A e B anéis. Uma função f : A −→ B chama-se homomorfismo

de A em B, quando as seguintes condições são satisfeitas:

i) f(a + b) = f(a) + f(b), ∀ a, b ∈ A.

ii) f(a · b) = f(a) · f(b), ∀ a, b ∈ A.

Sejam A e B dois anéis. Um homomorfismo f : A −→ B bijetivo chama-se

isomorfismo. Em particular, um isomorfismo f : A −→ A é dito um automorfismo de A.

Quando existe um isomorfismo entre dois anéis A e B, dizemos que estes são isomorfos e

denotamos por A ≃ B.
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Teorema 1.5. Sejam A e B anéis e f : A → B um homomorfismo. Então:

i) Im(f) = {f(a) : a ∈ A} é um subanel de B.

ii) ker(f) = {a ∈ A : f(a) = 0B} é um ideal de A e f é injetiva se, e somente se,

ker(f) = {0A}.

iii) Os anéis A/ker(f) e Im (f) são isomorfos.

Demonstração. Vamos demonstrar o item iii). Para isso seja f : A → B um homomorfismo

de anéis.Tomemos

Ψ : A/Ker(f) → Im(f).

x + Ker(f) Ô→ f(x)

Observemos que Ψ está bem definida. De fato, se x, y ∈ A/Ker(f) são tais que x = y,

então

x ≡ y(mod Ker(f)),

ou seja x = y + a, em que a ∈ Ker(f). Assim, f(a) = 0B, de modo que

Ψ(x) = f(x) = f(y + a)

= f(y) + f(a)

= f(y)

= Ψ(y).

Assim, Ψ está bem definida. Agora,

Ψ(x) = Ψ(y) ⇒ f(x) = f(y) ⇒ f(x − y) = 0B.

Portanto, x − y ∈ Ker(f), isto é, x = y + a, para algum a ∈ Ker(f). Com isso,

x = y + a = y + a = y,

pois a = 0. Assim, Ψ é injetora. A função é claramente sobrejetora. Para finalizar, dados,

x, y ∈ A/Ker(f), temos;

Ψ(x + y) = Ψ(x + y)

= f(x + y)

= f(x) + f(y)
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= Ψ(x) + Ψ(y)

e

Ψ(x · y) = Ψ(x · y)

= f(x · y)

= f(x) · f(y)

= Ψ(x) · Ψ(y).

Portanto, Ψ é um homomorfismo. Concluímos que Ψ é um isomorfismo e A/Ker(f) ≃
Im(f). �

1.4 ANÉIS DE POLINÔMIOS

Definição 1.14. Seja A um anel qualquer. Um polinômio sobre A em uma variável X

é uma soma infinita informal

f(X) =
∞

∑

i=0

aiXi = a0 + a1X + a2X
2 + · · · + anXn + · · · ,

em que ai ∈ A, para todo i ∈ N ∪ {0} e ai Ó= 0 apenas para um número finito de valores

de i, ou seja, existe m ∈ N tal que aj = 0 para qualquer j ≥ m. Os elementos ai ∈ A do

polinômio f(X) são ditos coeficientes de f(X).

O conjunto de todos os polinômios sobre o anel A será denotado por A[X].

Dados dois polinômios

p(X) = a0 + a1X + ... + amXm + ... e q(X) = b0 + b1X + ... + bkXk + ...

em A[X], dizemos que p(X) e q(X) são iguais se, e somente se, ai = bi em A, ∀ i ∈ N.

Se p(X) = 0 + 0X + ... + 0Xm + ..., indicaremos p(X) por 0 e o chamaremos de

polinômio identicamente nulo sobre A. Assim um polinômio

p(X) = a0 + a1X + ... + amXm + ...

sobre A é identicamente nulo se, e somente se, ai = 0 ∈ A, ∀ ∈ N.

Se a ∈ A, indicaremos por a ao polinômio p(X) = a0 + a1X + ... + anXn + ... onde

a0 = a, e ai = 0, ∀ i ≥ 1. Chamaremos ao polinômio p(X) = a, a ∈ A, de polinômio

constante a.

Se p(X) = a0 + a1X + ... + anXn + ... é tal que an Ó= 0 e aj = 0, ∀j > n, dizemos

que n é o grau do polinômio p(X) e indicaremos por ∂p(X) = n. O coeficiente an é
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chamado de coeficiente líder de p(X). Além disso, se A tem unidade 1 e an = 1, então

p(X) é dito polinômio mônico.

Por exemplo, se p(X) = 2 + x − x3 + x4 ∈ Z[X], então ∂p(X) = 4, temos também

que p(X) é mônico, pois a4 = 1.

Consideremos agora f(X) e g(X), digamos

f(X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · · + anXn + · · ·

e

g(X) = b0 + b1X + b2X
2 + · · · + bmXm + · · ·

dois polinômios em A[X]. Define-se soma de f(X) e g(X) indicada por f(X) + g(X) da

seguinte forma:

f(X) + g(X) =
∞

∑

i=0

ciX
i

em que ci = ai + bi, para todos os valores de i.

A multiplicação de f(X) e g(X), denotada por f(X) · g(X), é definida por

f(X) · g(X) =
∞

∑

i=0

diXi,

sendo

di =
∞

∑

j=0

aj · bi−j =
∑

j+l=i j,l≥0

aj · bl,

Com as operações de soma e multiplicação denifidas, (A[X], +, ·) é um anel, o

anel de polinômios sobre A. De fato, é imediato verificar que (A[X], +, ·) é um grupo

abeliano, no qual o elemento neutro da soma é o polinômio nulo 0 =
∑

i≥0

0X i, enquanto o

inverso aditivo de f(X) =
n

∑

i=o

aiXi ∈ A[X] é o polinômio −f(X) =
n

∑

i=0

(−ai)X
i ∈ A[X]. A

propriedade que demostraremos agora é associatividade da multiplicação, o que se exige um

pouco de habilidade com as propriedades se somatório. Sejam f(X), g(X), h(X) ∈ A[X],

digamos:

f(X) =
∞

∑

i=0

aiX
i, g(X) =

∞
∑

i=0

bjX
j e h(X) =

∞
∑

i=0

ckXk.

Então,
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[f(X) · g(X)] · h(X) =

[(

∞
∑

i=0

aiX
i

)

·
(

∞
∑

i=0

bjX
j

)]

·
(

∞
∑

i=0

ckXk

)

=

[(

n
∑

i=0

aibn−i

)

Xn

]

·
(

∞
∑

i=0

ckXk

)

=
∞

∑

s=0

[

s
∑

n

(

n
∑

i=0

aibn−i

)

cs−n

]

Xs

=
∞

∑

s=0





∑

i+j+k=s

aibjck



 Xs

=
∞

∑

s=0

[

s
∑

m=0

as−m

(

m
∑

i=0

bjcm−j

)]

Xs

=

(

∞
∑

i=0

aiX
i

)

·




∞
∑

m=0





m
∑

j=0

bjcm−j







 Xm

=

(

∞
∑

i=0

aiX
i

)

·








∞
∑

j=0

bjX
j



 ·
(

∞
∑

k=0

ckXk

)





= f(X) · [g(X) · h(X)].

Assim, a multiplicação é associativa. E portanto, temos o anel (A[X], +, ·) dos polinômios

com coeficientes em A[X] e na variável X.

Definição 1.15. Seja A um anel comutativo com unidade e sejam f(X), g(X) ∈ A[X].

Dizemos que g(X) divide f(X) ou que f(X) é divisível por g(X), denotado por

g(X) | f(X), quando existe q(X) ∈ A[X] tal que

f(X) = g(X) · q(X).

Caso contrário, dizemos que g(X) não divide f(X) em A[X] e denotamos por g(X) Ó |f(X).

Por exemplo, em Z[X], temos que o polinômio g(X) = 1 + 3X + X3 divide

f(X) = 3 + 10X + 3X2 + 33 + X4, pois

f(X) = (3 + x) · (1 + 3X + X3).

Proposição 1.2. Para quaisquer f(X), g(X) e h(X) em A[X], valem as propriedades:

(1) f(X)|f(X);

(2) Se g(X)|h(X) e h(X)|f(X), então g(X)|f(X);

(3) Se g(X)|f(X), então g(X)|f(X) · h(X);

(4) Se g(X)|f(X) e g(X)|h(X), então g(X)|(f(X)·h1(X)+h(X)·h2(X)), ∀ h1(X), h2(X) ∈
A[X].
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Demonstração. Vamos demonstrar apenas a propriedade (4). Por hipótese, temos que:

f(X) = g(X) · q1(X) e h(X) = g(X) · q2(X),

em que q1(X), q2(X) ∈ A[X]. Logo, se h1(X), h2(X) ∈ A[X], então

f(X) · h1(X) = g(X) · (h1(X) · q1(X)) e

h(X) · h2(X) = g(X) · (h2(X) · q2(X)).

Somando membro a membro estas duas últimas igualdades obtemos

f(X) · h1(X) + h(X) · h2(X) = g(X) · (h1(X) · q1(X) + h2(X) · q2(X)).

Como

h1(X) · q1(X) + h(X) · h2(X) · q2(X) ∈ A[X], segue que

g(X)|f(X) · h1(X) + h(X) · h2(X).

�

Teorema 1.6. (Algoritmo da Divisão) Sejam f(X), g(X) ∈ A[X] e g(X) Ó= 0. Então

existem únicos q(X), r(X) ∈ A[X] tais que:

f(X) = q(X) · g(X) + r(X),

onde r(X) = 0 ou ∂r(X) < ∂g(X).

Demonstração. Sejam f(X) = a0 + a1X + ... + anXn e g(X) = b0 + b1X + ... + bmXm,

com ∂g(X) = m.

(Existência):

Se f(X) = 0, basta tomar q(X) = r(X) = 0. Suponhamos f(X) Ó= 0. Assim ∂f(X) = n.

Se n < m basta tomar q(X) = 0 e r(X) = f(X). Assim podemos assumir n ≥ m. Agora

seja f1(X) o polinômio definido por

f(X) = anb−1
m Xn−m · g(X) + f1(X).

Observe que ∂f1(X) < ∂f(X). Vamos demonstrar o Teorema por indução sobre ∂f(X) = n.

Se n = 0, n ≥ m ⇒ m = 0 e portanto f(X) = a0 Ó= 0, g(X) = b0 Ó= 0 e teremos

f(X) = a0b
−1
0 g(X)
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e basta tomar q(X) = a0b
−1
0 e r(X) = 0. Pela igualdade f1(X) = f(X)−anb−1

m Xn−mg(X) e

∂f1(X) < ∂f(X) = n. Temos pela hipótese de indução que: existem q1(X), r1(X) tais que:

f1(X) = q1(X) · g(X) + r1(X)

onde r1(X) = 0 ou ∂r1(X) < ∂g(X). Daí segue imediatamente que:

f(X) = (q1(X) + anb−1
m Xn−m)g(X) + r1(X)

e portanto tomando q(X) = q1(X) + anb−1
m Xn−m e r1(X) = r(X) provamos a existên-

cia dos polinômios q(X) e r(X) tais que f(X) = q(X) · g(X) + r(X), e r(X) = 0 ou

∂r(X) < ∂g(X).

(Unicidade):

Sejam q1(X), q2(X), r1(X) e r2(X) tais que:

f(X) = q1(X) · g(X) + r1(X) = q2(X) · g(X) + r2(X)

onde r1(X) = 0 ou ∂ri(X) < ∂g(X), i = 1, 2.

Daí,

(q1(X) − q2(X)) · g(X) = r2(X) − r1(X).

Mas se q1(X) Ó= q2(X) o grau do polinômio do lado esquerdo da igualdade acima é maior

ou igual ao ∂g(X) enquanto que o ∂(r2(X) − r1(X)) < ∂g(X) o que é uma contradição.

Logo q1(X) = q2(X) e segue que

r1(X) = f(X) − q1(X)g(X) = f(X) − q2(X)g(X) = r2(X).

�

Teorema 1.7. Se K é um corpo, então K[X] é um domínio de ideais principais.

Demonstração. Seja J um ideal de K[X]. Se J = {0}, então J é gerado por 0. Suponhamos

que J Ó= {0} e escolhemos 0 Ó= p(X) ∈ J tal que ∂p(X) seja o menor possível. Se

p(X) = a Ó= 0 então 1 = a−1 · a ∈ J e assim segue imediatamente que J = K[X] é

gerado por 1 ∈ K[X]. Suponhamos então ∂p(X) > 0. Como p(X) ∈ J claramente temos

p(X) · K[X] ⊂ J . Agora vamos provar que J ⊂ p(X) · K[X]. De fato, seja f(X) ∈ J . Pelo

algoritmo da divisão existem q(X), r(X) ∈ K[X] tais que f(X) = q(X) · p(X) + r(X) em

que, ou r(X) = 0 ou ∂r(X) < ∂p(X). Agora, como f(X), p(X) ∈ J segue imediatamente

que r(X) = f(X) − q(X) · p(X) ∈ J e pela minimalidade de nossa escolha do polinômio

p(X) ∈ J segue que r(X) = 0. Portanto temos f(X) = q(X) · p(X) ∈ p(X) · K[X]. �

Definição 1.16. Sejam K um corpo e f(X), g(X) ∈ K[X], com f(X) Ó= 0 ou g(X) Ó= 0.

Dizemos que um polinômio d(X) ∈ K[X] é um máximo divisor comum de f(X) e g(X)

quando as condições seguintes são satisfeitas:
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(a) d(X) | f(X) e d(X) | g(X).

(b) Se h(X) ∈ K[X] é tal que h(X)|f(X) e h(X) | h(X), então h(X) | d(X).

Teorema 1.8. (Existência de MDC) Sejam K um corpo e f(X), g(X) ∈ K[X], com

f(X) Ó= 0 ou g(X) Ó= 0. Então, existe máximo divisor comum d(X) de f(X) e g(X). Além

disso, existem h1(X), h2(X) ∈ K[X], tais que:

d(X) = f(X) · h1(X) + g(X) · h2(X).

Demonstração. Tomemos o ideal I em K[X] gerado por f(X) e g(X), isto é,

I =< f(X), g(X) >= {f(X) · h1(X) + g(X) · h2(X) : h1(X), h2(X) ∈ K[X]}.

Sendo K[X] um domínio de ideais principais, existe d(X) ∈ K de modo que I =< d(X) > .

Além disso, como f(X) ∈ I =< d(X) >, pois K[X] tem unidade, então f(X) = d(X)·q(X)

para algum q(X) ∈ K[X]. Logo, d(X) divide f(X). Da mesma forma, d(X) divide g(X).

Para outra parte, notemos primeiramente que d(X) ∈ < d(X) >=< f(X), g(X) > .

Assim, existem h1(X), h2(X) ∈ K[X] de maneira que

d(X) = f(X) · h1(X) + g(X) · h2(X).

Supondo agora h(X) ∈ K[X] divisor de f(X) e g(X), então a igualdade acima nos mostra

que h(X) dividirá d(X). Logo d(X) é um MDC de f(X) e g(X). �

Definição 1.17. Sejam K um corpo e p(X) ∈ K[X]. Dizemos que p(X) é um polinômio

irredutível em K[X] ou irredutível em K quando as seguintes condições são satisfeitas:

(a) ∂p(X) ≥ 1 (p(X) não é um polinômio constante).

(b) Se f(X), g(X) ∈ K[X] são tais que

p(X) = f(X) · g(X),

então ∂f(X) = 0 ou ∂g(X) = 0, isto é, f(X) ou g(X) é um polinômio constante. Um

polinômio f(X) ∈ K[X], com ∂p(X) ≥ 1, que não é irredutível em K[X], é chamado

redutível em K[X] ou redutível sobre K.

Um polinômio p(X) ∈ F [X] pode ser irredutível sobre um corpo F , mas redutível

sobre uma extensão K de F , isto é, sobre um corpo K, com F ⊂ K.

Exemplo 1.8. O polinômio p(X) = −3X + X2 ∈ Q[X] é irredutível sobre Q. De fato,

primeiro, temos que ∂p(X) ≥ 1. Agora, supondo que
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−3 + x2 = (a0 + a1X) · (b0 + b1X),

com a0, a1, b0, b1 ∈ Q, a1 Ó= 0 e b1 Ó= 0. Assim, α =
−a0

a1

é raiz de h1(X) = a0 + a1X.

Por isso, p(α) = 0, isto é,

a0

a1

= ±
√

3

o que é uma contradição, pois
√

3 é irracional. Entretanto, p(X) = −3 + X2 é redutível

sobre R, desde que

p(X) = (X −
√

3) · (X +
√

3).

Mais geralmente, se p > 0 é um número primo, então p(X) = −p + X2 é irredutível sobre

Q, mas sempre redutível sobre R.

Exemplo 1.9. Todo polinômio p(X) ∈ K[X], com ∂p(X) = 1, é irredutível sobre K. De

fato, tomemos p(X) = a0 + a1X ∈ K[X], em que a1 Ó= 0, e f(X), g(X) ∈ K[X] tais que

p(X) = f(X) · g(X). Logo,

1 = ∂f(X) + ∂g(X),

de modo que ∂f(X) = 0 ou ∂g(X) = 0. Por isso, p(X) é irredutível.

Vamos agora considerar o conceito de polinômio irredutível em K[X], para um

corpo K, e estudar sua relação com ideais maximais.

Teorema 1.9. Sejam K um corpo e p(X) ∈ K[X]. Então, as seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) p(X) é irredutível.

(2) < p(X) > é um ideal maximal em K[X].

(3)
K[X ]

< p(X) >
é um corpo.

Demonstração. Primeiro é fácil notar que as implicações (2) ⇔ (3) seguem diretamente do

Teorema 1.4. Por isso, vamos provar as equivalências (1) ⇔ (2).

(1) ⇒ (2) Suponhamos que p(X) é irredutível sobre K. Por definição,

< p(X) >= {f(X) · p(X) : f(X) ∈ K[X]}.

Primeiro, observemos que ∂p(X) ≥ 1. Então < p(X) >Ó= K[X]. Agora, seja I um ideal de

K[X] tal que < p(X) > ⊂ I. Provemos que I =< p(X) > ou I = K[X]. Como K[X] é um
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domínio de ideias principais, então existe h(X) ∈ K[X] de maneira que I =< h(X) > .

Assim, desde que p(X) ∈ < p(X) > ⊂ I (note que p(X) = 1 · p(X)), existe g(X) ∈ K[X]

tal que

p(X) = g(X) · h(X).

Como p(X) é irredutível, então ∂g(X) = 0 ou ∂h(X) = 0, isto é, g(X) = a ∈ K∗ ou

h(X) = b ∈ K∗, se g(X) = a ∈ K∗. Então, segue que

h(X) = a−1 · p(X),

de modo que todo múltiplo de h(X) é também múltiplo de p(X). Formalmente,

I =< h(X) > ⊂ < p(X) >,

o que mostra que I =< p(X) > .

Se h(X) = b ∈ K∗, então h(X) ∈ U•(K[X]), de maneira que < h(X) > = K[X].

Portanto, < p(X) > é maximal.

(2) ⇒ (1) Consideremos < p(X) > um ideal maximal em K[X]. Logo, < p(X) >Ó= K[X] e,

por conseguinete, ∂p(X) ≥ 1. Tomemos g(X), h(X) ∈ K[X] tais que

p(X) = g(X) · h(X).

Vamos mostrar que g(X) = a ∈ K∗ ou h(X) = b ∈ K∗. Obtemos de forma imediata que

< p(X) > ⊂ < h(X) > .

Mas, como p(X) é maximal, segue que < p(X) > = < h(X) > ou < h(X) >= K[X]. Se

< p(X) > = < h(X) >, então h(X) ∈< p(X) >, ou seja, existe f(X) ∈ K[X], com

h(X) = f(X) · p(X).

Logo,

p(X) = g(X) · f(X) · p(X).

Como p(X) Ó= 0 e K[X] é um domínio, segue que:

1 = g(X) · f(X),

ou seja, g(X) ∈ U•(K[X]), de modo que g(X) = a ∈ K∗ é um polinômio constante.

Se < h(X) > = K[X], segue imediato que h(X) = b ∈ K∗, pois existe q(X) ∈ K[X]

tal que
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1 = h(X) · q(X).

Portanto, p(X) é irredutível. �

Teorema 1.10. (Fatoração Única) Se K é um corpo, então todo polinômio não constante

em K[X] se escreve de maneira única, a menos da ordem dos fatores e de um invertível

em K, como produto de polinômios irredutíveis em K[X].

Demonstração. Seja f(X) ∈ K[X] um polinômio não constante.

(Existência da fatoração): Se f(X) é irredutível, o resultado segue imediato. Consideremos,

pois, f(X) redutível e provemos o resultado por indução sobre ∂f(X) = n.

Se n = 1, então f(X) é claramente irredutível, conforme o exemplo apresentado.

Suponhamos por hipótese de indução, que o resultado seja válido para todo polinômio de

grau até n − 1. Sendo f(X) redutível, existem g(X), h(X) ∈ K[X] tais que

f(X) = g(X) · h(X),

em que 0 < ∂g(X), ∂h(X) < n. Logo, por hipótese de indução, existem polinômios

irredutíveis

p1(X), p2(X), · · · , pt(X), pt+1(X), · · · , pr(X) ∈ K[X]

para os quais

g(X) = p1(X) · · · pt(X) e h(X) = pt+1(X) · · · pr(X).

Desse modo, obtemos

f(X) = p1(X) · · · pr(X).

Isso mostra a existência da fatoração.

(Unicidade da fatoração): Suponhamos que

f(X) = p1(X) · · · pr(X) = q1(X) · · · qs(X),

sendo pi(X) e qj(X) polinômios irredutíveis em K[X]. Para cada i = 1, · · · , r e cada

j = 1, · · · , s, temos

p1(X) | q1(X) · · · qs(X),

e como p1(X) é irredutível, segue que p1(X) | qj(X) para algum j. Sem perda de generali-

dade, podemos supor que p1(X) | q1(X). Como q1(X) é também irredutível, então



Capítulo 1. Tópicos elementares de Anéis, Homomorfismos e Ideais 30

q1(X) = µ1 · p1(X),

em que µ1 ∈ K∗. E assim fazendo as devidas substituições, obtemos

p1(X) · p2(X) · · · pr(X) = µ1 · p1(X) · q2(X) · · · qs(X),

de modo que

p2(X) · · · pr(X) = µ1 · q2(X) · · · qs(X),

pois K[X] é um domínio. Da mesma forma, podemos supor que q2(X) = µ2 · p2(X) com

µ2 ∈ K∗, o que implica em

p3(X) · · · pr(X) = µ1 · µ2 · q3(X) · · · qs(X).

Continuando este processo e supondo que s ≥ r, então

1 = µ1 · µ2 · · · µr · qr+1(X) · · · qs(X).

Mas isso só é possível quando r = s, de maneira que

1 = µ1 · µ2 · · · µr.

Assim, os irredutíveis pi(X) e gj(X) são os mesmos, diferentes possilvelmente pela ordem

surgem nas fatorações e por um invertível em K. �

Definição 1.18. Um corpo K é dito algebricamente fechado se todo polinômio

f(X) ∈ K[X], com ∂f(X) ≥ 1, tem uma raiz em K.

Exemplo 1.10. O corpo dos números reais R não é algebricamente fechado, pois o

polinômio f(X) = 1 + X2 ∈ R[X] não possui raiz em R.
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2 EXTENSÕES DE CORPOS

Neste capítulo apresentamos alguns resultados sobre Extensões de Corpos os quais

são fundamentais para o entendimento do capítulo posteior.

Definição 2.1. Um corpo K é dito uma extensão de F quando F é um subcorpo de K.

Vamos usar os símbolos K ⊃ F ou F ⊂ K para indicar que K é uma

extensão de F .

Por exemplo, R é uma extensão de Q e C é uma extensão de R.

Teorema 2.1. (Kronecker) Sejam F um corpo e f(X) um polinômio em F [X], com

∂f(X) ≥ 1. Então, existem uma extensão K de F e um elemento α ∈ K tais que f(α) = 0.

Demonstração. De acordo com o Teorema 1.10, existe um polinômio irredutível p(X) em

F [X] tal que p(X) divide f(X). Pelo Teorema 1.9, o anel quociente F [X]
<p(X)>

é um corpo.

Consideramos agora a função

ϕ : F → F [X]

< p(X) >
a Ô→ a+ < p(X) > .

É imediato verificar que ϕ é um homomorfismo de corpos. Agora, se a, b ∈ F são tais que

ϕ(a) = ϕ(b), então

a+ < p(X) >= b+ < p(X) >,

isto é, a − b ∈< p(X) > . Assim, a − b ∈ F , então devemos necessariamente ter a − b = 0

ou seja, a = b, de modo que ϕ é injetora. Dessa forma,

F ≃ ϕ(F),

ou seja, o corpo F é isomorfo ao subcorpo ϕ(F) de F [X]
<p(X)>

. Logo, por meio do homomorfismo

ϕ, identificamos F como o subcorpo

Im(ϕ) = K1 = {a+ < p(X) >: a ∈ F}

de F [X]
<p(X)>

. Desse modo, podemos considerar F [X]
<p(X)>

como uma extensão de F .

Falta mostrar agora que esiste α ∈ K tal que p(α) = 0. Sabemos que em K a classe

p(X) é tal que p(X) = 0. Logo, sendo p(X) = a0 + a1X + · · · + anXn, temos
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p(X) = a0 + a1X + · · · + anXn = 0

isto é,

a0 + a1X + · · · + anXn = 0,

em que X = X+ < p(X) > ∈ K. Isso mostra que α = X+ < p(X) > pertencente a K é

uma raíz de p(X) ∈ F [X]. �

Definição 2.2. Um elemento α ∈ K ⊃ F é dito algébrico sobre F quando existe

f(X) ∈ F [X] − {0} tal que f(α) = 0. Ao contrário disso, α é dito transcedente sobre

F .

Definição 2.3. Um elemento α ∈ C algébrico sobre Q é dito número algébrico. Caso

contrário, α é dito número transcedente.

Exemplo 2.1. Como todo corpo é um extensão si próprio, então todo elemento α ∈ F é

algébrico sobre F , desde que α é raiz de f(X) = X − α ∈ F [X].

Exemplo 2.2. Desde que R é uma extensão de Q, então para um número primo p > 0,

temos que α =
√

p ∈ R é algébrico sobre Q, pois α é raiz do polinômio f(X) = x2 − p ∈
Q[X]. Também, C é uma extensão de Q e β = i é algébrico sobre Q, pois β é raiz de

g(X) = X2 + 1 ∈ Q[X].

Exemplo 2.3. O elemento α =
√

1 +
√

5 ∈ R é tal que α2 − 1 =
√

5, ou seja,

α4 − 2α − 4 = 0

Por isso, α é raiz do polinômio f(X) = −4 − 2X + X4 ∈ Q[X]. Logo, α é algébrico sobre

Q.

Exemplo 2.4. O número π é um elemento transcedente. O número de Euller e ≈
2, 718281..., também é um elemento transcedente.

Exemplo 2.5. Números de Liouville.

Um número real x, é dito número de Liouville se, para todo inteiro positivo n existirem

inteiros p e q tais que:

0 <

∣

∣

∣

∣

∣

x − p

q

∣

∣

∣

∣

∣

<
1

qn
, q > 1.

Todos os número de Liouville são elementos transcedentes.
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Observação 2.1. Sendo α ∈ K ⊃ F algébrico sobre F , então existe f(X) ∈ F [X] − {0}
tal que f(α) = 0. Com efeito, considere pois

f(X) = a0 + a1X + ... + an−1X
n−1 + anXn,

com an Ó= 0. Assim, a0 + a1α + ... + an−1α
n−1 + anαn = 0. Como F é um corpo, então

dividindo a ultima igualdade por an obtemos:

a0

an

+
a1

an

α + ... +
an−1

an

αn−1 + αn = 0.

Assim, podemos dizer que α também é raiz do polinômio mônico

g(X) =
a0

an

+
a1

an

X + ... +
an−1

an

Xn−1 + Xn.

Ademais, observe que o grau de F (X) e de g(X) são iguais.

Teorema 2.2. Sejam α ∈ K ⊃ F algébrico sobre F . Então, existe um único polinômio

irredutível p(X) em F [X] de menor grau tal que p(α) = 0.

Demonstração. Sendo α algébrico sobre F , então pela obeservação acima, existe um

polinômio mônico g(X) ∈ F [X] tal que g(α) = 0. Agora, seja p(X) ∈ F [X] mônico de

menor grau, com p(α) = 0. Assim, é notório que p(X) é irredutível,pois caso contrário,

existem polinômios mônicos h(X), q(X) ∈ F [X] tais que

p(X) = h(X) · q(X) com 0 < ∂h(X), ∂q(X) < ∂p(X).

Desse modo, h(α) = 0 ou q(α) = 0, o que contradiz a minimalidade do grau de p(X).

Vamos agora mostrar a unicidade de p(X). Para isso, tomemos g(X) ∈ F [X] mônico

irredutível, com g(α) = 0 e ∂αg(X) = ∂αp(X) = n. Pelo algorítmo da divisão, existem

únicos q(X), r(X) ∈ F [X] tais que

p(X) = g(X) · q(X) + r(X), com r(X) = 0 ou ∂r(X) < ∂g(X).

Suponhamos que r(X) Ó= 0. Desde que

r(α) = p(α) − g(α) · q(α) = 0 − 0 · q(α) = 0,

então α é uma raiz de r(X) e sendo ∂r(X) < ∂p(X), contradizendo a minimalidade do

grau de p(X). Portanto, r(X) = 0, resultando que

p(X) = g(X) · q(X).

Mas se p(X) e g(X) são irredutíveis, então a última igualdade indica q(X) = a ∈ F∗.

E mais, como estes polinômios são mônicos, então necessariamente a = 1. Portanto,

p(X) = g(X). �
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Definição 2.4. O polinômio p(X), nas condições do teorema anterior, é chamado polinô-

mio minimal de α sobre F , o qual será indicado por irr(α, F). O grau de irr(α, F)

é o grau de α sobre F , denotado por ∂(α, F).

Sendo α ∈ K ⊃ F , vamos indicar por F [α] o seguinte subconjunto de K :

F [α] = {f(α) : f(X) ∈ F [X]}.

Inicialmente pode-se constar que F [α] é um subdomínio de K que contém F .

Vamos descrever a forma dos elementos de F [α] considerando que α é algébrico

sobre F . Seja p(X) = irr(α, F), com ∂p(X) = n. Dado f(X) ∈ F [X], existem pelo

algoritmo da divisão, q(X), r(X) ∈ F [X] tais que

f(X) = p(X) · q(X) + r(X),

em que r(X) = 0 ou ∂r(X) < ∂p(X). Para qualquer um dos casos, podemos considerar

r(X) = r0 + r1X + · · · + rn−1X
n−1, com ri ∈ F para i = 0, 1, · · · , n − 1. Como

f(α) = p(α) · q(α) + r(α)

e p(α) = 0, então

f(α) = r(α) = r0 + r1α + · · · + rn−1α
n−1.

Portanto, F [α] consiste de expressões polinomiais como acima, isto é,

F [α] = {r0 + r1α + rn−1α
n−1 : ri ∈ F}.

É imediato verificar que se α ∈ F , então F [α] = F .

Uma sugestão para verificar a igualdade é tomar

ro = 0, r1 = 1, r2 = 0, · · · , rn−1 = 0

Daí, obtemos

0 + 1α + · · · + 0αn−1 = α

Como 0 + 1α + · · · + 0αn−1 ∈ F [α] e α ∈ F ⇒ F [α] = F .

Exemplo 2.6. Consideremos F = Q, K = R e α =
√

2. Neste caso, temos

p(X) = irr(
√

2, Q) = X2 − 2.

Assim,

Q[
√

2] = {a + b
√

2 : a, b ∈ Q}.
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No geral, se p é um número primo, então irr(
√

p, Q) = X2 − p e

Q[
√

p] = {a + b
√

p : a, b ∈ Q}.

Lema 2.2.1. Se α ∈ K ⊃ F , então a aplicação φα : F [X] → K dada por

φα(f(X)) = f(α)

é um homomorfismo de anéis.

Demonstração. Tomemos

f(X) = a0 + a1X + · · · + anXn e g(X) = b0 + b1X + · · · + bmXm.

Então somando f(X) com g(X), obtemos:

f(X) + g(X) = c0 + c1X + · · · + crX
r,

em que ci = ai + bi, i ∈ N .

Assim,

φα(f(X) + g(X)) = c0 + c1α + · · · + crα
r

φα(f(X) + φα(g(X)) = (a0 + a1α + · · · + aαn) + (b0 + b1α + · · · + bmαm).

= φα(f(X) + φα(g(X)).

Já para a multiplicação, consideremos

f(X) · g(X) = d0 + d1X + · · · + dsX
s,

em que dj =
j

∑

i=0

aibj−i, j ∈ N.

logo,

φ(f(X) · g(X)) = d0 + d1α + · · · + dsα
s

e

φα(f(X)) · φα(g(X)) = (a0 + a1α + · · · + anαn) · (b0 + b1α + · · · + bmαm).

= φα(f(X) · φα(g(X))



Capítulo 2. Extensões de Corpos 36

Assim, concluímos que φα é um homomorfismo de anéis.

�

Teorema 2.3. Sejam α ∈ K ⊃ F e φα o homomorfismo do lema anterior. Então:

(1) Im(φα) = F [α].

(2) α é transcedente sobre F se, e somente se, Ker(φα) = {0}.

(3) Se α é algébrico sobre F e p(X) = irr(α, F), então Ker(φα) =< p(X) > é um ideal

maximal de F [X].

(4)
F [x]

Ker(φα)
≃ F [α].

Demonstração.

(1) Este item segue diretamente das definições do homomorfismo φα e do conjunto F [X].

(2) Suponha que α é transcedente sobre F . Se Ker(φα) Ó= {0}, então existe f(X) ∈
F [X] − {0} tal que φα(f(X)) = 0, isto é,

f(α) = φα(f(X)) = 0,

ou seja, α é algébrico sobre F , o que é uma contradição. Portanto, Ker(φα) = {0}.

Reciprocamente, se Ker(φα) = {0}, então para qualquer f(X) ∈ F [X] − {0} temos que

φα(f(X)) Ó= 0, ou seja, f(α) Ó= 0 . Assim, α é transcedente sobre F .

(3) Consideremos α algébrico sobre F e seja p(X) = irr(α, F). Primeiro mostremos que

Ker(φα) =< p(X) > . Suponha que f(X) ∈ < p(X) >, então direto pela definição do

ideal < p(x) >, existe g(X) ∈ F [X] tal que f(X) = p(X) · g(X). Desse modo,

f(α) = p(α) · g(α) = 0 · g(α) = 0,

ou seja, φα (f(X)) = 0, de modo que f(X) ∈ Ker(φα), mostrando com isso que < p(X) >

⊂ Ker(φα). Por outro lado, seja h(X) ∈ Ker(φα), então φα(h(X) = 0, assim, h(α) = 0,

implicando que α é raiz de h(X). Do algoritmo da divisão, tomemos q(X), r(X) ∈ F [X]

tais que

h(X) = p(X) · q(X) + r(X), com r(X) = 0 ou ∂r(X) < ∂p(X).

Assim,

r(α) = h(α) − p(α) · q(α) = 0 − 0 · q(α) = 0.
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Mas, pela definição do polinômio p(X), não podemos ter ∂r(X) < ∂p(X). Dessa forma

r(X) = 0, e por conseguinte, h(X) = p(X) · q(X). Com isso, h(X) ∈ < p(X) > e temos

a outra inclusão, ou seja, Ker(φα) ⊂ < p(X) >. Portanto, Ker(φα) =< p(X) > . A

maximilidade do ideal < p(X) > decorre diretamente do Teorema 1.9.

(4) Pelo item (1), sabemos que Im(φα) = F [α]. Logo, pelo Teorema 1.5, obtemos;

F [X]

Ker(φα)
≃ F [α].

�

Corolário 2.1. Dado α ∈ K ⊃ F , valem as propriedades:

(1) Se α é algébrico sobre F , então F [α] é um subcorpo de K.

(2) Se α é transcedente sobre F , então F [X] é um subdomínio de K isomorfo ao domínio

de integridade F [X].

Demonstração.

(1) Se α é algébrico sobre F , então pelo item (3) do Teorema 2.3, podemos afirmar que

Ker(φα) =< p(X) >, com p(X) = irr(α, F), é um ideal maximal de F [X]. Por outro

lado pelo item (4) do mesmo teorema

F [X]

< p(X) >
≃ F [α].

Com efeito, sendo, < p(X) > maximal, segue do Teorema 1.9 que o anel quociente
F [X]

< p(X) >
é um corpo. Portanto, do isomorfismo acima, F [α] também é um corpo.

(2) Pelo item (2) do Teorema 2.3, sendo α transcedente sobre F , segue que Ker(φα) = {0}
e pelo item (4) do mesmo teorema, concluims que

F [X]

{0} ≃ F [X].

Assim,

F [X] ≃ F [X]

{0} ≃ F [α],

isto é, F [X] ≃ F [X]. Disso concluímos que F [α] é um subdomínio de K. �
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3 EXTENSÕES FINITAS E ALGÉBRICAS

Este Capítulo é destinado a apresentar o principal momento de nosso trabalho, o

qual versa sobre Extensões de Corpos Finitas e Algébricas e traz resultados indispensáveis

e elegantes para estudos aprofundados da Teoria dos Corpos.

Então vamos aos conceitos e resultados.

Definição 3.1. Seja F um corpo qualquer e seja V um conjunto não vazio onde está

definida uma operação soma. Suponhamos também que esteja definida, uma operação de

elementos de F por elementos de V , assim definidas:

+ : V × V −→ V

(u, v) Ô−→ u + v
e

· : F × V −→ V.

(λ, v) Ô−→ λ · v

Dizemos que V munido dessas operações é um espaço vetorial sobre o corpo F se as

seguintes propriedades são verificadas quaisquer que sejam u, v ∈ V e α, β ∈ F :

i) (V , +) é um grupo abeliano.

ii) 1 · v = v. (1 é a unidade do corpo F)

iii) α · (u + v) = α · u + α · v.

iv) (α + β) · u = α · u + β · u.

v) α · (β · v) = α · (β · v) = (αβ) · v.

Exemplo 3.1. Sejam F um corpo qualquer, K uma extensão de F e α ∈ K. É de fácil

verificação que podemos definir operações sobre K[X](respectivamente K[α]) de modo

que K[X] (respectivamente K[α]) torna-se um espaço vetorial sobre K. Para isso basta

considerar em K[X] ( K[α] segue analogamente) as seguintes operações:

+ : K[X] × K[X] −→ K[X]

(f(X), g(X)) Ô−→ f(X) + g(X)
e

· : K × K[X] −→ K[X]

(λ, f(X)) Ô−→ λ · f(X).

Com estas operações K[X] é um espaço vetorial sobre K.

Exemplo 3.2. Seja K uma extensão de F , então K pode ser visto como espaço vetorial

sobre o corpo F . De fato, as operações

+ : K × K −→ K
(u, v) Ô−→ u + v

e
· : F × K −→ K

(λ, u) Ô−→ λ · u

já existem de modo natural no corpo K.

Definição 3.2. Um subconjunto não vazio W do espaço vetorial V sobre K é dito um

subespaço vetorial de V se as seguintes condições são satisfeitas:
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a) Se w1, w2 ∈ W então w1 + w2 ∈ W.

b) Se λ ∈ K e w ∈ W, então λ · w ∈ W.

Observe que, pelas condições acima, as operações do espaço vetorial V induzem

operações em W e o próprio W é um espaço vetorial com as operações induzidas.

Se v1, ..., vn ∈ V, dizemos que v1, ..., vn são linearmente independentes se a

equação vetorial
n

∑

i=1

αivi = 0, αi ∈ K, é satisfeita apenas para os escalares α1 = α2 = ... =

αn = 0. Caso contrário, dizemos que v1, ..., vn são inearmente dependentes. Usamos

simbolicamente L.I para linearmente independentes e L.D para linearmente dependentes.

Por exemplo, e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0), ..., en = (0, 0, ..., 1) são L.I em Kn.

Se u1, u2, ..., ur ∈ V , então é fácil verificar que W = {
r

∑

i=1

αiui : αi ∈ K, i = 1, ..., r}
é um subespaço vetorial de V , o qual chamaremos de subespaço gerado por u1, ..., ur e

denotaremos esse espaço por

W = [u1, ..., ur].

Se um conjunto (ordenado) {v1, ..., vn} ⊂ V for L.I. e tal que [v1, ..., vn] = V ,

dizemos que {v1, ..., vn} é uma base de V . Por exemplo, {e1, ..., en} é uma base de Kn.

Teorema 3.1. a) Todo espaço vetorial V sobre um corpo K possui uma base.

b) Se um espaço vetorial V sobre um corpo K possui uma base com n elementos, então

toda base de V possui n elementos.

Demonstração. Ver demonstração no livro de Flávio Ulhôa

�

Se β é uma base para V , então o número de elementos de β é chamado de dimensão

de V e denotamos por dim V . Assim, se β = {u1, ..., ur} é base para V , então dim V = n.

3.1 EXTENSÕES FINITAS E ALGÉBRICAS

Seja K uma extensão de F e consideremos as seguintes operações

+ : K × K → K · : F × K → K
(a, b) Ô→ a + b (λ, a) Ô→ λ · a

É simples verificar que K, com estas operações, é um espaço vetorial sobre F , isto nos

permite apresentar o conceito de grau de uma extensão.

Definição 3.3. Definimos o grau ou índice de uma extensão K ⊃ F , indicado por

[K : F ] como sendo a dimensão de K, visto como espaço vetorial sobre F . A extensão K é

dita finita se [K : F ] é finito. Caso contrário a extensão é dita infinita.
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Exemplo 3.3. O corpo C é uma extensão de grau 2 sobre R, isto é, [C : R] = 2, pois

B = {1, i} é base de C sobre R.

Teorema 3.2. Sejam K1, K2 e K3 corpos, tais que K1 ⊃ K2 ⊃ K3. Se [K1 : K2] e

[K2 : K3] são finitos, então [K1 : K3] é finito. Além disso,

[K1 : K3] = [K1 : K2] · [K2 : K3].

Demonstração. Sejam {v1, · · · , vm} uma base de K1 sobre K2 e {u1, · · · , un} uma base de

K2 sobre K3. Vamos mostrar que

B = {vi · uj : 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n}

é uma base de K1 sobre K3. Mostremos que B gera K1 como espaço vetorial sobre K3. De

fato, se u ∈ K1, então podemos escrever

u =
m

∑

i=1

α1vi, αi ∈ K2. (I)

Por outro lado, como αi ∈ K2 e {u1, · · · , un} é uma base de K2 sobre K3, segue que

αi =
n

∑

j=1

βijuj, βij ∈ K3. (II)

Substituindo os valores dos αis dados por (II) em (I), obtemos

u =
m

∑

i=1

n
∑

j=1

βijviuj, βij ∈ K3. (III)

Mas a igualdade (III) mostra que B gera o espaço K1 sobre K3. Agora, vamos mostrar que

B é L.I sobre K3. Para isso, consideremos a equação

m
∑

i=1

n
∑

j=1

βijviuj = 0, βij ∈ K3.

Esta igualdade pode ser escrita da forma

m
∑

i=1

λivi = 0, (IV)

em que λi =
n

∑

j=1

βijuj para cada i = 1, · · · , m. Desde que {v1, · · · , vm} é L.I sobre K2, então

da igualdade (IV) segue que os escalares λi = 0, com i = 1, · · · , m. Por isso,

n
∑

j=1

βijuj = 0, i = 1, · · · , m.
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Analogamente, como {u1, · · · , un} é L.I sobre K3, então dessa última igualdade obtemos

que

βij = 0,

para i = 1, · · · , m e j = 1, · · · , n, donde concluímos que B é L.I. Portanto, segue que B é

uma base de K1 sobre K3 e temos que [K1 : K3] = mn. Assim, chegamos que

[K1 : K3] = [K1 : K2] · [K2 : K3].

�

Corolário 3.1. Se Ki é um corpo para cada i = 1, · · · , r e Ki+1 é uma extensão finita de

Ki, então Kr é uma extensão finita de K1. Além disso,

[Kr : K1] = [Kr : Kr−1] · [Kr−1 : Kr−2] · · · [K2 : K1].

Demonstração. Indução sobre r. �

Definição 3.4. Uma extensão K é dita extensão algébrica de F se todo elemento

α ∈ K ⊃ F é algébrico sobre F .

A seguir vamos mostrar que toda extensão finita é também extensão algébrica.

Antes,vejamos o seguinte resultado.

Lema 3.2.1. Seja V um espaço vetorial gerado pelos vetores v1, v2, · · · , vn. Então, qualquer

subconjunto de V com mais de n vetores é L.D. Por conseguinte, qualquer subconjunto L.I

de V tem o máximo n vetores.

Teorema 3.3. Se K é uma extensão finita de F , então K é uma extensão algébrica de F .

Demonstração. Mostremos que cada α ∈ K é algébrico sobre F . Como K é uma extensão

finita de F , digamos, [K : F ] = n, segue do Lema 3.2.1 que os elementos 1, α, · · · , αn não

podem ser L.I. Logo, por definição, existem a0, a1, · · · , an ∈ F não todos nulos tais que

a0 + a1α + · · · + anαn = 0.

Isso significa que α é raiz do polinômio não nulo f(X) = a0 + a1X + · · · + anXn ∈ F [X].

Portanto, α é algébrico sobre F . �

O Teorema 3.3 acima afirma que toda extensão algébrica é finita. Uma pergunta

natural é a seguinte: toda extensão finita é algébrica, ou seja, vale a recíproca do Teorema

3.3 ? A resposta é não. E isso será feito mais adiante através de um contraexemplo.

Antes, porém, temos que apresentar alguns resultados que preparam para apresen-

tação deste contarexemplo.
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Teorema 3.4. Seja α ∈ K ⊃ F algébrico sobre F e p(X) = irr(α, F), com ∂ p(X) = n.

Então β = {1, α, ..., αn−1} é uma base para o espaço F [α] sobre F . Em particular,

[F [α] : F ] = n e F [α] é uma extensão algébrica de F .

Demonstração. Em primeiro lugar, como ∂ p(X) = n, então temos que

F [α] = {r0 + r1α + · · · + rn−1α
n−1 : ri ∈ F}.

Por isso, se β ∈ F [α], então

β = r0 · 1 + r1 · α + · · · + rn−1 · αn−1 ∈ [1 · α, · · · , αn−1].

Portanto, [B] = F [α]. Por outro lado, cada β ∈ F [α] pode ser escrito de forma única com

combinação linear dos elementos de B. Por isso, se

a0 + a1α + · · · + an−1α
n−1 = 0,

para ai ∈ F , então, como

0 = 0 + 0α + · · · + 0αn−1,

segue que

a0 + a1α + · · · + an−1α
n−1 = 0 + 0α + · · · + 0αn−1.

Logo, pela unicidade da expressão de cada elemento de F [α], concluímos que a1 =

a2 = · · · = an−1 = 0. Portanto, B é L.I, e assim é uma base de F [α]. Por conseguinte,

[F [α] : F ] = n. Para finalizar, segue do Teorema 3.3 que F [α] é uma expressão algébrica

de F . �

Corolário 3.2. Seja α ∈ K ⊃ F . Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) α é algébrico sobre F .

(2) K[α] é uma extensão finita de F .

(3) K[α] é uma extensão algébrica de F .

Exemplo 3.4. Para α =
√

5 ∈ Q[
√

5] ⊃ Q, temos irr(α,Q) = X2 − 5. Desse modo

{1,
√

5} é uma base de Q
√

5 sobre Q.

3.2 EXEMPLO DE UMA EXTENSÃO ALGÉBRICA QUE NÃO

É FINITA

Encerramos este último capítulo com um exemplo atípico, com o intuito de mostrar

que nem toda extensão algébrica é finita. Iremos considerar o contrário do que foi feito
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anteriormente, com uma cadeia infinita de subcorpos de Q, porém, seguindo o mesmo

princípio.

Consideremos K = Q[
√

2,
√

3, · · · ,
√

p, · · ·] o menor subcorpo de R que contém Q e

todas raízes quadráticas
√

p para cada número primo positivo p. Mostremos primeiramente

que

Q ⊂ Q[
√

2] ⊂ Q[
√

2,
√

3] ⊂ Q[
√

2,
√

3,
√

5] ⊂ · · ·

é uma cadeia infinita. Para tanto, considere p1, p2, · · · , pn os n números primos positivos e

q > 0 um número primo tal que1 q Ó= pi para cada i = 1, · · · , n.

Vamos mostrar por indução que
√

q Ó∈ F = Q[
√

p1,
√

p2, · · · ,
√

pn]. Se n = 0, então

F = Q, e como já sabemos,
√

q Ó∈ Q. Suponhamos que o resultado seja válido para n − 1

primeiros primos e façamos

F = Q[
√

2,
√

3, · · · ,
√

pn−1,
√

pn].

Logo, F = F1[
√

pn] em que F1 = Q[
√

2,
√

3, · · · ,
√

pn−1]. Por hipótese, o resultado é válido

para n − 1. Por absurdo, suponhamos que
√

q ∈ F . Como F é uma extensão de F1 de

grau 2 pois
√

pn
2 − pn = 0, então podemos escrever

√
p da forma

√
q = a + b

√
pn, com a, b ∈ F1.

Elevando ao quadrado ambos os lados desta igualdade, obtemos

q = a2 + b2pn + 2ab
√

pn.

Notemos que se b = 0, então da última igualdade temos que
√

q ∈ F1, o que é um absurdo.

Da mesma forma, para a = 0 chega-se que

√
q

√
p

∈ F1,

o que não acontece. Por fim, se a Ó= 0 e b Ó= 0, então

√
pn =

q − a2 − b2pn

2ab
,

ou seja,
√

pn ∈ F1, o que não é possível. Por isso,

√
q Ó∈ F = Q[

√
2,

√
3, · · · ,

√
pn−1,

√
pn].

Isso significa que
1 Isso é possível, desde que o conjunto dos números primos é infinito.
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Q ⊂ Q[
√

2] ⊂ Q[
√

2,
√

3] ⊂ Q[
√

2,
√

3,
√

5] ⊂ · · ·

é uma cadeia infinita de corpos. Portanto, por construção, K = Q[
√

2,
√

3, · · · ,
√

p, · · ·] é

uma extensão infinita de Q. Por fim, notemos que se α ∈ K, então existe r ∈ N tal que

α ∈ Q[
√

2,
√

3, · · · ,
√

pr]. Mas pelo Corolário 3.1,

[Q[
√

2,
√

3, · · · ,
√

pr] : Q] = 2r,

pois [Q[
√

pi] : Q] = 2 para cada i = 1, · · · , r. Por isso, pelo Teorema 3.3, segue que α é

algébrico sobre Q. Portanto, K = Q[
√

2,
√

3, · · · ,
√

p, · · ·] é uma extensão algébrica de Q,

porém é uma extensão infinita. Portanto, apresentamos uma extensão de corpos algébrica

que não é finita.
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