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RESUMO

Neste trabalho apresentamos as equacgdes do 2° grau; um conteudo muito
importante devido a quantidade de aplicagdes em outros conteudos e no dia a dia.
Sao inumeros os problemas que resolvemos usando as equagdes do 2° grau. A
formula de Bhaskara é ensinada como uma técnica de resolugéo para as equagdes
do 2° grau. Mas, veremos também outros métodos para resolver essas equagdes.
Historicamente, a equacgédo do 2° grau foi objeto de estudo desde a antiguidade e por
diferentes povos. Acredita-se que a formula leva o0 nome de Bhaskara, por ter sido
ele, o primeiro a afirmar que uma equagado do 2° grau pode ter dois resultados.
Nosso foco esta na transformagao de uma situagao problema em uma equagao do
2° grau, para facilitar a assimilagdo do conteudo motivado pela aplicabilidade.

Palavras-chave: Equacdo do 2° grau. Formulas de Bhaskara. Resolugéo de
problemas.



ABSTRACT

In this work we present the equations of the 2nd degree; a very important content
due to the amount of applications in other contents and day to day. There are many
problems we solve using the equations of the second degree. The Bhaskara formula
is taught as a solving technique for the equations of the second degree. But, we will
also see other methods to solve these equations. Historically, the equation of the
second degree was object of study since antiquity and by different peoples. It is
believed that the formula takes the name of Bhaskara, because he was the first to
assert that a equation of the second degree can have two results. Our focus is on
transforming a problem situation into a 2nd degree equation to facilitate the

assimilation of content motivated by applicability.

Keywords: Equation of the second degree. Bhaskara formulas. Troubleshooting.
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INTRODUGAO

O presente trabalho tem a finalidade de desenvolver um conteudo relevante
no Ensino Fundamental, pois € aplicado com frequéncia em varios conteudos do
ensino médio e até do ensino superior: a equacgao do 2° grau.

O estudo foi pautado em referenciais bibliograficos e nasceu apos a
inquietude sobre a dificuldade dos alunos fazerem a conexao entre o ensino da
equacédo do 2° grau e a sua utilizagdo na vida pratica. Nao compreendendo que as
férmulas sdo importantes, uteis e praticas, aumentando assim, o desinteresse pela
matematica. Entdo, para incentivar o publico alvo a ter mais interesse por este
conteudo, resolvemos mostrar essa utilizagdo através da resolugdo de problemas.
Torna-se bastante motivador ver a equalizagao de problemas, apds a tradugao para
linguagem simbdlica da matematica e aplicacdo das férmulas.

A pesquisa em historia da matematica tem se configurado como tema de
interesse crescente comprovado pelas diversas fontes e publicagdes ja acessiveis,
relacionadas ou ndo ao ensino da matematica, como por exemplo, o estudo de
conceitos, formulas, métodos e biografias. O estudo da equagédo da equagéo do 2°
grau resulta, tradicionalmente, a conhecida férmula de Bhaskara para resolugdo da
equacgao. Em muitos casos, ainda é notéria a vinculagdo dessa férmula ao nome de
um importante matematico hindu do século Xll — Bhaskara. A origem exata dessa
associacao é dificil de estabelecer, entretanto sabe-se que remonta ha algumas
décadas e que essa relagdo € circunscrita exclusivamente ao ensino de matematica
no Brasil.

O trabalho esta dividido em trés capitulos, além das consideragdes finais. No
primeiro capitulo, partiremos de uma breve contextualizagdo sobre a equagao do 2°
grau a biografia de Bhaskara. No segundo capitulo, desenvolveremos
gradativamente os principais fatos, propriedades e analises que conduzem a férmula
de Bhaskara. No terceiro e ultimo capitulo, faremos algumas aplicagées, com
problemas praticos que tém sua solugao facilitada com o auxilio da equacgao do 2°
grau, para melhor assimilagdo do conteudo.
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CAPITULO |

Neste capitulo vamos abordar brevemente a histéria das equagdes do 2°
grau, assim como falaremos um pouco sobre Bhaskara e suas contribui¢des para o
desenvolvimento da matematica.

1 UMA BREVE HISTORIA DA EQUAGAO DO 2° GRAU

Sendo a matematica um edificio de encadeamento légico e crescente,
podemos notar atraveés da cronologia, que diversos matematicos contribuiram para o
surgimento da Equagéao do 2° grau, tal qual entendemos hoje em dia.

Problemas que recaem numa equacgdo do 2° grau ja apareciam, ha mais de
quatro mil anos em textos escritos em placas de argila na mesopotdmia, e em
papiros no Egito. O primeiro indicio do uso de equacgdes esta relacionado, ao ano de
1650 a.C, no documento denominado Papiro de Rhind, adquirido por Alexander
Henry Rhind, na cidade de Luxor- Egito, em 1858. O papiro de Rhind também
recebe o nome de Ahmes, um escriba que relata no papiro a solugéo de problemas
relacionados a matematica. Segundo Carvalho (2008, p. 55-58) “uma sintese
historica também €& apresentada em na qual, se nota que, entre os egipcios,
problemas constantes em papiro, envolvendo geometria, interpretados em
linguagem atual, configuram equagdes do 2° grau.”

Antes mesmo da era crista, babildnios, egipcios e gregos eram detentores de
técnicas capazes de solucionar problemas envolvendo esse tipo de equagéo. A
matematica grega é diferente da babil6nica e egipcia. Eles transformaram os
reconhecimentos destas civilizagbes em resultados bem estruturados. Babilénios e
egipcios utilizavam-se de textos e simbolos como ferramenta auxiliar na resolugéo.
Ja os gregos conseguiam concluir suas resolugoes, realizando associagdes com a
geometria, pois eles possuiam uma forma geométrica para solucionar os problemas
ligados a equagao de 2° grau.

O desenvolvimento dessa importante ferramenta matematica se deu através
dos diversos métodos de solugdes, desde as receitas em prosa, que ensinavam
como proceder para determinar as raizes, em exemplos concretos com coeficientes

numéricos, até a forma geral de resolugdo. Férmula essa, que adquiriu o aspecto
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que tem hoje, somente quando se generalizou o uso de letras para representar os
coeficientes de uma equagao desde os mesopotamios e egipcios, até os dias atuais.
Dentre os indianos, os matematicos: Shidara, Bramagupta e Bhaskara;
também contribuiram para o desenvolvimento da matematica, fornecendo
importantes informagées sobre as equagbes do 2° grau. Shidara foi o primeiro a
estabelecer uma formula matematica para a resolugado das equagdes biquadradas,
pois Bramagupta e Bhaskara trabalhavam utilizando textos. De forma brilhante, os
arabes foram representados pelo génio Al-Klowarizmi, criando metodologia
especifica para a resolugdo das equagdes do 2° grau. Ele recebeu muita influéncia
da geometria de Euclides (300 a.C.), em “Os elementos”, que dedicou algumas
proposicoes sobre construgdes de aplicagbes de areas e sobre o segmento aureo,

que se comportam como casos tipicos de equagdes do 2° grau:
Para resolver as equagdes do 2° grau, Al-Khowarizmi utilizava somente

palavras, at¢é mesmo para expressar numero, e seu método de resolugéo
consistia em formar o quadrado perfeito. (GIOVANNI JUNIOR, et al, 2009).

Finalmente tem as resolugdes de Frangois Viéte (1540-1603) e de René
Descartes (1596-1650) que podem ser chamadas, respectivamente de algébrica e
analitica. Nesses dois casos, especificamente, como se faz atualmente, ja se usou
letras para representar os coeficientes das equagdes. No inicio do século XIX, o
califa Al-Ma’mun estabeleceu, em Bagda, a Bayat Al-Hikma (A casa da sabedoria),
uma especie de instituto de pesquisa, onde muitos, dos principais trabalhos
matematicos gregos foram traduzidos para o arabe. Assim, estudiosos islamicos
absorveram as antigas tradicbes matematicas dos babildénicos e a trigonometria dos

hindus. Para o historiador da matematica Victor Katz (1998):

A maior contribuicdo da matematica islamica foi na area de algebra. Eles
tomaram os trabalhos ja desenvolvidos pelos babilénicos, combinaram
com a heranga classica grega da geometria e produziram uma nova
Algebra.

Sendo assim, podemos observar que sdo varios os momentos em
matematica, bem como em outras areas do conhecimento, que a evolugdo do
problema em resolugdo acaba desembocando em equagbes de 2° grau. Por este
motivo, o conhecimento dos processos de resolugédo desse tipo de equagéo é

importante e, além disso, necessario. Muitos estudiosos contribuiram para a
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descoberta e aperfeicoamento da resolugdo do 2° grau, que através de inumeros

trabalhos, desenvolveram a seguinte formula:
—b+VA

2a '’

onde A = b? — 4ac

Observe que o desenvolvimento matematico contribui com a construgdo do
conhecimento do conteudo matematico equagdo de 2° do grau, nos situando no
tempo e no espago, acompanhando as mudangas que 0 mesmo sofreu.

De fato, as aplicagdes variam aos inumeros casos, seja como técnica para
resolver problemas mais avangados, para encontrar a raiz de uma equacgao do 2°
grau. Portanto, em busca de novas aplicagées e implicacées que a ferramenta da
resolugdo de uma equacgao biquadrada oferece, € que matematicos do mundo estao
buscando ainda modelos e padrées a fim de mostrar que a matematica tem muito

ainda para nos oferecer.

1.1 BIOGRAFIA DE BHASKARA

Um dos maiores matematicos do mundo, Bhaskara Akaria ou Bhaskara Il,
como também era conhecido, nasceu no berco da india em 1114, na cidade de
Vijayapura, no Estado de Karnatuba. Sua mae embora gozasse de boa saude,
morreu devido a complicagdes no parto.

Bhaskara foi instruido nas ciéncias (matematico e astronomia), por seu pai,
Marshevara, um astrélogo de prestigio, que morreu em 1134. Essa forma de
transferir conhecimento entre pai e filho, era bastante usual naquela época.
Profissionalmente, Bhaskara foi astrdnomo, astrélogo, professor e matematico. Com
o intuito de dar base a Astrologia, discorreu sobre as posigdes planetarias e elipses.

As principais obras de Bhaskara sado: Lilavati, Bijaganita e
Siddhantasioromani. A primeira o perenizou no auge dos seus 25 anos e trata da
aritmética. Ja a segunda é dividida em 12 capitulos e refere-se a algebra, contendo
problemas de equagées lineares e quadraticas. Vale salientar, que as solugbes para
tais problemas eram feitas em prosa. A Ultima obra trata da astronomia e da esfera.
A mesma é dividida em duas partes.

Lilavati, obra traduzida em turco, € um antropdénimo feminino. De acordo com
Fragoso (1999, p. 30-32), Lilavati significa formosa e bela, em sanscrito, ou seja, “a
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linda menina dos olhos fascinantes”. Conta a lenda que, Bhaskara por ser muito
autoconfiante nas suas previsGes astrologicas, fez com que sua filha perdesse a
oportunidade de se casar. Para homenagea-la e consola-la, deu seu nome ao livro.
Isso o fez ganhar notoriedade.

[13

Lilavati “a linda menina dos olhos fascinantes”. Expde a lenda que os
astrélogos predisseram data e horas propicias para o seu casamento. Como o
tempo era marcado através do reldgio d’agua (dois recipientes com agua disposta
em niveis distintos, onde a agua passa um para o outro marcando o horario).
Naqueles dias, Lilavati, ansiosa, debrugou-se sobre um dos recipientes e, por obra,
do destino, uma das pérolas que adornava seus cabelos caiu, interrompendo o fluxo
de agua e, desse modo, sem a referida cronometragem, ela ndo se casou. Em sua
tristeza, seu pai, Bhaskara, resolveu imortaliza-la através do titulo de sua obra, pois
acreditavam que quando se atribuia o nome de uma pessoa em um livro, esta viveria
para sempre (FRAGOSO, 1999, p. 31-32).

Bhaskara, devido ao seu conhecimento matematico, ainda jovem, foi chefe do
observatério astrondmico. Levando-o a ganhar a confianga dos matematicos,
Varahamihira e Brahmagupta.

Vitima de afogamento num rio, Bhaskara morreu aos 71 anos, na cidade de
Ujaim, no Estado de Madia Praxede, também na india, no ano de 1185.

Como foi possivel observar, Bhaskara contribuiu em varios ramos da
matematica.
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Neste capitulo vamos abordar brevemente definigcbes da equagao do 2° grau,

bem como métodos para a resolugdo da mesma.

2 EQUAGAO DO 2° GRAU

Denomina-se equacgio do 2° Grau na incognita x toda equacéo do tipo: ax? +

bx + c = 0,em que a, b e ¢ sdo numeros reais e a # 0.

Assim:

e 2x?+ 2x —40 = 0 é uma equacio do 2° grau na incognita x, em que a=2, b=2

e c= -40.

e x?—7x+10 = 0 ¢ uma equacio do 2° grau na incégnita x, em que a=1, b= -7

e c=10.

e 5y2—7y+2=0éuma equacgio do 2° grau na incognita y, em que a=5, b= -7

ec=2.

e x?—7x+10 = 0 ¢ uma equagéo do 2° grau na incégnita x, em que a=1, b= -7

e c=10.

e x?—25=0 ¢éuma equagio do 2° grau na incognita x, em que a=1, b=0e c=

-25.

e 6x2 —9x = 0 é uma equacgdo do 2° grau na incognita x, em que a=6, b= -9 e

c=0.

Nas equagdes do 2° grau com uma incégnita x, 0s numeros reais a, b e ¢ sdo

chamados de coeficientes da equagado. Assim, se a equagao for a incognita x:
e a sera sempre o coeficiente do termo em x?;
e b sera sempre coeficiente do termo em x;

e ( sera o coeficiente sem variavel ou o termo independente de x.

2.1 EQUAGAO DO 2° GRAU COMPLETA E INCOMPLETA

Pela definicdo, devemos ter sempre a # 0. Entretanto, podemos ter b =
Oouc=0.

Assim quando b # 0 ou ¢ # 0, a equagao do 2° grau se diz completa.
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Exemplos:
e 5x2—8x+ 3 =0 ¢ uma equacédo completa( a=5, b= -8 e c= 3).
e y2+12y+ 20 =0 ¢é uma equagio completa( a= 1, b= 12 e c= 20).
Quando b =0ouc=0o0ub =c =0 aequagdo do 2° grau se dizincompleta.
Exemplos:
e x?—81 =0 éuma equacio incompleta (a=1, b= 0 e c=-81).
e 10t%? + 2t = 0 é uma equacao incompleta (a= 1, b= 2 e c= 0).

e 5y2 =0 é uma equagio incompleta (a= 5, b= 0 e c=0).
2.2 FORMA CANONICA

Uma equagdo do 2° Grau é uma equacgao do tipo ax? + bx + ¢ = 0, em que
a,b e c sdo numeros reais dados, com a # 0. Dada uma equagéo do 2° grau como
acima, denotamos por A o nimero real A= b? — 4ac, e o denominamos discriminante
da equacédo. Nossa misséo € tentar calcular quando existirem as raizes reais de uma
equacéo do 2 grau. Para isso, considere o seguinte trinbmio:

ax?+bx+c=0=a [x + —+ ] = 0. As duas primeiras parcelas dentro

~ . b
do colchete sdao as mesmas do desenvolvimento de [x+ Z] . Completando o
quadrado, podemos escrever:

S>ax’+bx+c=a [x +2—+b———+ ]

4a?2  4q?

w4 bt = <+b)2 b? — 4ac <+b)2 A
ax xre=all ¥ oy 4q? T4 4q?

A ultima forma apresentada é chamada de forma candnica.

2.3 RAIZES DA EQUACAO DO 2° GRAU

Podemos agora calcular, caso existam, as raizes reais de uma equagéao do 2°

grau. Com efeito, sendo a # 0, temos as seguintes equivaléncias:

2 4+ bx + —0@( +b>2 b” — dac
ax X+ C= X 2a 142
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@( +b>2_b2—4ac
x 2a)  4a?
b vV b2 — 4ac
Sxt+—+ ———
2a 2a
—b++V b2 - 4ac
e x= 2a

Esta formula leva o nome de féormula de Bhaskara, em homenagem ao
matematico hindu que viveu no século XllI, o qual foi citado no capitulo I.
Dependendo do discriminante A, as raizes podem ser ou ndo numeros reais.
Vejamos as trés possibilidades:
1) A € um numero real positivo A > 0.
Neste caso, VA é um numero real e existem dois valores reais diferentes para as

raizes da equagao:

—b+ VA
—b + X1 =——5—
x=;\m$ 2a
2a _—b—\/K
2 =70,

2) A é zero positivo (A= 0).
Neste caso, VA é igual a zero e ocorre:
~b+ VA  -b£0O -b+0 -b
2 2a  2a  2a
Observamos, entdo que existe um unico valor real para a incognita x, embora

seja costume dizer que a equacgao tem duas raizes reais e iguais, ou seja,

_ _ b
xl—xZ——Z

3) A é um numero negativo (A< 0).

Neste caso, VA ndo é um numero real, pois ndo ha no conjunto dos numeros
reais a raiz quadrada de um numero negativo. Dizemos, entdo, que ndo ha valores
reais para a incognita x, ou seja, a equagao nao tem raizes reais.

As raizes da equagéo pertencem a um outro conjunto numeérico chamados de
numeros complexos. Dessa forma, como acabamos de ver, a existéncia ou ndo das
raizes reais, bem como o fato de elas serem duas ou uma unica, depende,
exclusivamente do discriminante: A= b? — 4ac.

Vamos agora, determinar as raizes de algumas equacgoes do 2° grau com uma

incognita, usando a férmula resolutiva ou férmula de Bhaskara.



1) Resolver a equacgdo x? — 2x — 8 = 0 no seguinte R nessa equagéo, temos:

a=1, b=-2, c = -8
A= b% — 4ac=(-2)?—-4(1)(-8)=4+32=36>0

Como A> 0, a equagao tem duas raizes reais distintas dadas por:
_—(=2)+ 6

X1 = _8 =4
L, _"htVE_ (-2)+ 36 _-2%6_ 2 =5
T2 T T 20 T T2 C 86 _ 4

RE=T5 2 =2

Os nuimeros 4 e -2 sdo as raizes reais da equacgdo dada. Entdo: S = {4, —2}.
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2) Resolver a equagdo x? — 14x + 49 = 0 no conjunto R, nessa equagao, temos:

a=1, b =-14, c = 49.
A= b% — 4ac=(—14)>-4(1).49=196—-196 =0

Como A= 0, a equagao tem uma unica raiz real, que é dada por:

O numero 7 é a Unica raiz real da equagao dada. Entédo: S = {7}.

3) Resolver a equagéo x? — 5x + 8 = 0 no conjunto R, nessa equacao, temos:

a=1, b = -5, c=8.
A= b%? — 4ac=(-5)?—-4(1).(8)=25-32=-7

Como A< 0, a equagao dada ndo tem raizes reais. Logo, S + 0.
2.4 RESOLUCOES DE EQUACOES DO 2° GRAU

2.4.1 Resolugdes de equagdes incompletas do tipo ax? + ¢ = 0.
a) x2—64=0
x? — 64 + 64 = 0 + 64 (adiciona 64 nos dois membros).
x? = 64 ( célculo da raiz quadrada nos dois membros)
x=+64=8o0ux=—/64=-8
Portanto, as raizes da equagao sdo S = {—8, 8}.
b)4x2—-49=0



4x2 —49+49=0+49

4x% = 49
o
4 4
x2=2
4
4
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’ ~ ~ 7 7
Portanto, as raizes da equagao sao S{_E e }

Como nao existe um numero real que elevado ao quadrado seja a=-7,

entdo nado existe numero real x que seja solugdo da equacao. Portanto, para a

equacao 3x? — 25 = 4, ndo existem raizes reais.

Observagéo: nas equagdes do tipo ax? + ¢ = 0, que possuem solugdes reais, as

raizes sdo opostas. Se representarmos as raizes das equagbes dos exemplos

a) e b) na reta numeérica, temos:

b)

A\ 4

NN T

2.4.2 Resolugio de equagdes incompletas do tipo ax? + bx = 0.

a) x>*—8x=0

x(x — 8) = 0 (coloca o fator comum x em evidéncia). Como o produto dos

fatores é zero, pelo menos um dele é zero. Assim temos:

x=0o0ux—8=0
x—84+8=0+8

x=8

1° Fator 2° Fator



Portanto, as raizes da equagéo sdo S = {0, 8}.
b) 6x?+18x=0

x(6x+18) =0
Assim, temos:

x=0o0ub6x+18=0
6x+ 18—18=0-18

6x = —18
6x_—18
6 6
x=-3

Portanto, as raizes das equagdes séo S = {-3,0}.

Observacéo: Toda equagéo do 2° grau de forma ax? + bx = 0 apresenta uma raiz

igual a zero. Se representarmos as raizes dos exemplos a e b na reta numérica,
temos:

a)

OoO—1T O
v

b)

v

0
| |
| I
-3 0

2.4.3 Resolugao das equagdes incompletas do tipo ax? = 0.

a)9x?=0
o2 _0
9 9
x2=0
x.x=0

Portanto, a equacgao tem duas raizes iguais a S = {0}.

2.4.4 Resolugéo de equagdes do 2° grau completas

Para calcular as raizes de uma equacdo do 2° grau podemos utilizar trés
métodos: fatoragdo, completar quadrados ou formula resolutiva (Bhaskara).
1) Fatoragéao:
Vamos determinar as raizes de x? — 14x + 49 = 9 por fatorago.

> x2—14x+49=9
> (x=7).(x=7)=9
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> (x—=7)>=9
Nessa mesma equacgado o 1° membro € um trinbmio quadrado perfeito, ou seja,
os trinbmios quadrados perfeitos sdo expressées que podem ser escritas na forma
de ax? — 2ab + b%e ax? + 2ab + b*. Essas expressOes sdo obtidas por meio do
guadrado da soma ou da diferenca de dois termos:
e (a+b)?>=a?+2ab +b?
e (a—b)?=a?®—2ab + b?

Como ha dois numeros cujo quadrado é igual a 9, temos:

> x—7=+/9 > x—7=—/9

» x—7=3 » x—7=-3

» x—7+7=3+10 > x—7+4+7=-34+10
» x=10 > x=4

Portanto, as raizes da equagao sao 4 e 10. S = {4, 10}

2) Completar Quadrados

Ha equagdes do 2° grau em que o 1° membro ndo é um trinbmio quadrado
perfeito. Nesses casos, podemos determinar as raizes da equacgao utilizando o
meétodo de completar quadrados. Esse método foi utilizado pelo matematico arabe
al-Khowarizmi por volta de 825 d.C. em seu livro Al-Jbr Wa’l mugabalah. Ele consiste
na constru¢ao de quadrados e retangulos para obter raizes da equacgao.

Observe como podemos calcular as raizes de x2 + 8x + 7 = 0 utilizando o
método de completar quadrados.

e Como o0 1° membro dessa equagao nao € um trinbmio quadrado perfeito, é
preciso acrescentar um numero apropriado aos dois membros da igualdade
para poder fatora-lo. Para isso, inicialmente isolamos o termo independente
no 2° membro da equagao.
x2+8x+7-7=0-7
x2+8x=-7

e Escrevemos o 1° membro da equacao de maneira convincente e o
representamos geometricamente, como mostra a figura

x%+8x =x%+24.x

Area de um quadrado com lados X <« Area de um retangulo com lados medindo
4ex.



Figura 1: Retangulo

X ., 4

Fonte: Pataro e Souza (2009. p.32)
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Observando a figura, podemos notar que para completa-la a fim de obter um

quadrado, temos de acrescentar um quadrado com 4 unidades de lado.

Figura 2: Quadrado com 4 unidades de lados.

' x+4 4
T B R, T ; X e

lustragGes: Acervo da editora

Fonte: Pataro e Souza (2009. p.33)

Dessa maneira, para obtermos um trinbmio quadrado perfeito no 1° membro
da equacao, acrescentamos 42 aos dois membros

x24+8x+4% =7+ 4
x> +8x+16=9

Agora fatoramos o trinémio quadrado perfeito e resolvermos a equagao:

x2+8x+16=9

(x+4)?=9
x+4=4++9 x+4—-4=3-14
x+4=3

x=-1
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x+4=—+9 x+4—-4=-3-4
x+4=-3 x==7

Portanto, as raizes da equagédo sdo —1e —7.

3) Férmula Resolutiva (Bhaskara)

Outra maneira de resolvermos uma equacgao do 2° grau é por meio de uma
férmula, chamada férmula resolutiva, que consiste na generalizagdo do método de
completar quadrados. Utilizando essa formula é possivel obter raizes de uma

equacgao do 2° grau através de seus coeficientes.

—b + vb?—4ac
2a

X =

Veja como podemos deduzir a férmula resolutiva. Inicialmente, dividimos cada
termo da equacgdo do 2° grau em ax? + bx + ¢ = 0 por a. Depois, isolamos o termo

independente no 2° membro.

ax’> bx c

—+—+-=0
a a a

bx c
X +—=—-

a a

Escrevemos o 1° membro da equagdo de maneira convincente e o

representamos geometricamente como mostra a figura.

bx b
X% +—=x2 +2—x

Area de um quadrado com lados medindo x. J —|_> Area de um retangulo com

lados medindox e —a
Figura 3: Area de um retangulo

N
m|U

Fonte: Pataro e Souza (2009. p.34)



25

Observamos a figura, podemos notar que, para completa-la e obter um

b .
quadrado, temos que acrescentar um quadrado com v unidades de lados:

Figura 4: quadrado com b/2a

Fonte: Pataro e Souza (2009. p.34)

Dessa maneira para obtermos um trinbmio quadrado perfeito no 1° membro
2
~ b .
da equacgao, acrescentamos (Z) aos dois membros:

x2+bx+<b)2__c +(b)
a 2a) a 2a

Trinbmio Quadrado perfeito.

2

Agora, fatoramos o trinbmio quadrado perfeito e isolamos a incognita x no 1°

membro.
( N b)z B <
T2 Tar 4
< N b )2 B b? — 4ac
X724 T T ag

Se b? — 4ac for maior ou igual a zero, podemos extrair a raiz quadrada nos dois
membros da igualdade.

b b2 — 4ac
2a 4q?

b?% — 4ac
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—b + Vb2 — 4ac
x =
2a

2.5 RELACAO ENTRE AS RAIZES E OS COEFICIENTES DE UMA EQUACAO —
RELAGOES DE GIRARD

Por meio dos coeficientes de uma equagao do 2° grau, podemos estabelecer
duas relagbes envolvendo suas raizes. Para determinamos essas relagdes
consideramos uma equagéao do 2° grau, cujas raizes sado dadas por:

_ —b+VA e _ —b—VA

X =
2a 2 2a

X1 ,com

A= b? —4ace A>0

Agora estabelecemos as seguintes relages:

e Soma das raizes (S):
b+ VA —b—VA_-b+VA-b—VA_-2b_-b

Xt X = 2a 2a 2a 2a  a

e Produto das raizes (P):

—b+ VA <—b—\/Z>= (=b+ VB)(—b— /B)

X1.Xp =

2a 2a 4q2
2
_ (b)) - (Vh)
- 4q?
bZ—A_bZ—(b2—4ac) _bz—b2+4ac_4ac _c
T 4q% 4q? B 4q? T 40®  a
Portanto:
S=x1+xz=_?b p=x1.x2=§

Utilizando as relagbes de soma e produto das raizes, podemos escrever uma
equacdo do tipo ax? + bx + ¢ = 0 de outra maneira. Para isso, dividimos todos os
termos dessa equacéo por a.

ax’> bx
— +—+-=0
a a a
) c
X*+=x+—-=0
a a

b c i
Como s=— —ep=—-, temos:
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b c
xz—(——)x+—=0:x2—sx+p=0
a a

Podemos escrever uma equagao do 2° grau por meio de duas raizes dadas.
Uma equacgao, cujas raizes sao 3 e -4 por exemplo, pode ser escrita da seguinte
maneira:

s=x 4+ x%=3+C4H=-1 e D = x;.2,=3.(-4)= —12

Como x? —sx + P =0, logo
x2 — (—1Dx + (—12) = 0, ou seja,
x2+x—-12=0

Portanto, uma equacgéo cujas raizes sdo 3 e -4 é dada por x? +x— 12 = 0.

1) Veja como podemos calcular as raizes da equagdo x%—4x—21=0.
Inicialmente, obtemos dois numeros cuja soma é o oposto do coeficiente b, isto
€, — (—4) = 4. Veja algumas possibilidades.

1e3; 7e—3; 2e2; 8e — 4.
Como o produto das raizes € o proprio coeficiente c, isto é, —21, as raizes sdo

7 e — 3, pois:

s=7 —3=4 p=7.(-3)=-21

2.6 EQUACOES BIQUADRADAS

Denomina-se biquadrada, na incognita x, toda equacao da forma ax* + bx* +
c =0, em que a,b ec sdo numeros reais e a # 0. Dessa forma, as equagbes a

seguir sdo biquadradas:

x*—10x*+9=0
x*—5x*+4=0

9x* —6x2 =0

Nota-se que as equagbes biquadradas sdo equacgdes incompletas do 4° grau,
desprovidas dos termos em que a incégnita teria expoente impar. De modo que, a
resolugdo das equacgdes biquadradas envolve um artificio, conforme nos exemplos a
sequir.
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a)Resolver a equagdo x*—-5x*+4=0 , considerando U=R. Vamos,
inicialmente, indicar x? = p, usando a incognita auxiliar p.
Substituindo x? por p na equacgédo dada, temos:

x*—=5x*+4=0

(x?)2 =5x>+4=0

p? — 5p% + 4 = 0 = Equacao do 2° grau na incognita p.
A partir da equagéo acima, podemos evidenciar os seguintes termos:

a=1 b= -5 c=4

A= b%? —4ac = (-5)2-4(1).(4) =25—-16=9

—b+VA> —(—5)+V9 5+3
20 20 2

As raizes 4e1 séo valores reais da incognita p. Como fizemos x* =p,
precisamos, agora obter os valores de x, que serdo as raizes da equagao
biquadrada. Assim:

Parap=4,temos: x*=4=>x+VE=x = +2.

Parap=1,temos: x*=1=>x+V1=x = +1.

Entdo: S ={-2,2,-1,1}.
b)Determinar a solu¢cdo da equagdo x2 =1 +§ no conjunto R *. Incialmente,

escrevemos a equacgao na sua forma reduzida:
x? =1+%z§=’%:x4=x2+2:x4—x2—2=0
Vamos agora, usar a incégnita auxiliar s, fazendo x* = s
st—s —2=0
a=1, b=-1, c¢=-2
A=b?—4ac = (-1)2—4(1).(-2)=1+8=9

_—bxVAZ —(-1)%+V9 1%£3
22 20D 2

S
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1+3 4
1=y =T
1-3 =2
52=T=7=—1

As raizes 2 e — 1 sdo valores reais da incégnita s. Como fizemos x? = s, vamos
obter os valores de x, que serdo as raizes da equacgao biquadrada em R*. Desse
modo:

Para s=2, temos: x=2=x = +V2 oux = —/2.
Paras = -1, temos: X2 = -1 = x = +v/—1, logo A R.
Entdo: S = {v2, —2}.

2.7 EQUACOES QUE RECAEM EM EQUACOES QUADRATICAS

Algumas equagbes que ndo sdo quadraticas podem ser reescritas como
equacgdes quadraticas para facilitar sua resolugao.

Exemplo: x16 —x8 —2=0= (x®)2-x8—-2=0.
Podemos chamar x8 = ¢, entdo: (x®)? —-x®—-2=0 =t?—-t—2=0. Resolvendo,
a=1 b= —2ec= -2, A= b?—4ac.

—(-DEY(-D?-41.(-2) 1+V9 1%3
L= 2.1 S22

x=2=>x=+32
x8=—1

Devemos descartar essa Ultima igualdade, pois ndo existe x real que a verifica.

Assim o conjunto solugo é: S: {+3/2, — V2}.

Portanto: t =2 out = —1. Como t = x8, temos: {

Apds esses métodos de resolugdo de equagdo do 2° grau, vamos agora
utiliza-los na resolucao de problemas.
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CAPITULO III

3 RESOLUGCAO DE PROBLEMAS ENVOLVENDO EQUAGCOES DO SEGUNDO
GRAU

Mostraremos algumas aplicagdes de equagbes do segundo grau e falaremos
resumidamente sobre a resolugdo de problemas desse tipo de equacgdes, segundo
os Parametros Curriculares Nacionais. Dessa forma, faremos um breve comentario
sobre as estratégias de resolugéo de problemas, segundo Polya (1964), em seu livro
“A arte de resolver problemas”.

Os PCN’S trazem as equacgdes do segundo grau dentro do bloco de numeros
e operacgdes, e orienta que o docente procure apresenta-lo através de situagdes-
problema, para que proporcione ao aluno uma melhor compreensédo do conteudo.
Segundo os PCN’'S Brasil (1998, p.48) é fundamental que “[...] a formulagédo e a
resolugdo de problemas por meio de equagdes (ao identificar pardmetros, incégnitas
e variaveis) e o conhecimento da “sintaxe” (regras para resolugdo de uma
equagao)’.

Desse modo, percebemos que, ao conhecermos as aplicagdes do conteudo,
podemos criar situagées problemas que oportunizem ao aluno o desenvolvimento
das habilidades e competéncias através da aprendizagem significativa e, assim,
construir o seu proprio conhecimento. Articulando o conhecimento prévio ao novo.
Vejamos algumas situagbes-problema em que se podem utilizar 0os nossos

conhecimentos sobre equagdes de 2° Grau.

Problema I:

Michel comprou algumas garrafas de um bom vinho por 540 reais. Por ter
obtido um desconto de 15 reais no preco de cada garrafa, ele conseguiu comprar 3
garrafas a mais do que previa, originalmente. Quantas garrafas de vinho Michel

comprou?

Solugao do problemalI:

A unidade de cada garrafa custa y e Michel compraria x garrafas,
desembolsando x . y = R$ 540,00. Recebeu um desconto e a garrafa passou a
custar y — 15, conseguindo comprar x + 3 garrafas pelo mesmo prego. Isso nos diz
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que, (y — 15) . (x + 3) = R$ 540. Fazendo as devidas operacgbes, inclusive
simplificando, chegamos ao trindbmio X?> + 3x — 108 = 0 e suas raizes sdo
exatamente: X = -12 e X' = 9. Como n&o existe prego negativo, a solugdo pertinente
é x =9. Logo, conclui-se que Michel comprou 9 garrafas de vinho por R$ 540,00 e a
unidade custou R$ 45,00.

E notdrio que o ensino de equagdes, deixa de ser desprovido de significados,
quando o conteudo é apresentado de forma contextualizada, possibilitando a
promocdo de mecanismo para resolugdo e € por essa razao que os Parametros
Curriculares Nacionais falam que

Resolugéo de situacdo-problema que podem ser desenvolvidos por uma equacgao
do 2 grau, cujas raizes sejam obtidas pela fatoragdo, discutindo o significado
dessas raizes em confronto com a situagédo proposta. (BRASIL, 1998, p.88).

E evidente que, essa metodologia de ensino é um meio facilitador, no que diz
respeito a aprendizagem, pois provoca a curiosidade e constante motivagcdo do
educando, exigindo raciocinio logico, investigagao, reflexdo e empenho.

Com essa aplicabilidade pratica € possivel formar cidaddos com elevado
pensamento critico, alta criatividade e capacidade de execucdo. Diante disso,
exercitar de forma mecanica, tornou-se uma pratica obsoleta de ensino. Para se
atingir o status de escola pensante, ha que se quebrar de paradigmas de escola
ensinante, com resposta pronta para o aluno.

Vejamos outros problemas, onde podemos usar as equagdes do 2° grau.

Problema ll:
Trés homens, Gabriel, Miguel e Rafael trabalhando juntos, realizam uma
tarefa em x horas. Se trabalharem sozinhos, Gabriel executaria a tarefa em x +

1 horas; Miguel, em x + 6 horas; e Rafael, em 2x horas. Calcule x.

Solugao do problema Ii:

Fazendo o calculo do trabalho individual, realizado em uma hora, temos que:

1
(x+6)

Gabriel: ——; Miguel:

X e Rafael: —. Caso o trabalho fosse realizado juntos,
(x+1) 2x

fariam i da tarefa. Segue que:
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g 41 1 1, xdedwdl 271, 2ed7 1
x+1 = x+6 @ 2x  x x+1 x+6 x 2x (x+1)(x+6) T o2x (x2+7x+6) T2
3x2+7x—6=0
’ o~ ~ 2 . . ~
As raizes dessa equagdo sdo: x' = —3ex” =5 Como a raiz negativa nao

~ , 2
serve como solugdo do problema, a resposta é x = 3 de horas.

. ~ . 1 1 11
Segundo Lima (2006) as equacges do tipo at et = recebe o nome

de equacgdes fracionarias e algumas nao parecem ser do 2° grau, mas podem ser
transformadas de modo a sé-lo.

Problema lll:
O produto da idade de Luis Gustavo pela de Ana Julia é igual a 374. Luis
Gustavo é 5 anos mais velho que Ana Julia. Quantos anos tem cada um deles?

Solugao lll:
Indicando por x a idade de Luis Gustavo, teremos que x — 5 sera a idade de
Ana Julia. Como o produto das idades é igual a 374, temos:
x(x —5) =374 = x* —5x—374 =0,
Onde suas raizes sdo respectivamente: x = -17 e x = 22 pelo fato de estarmos
calculando idades, a raiz x = 17 é descartada. Logo, como idade de Luis Gustavo é
5 anos mais velho que Ana Julia, sua idade € 17 anos.

Problema IV:
Uma tela retangular com area de 9600cm? de comprimento igual a trés meios

da altura. Quais sdo as dimensoes desta tela?

Solugao do problema IV:
. 3 , .
Considerando x a altura da tela, temos que 7’6 sera o seu comprimento. Para
calcular a area de uma figura geométrica retangular, multiplicamos a medida do seu

comprimento, pela medida da sua altura. Em forma de sentenca matematica, temos:

3x
X = 9600cm?.

2
Que pode ser expressa como: % = 9600 = 0 = 3x2 = 19200. Chegamos a uma

equacao do 2° grau incompleta, que tera duas raizes reais opostas, 0 que ocorre
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_ 19200

sempre que o coeficiente b é igual a zero. Calculemos: 3x? = 19200 = x? =X

=+/6400 = x = + 80. Portanto, as raizes encontradas sdo -80 e 80. Como uma tela

nao pode ter dimensdes negativas, desconsideremos a raiz -80.
3 . ~ . 3
Como 7" representa o comprimento da tela, temos, entdo que ela sera de > de

80, que € igual a 120. Conclui-se que a tela tem dimensées de 80 cm de altura por
120cm de comprimento.

Problema V:

Comprei 4 lanches a um certo valor unitario. De outro tipo de lanche, com o
mesmo prego unitario, a quantidade comprada foi igual ao valor unitario de cada
lanche. Paguei com duas notas de R$ 100,00 reais e recebi R$ 8,00 reais de troco.

Qual o prego unitario de cada produto?

Solugao do problema V:

Retirando os dados do problema, temos que: x corresponde aos dois tipos de
lanche, que tém o mesmo valor unitario. Seguindo as informagdes de um dos
produtos, eu comprei 4 unidades e do outro eu comprei x unidades. E sabido que,
recebi R$ 8,00 de troco ao efetuar o pagamento de R$ 200,00 pela mercadoria.
Agora, fica facil montarmos a equagdo: x? + 4x + 8 = 200. Solucionando, x? + 4x —
192 = 0, descobrimos as raizes da equagéo sao:

X =-16 e X' = 12. O preco unitario de cada produto é de R$ 12,00, pois ndo existe

preco negativo.

Problema VI:
O triplo do quadrado do numero de filhos de Pedro Emanuel é igual a 63

menos 12 vezes o numero de seus filhos. Quantos filhos, Pedro Emanuel tem?

Solugao de problemas VI:

Considerando os dados do enunciado, temos que: x corresponde ao humero
de filhos de Pedro Emanuel e 3x? equivale ao triplo do quadrado do numero de
filhos, ao passo que, 63 — 12x refere-se a 63 menos 12 vezes o numero de filhos.

Chegamos a seguinte sentenga matematica: 3x? = 63 — 12x = 3x2 + 12x — 63

= 0, que resulta numa equacdo do 2° grau, cujas raizes sdo x = 3 e X = -7.
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Descartando x* = -7, porque o nimero de filhos ndo pode ser negativo, concluimos
que Pedro Emanuel tem 3 filhos.

Os PCN (BRASIL, 1998, p. 116) também afirmam que € mais proveitoso
propor situagdes que levam os alunos a construir nogdes algébricas pela observagao
de regularidades em tabelas e graficos, estabelecendo relagbes, do que desenvolver
o estudo da algebra, apenas, enfatizando, as “manipulagdes” com expressodes e
equagbes de uma forma meramente mecanica. “E importante que os alunos
percebam que as equacdes facilitam muito as resolugcdes de problemas dificeis”.
(BRASIL, 1998, p.121).
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CONSIDERAGOES FINAIS

A abordagem do tema Equagdo do 2° grau e resolugado de problemas é de
grande relevancia, visto a sua aplicabilidade em toda a matematica e em situagbes
do cotidiano. Considerando o atual estagio no qual se encontra o ensino da
matematica, a forma como esta sendo transmitida sem nenhuma motivagao faz-se
necessario um novo olhar para o ensino, desenvolvendo um trabalho dindmico e
interativo.

Nesse contexto, como alternativa para promover um aprendizado
diferenciado, surgiu esse trabalho mostrando uma viagem pela histéria das
equagdes do 2° grau, destacando fatos relevantes e personagens que muito
contribuiram nao apenas com a evolugdo do tema em questdo, mas com a
matematica como um todo.

Em seguida, utilizamos problemas simples como incentivos para estimular o
interesse dos alunos pelo conteudo, visto que essa metodologia visa conciliar o tema
com o dia-a-dia, trazendo sentido ao estudo.

Devemos propiciar e valorizar as taticas empregadas pelos alunos e nédo
somente os resultados, com o objetivo de transformar a concepgado que com os
alunos possuem sobre o erro, mostrando que “errar” € um passo para entender que
novos saberes estao e podem ser produzidos.

Esperamos que a maneira de ensinar matematica desperte para novos
horizontes, onde o0 ensino seja menos mecanico e utilizando ferramentas para
estimular o raciocinio e a curiosidade para promover uma formagdo mais
abrangente.

Assim, buscar construir o novo, € meditar o ontem, ndo deixando-o de lado,
esquecido, mas sendo ele o passaporte para uma nova era. Nao precisa radicalizar
0 ensino, mas melhora a ética com a qual as coisas sao apresentadas, para assim

trilharmos por novos caminhos e alcangar novos horizontes.
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