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A LEI DE GAUSS PARA A GRAVITACAO: UMA ANALISE APROXIMADA DO
CAMPO NO INTERIOR DA TERRA

Fagne Fernandes da Silva Justino *

RESUMO

O presente trabalho visa tratar alguns aspectos da gravitagao em analogia a eletrostatica,
abordando a Lei de Gauss no contexto gravitacional, analisando o comportamento do
campo gravitico no interior da Terra. A referida andlise consiste em descrever a aceleragao
gravitacional em funcao da profundidade mediante utilizacao de dados sismoldgicos
(ak135-f) do Preliminary Reference Earth Model (PREM), para o perfil de densidade e
para modelagem através da utilizacdo do Maple™ software. Os resultados mostram que o
campo gravitacional, considerando uma densidade variavel, aumenta de forma nao linear
com mudancas abruptas a medida que se aproxima da superficie, devido as diferencas
significativas de densidade das estruturas internas. Conclui-se que as areas correlatas
podem ser fontes de novas discussoes e o uso de recursos computacionais impulsiona o
tratamento de modelos, podendo contribuir para novas abordagens de fendmenos fisicos.

Palavras-Chave: Campo Gravitacional; Fluxo Gravitico; Modelagem Computacional.

1 INTRODUCAO

A Fisica é uma ciéncia fundamental e abrangente que possui estreitas relacoes
com outras ciéncias, correspondendo atualmente ao que se costumava chamar de filosofia
natural tendo grande efeito em todo desenvolvimento cientifico (Feynman & Leigthon,
2008). Essa relagdo aparente ocorreu devido ao seu papel basico mediante a todos os
fenomenos que, consequentemente, proporcionou contribuigdes a outros ramos da ciéncia
ao mesmo tempo que também era acrescida de conhecimento. Alguns exemplos dessa
relacdo estao na elaboracao de instrumentos meteoroldogicos através de experimentos
Fisicos, como também na interpretacao de algumas intera¢ées na quimica tedrica que foi
esclarecida pela mecanica quantica. Enfim, atualmente a Fisica ainda mantém e constroi
novas relagoes com outras areas, como a Biologia, por exemplo; no entanto, a relagao com

a matematica é definitivamente singular e frutifera.

O trabalho em paralelo com grandes matemaéticos acrescentou um brilhantismo
de formalidades a Fisica, e um nome que se destaca por suas contribuigoes é o de Carl
Friedrich Gauss (1777-1855). De acordo com Reips (2006) Gauss desenvolveu e provou
o Teorema da Divergéncia , enquanto trabalhava em estudos gravitacionais, também

conhecido como Teorema de Gauss. O Teorema da Divergéncia é utilizado como uma
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poderosa ferramenta para relacionar integrais de superficie em integrais de volume, o que

¢ muito conveniente no estudo de campos vetoriais de alguns fenomenos fisicos.

A utilizagao da Lei de Gauss no contexto gravitacional é um exemplo da interacao
entre areas da propria fisica, que resultam em novos desdobramentos. Alids, a utilizagdao do
teorema da divergéncia em si no tratamento de fenomenos fisicos, demonstra um aspecto
ainda mais geral, demandando a importancia de realizar estudos que reforcem ideias entre
areas correlatas. Embora esse aspecto seja ressaltado atualmente, tanto a Fisica quanto
a Matematica andavam juntas sem muita distin¢gao em trabalhos de grandes matematicos
dos séculos XVIII e XIX, como os Bernoulli, Euler, Lagrange, Gauss, Hamilton, entre
outros (Batista e Mozolevski, 2010).

Outro aspecto que reforca a relagao comutadora entre as areas é a aplicacao
de recursos computacionais, de modo a desenvolver uma modelagem expressiva que
impulsione o estudo de modelos nao lineares. Assim, de acordo com Veit e Araijo
(2005), a modelagem computacional aplicada a problemas fisicos auxilia o trabalho
de pesquisa, realizando céalculos extensos de maneira eficiente, otimizando o tempo e
possibilitando novas interpretacoes e generalizagoes. O presente trabalho propoe uma
abordagem alternativa no estudo da gravitacao em uma analogia a eletrostatica, através
da analise do campo gravitacional da terra interligado a areas correlatas, fazendo uso de

dados geofisicos e modelagem por meio de recursos computacionais.

2 A FORMULACAO GAUSSIANA GRAVITACIONAL

No estudo basico da eletrostatica, para uma abordagem do campo elétrico, nos
é apresentado o cdlculo do fluxo elétrico através de uma superficie. Por conseguinte,
utiliza-se a Lei de Gauss para relacionar o fluxo com a carga encerrada existente em
uma superficie fechada. A versatilidade dessa relacao nos permite analisar de maneira

alternativa outro campo bastante conhecido, o gravitacional.

Essa possibilidade nao é devido ao acaso, pois de acordo com Simoes (2014), existe
muita similaridade do ponto de vista estrutural nas relagoes entre o campo elétrico e
gravitacional, apesar de pertencerem a naturezas distintas. Se considerarmos ambas as
forgas (elétrica e gravitacional), sdo inversamente proporcionais ao quadrado da distancia
e diretamente proporcionais ao produto de suas grandezas (carga e massa). A semelhanca

é evidente como pode-se notar:




] min;

F,=-G T (2)

r2

Obviamente as diferencas também sao, uma vez que a forca elétrica pode ser
atrativa e repulsiva, enquanto a forca gravitacional apenas atrativa. No entanto, voltando
ao caso do calculo do fluxo, é possivel estabelecer outras relagoes inerentes a essas

entidades. Como usualmente descrito, o fluxo elétrico ¢ dado por,
- T Qint
@ezjfE-dAz— (3)
€0

admitindo um fluxo gravitacional, tem-se analogamente,

D, = j{ 7-dA = —47Gm. (4)

Essas relagoes formam a Lei de Gauss na forma integral para o caso elétrico e
gravitacional, respectivamente. E claro que essas relagoes se aplicam a situagoes restritas
e especificas e, nesse contexto, apenas ilustram a semelhanca entre ambas. Ainda é possivel

estabelecer essas equacoes de modo a serem muito convenientes para fins especificos.

Aplicando o teorema da divergéncia (também conhecido como teorema de Gauss)
nas equagoes anteriores, qual relaciona o fluxo sob uma superficie a uma integral de
volume, permite a obtengao, por exemplo, de elementos de densidade volumétrica. Para

0 caso elétrico,

%E-d/fz/ﬁ-ﬁdr. (5)
S 174

Relacionando (5) com (3) obtemos,

De forma andloga para o gravitacional:

fg-dfi’z/ﬁ-gdr (7)
S 1%



Portanto,

=

V.§=—4rGp. (8)

Essas relacoes configuram uma segunda formulacao e sao conhecidas como forma
diferencial da Lei de Gauss, a equagao (6) sendo também uma das quatro equacoes de
Maxwell do eletromagnetismo. A Lei de Gauss no contexto gravitacional, apesar de
promover discussoes alternativas e significativas, pouco é mencionada ou discutida até
mesmo em cursos de graduagao. Na préxima secao serao apresentados alguns topicos

béasicos discutidos na cletrostatica no contexto gravitacional.

2.1 Massa Pontual

Como foi apresentando implicitamente na eq.(2), a Lei da Gravitagao Universal de
Newton propoe que a intensidade da forca exercida entre duas massas M e m, separadas

por uma distancia r, é dada pela expressao:

Mm
r2

F=—-G—7 (9)

onde G ¢ a constante gravitacional universal. E, de acordo com a segunda lei de Newton,

admitindo g como aceleracao da gravidade tem-se

F=—mg. (10)

Relacionando (9) e (10) e evidenciando g obtém-se

g=—-G—. (11)
Aplicando a Lei de Gauss para gravitacdo deve-se obter o mesmo resultado.

Avaliando (4) e considerando que a forga atue perpendicularmente em todos os pontos, o

produto interno na integral se torna um produto simples. Dessa forma temos,

g(4nr?) = —4nGm = g = —G%,
r

que é o campo gravitacional para uma massa pontual referido na equagao (11).
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2.2 Disco de massa

Um exemplo de simetria plana radial que poderia ser relacionada a essa distribuicao
seria a Terra plana da idade medieval. O disco de massa, embora nao seja tao diferente
do que ja foi apresentado, provavelmente seria a maneira adequada de aferir o campo
gravitacional se a Terra “ainda tivesse o formato plano”. Novamente aplicando a Lei de

Gauss, eq.(4), e considerando uma densidade superficial de massa m = g A,

g = —4nGo.

Existem muitas discussoes especificas por tras desses calculos, no entanto nao
atenhamos a elas, pois nao é objetivo desse trabalho, de modo que o intuito é ressaltar
um paralelismo entre a eletrostatica e gravitagao. Para uma abordagem mais sofisticada
consultar Simpson (2006) e Tort (2014).

2.3 Casca de massa esférica oca

Figura 1: Diagrama de uma esfera massiva oca.

Alta Densidade

Considerando uma distribuicao de massa esférica oca, pode-se analisar intuitiva-
mente o seu campo através da Lei de Gauss. Assim como na eletrostatica, o campo é
originado pela carga encerrada em uma regiao. Podemos supor que, no caso da gravitagao,
se na area encerrada nao ha massa (51), g=0. Para o exterior (S3), podemos considerar
que toda massa estd concentrada no centro, desse modo g serd dado pela equagao (11),

ou seja, de uma massa pontual.
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3 MODELAGEM DO CAMPO GRAVITACIONAL

Para avaliarmos a curva do campo gravitacional para o caso de densidade variavel

serao necessarias algumas consideragoes preliminares. Mesmo que considerar a densidade

variavel possa acrescentar uma suposta complexidade, o problema fisico em si sequer

aproxima-se da realidade, tendo em vista que existem muitas aproximacoes e estimativas,

donde o maximo que essa pesquisa pretende alcancar é uma discussao alternativa e es-

pecifica do modelo gravitacional. Portanto, sao propostas as simplificagoes e consideracoes

a seguir:

3.1

. Para fins da pesquisa a Terra sera considerada com geometria esférica perfeita. A

Terra nao é uma esfera perfeita, o gedide é a forma que mais se aproxima e onde a
gravidade atua perpendicularmente a superficie. Entretanto, existem simplificacoes
devido a complexidade da modelagem, e portanto, a forma usual é o elipséide de

revolucao achatado nos polos (Carvalho, 2008).

. Algumas camadas do interior da terra e as descontinuidades serao descartadas,

sendo considerado apenas o niicleo interno, nicleo externo e manto com raios fixos

determinados.

Sera utilizado o modelo sismolégico ak135-f do Preliminary Reference Earth Model
(PREM), para o perfil de densidade versus profundidade. De acordo com Souza
(2013), este é o modelo mais utilizado atualmente como referéncia de dados globais

de sismologia.

Os dados serdo compilados no Maple™ Software (versao 15.0), para anélise das
funcoes que descrevem ou se aproximem das curvas de densidade obtidas pelo
PREM.

Modelo Preliminar de Referéncia da Terra (PREM)

O PREM foi desenvolvido por Adam M. Dziewonski e Don L. Anderson em resposta

as diretrizes do “ Comité Padrao do Modelo da Terra”, da Associagao Internacional de

Geodesia (IAG) e da Associagao Internacional de Sismologia e Fisica do Interior da Terra

(IASPEI). E um modelo unidimensional que representa as propriedades médias da Terra
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em fungdo do raio planetdrio (Dziewonski e Anderson, 1981). De acordo com Souza
(2013), os modelos sismoldgicos da Terra normalmente usam os perfis de velocidade versus
profundidade ¢ uma equacgao de estado relacionando p ¢ K para obter perfis de pressao,
densidade e médulos elasticos, este modelo tem sido amplamente utilizado como base para

a tomografia sismica e modelos geofisicos globais relacionados.

Os modelos de referéncia da Terra incluem o iasp91 e o akl35, este ultimo sendo
uma atualizacao. Tal como o seu antecessor, ak135-f é um modelo de velocidade radial
estratificado e as tabelas de tempo de transito sao derivadas deste modelo, de modo que
existe uma base consistente para todas as fases. Para interesse da pesquisa, iremos utilizar

os dados de densidade em fung¢ao da distancia radial. Esses dados sao traduzidos na figura
(2).
Figura 2: Perfil de densidade em funcao do raio da Terra obtido dos dados do PREM (modelo ak135-f).

14

—— (PREM) Modelo AK135-f

12 —

10 h

[od]

Densidade [kg/m?]x10°

0 1 2 3 4 5 6 7
Raio [m] x108

Percebe-se um decaimento da densidade a medida em que aproximamos da
superficie e também mudancas abruptas nesse intervalo. Isso ocorre principalmente pela
composicao de cada camada. O desafio para descrever um perfil de densidade em funcao da
distancia consiste no fato de ocorrerem essas mudancas abruptas de densidade na transi¢ao
das camadas, o que caracteriza uma descontinuidade. Uma alternativa é tratar cada
camada independentemente, obtendo assim trés func¢oes de densidade, e consequentemente

trés expressoes para o campo gravitacional, como podemos observar na figura a seguir:

A regressao linear ¢ satisfatéria para fins da pesquisa, como se pode observar, pois

o nucleo interno e externo seguem um padrao linear, com ligeira exce¢ao ao manto, por
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Figura 3: Perfil de densidade em funcao do raio da Terra com linearizacao de camadas.

14

..... (PREM) Modelo AK135-f

. —— Regresséo Linear
12 Niicleo Interno

10
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0 1 2 3 4 5 6 7
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conter variagoes. Sendo assim, fazendo a regressao linear das séries obtemos as seguintes
fungoes lineares, Tabela (1):

Tabela 1: Fungoes lineares de densidade.

Camada Funcao de densidade R?

Ntcleo Interno pri(r) = 13061 — 0,0003r 0,933
Ntcleo Externo Pne(r) = 13506 — 0, 0017 0,978
Manto pm(r) = 8541 — 0,0008r 0,933

Essas funcgoes descrevem o comportamento da densidade em funcao do raio apenas

em seus intervalos, a densidade aproximada total serd a soma dessas funcoes.
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3.2 Estimativa do Campo Gravitacional

Como a abordagem ¢é através da mecanica classica e esta sendo considerada uma
estrutura idealizada com simetria esférica, é de grande valia utilizar o teorema das cascas,
pois promove significativas simplificagoes no calculo do campo gravitacional. Sendo assim,
aplicando a Lei de Gauss e considerando uma superficie gaussiana imaginaria para o

campo gravitacional, tem-se a representacao:

Figura 4: Diagrama da superficie gaussiana.

onde R é o raio total, R; a superficie interna e r a superficie gaussiana. A Lei de Gauss

para a gravitagao nos diz que o fluxo gravitacional através de uma superficie fechada ¢

j{ﬁ-dff

(Lei de Gauss Gravitacional)

proporcional a massa encerrada,

—47TGmt, (12)

G é a constante gravitacional, e m a massa que é dada por:

Adl
dm = < oda

pdt

Como temos uma distribuicao volumétrica e uma funcao de densidade em relagao a

profundidade,

m = / pu(r)dr. (13)
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Para realizar a integracao, o elemento de volume devera estar em funcao da

distancia radial. Como ha simetria esférica o calculo se torna simples sendo:

dr = 4rrdr.

Pode-se generalizar o calculo das fungoes de densidade considerando

Pn(1) = an + byr (14)

em que a é o coeficiente linear e b o coeficiente angular, dessa forma substituindo (14) em
(13), tem-se:

m, = 477/ anr? + byridr. (15)

R;

Aplicando a Lei de Gauss

T
g-4mr? = C_1'47T/ a,r® + b,r3dr
R;
com G = —47nG. A Lei de Gauss apresenta aqui seu poder de tornar o célculo simples.
Dessa forma, obtém-se uma expressao generalizada em funcao da distancia radial para g

no interior da Terra

an by 2

(g em funcao do raio)

Com a expressao de g em fungao do raio da Terra em maos, resta apenas utilizar

o Maple™ Software para compilar as funcoes e obter os gréaficos.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Como dito anteriormente os diametros e distancias foram considerados fixos e
determinados, a figura (5) representa com proporgao e detalhamento os valores utilizados.

Outra consideragao é a aceleragao gravitacional sendo de 9,81 m/s* na superficie.
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Figura 5: Estrutura simplificada da Terra.
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4.1 Gravidade do Ntcleo Interno

A funcao de densidade p,,;(r) para o Nicleo Interno é tal que

pni(r) = 13061 — 0,0003r.

Desse modo

o que resulta em,

Gni = 4, 349648886 m/s>. (17)

(Gravidade do Niicleo Interno)
A gravidade obtida através dos calculos realizados para o nicleo interno é menos
da metade mensurada na superficie. Apesar de ter um diametro bem menor comparado as

outras camadas, o nicleo interno possui alta densidade atribuindo uma forga gravitacional

consideravel.

4.2 Gravidade do Nicleo Externo

Usando o mesmo raciocinio, a fun¢do de densidade p,.(r) para o Nicleo Externo

é tal que
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pe(r) = 13506 — 0, 0017

Assim tem-se,

A Ane bneQ
gne(r)—G(3r+ 47’).

Desse modo

Gne = 10,60082354 m/s>. (18)

(Gravidade do Niicleo Externo)

Para o nicleo externo a gravidade obtida é maior que a verificada na superficie, esse
resultado pode desafiar o senso comum, mas é coerente tendo em vista a alta densidade

nessa camada ¢ sua extensio.
4.3 Gravidade do Manto

Por ultimo, a func@o de densidade p,,(r) para o Manto é

pm(r) = 8541 — 0, 0008r.

Desse modo

o que resulta em,

Gm = 9,693173481 m/s>. (19)
(Gravidade do Manto)
Para o manto a gravidade deveria decair em relagao a camada anterior e de fato

isso ocorre, devido a mudanga abrupta de densidade. Esse resultado se aproxima do valor

padrao, sendo aceitavel mediante os tratamentos simplificados.
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Tabela 2: Aceleragao gravitacional por camada.

Camada Gravidade m/s”
Nicleo Interno 4, 349648886

Ntcleo Externo  10,60082354
Manto 9,693173481

4.4 Perfil Gravitacional

Apos a estimativa da gravidade em cada camada, os resultados foram representados
em um unico grafico através do Maple™ software, figura (6). O perfil gravitacional no
interior da Terra traduz o comportamento de g de maneira muito aproximada dos estudos

realizados pelos institutos geofisicos internacionais.

Figura 6: Gravidade em funcao da distancia radial da Terra.

124

—
(en)
1

Aceleragao gravitacional (m/s”)

0

0 1 2 3 4 5 6
Raio (mx10")

Foi estimada uma aceleracao da gravidade de aproximadamente 9,70 m/s? na
superficie. FEsse resultado é coerente e excelente, pois além do tratamento linear e

uma abordagem cléssica, foram feitas aproximacgoes e consideragoes que implicaram no

resultado.
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O gréafico mostra como os nucleos, por serem formados de altas quantidades de
ferro, niquel e outras ligas densas, contribuem de maneira significativa para o campo
gravitacional como um todo, ainda que, na transicao do manto para o nicleo externo, ha

uma mudanca abruta da gravidade, onde ela decai de maneira nao linear até o centro.

A figura (7) apresenta uma atualizacdo do comportamento gravitacional linear
amplamente utilizado em livros de graduagdao e também em livros didéaticos do ensino

médio, podendo ser um subsidio para o ensino de Fisica.

Figura 7: Ilustracdo da gravidade em fungao do raio.

Manto

2885

Espaco

2270

Ntcleo Externo
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1216

6371 km

Nessa perspectiva, o estudo de modelos nao lineares, como fluxo gravitacional em
uma densidade varidvel, assim como outros assuntos atuais, tal como a identificacdo das
ondas gravitacionais, poderia ser um viés para abordagens diferenciadas de contetidos da

Fisica Classica e Contemporanea.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A utilizacao de modelos e dados geofisicos atuais com abordagem diferenciada,
que nesse caso foi a Lei de Gauss para a gravitacao, trouxe significativas discussoes
e possibilidades, como a descricao do perfil gravitacional no interior da Terra. A
conexao desses elementos foi necessaria para evidenciar um paralelo ja existente entre a
eletrostatica e a gravitagao. Com a utilizacao de recursos computacionais com alto poder
de processamento, como o Maple, a estimativa desse perfil foi possivel evidenciando outro
aspecto, a importancia do trabalho em conjunto entre areas correlatas. Apesar de um
tratamento linear simplificado, os resultados se aproximaram de maneira satisfatéria dos
resultados padroes, e apesar de nao ter sido o objetivo da pesquisa, podem servir de

subsidios para discussoes no ensino de Fisica.

Algumas propostas de pesquisa nessa perspectiva seriam: um estudo diferenciado
da curva de densidade como, por exemplo, expansao em série, com menos aproximagoes
e simplificacoes; descricao em trées dimensodes e ainda a simulagao dos efeitos causados em

um corpo que realizasse esse perfil gravitacional.

THE GAUSS LAW FOR GRAVITATION: AN APPROXIMATE
ANALYSIS OF THE FIELD INSIDE THE EARTH

ABSTRACT

This paper aims to address some aspects of gravitation in analogy to electrostatics,
addressing Gauss’s Law gravitational context, analyzing the gravitational field behavior
inside the Earth. This analysis consists of describing the gravitational acceleration as a
function of depth using seismological data (ak135-f) from the Preliminary Reference Earth
Model (PREM), for the density profile and for modeling using Maple®™ software. The
results show that the gravitational field, given a variable density increases non-linearly
with abrupt changes as it approaches the surface, due to significant differences in density
of the internal structures. It was concluded that the related areas can be sources of further
discussions and the use of computational resources drives the treatment models and can

contribute to new approaches to physical phenomena.

Keywords: Gravitational Field; Gravitational Flow; Computational Modeling.
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