@\

&
UEPB

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA- UEPB
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIAS - CCT
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA- DM

DACIO BRADLEY VICENTE DA SILVA

APLICAGOES DO CALCULO DIFERENCIAL

CAMPINA GRANDE - PB
2018



DACIO BRADLEY VICENTE DA SILVA

APLICAGOES DO CALCULO DIFERENCIAL

Trabalho de Conclusdo de Curso
Licenciatura Plena em Matematica da
Universidade Estadual da Paraiba, como
requisito parcial a obtengcédo do titulo de
Licenciatura Plena em Matematica.

Orientador: Prof?. Ma. Katia Suzana Medeiros Graciano.

CAMPINA GRANDE - PB
2018



E expressamente proibido a comercializacéo deste documento, tanio na forma impressa como eletronica.
Sua reproducéo total ou parcial € permitida exclusivamente para fins académicos e cientificos, desde que na
reproducéo figure a identificacé@o do autor, titulo, instituicdo e ano do trabalho.

S586a  Silva, Dacio Bradley Vicente da.

Aplicacdes do calculo diferencial [manuscrito] / Dacio
Bradley Vicente da Silva. - 2018.

43 p.

Digitado.

Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduacdo em
Matematica) - Universidade Estadual da Paraiba, Centro de

ecnologia , 2018.

Ciéncias e

"Orientacdo - Profa. Ma. Katia Suzana Medeiros Graciano ,
Departamento de Matematica - CCT."

1. Célculo diferencial. 2. Taxa de vanacéo. 3. Funcdes
derivaveis. |. Titulo

21.ed. CDD 515.33

Elaborada por Giulianne M. Pereira - CRB - 15/714 BC/UEPB




DACIO BRADLEY VICENTE DA SILVA

APLICAGOES DO CALCULO DIFERENCIAL

Trabalho de Conclusdo de Curso da
Graduacdo em Licenciatura Plena em
Matematica da Universidade Estadual da
Paraiba, como requisito parcial a
obtencdo do titulo de Licenciatura Plena
em Matematica.

Aprovadaem:Q &/ 12/ zo\R .

BANCA EXAMINADORA

—Kdlia. Suzomo.

Prof®. Ma. Katia Suzana Medeiros Graciano (Orientador)
Universidade Estadual da Paraiba (UEPB)

Mos Joldle Sche Do Yoo

Prof®. Dra. Maria Isabelle Silva Dias Yanes
Universidade Estadual da Paraiba (UEPB)

?zd,,,w, s 4.2 /Q'QU@/A[ Ja 8.,

Prof. Me. Fernando Luiz Tavares da Silva
Universidade Estadual da Paraiba (UEPB)




RESUMO

Neste trabalho foi apresentado um estudo histérico a respeito do Calculo Diferencial,
importante ramo da matematica que, dentre outras utilidades, possibilita analisar
taxas de variagdo. A pesquisa contém alguns dos principais fatos, personagens e
respectivos trabalhos que colaboraram para o seu desenvolvimento com o passar
dos anos. Estudou-se também a teoria da derivada, cujas aplicagbes estao
presentes em diversas areas da ciéncia. Algumas aplicagcdes do Calculo Diferencial
sdo para solucionar problemas do dia a dia, como o crescimento populacional de um
certo municipio ou até mesmo determinar o crescimento de uma col6nia de
bactérias.

Palavras-chave: Calculo Diferencial. Historia. Aplicagées.



ABSTRACT

In this work we present a historical study about Differential Calculus, an important
branch of mathematics that, among other utilities, makes it possible to analyze rates
of variation. The research contains some of the main facts, characters and respective
works that have contributed to its development over the years. The derivative theory
was also studied, whose applications are present in several areas of science. Some
applications of differential calculus are to solve day-to-day problems, such as the
population growth of a certain municipality or even to determine the growth of a
colony of bacteria.

Keywords: Differential Calculus. Story. Applications.
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INTRODUGAO

O Caélculo Diferencial € uma grande ferramenta matematica utilizada para
tomada de decisbes no dia a dia da sociedade. Possui muitas aplicagbes em
diversas areas do conhecimento, tais como: biologia, quimica, fisica, economia, na
prépria matematica, etc. Desde a antiguidade ja se tinha ideia relacionada ao
calculo, mas sua formalizacdo como conhecemos hoje veio com Newton e Leibniz
no século XVII. A partir do século XVII o célculo tornou-se um instrumento muito
importante para as pesquisas cientificas e tecnoldgicas.

O objetivo deste trabalho foi realizar um estudo histérico sobre o calculo,
abordando o conteudo e aplicagdes com o intuito de apresentar o Calculo Diferencial
de uma forma mais clara, pois alguns alunos sempre se perguntam: “Onde eu vou
utilizar isso? Qual sua utilidade no dia a dia?”. Pretendemos suprir essa necessidade
mostrando que o Calculo Diferencial tem aplicabilidade em diversas areas da
ciéncia, que nao se resumem apenas a matematica.

Com o intuito de dar uma visdo mais atrativa ao conteudo em tela, dividimos
nosso trabalho da seguinte forma: No primeiro capitulo apresentamos o contexto
histérico, envolvendo Issac Newton e Gottfried Leibnz, dois grandes pesquisadores
que contribuiram diretamente para a criagdo do célculo, uma vez que defendiam
suas ideias, tornando o calculo mais compreensivo por todos. O capitulo seguinte
apresenta a definicdo do Calculo Diferencial, alguns teoremas e suas propriedades,
seguido de exemplos para o melhor entendimento do conteudo. No terceiro capitulo
apresentamos algumas aplicagdes do Calculo Diferencial na Economia, na Biologia,
no Crescimento Populacional e na Fisica. As aplica¢des tém o intuito de mostrar que
o Calculo Diferencial € uma ferramenta que nao se limita sé a matematica, e sim,

uma ferramenta poderosa que pode ser utilizada em diversos ramos da ciéncia.



Capitulo 1
Contexto Historico

A maior revelagdo matematica se deu no século XVII com o desenvolvimento
do calculo diferencial e integral por Newton e Leibniz, passando assim a dar suporte,
a novos estudos do movimento, abrangendo tanto a fisica quanto a matematica, pois
0s matematicos da época também eram fisicos.

A diferenciagao, criada bem mais tarde, resultou de problemas sobre
tangentes a curvas e de questdes sobre maximos e minimos. Mais
tarde ainda, verificou-se que a integracdao e a diferenciagéo estédo
relacionadas entre si, sendo cada uma delas operagéo inversa da
outra. (EVES, 2011, p. 417)

Apesar da maior parte da historia do calculo estar situada no século XVII
precisamos retornar, a Grécia do século V a.C. onde os problemas que motivaram o
desenvolvimento do calculo surgem, como o calculo de areas, volumes e
comprimento de arcos.

O método de exaustao foi desenvolvido pelo astrbnomo e matematico grego
Eudoxo de Cnido (408 a.C — 355 a.C), que tinha como propdsito calcular a cubatura
(areas) e quadraturas (volumes), onde demonstra que uma grandeza pode ser
subdividida indefinidamente, assim subtraindo uma parte da mesma n&o menor que
sua metade, sucessivamente até chegar a uma grandeza menor que qualquer outra
da mesma espécie. Método esse, muito parecido com o Calculo Integral usado
atualmente.

Arquimedes foi quem obteve o método de exaustao mais proximo da atual e
verdadeira integracdo, apesar de ser um método muito rigoroso, ndo serve para a
descoberta inicial do resultado. No seu questionamento de areas e volumes, ele
alcangou resultados equivalentes a muitas integrais definidas que aparecem nos
textos basicos de calculo.

Para determinar uma area ou volume, Arquimedes corta a regido proporcional
num numero muito grande de pedagos de fatias planas, colocando essas fatias
numa das extremidades de uma alavanca dada, de tal maneira que determina o
equilibrio com uma figura de area ou volume com o ponto central conhecido. Esse
metodo fez com que Arquimedes construisse a formula do volume da esfera.
Podemos dizer que o moderno método de equilibrio de Arquimedes chega se

confundir com a moderna integragao.
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So6 por volta de 1450 os trabalhos de Arquimedes chegaram a Europa
Ocidental, através de uma tradugdo, achada em Constantinopla, de uma
copia (do século IX) de seus manuscritos. Essa tradugao foi revisada por
Regiomontanus e impressa em 1540. Alguns anos mais tarde apareceu
uma outra traducéo. Mas so por perto do inicio do século XVII as ideias de
Arquimedes passaram por outros desdobramentos. Dois dos primeiros
matematicos dos tempos modernos a usarem métodos comparaveis aos de
Arquimedes foram o engenheiro flamengo Simon Stevan (1548-1620) e o
matematico italiano Luca Valerio (c. 1552- 1618). Ambos tentaram evitar a
dupla reductio ad absurdum do método de exaustdo fazendo uma
passagem direta ao limite, de maneira bastante parecida com o
procedimento aplicado, ao calculo da area de um segmento parabdlico.
(EVES, 2011, p. 424)

O método diferencial foi mostrado com clareza pelo matematico francés Pierre
de Fermat no ano de 1629, determinando os pontos maximos e minimos. Ele foi
pioneiro ndo so no que se refere a diferenciagdo, mas também no que se refere a
integracdo. O desenvolvimento do calculo diferencial e integral possibilitou a
chegada de novos pesquisadores matematicos, com isso varios problemas
matematicos passaram a ter solugdes. Surgiram entdo varias contradicoes
obrigando o calculo a passar por uma fundamentagéo légica na intengao de se obter
o maior formalismo possivel. Deu-se a necessidade de inserir simbolos algébricos
para estudar a geometria das curvas, favorecendo a evolugdo do conceito de
derivada. Com o decorrer do tempo esse processo tonou-se mais algébrico do que
geométrico, dando continuidade ao desenvolvimento dos conceitos basicos da
fundamentacao tedrica do célculo.

A juncdo das partes mais conhecidas e utilizadas até entdo, associada ao
desenvolvimento e aperfeicoamento das técnicas, deu-se com Newton e Leibniz que
mostraram os fundamentos mais importantes do calculo: as Derivadas e as Integrais.
No contexto atual ainda é possivel encontrar algumas controvérsias a respeito do
desenvolvimento do Calculo, mas para esse trabalho ndo se estender muito, por
anos e anos de historia, o foco ficara sobre dois grandes colaboradores: Issac
Newton e Gottfried Leibnz.

1.1 Isaac Newton

Isaac Newton nasceu no ano de 1642, foi educado por sua avo e por um tio do
lado materno. Seu tio percebendo seu talento convenceu a sua mae a matricula-lo
na escola em Cambridge, onde havia se formado. Isaac Newton no primeiro
momento interessou-se pela quimica, area que ele teve um enorme respeito. Apos
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ler algumas obras de matematicos como Euclides, Galileu e Fermat, comecgou a
desenvolver seu lado matematico, passando assim a fazer suas contribuicbes a
matematica. Sendo sua primeira descoberta exprimir fungdes em termos de séries
finitas, mais tarde Newton veio a pensar nas taxas de variagao.

Nos anos de 1665-1666 Newton atingiu o grau A e B como aluno na
Universidade de Trinity College na cidade Cambridge, que mais tarde veio a ser
fechado por conta da peste bubdnica, levando Newton a ir pra sua casa, e nesse
periodo ele fez 4 das suas principais descobertas sendo elas o teorema binominal, o
calculo, a lei de gravitagéo e a natureza das cores.

Ao observar os planetas, Newton percebeu que os movimentos dos mesmos se
davam de modo que, em cada ponto a diregdo da velocidade era a mesma que a da
reta tangente, dai esse movimento poderia ser descritos por pequenas tangentes.
Sua proxima descoberta seria consequéncia das tangentes, a qual recebeu
inicialmente o nome de fluxdes, conhecido atualmente como Calculo Diferencial.
Com o passar do tempo ele percebeu que a integracdo e a diferenciagdo sao
processos inversos. Essa descoberta levou ao surgimento do Teorema Fundamental
do Calculo, tornando Newton conhecido como o inventor do calculo, explorando a
relagdo inversa entre inclinagéo da reta e area através de sua nova analise finita.

Entre os anos 1665-1666 Newton descobriu o calculo e o método das séries
infinitas, mas nao publicou nada a respeito dos seus resultados. Vindo a aparecer
em 1687 a primeira exposicdo do calculo em Philosophiae Naturais Principia
Mathematica. Sendo sua descoberta aplicavel a todas as fungdes, sejam algébricas
ou transcendentes.

As contribuigcdes de Issac Newton para a ciéncia sdo tao significantes que néo
tem como estudar Fisica ou Calculo e ndo citar seu nome. Muitos matematicos e
fisicos o0 consideram como o maior cientista de todos os tempos.

Nos ultimos anos de sua vida Issac Newton enfrentou a deficiéncia esfincteriana,
onde veio a sofrer de incontinéncia urinaria, além de sofrer de gota. Foi
diagnosticado com calculo na bexiga na sua causa-mortis, vindo a falecer no dia 20
de marco de 1727 em Londres, Inglaterra.

1.2 Gottfried Wilheln Leibniz
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Gottfried Wilheln Leibniz nasceu no ano de 1649 na cidade de Leibniz, aos 17
anos obteve o grau de bacharel. Cursou teologia, direito, filosofia e matematica, e
por isso, varios historiadores o consideram como o ultimo sabio que possui
conhecimento universal. Mudou-se para a cidade de Nurunber onde obteve seu
doutorado na Universidade de Altdorf. Por ter sido representante governamental teve
a oportunidade de viajar durante toda sua vida. Viajou para Paris no ano de 1672
onde conheceu Huygens, que |Ihe indicou para estudo os tratados de Pascal. Na sua
visita a Londres no ano de 1673 adquiriu uma copia do Lectiones Geometricae de
Isaac Barrow, mais tarde tornou-se membro do Royal Society. Através dessa visita a
Londres surgiram boatos de que Leibniz talvez tivesse visto o trabalho de Newton,
que poderia ter o motivado na descoberta do Calculo, deixando a duvida da
legitimidade das suas descobertas relacionadas ao célculo.

Compreendemos que hoje isto néo teria sido possivel, pois durante aquela visita
a Londres, Leibniz ndo tinha conhecimento de geometria e nem analise suficiente
para entender o trabalho de Newton. A partir dai as descobertas de Leibniz
passariam a estar presentes na matematica. Ele em suas descobertas relacionadas
ao triangulo de pascal e o triangulo harménico, encontrou varios resultados de series
infinitas convergentes.

No ano de 1676 Leibniz chega a mesma conclusao a qual Issac Newton chegou
anos antes. Ele apresentava um método que era bastante importante por causa da
sua generalidade. As operagdes de encontrar “soma” (integrais) ou “diferengas”
(diferencias) poderia ser sempre aplicadas em fungdo racional ou irracional,
algébricas ou transcendente. Seu método de notagcédo era muito importante e a partir
dai é que surge o dx e dy para as diferengas menores possiveis em x e y usada no
contexto atual.

Em 1684 surgiu a primeira publicagdo do calculo diferencial de Leibniz sobre o
titulo de Nova Methodus pro maximis et minimis itemque tangentibus( um novo
método para maximos e minimos, também para tangentes que ndo € obstruido por
quantidades irracionais).

As descobertas de Leibniz foram tdo importantes para o calculo e para
matematica que ele é considerado como um dos setes fildsofos modernos mais
importantes. No ano de 1716 Leibniz veio a ficar doente vitima de uma crise de gota,
afastado da aristocracia, no lugar onde viveu boa parte da sua vida. Faleceu no dia
14 de novembro do mesmo ano, em Honnover, Alemanha.
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Neste breve histérico enfocamos o surgimento do calculo e seus grandes
colaboradores. Agora iremos detalhar o Calculo Diferencial com suas defini¢gdes e

teoremas.
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Capitulo 2
Calculo Diferencial

A evolugédo do calculo diferencial esta relacionada a taxa de variagéo e as
questdes de tangente a uma curva. O uso dos simbolos algébricos no estudo do
célculo colaborou para o desenvolvimento da derivada. Newton fez seus calculos a
respeito do estudo dos fluidos, Leibniz, imaginava a derivada como uma grandeza.
Agora iremos trabalhar o conteudo de derivadas com definigées, propriedades e
alguns teoremas, com a formalidade que lhe é necessaria.

2. Derivada de uma fungao
2.1 Taxa de variagao: Suponha que y seja uma quantidade que depende de outra
quantidade x. Assim y € uma fungdo de x e escrevemos y = f(x). Se x variar de x;
a x, entdo a variagdo em x sera
h=x,—x;

e a variagao correspondente em y sera

Y=Ffx —fx
O quociente das diferengas

Z=fx2 —fx
h Xy — Xq

€ denominado taxa de variagdo de y em relagdo a x no intervalo x;,x, e pode ser
interpretado como a inclinagdo da reta secante.
Como x, = x; + h, logo podemos escrever

Y fxi+h —fx) _fxit+h —f(x)
h X, — X1 B h

Por analogia com a velocidade, consideramos a taxa média de variagdo em
intervalos cada vez menores fazendo x, tender a x; e, portanto, fazendo h tender a
0. O limite dessas taxas médias de variagcdo é chamado taxa (instantanea) de
variagéo de y em relagdo a x em x = x;, que € interpretada como a inclinagéo da
tangente a curva y = f(x) em P(xy, f(x;)) . Dai,

Y o fxath —f(x)
lim—= lim
h—0h h—0 h

Se tal limite existir, chamaremos de derivada da fungéo f no ponto x;.
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2.2 Definicdo: Sejam f uma fungcdo e p um ponto de seu dominio. O limite
jim L5 = @)
m—-
xX—p X—p
Quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f'(p) (leia:
f linha de p). Assim:
b _w S x =)
f'p = l‘i%Tp
Se f admite derivada em p, entdo diremos que f € derivavel ou diferenciavel em p.

Observacgao. Segue das propriedades dos limites que

. fx—fp) | fpr+th —f(p)
lim——==lim s
xX-p X—p h—0 h
como x =p + h.
Logo,
oy il TI@ _ f PR — )
p x—p X—p h—0 h

Exemplo 1: Seja a fungédo f x = x2. Calcule a derivada da fungéo f(x).

Solugéo:
Temos que:
e fX+h—f(X)_l. (x + h)? — x?
L
Como
(x+h)?—=x? x%?+4+2xh+h?—x%? 2xh+ h?
- = h = o =2x+hcomh=#0
Logo,

f'x =lim 2x+h =2x
h—0

Portanto f' x = 2x

2.3 Continuidade de func¢des derivaveis

2.3.1 Teorema: Toda fungéo derivavel num ponto x,, € continua nesse ponto.
Demonstragéo:

Seja f(x) uma fungao derivavel em x;. Vamos provar que f(x) € continua em x;.
Em outras palavras, vamos provar que as seguintes condi¢des sao validas, isto é:

() f x, existe;
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(i) lim f x existe;

X=X

(i) Jim f x = f(xy)

Por hipotese, f(x) é derivavel em x,. Logo, f'(x) existe e, pela férmula

£y = lim LS

X=X X — Xq
Concluimos que f(x;) deve existir para que o limite tenha significado.

Além disso, temos:

. _ fx —flxa)
A S S =y G T
= lim (x — x,) * lim fx —fG)

X=X XX, X —Xq

=0-f"x.
Portanto,
lim fx —f(x;) =0

xX—=Xq
Temos, entao,
lim fx =1lim fx —f x; +f(x)

X%, xX—x,

= lim f x —f(xy) +)}1_)n; f(x1)

XX,

=0+f x =f(x)
Velem entao as condigées (i), (ii) e (iii) e conclui-se que f(x) é continua em x;.

2.4 Derivadas Laterais
2.4.1 Definigao. Se a fungéo f(x) esta definida em x,, entdo a derivada a direita de

f em x,, denotada por f', (x;), é definida por

fxi+h —f(x)

flo @ = lim, h
li fx —f(x)
x-x,t X=X

2.4.2 Definigao. Se a fungéo f(x) esta definida em x,, entdo a derivada a esquerda

de f em x;, denotada por f'_ (x,), é definida por

. fxi+h —f(x)
m

flox =hll>o- h
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_ i fx —f(x)
= lim ———

xX—x1 " X—Xq
Observacgao: Uma funcédo € derivavel em um ponto, quando as derivadas a direita e
a esquerda nesse ponto existem e sdo iguais.

x’sex <1
2x —1sex>1

a) f éderivavel em 1?

Exemplo 2: Seja f x =

b) f é continuaem 1?
Solugéao

a)

2 _
fx =/ _ X ersi
x—1 —

2sex>1

Note que

—f(1
lim—fx f()=2
x—1t x—1

—f(1
lim =M
x-1" x—1
Logo,
 fx—f@Q) . fx—=fQ)
llm——llm——Z
x—1* x—1 x-1" x—1

Portanto, f é derivavelem1e f' 1 =2

b) Como f é derivavel em 1, segue que f € continua em 1.

Exemplo 3: Mostre que f x = x n&o é derivavelem p = 0.

Solugao:
Note que
fx =fO _Ixl_ 1sex=0
x—0 X —1lsex <0
Logo,
lim L% =) _

x—0% x—0

o fx =)
m —-=

x—0~ x—0 -1
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Portanto,

lim 2% =10
m-——_—

x—0 x—20

nao existe, ou seja, f ndo é derivavel em 0. Como f'(0) nao existe, o grafico de

f x = x nao admite reta tangente em (0,1 0 )
2.5 Regras de Derivagcao

Nesta secédo, citaremos varias regras, chamadas regras de derivagao, que
facilitam determinar as derivadas das fungbes sem o uso da definicdo. Iremos
considerar que a derivada de uma fungao f, em x, é representada por f' ou

af
dx’

2.5.1 Derivada de uma constante: Seja f x = k uma funcdo constante. Mostre
que f' x = 0 para todo x.

Demonstragéo:

Temos que

fro =gt 2SE)

Com f x = k paratodo x, resulta f x + h = k para todo x e todo h. Assim,

k —
f'x =lim——=1m0=0
h—0 h—0

Portanto /' x =0

Exemplo 4: Seja f x = 5. Calcule f'(x).
Solugao
Note que
fx+h —f(x)

frx = lim h

Como f x =5 paratodo x, resulta f x + h =5 para todo x e todo h.

Portanto,

ffx =f"x =}11£%T=11m0=0

h—0
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2.5.2.1 Teorema. Seja n # 0 um natural. Sdo validas as formulas de derivagao:

a) fx =x">f" ' x =nx"?
b) fx =x"=>f"x =—nx™1 x#0

Demonstragéo:

, . (xRt ="
R

Fazendox+ h =t t - x quando h - 0 vem

n__ .n
flx = lim o lim T4 M2 4 M 3x2 4 XML
-X —_ -Xx
n parcelas
Assim,
flx = x4 xm2x + x"3x2 o 4 x0T
n parcelas
ou seja
f'x =nx"1
1 1
x+ )" x" x+ h)"—x" 1
b) f' x =lim( ) =lim—( ) .
h—0 h h—0 h (x + h)nxn
Por (a),
x+ )" —x"
e
Como,
y 1 1
im =
h—0 (x + h)"x™  x2n
resulta,
flx =—nx"1 2 —nx "1
x2n
Portanto,
fx =x">f x =—nx"L

Exemplo 5: Sejaf x = x*. Calcule f'(x).
Solugao

Temos que:

fx =x*=>f x =4x*?
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Portanto
f'x =4x3.

Exemplo 6: Seja f x = x~3. Calcule f'(x).

Solucéao
Temos que:
fx =x3=>f"x =-3x"371
Portanto
f'x =-=3x"*

2.5.3 Derivada de uma soma: Sejam f e g duas fungbes e h a fungao definida por
hx =fx +g(x).Sef'(x)eg'(x)existem,entdo b’ x =f x + g'(x)
Demonstragéo:

Por hipotese, existem

D = fx+h —f(x) _ i gx+h —f(x)
fro sy e x STy
Temos:
. hx+h —h(x)
h' x =lim
h—0 h
. fx+h +glx+h) — fx +gx)
= lim
h—0 h
. fx+h —f(x) + gx+h —gx)
= lim
h—0 h
. fx+h —f(x)  gx+h —f(x)
= lim + lim
h—0 h h—0 h
=f'x +g" x.

Observacao: A proposicao se aplica a um numero finito de fungdes, isto é, a
derivada da soma de um numero finito de fungbes é igual 8 soma de suas derivadas,

se estas existirem.

Exemplo 7: Seja f x = 3x* + 8x + 5, Calcule f'(x).
Solugéo
Temos que:

f'x =34x% +8-1+0=12x>+8
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Portanto, f' x =12x3+8

2.5.4 Derivada do produto de uma constante por uma fungdo: Sejam f uma
funcdo, ¢ uma constante e g a fungao definida porg x = cf(x). Se f'(x) existe,
entédo g’ x = cf'(x).

Demonstragéo:

Por hipotese, temos que:

PRS2 R (€5
_h—>0 h
Dai,
o X g
¢ x =m=—
—limcf x+h —cf(x)
_h—>0 h
 lim ¢ fx+h —f(x)
_h—>0 h
+h —
= fim LI o

Portanto f' x = cf'(x)

Exemplo 8: Seja f x = 8x2, Calcule f'(x).
Solugao
Temos que:
f''x =82x =16x
Portanto,
f'x =16x

2.5.5 Derivada do produto: Sejam f e g derivaveis em p. Entéo a fungdo f-g é
derivavel em p.

Tém-se f-g'p =f'pgp +fp -9 ®

Demonstragéo:

Temos:

feg' _mfX9x —fragp
g'p =lm o

Somando e subtraindo f p g(x) ao numerador resulta
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fxgx —fpgx +fpgx —fpgp

fig'p =lm
. fx—=f() gx —g(p)
—}g; x—p 9% +f(p) x—p

=f'"pgp +fp gD
Observe que, pelo g ser derivavel em p, g sera continua em p, e, assim,

limg x =g(p)
-p

Exemplo 9: Seja f x = (2x+ 1)(x+ 1). Calcule ' x .
Solugéo
Considere h x =2x+1eg x = x+1. Pelaregra do produto temos que:
fl'x =h"x "gx +hx ~g'(x)
Dai
fl'x = 2x+1"x+1 + 2x+1 x+1"'

Comoh' x =2eg’ x =1.Logo,

flx =2 x+1 + 2x+1 1=2x+2+2x+1=4x+3
Portanto,

f'x =4x+3

2.5.6 Derivada do Quociente: Se f e g forem derivaveis em p e se g(p) # 0, entéo

5 sera derivavelem p e

f'_ f'pgp—frg®

g g(p) ?
Demonstragéo:
Temos que
, fx _fp)
f . g9x g . fxgp —fpgkx) 1
= p =lim=——————=lim .
g x=>p  X—P x=p X=p g x g(p)
Somando e subtraindo f p g(p) ao numerador resulta
f' . fxgp—fpgp+tfpgp —fpgx 1
= p =lim .
g x=p X=p g x g(p)
. fx —f() gx —4g@) 1
=lim ———=-g p —f(p)- -

x>p  X—Dp P xX—p gxgp
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e, portanto,

[, _frav —/pgW®
g g(v) *

2x+3
x2+1

Exemplo 10: Calcule f'(x) onde,f x =

Solugéo
Pela regra do quociente
2x+3"  2x+3 ' x*+1 — 2x+3 x*+1"'

ffx =% = x2 412
Como
2x+3'=2e x*+1'=2x
Logo
£ =2x2+12— 2x +3 2x
x?+172
Ou
f,(x>_—2x2—6x+2
x2+1 2

2.6 Derivada da fungdao composta

Consideremos duas fungdes derivaveis f e gonde y=g x eu=f x , Para
todo x tal que f(x) esta no dominio de g, podemos escrevery =g u =g f(x) ,isto
€, podemos considerar a fungdo composta g,f x .
Por exemplo, uma fungdo tal como y = (x%+ 5x +2)” pode ser vista como a
composta das fungées y =u’ = g(u)eu=x2+5x+2=f x .

A seguir apresentamos a regra da cadeia, que nos da a derivada da fungao
composta g,f em termos da derivada de f e g.

2.6.1 Regra da Cadeia: Se y=g x e y=g x e as derivadas Z—Z e Z—Z existem,

entdo a fungdo composta y = g f(x) tem derivada que é dada por:
dy dy du

I du MY X =g u “ffx.

Demonstragéo:
Vamos fazer a demonstragdo supondo que existe um intervalo aberto I contendo x,

tal que:
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Au= f x+Ax —f(x) #0sempreque x+ Ax €leAx#0. (1)

Isso se verifica para um grande numero de fungbes, porém nado para todas. Por
exemplo, se f for uma fungdo constante a condicdo apresentada ndo é satisfeita.
Porém, neste caso, podemos provar a formula facilmente. De fato, se f x = ¢ entdo
ffx =0ey=g f(x) =g(c)éconstante. Assim,

y'x =0=g"u -f"x.

Entdo provemos que y' x =g’ u -f' x quando f(x) satisfaz a condigéo (1).

Comoy =g f(x), temos:

, g fx+Ax) —g f(x)
y'x = lim
Ax—0 Ax

se este limite existir.
Vamos considerar primeiro o quociente

g flx+Ax) —g f(x)
Ax

Seja Au=f x+Ax —f x . Entdo Au depende de Ax e Au — 0 quando Ax — 0.

Temos:
gfx+tAx —gf(x) gfx +Mu—gflx) _gutdu —gw
Ax Ax Ax '
Para a condigédo (1), Au # 0 em um intervalo aberto contendo x. Assim, podemos

dividir e multiplicar o quociente mostrado por Au, Temos, entéo:
gfx+Ax) —g f(x) gut+du —gu) Au

Ax Ax Au
gu+Au —g(u) Au
- Au Ax
gut+Au —gu) f x+A7Ax —f(x)
- Au . Ax

Aplicando o limite, temos:

b e 9 fx+AX) —g f(x)
y'x = lim

Ax—0 Ax
o gut+Au —gw) . fx+Ax —f(x)
= lim * lim
Au—0 Au Ax—0 Ax
=g u-f"x.

Exemplo 11: Seja f x = (x% + 5x + 2)”. Calcule f'(x).
Solugao
Considere g u = u’, onde u = x% + 5x + 2. Assim, pela regra da cadeia temos,
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ffx =g u-u
=7u’: 2x+5
=7(x%2+5x+2)(2x+5)
Portanto,
flx =7(x*+5x+2)(2x+5)

2.7 Derivada da Funcgao Inversa
Seja f uma fungao inversivel, com inversa g; assim, f g x = x para todo

xEDg.

!

Prossegue paratodo x € Dy, f g x "= x ou fgx =1
Se admitirmos f e g diferenciaveis, podemos aplicar a regra da cadeia ao 1°
membro da equacgao acima:

ffgx g x =1

ou

1
"X =————Vx€D
g f'(g x) g

Essa formula nos permite calcular a derivada de g conhecendo-se a derivada de f.

2.71 Teorema. Seja f uma fungéo inversivel, com fungéo inversa g. Se f for
derivavel em g = g(p), com f'(q) # 0, e se g for continua em p, entdo g sera

derivavel em p.

Demonstragéo:
Seja
gx —glp)  gx —glp) 1
= = X ED
X—p fagx —fgp) fgx —flgp)
gx —g)
Considere u = g(x), pela continuidade de g em p, u - g para x — p. Dai,
lim gx 9P 9) = lim —1
xop  X—p u-q fu — f(q)
u—gq
Como,
. fu—fl@ ,
lim—————=f"q =f(gp)

u=>q uU—g(q

logo,
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gx —g9(p) _ 1
xp  xX—p f'gp)

Portanto, g é derivavelem p e
, _ 1
TP T g

Exemplo 12: Seja y = f x =3x — 5, determine a fungéo inversa f~!(x) e a sua
derivada.
Solugao
Inicialmente precisamos determinar f~1(x) para isso vamos fazer uma troca de x por
y na expressdo y = 3x — 5.
Assim teremos x = 3y — 5. Logo,

x=3y—5

3y=x+5

1

y=3x+5 =40

Portanto,

fTtx = : x+5
3
Agora iremos calcular as derivadas, temos que:
fx =3x—5=>f"x =3
E mais,

4

-1 -1 1
fT-x =2 x+5 > f7 x =3

Wl

. . - ! 1 _ ~ .
Logo, podemos concluir que as derivadas, f' x =3e f1x = 5 Sdo inversas

uma da outra.

2.8 Derivadas das Fungoes Elementares

A seguir apresentaremos as fung¢des elementares: exponencial, logaritmica e
trigonométrica.
2.8.1 Derivada da fungdo exponencial: Se f x =a*,(a>0ea=#1) entdo
f'"x =a*lna(a>0ea#1).
Demonstragéo:
Seja f x =a* (a>0ea = 1). Aplicando a definicdo da derivada de uma fungéo,

obtemos:
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ax+h —a¥
frx =lim—y
_a*(a"—-1) _at—1
= lim——— = lima* - lim
h—0 h h—0 h-0 h
Como
o ah—-1
}lll‘r(l) =Ina (a>0ea=+*1)
Portanto,

f'x =a*lna

Caso particular: Se f x =e*entdo f' x = e*, onde e € 0 nUmero neperiano.

Demonstragéo:
Temos que:
e¥th — ox el —1 el —1
f'x =lim————— =lime*- = lime* -lim
h—0 h h—0 h—0 h—0
Como
h—1
=1
Logo,
! . X .
flx = }llir(l)e 1
Portanto,
flx =e*

xX+1

Exemplo 13: Calcule a derivada da fungdo f x = e*1
Solugao

. +1
Considere y = e%* com u = == temos que y’ = e*u’
y ") y

Assim,
, 21 ox—1--x—=1"—(x+1Dx-1)
y = ex—=1 =
(x—1)?
x+1 1— x+1 -1 2x2#t1  (=2)
= =ex—-1———-
(x—1)? (x—1)?

2.8.2 Derivada da Fungao Logaritmica: Se f x =log,x(a > 0,a # 1), entdo

1
f'x =;logae(a>Oea¢1)
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Seja f x =log,x(a>0,a=1). Aplicando a definicdo da derivada de uma fungéo,

temos
L =i log, x +h —log,x
fx = lim h
x+h
i & — Jim S+ log(1 42
= h h R 08a( +x)
1
}llir(l) log,(1+ ;)h
Note que

lim log, f(x) =log, lim f(x)
Dai, podemos escrever

h
, : h 1 : h.i
fhx =logg lim(1+ ) =logs im(1+ )R

h
1
X

1x

. 1 1x , 1 x
=10ga }llil'(l)(1+z)hx =10ga }llir(l)(l +¥)h

1 ) 1 x
= ~rloge lim(1+ )k
Como
1' 1 1 X —
hlrirlm( + x) =e

Logo,

! _11
f'x —xogae

Caso particular: Se f x =Inxentdo f' x = % Ine =§
Demonstragéo:
Temos que
, o Inx+h —Inx
" x =lim =lim In 1+—
h—0 h h—0 X

. h ’
Considere u = = Dai,
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: : L .1 i1
ffx = Ll_l‘)r(l) In(1+u)xu = 11}3(1) ;ln(l +uu = p
Pois,
1
lIim(1+uwu=e
u—0

Portanto,

1
frx o=

X

Exemplo 14: Calcule a derivada da fungéo f x =1In ﬁ

Solugao

X
Considere y = Inu, onde u = ﬁ Dai

14 u,
=y
Assim,
x+1e*¥—e*-1
, (x +1)2 X
Y= e* T x+1
x+1
Portanto,
, X
fx :x+1

2.8.3 Derivada da Exponencial Composta: Sejam f e g duas fungbes derivaveis
num mesmo conjunto A, com f(x) >0 para todo x € A Consideremos a fungao
definida em A e dada por

y = f(0)9®,
Aplicando In aos dois membros obtemos

Iny=g()Inf(x)

e, assim,
y = edIns(),
ou seja,
f(x)9%) = g9(X)Inf(x),
Entao,

fxo% =ed@MI g(x)inf(x)
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Exemplo 15: Calcule a derivada da fungéo y = x*.
Solugao
Temos que x* = e*"¥, Dai,
y' =e*"*(xInx) = x*(Inx + 1),
Portanto,
y'=x*(1+Inx),

2.8.4 Derivadas das Fung¢oes Trigonométricas

2.8.4.1 Derivada da Fungao Seno: Se f x =senx entdo f' x = cosx.
Demonstragéo:

Seja f x = senx. Aplicando a definicdo da derivada de uma funcgao, obtemos

sen x+h —senx

! .
Feo=jm——
Aplicando a propriedade trigonométrica da soma de arcos, obtém-se:
, . sen x+h —senx . senxcosh+ cosxsenh —senx
f"x =lim = lim
h—0 h h—0 h

Utilizando a propriedade de soma dos limites, obtemos:

. senxcosh+cosxsenh—senx  cosxsenh  senxcosh—senx
lim = lim———+ lim
h—0 h h—0 h h—0 h

Colocando em evidencia o segundo limite, tem-se:

. cosxsenh  senx(cosh—1)
Im————+ lim s
h—0 h h—0 h

Agora multiplicando o numerador e o denominador do segundo limite por (cosh + 1),

obtemos:
. cosxsenh  senx(cosh—1)-(cosh+1)
lim——————+ lim
h—0 h h—0 h=-(cosh+1)
i cosxsenh L senx (cos?h—1)
Y hoo h-(cosh+1) '
Usando a identidade trigonométrica sen? h + cos? h = 1 obtém-se
I cosxsenh _  senxsen?h _ .. _cosxsenh  senxsenhsenh
oo h RS0 - cosh+1 ~ h noo k- cosh+1

Pela propriedade da multiplicagdo de limites podemos separar os limites da seguinte

forma:
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senh  senxsenh __ senh
— lim *lim
h—0 cosh+1 h-0 h

lim cos x *lim
h—0 h—0

E mais,
I senh 1
e R
Pois é um limite fundamental. Dai,
. . senxsenh senx -0
limcosx-1—lim——— 1 =cosx*1————=cosx,
h—0 h—0 cosh+1 2

Portanto,

f"x =cosx

Exemplo 16: Determine a derivada da fungéo f x = sen(x)2.
Solugao
Temos que: f x = sen(x)?, considere f x = senu, onde u = x2. Dai

f' x = (cosu)u’ = [cos(x?)]" 2x = 2x* cos x?

Portanto,

f' x =2x-cosx?
2.8.4.2 Derivada da Funcgao Cosseno: Se f x = cosx, entdo f' x = —senx.
Demonstragéo:

Seja f x = cosx. Aplicando a definicdo da derivada de uma fungéo, obtemos

, . cos x+h —cosx
f" x =lim
h—0 h

Aplicando a propriedade trigonométrica da soma de arcos, obtém-se:

~cosx+h —cosx . cosxcosh—senxsenh —cosx
im = lim .
h—0 h h—0 h

Usando a propriedade de soma dos limites obtemos:
cosxcosh—senxsenh— cosx cosx cosh— cosx senxsenh

Jim h = lim h ~ im—p

Colocando em evidéncia tem-se:

. cosx(cosh—1)  senxsenh
lim — lim——
h—0 h h—0 h

Agora multiplicando o numerador e o denominador do primeiro limite por (cosh + 1),

obtemos:
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I cosx (cosh—1) (cosh+1) I senxsenh

R0 h+:(cosh+1) Ho h
i cosx (cos?h—1) _ senxsenh
_hlE% h-(cosh+ 1) _hl—>0 h

Usando a identidade trigonométrica sen? h + cos? h = 1 obtém-se

I cosx (—sen?h)  senxsenh -y cosxsenhsenh I senxsenh

RO h-(cosh+1)  ho0 kA2 h-(cosh+1) h20 Rk
Pela propriedade da multiplicagao de limites podemos separar os limites da seguinte

forma:
. cosxsenh . senh . senh
—lim * lim — limsenx - lim
h-0 cosh+1 h-0 h h—0 h—0
E mais,
_ senh
lim =1,
h—0
Pois é um limite fundamental. Dai,
_ cosxsenh . cosx+0
—]lim————+1—limsenx*1=— *]1—senx*1=—senx.
h—0 cosh+1 h—0 1+1
Portanto,
f'x =—senx

Exemplo 17: Determine a derivada da fungéo f x = cos(%).

Solugao
Temos que:
X =C0oS — .
f X

. 1 ’
Considere f x = cosu,ondeu = por Dai

f" x = (—senu)u’ =[—sen > ]- —% =2°sen %
Portanto,
, 1 1
flx =_z"sen

2.8.4.3 Derivada da Funcgdo Tangente: Se f x =tgx, entdo f’' x = sec’x

Demonstragéo:
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Seja f x = tgx. Aplicando a definicdo da derivada de uma fungéo, obtemos

tgx+h —tgx
. :

tg’x = lim
g h—0

Fazendo t = x + h(t = x quando h — 0)

sent senx

tet —tgx -
tg' x = lim g gX _ lim<ost cosx
tox t—Xx t-x t—x
. sent=cosx—senx-cost 1
= lim .
t—x t—x cost=cosx
Como,
. sent-cosx—senx-cost _ sen(t—x)
lim =lim——— =
tox t—x t-x t—Xx
e mais,
) 1 1 5
lim = o = sectx
t-xCcoSt=cosx CoOS?x
Portanto,

tg' x = sec?x
Exemplo 18: Determine a derivada da fungdo f x = tg’x.
Solugao
Temos que: f x = tg?x, considere u = tgx, onde u’ = sec?x. Dai,
f' x = 2sec’x-tgx.
Portanto,

f' x =2sec’x-tgx

2.8.4.4 Derivada da Funcao Secante: Seja f x = secx. Logo podemos reescrever

f x como sendo:

1
fx ~ cosx

Aplicando a regra do quociente, obtemos:
(1) = (cosx)— (1)-(cosx)" 0-cosx—1-(—senx) senx
B (cos x)? B (cos x)? " cos2x

frx
Assim, podemos reescrever f’(x) como sendo:

sen x 1

£ x

COSX COsSXx

Como,
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sen x
=tgxe = secx
cosx cosx
Dai,
f'x =tgx-secx
Portanto,

f'x =tgx-secx

Exemplo 19: Calcule a derivada da fungdo f x = sec(x?+ 3x + 7)
Solugao
Pela regra da cadeia, considere f x =secu,onde u =x%+3x+7
Dai,
f'x =(secuw) =u' =secu-tgu-u
Como (secu)’ =secu-tgu,u’ =2x+3 eu=x%+3x+ 7. Logo,
f'x = secx?+3x+7 *tgx?+3x+7 *(2x+3)
=2x+3)sec x2+3x+7 tgx*+3x+7.
Portanto,
fl'x =Qx+3)sec x> +3x+7 “tgx*+3x+7

2.8.4.5 Derivada da Fun¢ao Cotangente: Seja f x = cotgx, podemos reescrever

f(x) como sendo:

1 cos x

frx=—-=

tgx senx

Aplicando a regra do quociente, obtemos:

4

(cosx) =senx— cosx* senx

fhx

sen?x
—senx +senx—cosx+cosx —(sen?x + cos?x)
sen?x sen?x

Pela identidade trigonométrica, temos que: sen?x + cos?x = 1.

Assim,
1% -
x =— .
sen?x
E mais,
1
= csc?x.
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Portanto,

f' x =—cscx

Exemplo 20: Calcule a derivada da fungéo f x = cotg3x.
Solugao
Pela regra da cadeia, considere f x = cotgu, onde u = 3x.

Dai,

f' x = (cotgu) -u,
Como, (cotgu)’ = —csc?u, u' =3 e u = 3x.
Logo,

f' x = (—csc?3x)+3.
Portanto,

f' x == 3+ (—csc?3x)

2.8.4.6 Derivada da Fungdo Cossecante: Seja f x = cscx, podemos reescrever

f(x). Como sendo:

f 1
X = \
senx
Aplicando a regra do quociente, obtemos:
, 1'-senx— (1)-(senx)’ O-senx—1-cosx —cosx
flx = 2 = 2 = 2,
sen“x sen“x sen“x
Logo,
f’ — COS X
X = :
sen?x
Reescrevendo f'(x), obtemos:
, COS X 1
flx =— . .
senx senx
Como,
cos X 1
= cot gx e =CSCcXx
senx senx
Portanto,
f'"x =—cotgx "cscx

Exemplo 21: Calcule a derivada da fungdo f x = csc(%).

Solugéo



35

. . . +1
Aplicando a regra da cadeia, considere f x = cscu, onde u = %

. . +1
Aplicando a regra do quociente em u = le obtemos:

X

o= x+1'- x=1 —(x+D-(x=-1) 1 -x-1-(x+1)-(1)

(x —1)? (x —1)?
__"2
(x = 1)
Dai,
f'x =(cscu) -u.
Como (cscu)' = —cscu-cotgu, u' = (x_—1)2’ eu=—. Logo,
x+ x+1 -2
flx = —csc(x_ )= cot g( 1) . x(—l)z
Portanto,
2 1 x+1
f'x = =12 csc( 1)- Cotg(x_l)

2.9 Derivadas Sucessivas

Seja f uma funcdo derivavel definida num certo intervalo. A sua derivada f’ é
também uma funcgéo, definida no mesmo intervalo. Podemos, portanto, pensar na
derivada da fungéo f’.

2.9.1 Definigdo. Seja f uma fungéo derivavel. Se f’ também for derivavel, entéo a

sua derivada é chamada derivada segunda de f e é representada por f"'(x).

Exemplo 22: Seja f x = 3x2+ 8x + 1. Calcule f”'(x).
Solugao:
f x =3x%+8x+1, entdo
f'x =6x+8
f'"x =6

Portanto: f" x =6

Se f” é uma fungao derivavel, sua derivada, representada por f'"'(x), é

chamada derivada terceira de f(x).
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A derivada de ordem n ou n-ésima derivada de f, representada por f " (x), é

obtida derivando-se a derivada de ordem n— 1 de f.

Exemplo 23: Se f x = 3x° + 8x2, entdo
f'x =15x*+ 16x

f" x =60x3+16

f'" x =180x?

f® =360x
f® =360
f(6) =0

Daif™ x =0,paran=6

Este capitulo teve o intuito de melhorar o nosso entendimento sobre a
derivada para nos auxiliar no desenvolvimento das aplicagbes do capitulo seguinte.



37

Capitulo 3
Algumas Aplicag¢des do Calculo Diferencial

O calculo é uma ferramenta que pode nos auxiliar nas dificuldades do dia a
dia. Neste capitulo iremos fazer algumas aplicagées no intuito de mostrar que o
calculo diferencial pode ser usado em diversas areas da ciéncia.

3.1Aplicagdes na Economia
3.1.1Um fabricante determina que t meses apds o langamento de um novo produto

no mercado, x t = t? + 3t centenas de unidades podem ser produzidas e vendidas

por um prego unitariop t = —2t§ + 30 reais.

a) Expresse a receita R(t) com a venda do produto em fungéo do tempo.

b) Com que taxa a receita esta variando em relagdo ao tempo 4 meses apos o
langamento do produto? A receita esta aumentando ou diminuindo nesta ocasiao?
Solugéo:

a) A receita é dada por
3
Rt =xtpt = t*+3t —2tz+30.

Centenas de reais.
b) A taxa de variagdo da receita R(t) em relagdo ao tempo é dada pela derivada
R'(t), que podemos calcular usando a regra do produto. Dai,
Rt =xt p't +pt -x"t,
Logo,

d 3 3 d
R't = t?+3t "I —2tZ+ 30 +(—2ti+30)-E(t2+3t)

31 3
= t2+43t —Z(Etz) + —2t2+30 2t+3.
No instante t = 4, a taxa de variagao da receita é
1 3
R'4 = 4>+3-4 —3-(4)Z + —2- 47430 2-4+3 =—14,

Assim, apds 4 meses a receita estd variando a taxa de 14 centenas de reais (R$

1400,00) por més. Nesta ocasido, a receita esta diminuindo, ja que R’ 4 é negativa.

3.1.2 Um estudo de eficiéncia realizado no turno da manha de uma certa fabrica

revela que um operario que chega ao trabalho as 8 h tera produzido
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Qt =—t3+6t%2+ 24t
unidades t horas mais tarde.
a) Calcule a taxa de produgao dos operarios as 11 h.
b) Qual é a taxa de variagdo da taxa de produgao dos operarios as 11 h?
Solugao:
a) A taxa de producao dos operarios € a derivada primeira
Rt =Q't ==3t*>+12t+24
da funcdo de producdo Q(t). As 11 h, t = 3 e a taxa de producéo é
R3 =—-3-3%+412- 3 +24 =33,
Portanto a taxa de producao é 33 unidades por hora.
b) Usaremos a derivada segunda para determinar a taxa de variagdo da taxa de
produg&o. Temos que:
Q't =—=3t2+12t+ 24
Q" =—6t+12.
Dai,
Rt =Q"t =—6t+12
da funcdo de producdo. As 11 h, esta taxa é
R'"3 =Q"3 =—6*3 +12=-6
unidades por hora ao quadrado.
O sinal negativo indica que a taxa de producdo dos operarios esta diminuindo, em
outras palavras, os operarios estdo trabalhando mais lentamente. A taxa deste
decréscimo de eficiéncia as 11 h é 6 unidades por hora ao quadrado.

3.2 Aplicagdoes na Biologia
Um bidlogo modela o efeito da introdugdo de uma toxina em uma colénia de
bactérias através da fungéo

_t+1
Ct2+4t+4
Onde p é a populagao da col6nia (em milhées) t horas apds a toxina ser introduzida.

pt

a) Com que taxa a populagdo estd variando no momento em que a toxina é
introduzida? A populagao esta aumentando ou diminuindo nesta ocasiao?

b) Em que instante a populagcdo comega a diminuir? De quanto a populagéo
aumente antes de comecar a diminuir?

Solugao:



39

a) a taxa de variagdo da populagdo com o tempo € dada pela derivada p” t , que
podemos calcular usando a regra do quociente.
Sejaft =t+1legt =t*+t+ 4. Daipelaregra do quociente temos:
byt =Y tf't —ftg®
(g t)
Ondef't =1eg’'t =2t+1.Logo,
(P Ht+H- 1 -+ D2+ 1)
(t2+t+4)?
P+t +4—-2t7—3t—1 —t*?—2t+3
(t2+t+4)> (t2+t+4)2

A toxina é introduzida em t = 0; neste instante, a taxa de variagdo da populagao é

, 0+0+3 3
p' 0 =————=-—=0,1875,

p't

Logo a populagéo inicial esta variando a uma taxa de 0,1875 milhdes de bactérias
(187500) por hora. Como p’(0) > 0 portanto ela esta aumentando.

b) Para que a populagdo diminua, é preciso que p’(t) < 0. Inicialmente vamos fatorar
o numerador de p’(t). Temos que:

—t?—2t+3=—t*+2t—3 =—t—1 t+3.
Dai, podemos escrever

_—(t—D(t+3)
(Pt + 42

Como o denominador (t2 +t + 4)? e o fator t + 3 s&o positivos para qualquer valor

!

de t = 0, podemos escrever:

Para0 <t <1ep'(t) > 0, p(t) estd aumentando;

Para t > 1ep'(t) <0, p(t) estd diminuindo. Assim, a populagdo comeca diminuir
apos 1 hora.

Temos que: a populagao inicial da col6nia é

0+1 1
p0 = 070543 milhdes,
Ap6s 1 hora, passa a ser,
p1 11 E = 1 milhdes.

“1+1+4 6 3
Assim, antes de comecar a diminuir, a populagdo aumenta de
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1 0—1 12 ilho
p p 0 =z—7=7; milhdes

O que corresponde a 83333 bactérias.

3.3 Aplicagdes no Crescimento Populacional
Estima-se que daqui a x meses a populagdo de um certo municipio sera p x = x2? +
20x + 8000.
a) Qual sera a taxa de variagado da populagdo com o tempo apés 15 meses?
b) Qual sera a variagédo da populagéo durante o décimos sexto més?
Solugao:
a) A taxa de variacao da populagdo com o tempo é a derivada da fungao populagao.
Logo a taxa de variagao é igual a p’ x = 2x + 20.
Agora vamos determinar a taxa de variagao da populagéo daqui a 15 meses. Temos
que:
p' 15 =2+ 15 + 20 = 50,

Portanto, a taxa de variagdo da populacao sera de 50 moradores por més.
b) A variagdo da populagédo durante o 162 més € igual a diferenga entre a populagéo
apos 16 meses e a populagao apds 15 meses. Temos que:

p 16 = (16)%+ 20+ 16 + 8000 = 256 + 320 + 8000 = 8576

p 15 = (15)? +20- 15 + 8000 = 225 + 300 + 8000 = 8525,
Logo a taxa de variagao da populagéo é:

p 16 —p 15 = 8576 — 8525 = 51,

Portanto a taxa é de 51 moradores.

3.4 Aplicagdes na Fisica

Um corpo se move em linha reta de tal forma que sua posigao no instante t € dada
porst =t3—6t%+9t+5.

a) Determine a velocidade do corpo e discuta seu movimento entre os instantes
t=0et=4.

b) Determine a distancia percorrida pelo corpo entre os instantest = 0 e t = 4.

c) Determine a aceleragdo do corpo e os intervalos de tempo nos quais esta
acelerando e desacelerando entre os instantes t = 0 e t = 4.

Solucéo:
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. . d ~ ,
Temos que a velocidade é dada por vt =s't = d—i e a aceleragcao é dada por

dv
at =v't =—.
dt

a) Temos que s’ t = 3t?— 12t + 9. Dai,
ds
dt
Assim o corpo esta estacionario quando,

vt =3t2—12t+9=3t—1 t—3 =0,

vt =—=3t>—12t+9.

Isto &, nos instantes t =1 e t =3. Em todos os outros instantes, o corpo esta

avancando ou recuando como mostra a tabela a seguir.

Tabela 1:

Intervalo Sinal de v(t) Descricdo do movimento
0<t<1 + Avanca de s 0 =5 para

s1 =9
1<t<3 - Recua de s 1 =9 para

s3 =5
3<t<4 + Avanca de s 3 =5 para

s4 =9

Fonte: HOFFMANN; BRADLEY, 2008
b) Vamos agora determinar a distancia percorrida pelo corpo. Sabemos que o corpo

se desloca para frente de s 0 =5 até s 1 =9, volta para s 3 =5 e, se desloca
para frente até s 4 = 9. Portanto, a distancia percorrida é:

D=9-5+4+5—-9+ 9—-5 =12um
0<t<1 1<t<3 3<t<4

¢) Temos que a aceleragao € dada por

dv
at =—=6t—12=6t—2.
dt

O corpo esta acelerando a(t) > 0 no intervalo 2 <t < 4 e desacelerando a(t) <
0 nointervalo 0 <t < 2.

Foi abordado nesse capitulo algumas aplicagées do calculo diferencial na
economia, no crescimento populacional, na biologia e na fisica. Mostrando que o
célculo diferencial € uma ferramenta muito importante para tomada de decisao na

sociedade.
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CONSIDERAGOES FINAIS

O grande diferencial da matematica € a sua aplicagdo em situagées do dia a
dia, no intuito de facilitar a vida em sociedade. O calculo, desde o seu surgimento,
continua a ser aplicado em varios ramos da ciéncia, passando a ser uma importante
ferramenta utilizada por fisicos, administradores, economistas e biélogos.

As aplicagbes do Calculo Diferencial proporcionam romper as barreiras da
sala de aula observando que o mesmo pode ser aplicado em diversas areas da
ciéncia.

Ao pesquisar sobre o conteudo ampliou-se o conhecimento a respeito da
histéria do caélculo, de suas definicbes, teoremas com suas respectivas
demonstragdes e exemplos mostrando sua importancia para o aluno. As aplicagdes
usadas nesse trabalho tiveram o intuito de despertar a curiosidade e o interesse do
estudo em mais areas, que outros académicos possam levar as aplicagbes para a
sala de aula.

Este trabalho enriqueceu o conhecimento sobre o conteudo estudado,
favorecendo a atuacao do professor em sala de aula, através de pesquisas
complementares para que a motivagao seja sempre o foco, tornando o estudo mais

prazeroso.
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