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Resumo

Neste trabalho estudamos conceitos relativos a Teoria do Controle em Equagoes
Diferenciais Ordinarias, na qual sistemas de E.D.O sao enxergados nao como objetos
estaticos, mas que podem ser conduzidos a estados desejaveis. Exploramos os con-
ceitos de controlabilidade e observabilidade apresentando suas respectivas definicoes
e estabelecendo resultados que caracterizam um sistema como controldvel e/ou
observavel através de simples processos algébricos. Em seguida, algumas aplicacoes

sao exploradas evidenciado a riqueza e importancia da tematica.

Palavras-chave: Teoria do Controle, Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias,

Controlabilidade ¢ Observabilidade.



Abstract

In this work we study concepts related to the Control Theory in Ordinary Diffe-
rential Equations, in wich E.D.O systems are not seen as static objects, but which can
be driven to desirable states. We explore the controllability and observability concepts
presenting their respective definitions and establishing results that characterize a sys-
tem as controllable and/or observable through simple algebraic processes. Next some

aplications are exploited, evidencing the richness and importance of the studied theory.

Keywords: Control Theory, Ordinary Differential Equations, Controllability
and Observability.
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Lista de Simbolos

Fn
[Fpxn

GL(n,F)

SJ_
Im

ker

O conjunto dos ntimeros naturais

O conjunto dos numeros inteiros nao-negativos: N U {0}

O conjunto dos nimeros inteiros

O conjunto dos nimeros racionais

O conjunto dos nimeros reais

O conjunto dos nimeros complexos

O conjunto dos nimeros reais nao negativos

O semiplano complexo aberto a direita formado pelos 1° e 4°
quadrantes do plano: {z € C ; Re(z) > 0}

O semiplano complexo aberto a esquerda formado pelos 2° e
3° quadrantes do plano: {z € C ; Re(z) < 0}

R ouC

Espaco vetorial das n-uplas ordenadas de nimeros de F
Espaco vetorial das matrizes de ordem p X n com entradas em
IF.

Grupo das matrizes invertiveis pertencentes a F"*" (grupo
linear de ordem n).

(em sobrescrito) Hermitiano/Conjugado transposto de uma
matriz

Soma direta (de subespagos de F")

Complemento ortogonal de um subespaco S do F"

Imagem de um elemento pertencente a F"*P

Ntcleo de um elemento de F**P
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det
adj

-1l
<'7‘>
PC(1,Y)

Determinante de uma matriz quadrada

Matriz adjunta de uma matriz quadrada

Espectro de uma matriz quadrada. Dada uma matriz A €
F"*" o espectro de A é o conjunto dos seus autovalores.
Simbolo genérico para uma norma

Produto interno (sobre F™)

Espaco vetorial das fungoes continuas por partes f : [ — Y
onde FP*™ ¢ I C R um intervalo.

Convolucao de funcoes

Transformada de Laplace
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Introducao

Este manuscrito constitui-se em uma pesquisa bibliografica tendo por principal ob-
jetivo um estudo introdutério a Teoria do Controle em sistemas de Equagoes Diferenciais
Ordinarias. Em sintese, a preocupacao estd direcionada em conduzir um dado sistema a
valores prescritos e desejaveis através da introducao de uma funcao, denominada entrada
ou controle, no referido sistema.

E de certa forma dificil situar historicamente as origens da teoria em pauta uma
vez que, nao espantosamente, sempre foi desejavel ao homem controlar determinadas
variaveis de forma a manté-las em valores fixos ou pelo menos estdveis nas proximidades
destes. Podemos, entretanto, apontar primérdios de seu desenvolvimento moderno a partir
do século XVII tendo origens em necessidades fisicas como por exemplo, o problema
de controlar a velocidade de relégios pendulares, proposto por Christiaan Huygens e
Robert Hooke. Em todo o histérico seguinte, as necessidades desta teoria foram cada
vez mais intensas surgindo em meios como a navegacao, ainda no século mencionado e
a utilizacao de moinhos de vento no século XVIII. Foi ainda neste ultimo periodo que a
Revolucao Industrial, através da adaptagao de James Watt, em 1769, de controladores
de navios para mdaquinas a vapor, tornou os mecanismos de controle muito populares.
No entanto, somente no século XIX, a Teoria do Controle teve seu primeiro tratamento
puramente matematico proposto pelo fisico escocés James Clerk Maxwell, através da
publicacao de um artigo seminal em 1868 intitulado “On Governors”. O trabalho de
Maxwell impulsionou uma onda de pesquisa em Teoria do Controle com grandes avangos
aqui omissos por uma questao de objetividade, mas que se mantiveram em expansao até
o século XX.

Finalmente, durante a década de 1950 passaram a ser desenvolvidas técnicas mais
gerais, sofisticadas e poderosas que permitiram o estudo de sistemas de varias variaveis

bem como de sistemas nao-lineares. Destacamos ai os trabalhos de L. Pontryagin (con-
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trole 6timo ndo-linear) na Unido Soviética, Rudolf Kalman (filtragem, controle 6timo
linear/quadrdtico e anélise algebrica) e Richard Bellman (programagao dinamica), estes
dois 1ltimos nos Estados Unidos. Estas contribuicoes fomentaram uma enorme pesquisa
na década seguinte, prosseguindo até os dias atuais.

O presente trabalho é um estudo sobre controle de sistemas lineares de Equacgoes Di-
ferenciais Ordindrias e estd estruturado da seguinte maneira: no Capitulo 1, apresentamos
os conceitos de Controlabilidade e Observabilidade expondo resultados que caracterizam
algebricamente as defini¢oes de sistema controldvel e sistema observdvel e ainda estabe-
lecendo relacoes entre estes conceitos; no Capitulo 2 sao estudadas duas aplicagoes fisicas
dos conhecimentos adquiridos no capitulo anterior e, por fim, no Apéndice A estao dis-
postos os resultados e defini¢coes advindos de diversos ramos da matematica e utilizados

para estruturagao formal da teoria que compde o trabalho.

13



Capitulo 1

Introducao a Teoria do Controle

Linear

Neste capitulo estudaremos sistemas com entrada u e saida y. Em particular, para
(0,29) € J x R", onde J C R é um intervalo contendo 0, estudaremos os sistemas da

forma
x' = Az + Bu
(1.1)
y=Cux
com A € R B e R™" ¢ C € RP*". Peclo Teorema A.15 sabemos que para cada
u € PC(J,R™) e zy € R", o sistema (1.1) possui solugao tnica em J a qual denotaremos

por z(-, zo,u). Especificamente para cada (zg,u) € R” x PC(J,R™) a tinica solugdo de

(1.1) em J é dada pela férmula de variacao dos parametros
t
z(-, 20, u) = ey +/ M=) Bu(s) ds , VteJ. (1.2)
0

O valor z(t, zg,u) € R™ é o estado do sistema no momento ¢ que corresponde ao estado
inicial zq e entrada u. Por simplicidade, em situa¢oes em que os dados (zg,u) sao claros
a partir do contexto, podemos escrever simplesmente x(-) ou z.

A saida y(t, xg,u) = Cz(t, z9,u) = C'xz(t) no instante ¢ representa a informagao sobre
o estado atual do sistema disponivel para o mundo exterior. Novamente, por simplicidade,
podemos escrever y(+), desde que os dados (xg, u) estejam claros.

O centro da Teoria da Controlabilidade abriga os seguintes dois problemas:

a) Problema de Controlabilidade: Para um dado estado inicial (z¢) e através da

escolha adequada de um controle (u) pode a evolu¢ao do estado de um sistema ser
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determinada de modo a conduzi-lo a um estado alvo pré-especificado em um tempo

finito?

b) Problema de Observabilidade: E possivel determinar o atual estado z(t),¢ > 0,

a partir do conhecimento da entrada e da saida dados em [0, ¢]?

Estas questoes serao discutidas nas proximas duas segoes.

1.1 Controlabilidade

Apresentaremos agora as definicoes dos conceitos fundamentais de alcancabilidade

e controlabilidade.

Definicao 1.1 Sejam xg,x; € R™. Se existe T > 0 e um controle w € PC([0,T],R™) tal
que x(T; xg, u) = x1, entdo x1 € dito ser alcangdvel a partir de xo. O sistema (1.1) € dito
ser controlavel se, quaisquer que sejam xg,r1 € R™, x1 € alcangdvel a partir de xg.
Frequentemente no estudo da controlabilidade de (1.1), identificaremos tal sistema
com o par de matrizes (A, B). Esta notagdo deve-se ao fato de que, como se perceberd
mais adiante, a controlabilidade do sistema (1.1) depende apenas das matrizes A e B.
Neste contexto, é conveniente definir um par de matrizes (A4, B) € R™ x R™™ como
sendo controldvel se o sistema (1.1) associado é controlavel de acordo com a Defini¢ao 1.1.

No que segue, a matriz de controlabilidade (também chamada matriz de alcancabilidade)
C(A,B) := (B,AB, A’B, ..., A""'B) e R"*(m)
e o Gramian de controlabilidade (parametrizado por 7' > 0)
Qr = /T eMBB et dt € RV
0

irao desempenhar papéis importantes na caracterizagao da controlabilidade de um sistema,
uma vez que constituem-se elementos fundamentais em poderosas ferramentas algébricas
para tal caracterizagao (Como veremos no Teorema 1.3, a controlabilidade do par (A, B)
depende diretamente do posto da matriz controlabilidade e da invertibilidade do Gra-

mian). Note que Qr ¢é simétrica, pois
T * T
Qp = ( / BB e dt € R”X”> = / (eMBB* et ) dt
0 0

T T
= / (B*e™ N (eMB)*dt = / eMBB* e dt = Qr .
0 0

15



Além disto, Qr é positiva semi-definida. Com efeito, considere z € R™. Temos
T T T .
Z*Qrz = 2" (/ e BB e dt> z = / Z*eM"BB etz dt = / (B*eA tz) B ez dt .
0 0 0
Note que B*e'z € R™. Facamos B*e!''z = (ay, ..., ). Assim,

aq

(B*GA*tZ)* B*eA*tZ = |: o1 e O :| ’ — Oé% + Oég + e+ O{Q Z 0

e entao por propriedade da integral vem
T * * * T
/ (B*eA tz) B*etz dt > / 0dt=0
0 0

ou seja,

2*Qrz >0

mostrando que de fato Q)1 é positiva semi-definida.

Lema 1.1 z € (ImC(A, B))* se, e somente se, z*e**B = 0 para todo t € R.
Demonstragao:(=) Se z € (ImC(A4, B))* entao pelo Teorema A.7 z € ker C(A, B)* ou
seja C(A, B)*z = 0. Tomando a transposta em ambos os membros obtemos z*C(A, B) =
0. Logo,

Z#A*B=0 ; k=0,1,---,n—1.

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos que
are [0 4,42 4],
isto é,
A" =y 1AV ey AV o A AL
com ¢; € R sendo 0 < ¢ < n — 1. Multiplicando ambos os membros desta igualdade a

esquerda por z* e a direita por B temos

ZA"B = ¢, z*A’;_lB +Cpo z*AZ_2B + 4 g*zng +c z*szB

=Z2"A"B=0
¢ assim, pelo principio da inducdo, concluimos que z*A¥B = 0 para todo k € Ny. Logo,

vale para todo k € Ny o seguinte

AB=0= Loarp oo LA
z = #k!z ==z a

B=0.

16



Dai
0 kAk o kAk
S ellpoo= oY Epoo
k! k!
k=0 k=0

e pela definicao de exponencial de matrizes, para todo ¢t € R, temos
2*¢M™B = 0.

(<) Agora suponhamos que z*e*B = 0, para todo t € R. Podemos derivar tal expressio
repetidas vezes obtendo

z*eMB =0

= 2*Ae'B =0

= 2*A%eMB =0

= ¥ A B =0

= A e =0
Concluimos que, z*A*e4*B = 0 para todot € Re k = 1,2,--- ,n — 1. Em particular,

para t = 0 temos

#A*B=0; k=0,1,--- ,n—1

Dai
2*C(A,B) =0

¢ tomando a transposta em ambos os membros
C(A,B)'2=0
de modo que z € ker C'(A, B)* e pelo Teorema A.7 z € (ImC(A, B))*. [ |

Teorema 1.1 Para todo T > 0, temos, InC(A, B) = ImQr.

Demonstragao: A afirmacao no teorema equivale a afirmacao de que
(ImC(A, B))* = (ImQ7)*

para todo T > 0. Provaremos esta ultima igualdade. Seja T" > 0 arbitrario. Mostraremos
de inicio que

(ImC(A, B))* ¢ (ImQr)*.
Seja z € (ImC'(A, B))*. Entao pelo Lema 1.1
ZeMB=0 , VteR.

17



Dai, usando a Proposicao A.11

T T T
* % At * A*t _ * At * A*t % _
zQT—z/Oe BB*e dt—/ozeOBBe dt—zQT—/O 0 dt
= 2"Qr=0.
Entdo pelo Teorema A.7 z € (ImQ7)*. Consequentemente,

(ImC'(A, B))* € (ImQr)* . (1.3)

Agora seja z € (ImQr)t. Logo, pelo Teorema A.7, z*Q7 = 0. Como Qr é simétrica,
temos

Z*Q} =0= (QTZ)* =0=Qrz=0

Por conseguinte, (z, Qrz) = 0, isto é,

T
<z,/ e BBt dtz> =0.
0

Usando a Proposicao A.12 vem
T *
/ (z,eMBB*ez) dt =0 .
0

Recorde que (Az,y) = (z, A*y) paratodo x € R™ etodo y € R™ Com isto, por pro-
priedades do conjugado transposto (que neste caso trata-se simplesmente da transposta)

e do produto interno, temos

T T

At * A*t _ At * * A*t _

/0< 2 ,eABBe z>dt—0:>/0 ((e*B)*z,B*e"'z) dt =0
x * Yy

T T
= / (B*e'z, Bt z) dt = 0 = / ||B* e 2||> dt =0 .
0 0

Uma vez que a funcao t — ||B*e”'z||? é continua e nio negativa, segue pelo Teorema

A.14 que || B*e?z||? = 0 e, consequentemente, B*e'z = 0 para todo t € [0,T]. Assim,
(B*e? )" =0 = 2B =0
Logo, pelo Lema 1.1, z € (ImC(A, B))* de forma que
(ImQr)" C (ImC(A, B))™ . (1.4)
Das inclusoes (1.3) e (1.4) concluimos que (ImC(A, B))* = (ImQr)* e, portanto,
ImC(A, B) = ImQr
qualquer que seja T' > 0. [ |

18



Corolario 1.1 Qp € invertivel para todo T > 0 < Posto C(A,B) =n .
Demonstragao: (=) Se Qr é invertivel entao pela proposicao A.4 dim ImQr = n e
como pelo Teorema 1.1 Im@Qr = ImC(A, B), temos que dimImC(A, B) = n, ou seja,
Posto C'(A, B) =n.
(<) Jase Posto C(A, B) = n, entao dim ImC(A, B) = n e pelo Teorema 1.1 dim ImQr =
n de modo que, pela proposicao A.4, Qr é invertivel. [ |
Além disso, pelo Teorema A.8, temos que para cada T > 0, existe Q# € R™™ tal
que QTQ#Z = z para todo z € ImQy. Dali, pelo Teorema 1.1, podemos reescrever tal

afirmagao da seguinte forma
VT >0, 3Q% e RV : QrQ%z = 2, ¥z € ImC(A, B) . (1.5)

Se Qr possui posto completo, isto é, Posto Qr = min{n,n} = n, pelo Teorema 1.1,
resulta que Posto C'(A, B) = n. E ainda mais, se Q7 tem posto completo, pelo Teorema
A.8 temos
QTQ# =1= Q# = Q7' (a tnica inversa).

Concluimos que se Posto C'(A, B) = n, entdo Q¥ é tinica e se Posto C(A, B) < n entéo
Q# nao é unica em geral.

Introduzimos a aplicagao controle-para-estado Cr (parametrizado por 7' > 0), a
qual serd importante na caracterizacao do espaco dos estados alcangaveis a partir de 0,

bem como da controlabilidade do sistema (1.1) (ver Teorema 1.3).
Cr: PC(0,T],R™) —>
u — / AT=) Buy(t) dt

O mapa Cr é linear. De fato, dados u,v € PC([0,T],R™) e o € R tem-se:
T T
Cr(au) = / AT D Bau(t) dt = a/ MY Bu(t) dt = aCr(u) = aCru
0 0
e

T T
Cr(u+v) = / AT By + v)(t) dt = / (eA(T_t)Bu(t) + eA(T_t)BfU(t)) dt
0 0
T T
= / eA(T_t)Bu(t) dt +/ eA(T_t)Bv(t) dt = Cr(u) + Cp(v) = Cru + Cpo
0 0
onde, denotamos C'r(u) simplesmente por Cru. Note que, de

T
z(T; 20, u) = e +/ AT Bu(t) dt,
0
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segue que

z(T; xo,u) = ey + Cru .
Agora, observe que
ImCpr ={z eR":2=Cru, ue PC(0,T],R™)} .
Note que para x = Cru, temos
1‘=CTu=0+C’Tu=eAt-0+C'Tu=:c(T,O,u) )

Logo,
ImC’T = {33 S R":z = IE(T,O7U) y U S PC([O»T]7Rm)} :

ou seja, ImCp é o conjunto de estados alcancaveis a partir de 0 no tempo 1" > 0.
Sejam T > 0 arbitrério e Q% tal que (1.5) é satisfeito. Consideremos CF : R” —

PC([0,T],R™) definida, para todo ¢ € [0, T], por
(CF2)(t) == B e T0Q% ~. (1.7)
Dados z,w € R" e a € R, temos para todo t € [0, T]:
(i) (CFaz)(t) = BN T0Q% a0z = aB*eY T-NQ% 2 = a(CF2)(t).

(i1) (CF(z+w))(t) = BN TYQ% (2 + w) = B T9Q% 2 + B*A T-0QFw
= (C¥2)(t) + (CFw)(t)

Portanto, C# é linear e, para todo z € R"

T T
CrCz=Cp(Clz2) = / ATVBRCH 2 dt = / ATV BB* A T0Q% . di
0 0

Recorde que (7 é uma funcao de T" > 0 e, de modo anéalogo, Q# depende apenas de

T > 0 e entao podemos escrever pela Proposicao A.11
T
/ AT pR*eA (T gy Q#z = QTQ#,Z )
0
Logo, por 1.5, qualquer que seja z € ImC'(A, B), tem-se

C’TC#Z = 2. (1.8)
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Em particular, se InC(A, B) = R", entdo Cp é invertivel a direita (e C’# é uma inversa
a direita). Com efeito, se InC'(A, B) = R™ entao, pelo Teorema 1.1, ImQr = R", isto é,

Q7 possui posto completo, donde, pelo Teorema A.8 QTQ# = I. Logo,
CrC¥z=QrQt 2= CrClz=12= CCF =1 .
Portanto,
Posto C'(A, B) = n = Cr é invertivel & direita para todo T' > 0 . (1.9)

Seja R o conjunto dos estados do sistema (1.1) alcangaveis a partir de 0 em certo

tempo T > 0, isto é,

R:=|J ImCr = {«(T;0,u) = Cru: T >0, u € PC([0,T|,R™)} . (1.10)

>0

No resultado abaixo serd estabelecida a identidade R = ImC(A, B) que nos d4 uma des-
cricao algébrica clara do subespaco R de estados alcancaveis a partir de 0, estabelecendo

deste modo, um meio facil e eficiente para o célculo de R.

Teorema 1.2 Para todo T > 0,temos, R = ImC(A, B) = ImC'r.
Demonstragao: Vamos mostrar inicialmente que R C ImC(A, B). Seja z € R arbitrario.
Entao existem T'> 0 e u € PC([0,T],R™) tal que z = Cpu. Recordamos que Cru € R™.

Ainda mais, ImC(A, B) C R™. Pelo teorema da decomposi¢ao ortogonal
R" = ImC(A, B) ® (ImC(A, B))™* .
Assim, pela Proposicao A.1, existem z; € InC(A, B) e 2o € (ImC(A, B))* tais que
2=2+2 . (1.11)

Mas se z, € (ImC(A, B))*, pelo Lema 1.1, z;e*B = 0 para todo t € R e em particular
e YPB = 0 para todo ¢t € [0,7]. Multiplicando esta igualdade por u(t) obtemos

25T Buy(t) = 0 e agora, integrando ambos os membros de 0 a 7" obtemos:
T
/ 23T By(t) dt =0 .
0

Facamos 2, = (ay, ,...,a,) € e DBu(t) = (A, Ay, ..., \,). Assim,
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A1
A
2T DByt = | o Qg ] : .2

An

=\ + g + -+ ap\, = <22, eA(T_t)Bu(t)>

e entao

T T
/ 23T Bu(t) dt =0 = / (2, eA(T_t)Bu(t)> dt =0 .
0 0

Usando a Proposi¢ao A.12 temos da tltima igualdade acima
T
<22,/ AT Bu(t) dt> =0= (20,Cru) =0= (29,21 + 29) =0
0
e, por propriedades do produto interno, vem
<22, 21> + <ZQ, Z2> =0.
Como 2z, € (ImC(A, B))* temos que (2, 21) = 0. Logo,
||ZQ||2 =0= ||ZQ|| =0= Z9 = 0.

Resulta entéo daf e por (1.11) que z = z; € ImC(A, B). Portanto R C ImC(A, B).
Agora seja z € ImC(A, B). Sejam T > 0 e u = C 2. Por (1.8)

2= CrpCFz = Cru=x(T;0,u) .
Logo, z € R e entao ImC(A, B) C R. Das duas ultimas inclusoes verificadas resulta que
R=ImC(A,B) .

Além disso, z € ImC7r e entdo ImC(A, B) C ImCr, isto é, R C ImCr. Como R :=

U ImC'r, é imediato que ImCp C R. Logo,

T>0
R = ImCT
e portanto,
R =ImC(A, B) = ImCr,
qualquer que seja T' > 0. |
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Corolario 1.2 Cr € sobrejetora para todo T > 0 se, e somente se, Posto C(A, B) = n.
Demonstracao: (=) De fato, se Cr é sobrejetora para todo T > 0, entdo ImCr =
R™ de modo que dimImC7 = n. Mas pelo Teorema 1.2, ImCr = ImC(A, B). Logo,
dimImC(A, B) = n, ou seja, Posto C(A, B) = n.
(<) Agora, se Posto C(A, B) = n, temos dim ImC(A, B) = n e entao pelo Teorema 1.2
dim ImCr = n para todo T' > 0. Como ImC7 C R" e dimR"™ = n temos pelo Teorema
A1 que ImCr = R”, mostrando que Cr é sobrejetora para todo T' > 0. |
Temos agora condigoes de formular varias caracterizacoes do conceito de controla-

bilidade do sistema linear (1.1).

Teorema 1.3 As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

(1) O sistema 1.1 € controldvel;

(2) Posto C(A, B) = n;

(3) Qr € invertivel para algum T > 0

(4) Qr € invertivel para todo T > 0;

(5) Cr € sobrejetora para algum T > 0,

(6) Cr é sobrejetora para todo T > 0;

(7) Cr € invertivel a direita para algum T > 0;
(8) Cr € invertivel a direita para todo T > 0.

Demonstragao:

(1) = (2). Se o sistema 1.1 é controlavel, entdo quaisquer que sejam xg, z; € R", x;
¢ alcancavel a partir de xy. De modo particular, dados 0, z; € R™ tem-se x; alcangavel a
partir de 0. Logo ;1 € R e com isto R” C R. Como R C R" por defini¢ao, concluimos que
R = R". Pelo Teorema 1.2 vem que ImC(A, B) = R" e entao dimImC'(A, B) = dimR"™.
Portanto Posto C(A, B) = n, como queriamos.

(2) = (3). Supondo Posto C(A, B) = n, pelo Corolario 1.1, Qr é invertivel para
todo 7" > 0. Em particular, Q7 ¢ invertivel para algum 7" > 0.

(3) = (4). Supondo @Qr invertivel para algum 7' > 0, temos, pela Proposigao A .4,
Posto Qr = n e entao pelo Teorema 1.1 resulta que Posto C(A, B) = n. Segue-se pelo

Corolério 1.1 que Q7 ¢ invertivel para todo T" > 0.
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(4) = (5). Supondo Qr invertivel para todo T' > 0, pelo Corolario 1.1 resulta que
Posto C'(A, B) = n. Dai, pelo Coroléario 1.2, Cr é sobrejetora para todo T > 0. Em
particular, C'r é sobrejetora para algum 7" > 0.

(5) = (6). Seja T' > 0 tal que Cr é sobrejetora. Entao ImCp = R"™. Logo, pelo
Teorema 1.2 resulta que ImC'(A, B) = R™ e assim Posto C(A, B) = dimImC(A4,B) =n
de modo que, pelo Corolario 1.2, temos que Cr é sobrejetora para todo T > 0.

(6) = (7). Suponha Cr sobrejetora para todo 7' > 0. Entao, pelo Teorema A.4, Cr
é invertivel a direita para todo 7" > 0. Em particular, Cp é invertivel a direita para algum
T > 0.

(7) = (8). Se Cr é invertivel a direita para algum 7" > 0 entdo, para o mesmo
T > 0, Cp é sobrejetora. Como ja temos (5) = (6), segue-se que Cr é sobrejetora para
todo T > 0 e assim pelo Teorema A.4 temos que Cr é invertivel a direita para todo 7' > 0.

(8) = (1). Assuma que Cp é invertivel a direita para todo T" > 0. Entdo pelo
Teorema A.4, Cr é sobrejetora, ou seja, ImCr = R™ para todo T" > 0. Sendo assim,
fixado 7" > 0 e tomando z € R™ existe u € PC([0,7],R™) tal que z = Cru. Considere

A

pois g, 71 € R™. Claro que e?Tzy € R" e, por ser R® um espaco vetorial, temos que

x; — e Tay € R™. Existe entdo u € PC([0,T],R™) tal que

AT

Cru=2z, —eTag= e Ty + Cru=a, .

Logo,

‘T(T7 2o, U’) =T

mostrando que z; é alcancavel a partir de . Como foram xg e x; tomados arbitraria-
mente, temos dai que o sistema (1.1) é controlavel, concluindo a demostragao do teorema.
|

Das caracterizagoes acima da controlabilidade do sistema 1.1, o item (2) é o mais

util em aplicagoes pois fornece um simples teste de controlabilidade para o referido sistema

através do posto da matriz de controlabilidade do mesmo.

Definicao 1.2 Um subconjunto X C R™ € dito A-invariante quando, para todo v € X,

tem-se Av € X.

Proposigao 1.1 O subespago ImC(A, B) C R" é A-invariante e contém ImB. Mais

s

ainda, este € o menor subespaco do R"™ com tais propriedades, isto €, se S C R™ é um
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subespago A-invariante contendo ImB, entao ImC(A, B) C S.

Demonstracgao: Sejam v € R™ e
w = e R™

Sabemos que

ImC(A,B) ={C(A,B)x: x € R™}

ImB ={Bz:z € R"} .
Como w € R™ entao C(A, B)w € ImC(A, B) e, ja que v € R™, temos que Bv € ImB.

Mas

v
C(A,B)wz[B AB A’B ... A"—lB] = Bv
0

Isso nos diz que, qualquer que seja Bv € ImB, podemos escrever
Bv=C(A, Byw

com w € R™ definido acima, isto é, Bv € ImC(A, B). Logo, ImB C ImC'(A, B). Para
provar a A-invariancia, seja z € ImC(A, B). Devemos mostrar que Az € ImC(A, B).

Como z € ImC(A, B) temos que z = C'(A, B)w para algum w € R™. Seja

Vo
v
w= | ' e R™
Un—1
com vy, vy, ..., Up—1 € R™. Logo
Vo
U1
:=C(A,Bw=|B AB A*B ... A"'B]
Up—1
= A’Buy + ABvy + A’Buy + - -+ A" ' Bu,_,
e, portanto,
n—1
k=0
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E proveitoso enfatizar que o raciocinio acima nos diz que z € ImC(A, B) se, e somente se,
existem n vetores do R™, digamos, vg, vy, ..., U,_1, tais que z é da forma dada em (1.12).

Como consequéncia de (1.12) temos,

n—1 n n—1
Ay = ZAk+1BUk — ZAkB@vk_l — ZAkak_l + A"Bu,,_, .
k=0 k=1 k=1

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, existem cg, ¢y, ..., ¢,—1 € R tais que
n—1
A" = Cn_lAn_l + Cn_QAn_2 + -+ ClA + CQAO = Z CkAk .
k=0

Logo,

n—1 n—1
Az = Z AF By, + Z crAFBu,

k=1 k=0
n—1 n—1
= Z A*Bu,_4 + Z crA¥Bu,_1 + ¢oA’Bu,_,
k=1 k=1
n—1
= Z A*B(vp_y + cpvn_1) + A°Begun_ .
k=1

Defina wy := cov,—1 € R™ e para 1 < k < n — 1 defina wy := (vp_1 + cxv,—1) € R™.

Podemos entao escrever a partir do exposto acima

n—1 n—1
Az = Z A*Buwy, + A°Bwg = Az = Z A By,
k=1 k=0

com wy € R™. Dai,

Az = Bwy + ABw, + A?Bwy + - + A" 1 Bw,,_4

Wo
wy

~ B AB 4B ... An—lB] Wy

Wn—1

Definindo £ := (wp, w1, wa, ..., w,—1) € R™ temos da igualdade acima que
Az =C(A,B)¢

e portanto Az € ImC(A, B).
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Por fim, seja S C R™ um subespago vetorial A-invariante contendo ImB e seja
z € ImC(A, B). Entao existem n vetores vy € R™, com 1 < k < n — 1, tais que z é da

forma dada em (1.12), isto é,

n—1

Z = Z AkBUk .
k=0
Como ImB C S e By € ImB segue que By, € S. Além disso, pela A-invariancia de S
ABu, € S,

AzB’Uk €S,

A*Bu, € S Vke{0,1,--- ,n—1}.
Sendo S um subespaco do R", a soma finita de elementos de S pertence também a S.

Desse modo, z € S mostrando que ImC(A, B) C S e concluindo a demonstragao. |

Proposicao 1.2 ImC(A, B) € e?*-invariante, ou seja, eMv € ImC(A, B) para todo v €
ImC(A, B) e todo t € R.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.1, ImC(A, B) é A-invariante, isto é, Av € ImC'(A, B)
para todo v € ImC'(A, B). Logo,

A%y € ImC(A, B)
A%y € ImC(A, B)

AFv € ImC(A, B)

ou seja, ImC'(A, B) é AF-invariante, para todo k € Ny. Sejam v € ImC(A4,B) et € R.
Entdo, A¥v € ImC(A, B) e como ImC/(A4, B) é um subespaco R", temos,

ik
EAkU € ImC(A, B),

para todo k € Ny. Dal
Sp = ;EA velmC(A,B) .
=0
Pela Proposicao A.9, ImC(A, B) C R" é fechado e, portanto,

n——o0 n—oo

n_ ik
lim s, = lim Z%Akv =s e ImC(A, B)
k=0 """

ou seja,
t

k
k'Akv € ImC(A, B) .

NE

e
Il

0
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Logo, pela Definicao A.7, temos
ey € ImC(A, B).

[ |
Uma consequéncia imediata da Proposicao 1.2 é o fato de que, dado um par zq,z; €
ImC(A,B) e T > 0 temos z; — eATxy € ImC(A, B) = ImCr (pelo Teorema 1.2) e entao

usando (1.8) o controle u' definido por
ul = CF (2 — e*Tzy)
é tal que
Crul = CTC#(xl — eATa:O) = — e Tag = 21 = e Tag+ Crul

ou, equivalentemente,

o(T; xo,u') = ey + Crul =2y .

Conclufmos que para cada par zg,r; € ImC(A, B) ¢ T > 0, existe um controle u' con-
duzindo xy para x; no tempo 7. Assim sendo, ImC(A, B) é denominado subespago con-
troldvel.

Dados zg, x1 € ImC(A, B), denotaremos por Ur(xg, r1) o conjunto dos controles que

alcancam a evolucao de x(y para x; em um tempo 7" > 0, isto é,
Ur(xg,x1) := {u € PC([0,T],R™) : x(T;x9,u) =1} .

Este conjunto é claramente nao vazio pois, como vimos anteriormente, o controle u' :=

CH# (xy — e*Txg) estd em Uy (zo, 1) j4 que
o(T; 0, u’) =z .

A medida da energia de um controle u € Ur(xgy, z1) é dada por /T |u(t)||* dt. Em
termos de aplicacao, ela nos diz o custo devido ao uso de um contr(;)le. No problema
de colocar um satélite em oOrbita (o qual serd estudado no Capitulo 2), por exemplo,
possa ser que o uso continuo de jatos acarrete num alto gasto de combustivel. O total de
combustivel seria, neste caso, a energia do controle utilizado (os jatos).

O préximo resultado nos diz que o controle u' alcanca a evolugao de 2y € ImC/(A4, B)

para x1 € ImC(A, B) em um tempo 7' com uma menor energia gasta.
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Proposicao 1.3 (Controle de Energia minima) Sejam xy,z; € ImC(A,B) e T > 0.

O controle u' definido por ut == CF (1, — e"Tay) € tal que ut € Up(zg,21) e

T T
/ I (1) dtg/ @I dt Yu € Up(zo ).
0 0

Demonstragao: Ja mostramos que u' € Uy (xo, z1). Agora, para todo u € Up (g, 71)
vale

z(T; 0, u) = 21 = e Tag + Cpu =12, . (1.13)

Desde que u' € Uy (g, x,), temos
2(T; w0, u’) = 2y = e Tag + Crul = 2, (1.14)
e subtraindo (1.13) de (1.14) obtemos
0= Cru' — Cru.

Como C7 € linear, vem

0= Cp(ul —u)

T
=/’¢@ﬂB@Hﬂ—u@)ﬁ
0
Entao

< /T AT DBf(t) — u(t)) dt , QF (x) — €ATxD)> 0.

0
Dai, pela Proposicao A.12 aliada as demais propriedades do produto interno, temos para

todo u € Up(zg, 1)

/OT <6A(T_t)B\(uT(t) > u(t)), \Q#(:z:l — eAT;z:O)> dt =0 .

-
M p y

Sabemos por propriedades do conjugado transposto que dado M € R™ ™ temos (Mx,y) =
(x, M*y) para todos z € R™ e y € R" e por propriedades do produto interno podemos
ainda escrever (Mx,y) = (M*y, x). Logo,

T
/ <B*6A*(T_t)Q#(x1 —exg),ul(t) — u(t)> dt = 0.
0
Pela definicao de C’# vem
T
/ <o#(a;1 — AT () —u(t)> dt =0
T
é/‘@W%M@—u@>ﬁ:O
0
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Usando novamente propriedades do produto interno bem como das integrais obtemos
T T
/ (uf(t),u!(t)) dt —/ (ul(t),u(t)) dt =0
0 0
T T
:>/ uf ()| dt —/ (ul(t),u(t)) dt =0
0 0
T T
= [l = [ @) d
0 0
Assim temos para todo u € Up(zg, x1)
T T T T
0< [t Pt = [l i [ I de—2 [ (a0, u0) at
0 0 0 0
T T T
— [P e [ o a-2 [ o) a
0 0 0
T T
= [ = [ a

donde
T T
/ I (I dt < / lu(®)|? dt -
0 0

Consideraremos agora alguns fatos elementares sobre mudanga de variaveis no espago
dos estados. Considere o sistema (1.1) controlado e seja S € GL(n,R), onde GL(n,R)

denota o grupo linear de ordem n definido por
GL(n,R) := {M € R™™ : M ¢ invertivel} = {M € R™" : det M # 0} .

Consideremos a mudanca de varidveis & = S~ 'z. Entao multiplicando 2’ = Az + bu por

S~ temos
Sl =S 1Az + S™'Bu
= S tASS 'z + S Bu.
Fazendo
=81, A:=81'AS, B:=S5"!'B,
segue que
7 = Az + Bu
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Assim
C(AB)=|B AB A*B ... A"'B|

z[s—lB SASS'B  STASS-'ASS-'B

STLASSTIAS .- STLASSTIB ]

n—1 vezes

—| 5B s'AB sAB ... sAB | =S7'C(A,B).

Proposicao 1.4 (A, B) ¢ controldvel se, e somente se, (A, B) é controldvel.
Demonstracao: (=) Suponha que o par (A, B) é controlavel. Sejam Zy,7; € R" e
S € GL(n,R). Existem entao zg,r; € R" tais que g = S~z e 7; = S7'z;. Com efeito,

basta tomar xo = Sz e x; = S¥;. Desse modo,
S_IZBO = S_ISZfO =Ty e S_ll‘l = S‘lSafl =T .

Como o par (A, B) é controlavel, por definicao o sistema (1.1) é controldavel. Assim,
existem 7' > 0 e um controle u € PC([0,T],R™) devido ao qual z; é alcangével a partir
de x5. Em simbolos,

(T;xo,u) = 21 .

Logo
T
ey + / ATV Bu(t) dt = x,
0

e multiplicando a igualdade acima por S™! & esquerda, temos
T
S e M pg + S_l/ AT By(t) dt = S~y
0
T
= S 1eATSS g + / SeATDGS A Bu(t) dt = S ay .

0

Pela Proposigao A.7, obtemos

T
e(S—lAT S)S_lx(] +/ e[s_lA(T—t) S]S_lBu(t) dt — S_lxl
0

T
= ST NGy +/ STANTDG By (1) dt = S 'wy .
0

Adotemos a mudanca de varidveis antes definida, isto é,

S'AS=A ¢ S'B=58.
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Substituindo na equacao acima, temos
~ T R
eS g +/ ATV Bu(t) dt = S~ ay
0
e, como STz =2y e ST'x; = 74, temos ainda
~ T 5
Mo+ / AT Bu(t) dt = i
0

ou, equivalentemente,
j(T7 jOJ U) = '%17
mostrando que Z; é alcancavel a partir de 5. Como foram o z1,To € R™ arbitrarios,

concluimos que o sistema

2'(t) = Az (t) + Bu(t) (1.15)

é controlével e portanto (A, B) é controlével.

(<) Suponha agora que (A, B) seja controldvel. Sejam zo,x; € R™. Escolhamos
To=S"twy e I = S7lw;. Pela controlabilidade de (1.15) resulta que 7; é alcancdvel a
partir de Ty, isto é,

[i‘(T, Li’o, U) = .531 .
Dai,
) T )
ey + / ATV Bu(t) dt = &,
0

Pelas definicoes de A, B, % e &1 vem

T
! S)TS—le +/ elS71A S)(T—t)g—lgu(t) dt = S 'z
0

T
L STAT S g1y / (ST SIg-U B ) dt = 51,
0

Pela Proposicao A.7 isto equivale a
T
S~ 1eATSS ey + / S 1eAT-DSS 1 By(t) dt = S~ ay
0

T
= St gy + S_l/ AT Bu(t) dt = Sy .
0

Finalmente, multiplicando ambos os membros a esquerda por S obtemos
T
ey + / AT Bu(t) dt =
0

ou equivalentemente

x(T;xp,u) = x1.
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Mostramos com isto que o sistema (1.1) é tal que, dados xg, z; € R", existem 7" > 0
e um controle u € PC([0,T],R™) de tal modo que z; é alcancéavel a partir de xg, isto é,

o sistema (1.1) é controlavel ou equivalentemente o par (A, B) é controlavel. [ |

Lema 1.2 (Decomposigao da Controlabilidade de Kalman) Suponhamos que (A, B) €

R™"™ x R™™ seja nao controldvel e B # 0, caso no qual
0 < k := PostoC(A, B) = dimImC(A, B) < n.
Entao, existe S € GL(n,R) tal que A:=S"1AS e B:= S"'B tem as sequintes estruturas

~ Al AQ ~ Bl
A= , B= (1.16)
OA A3 0B

onde Ay € RF*¥F A, € RF¥(n=k) A, ¢ RO-F)x(n=k) g, — (0 ¢ RO=Fxk B e RF>*m ¢
0p =0 € Rv=R)xm,
Demonstragao: Sendo ImC(A, B) C R™, pela proposicao A.2 existe um subespago V C
R™ tal que

ImC(A,B)eV =R". (1.17)
Sejam D = {vy, v, ..., v} € & = {Ug11, V12, .., Un} bases para os subespagos ImC'(A, B) e

V), respectivamente. Definimos S por

S::[Ul (o Un]'
E claro que S € GL(n,R™), pois pelo Teorema A.2 o conjunto B dado por
B=DUE = {vy,vs, ..., Uk, U1, Ug+2, -+, Un }

é uma base para o R™. Logo, as colunas de S sao todas L.I. e assim dim Im S = Posto S =
n resultando, pela Proposicao A.4 que S é invertivel.

Agora, para qualquer z = (21, 23, ..., z,) € R" temos que

21

%)
522[1}1 Vg o+ Uy | ) =012+ V220 + -+ Un2p

Zn

e como 2z; € Rcom j=1,2,...,n, temos que
n
Sz = E 20 = \(zlvl + 2oUg -+ - + zkvk2+£zk+1vk+1 + ZhyoUpso + -+ + znvn)l )

— ~ —
J= € ImC(A,B) eV
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Afirmagao 1.1 Para todo z = (21, ..., 2k, Zk11, -, 2n) € R™ tém-se
Sze€ImC(A,B) & zp11 = 2ppo=--=2,=0.

(<) De fato, se zp11 = 2zk42 = -+ = 2z, = 0, pela decomposigao de Sz acima descrita
decorre que

Sz = 2101 + 29v9 + -+ - + 2z € ImC'(A, B).
(=) Agora, se Sz € ImC(A, B), existem ay, as, ..., ax € R tais que
Sz =a1v1 + asvy + - - - + apuy
ou seja,
2101 + 29U9 + -+ - + ZpUk + Zp410k+1 + Zky2Uk+2 + 0 + 2pUp = @101 + QU + -+ -+ agUg

= (21 —ay))vy + (22 — ag)vy + -+ + (2k — Ak)Vk + 2k 1Vka1 + Za2Vkio + -+ 2,0, =0

e como B = {vy, vy, ..., U, Vg 41, Vkt2, -, Un } € L.I. (pois é uma base para o R") segue-se
que

(Zl_ad):(22_a2):"':(Zk_ak):Zk+1zzk+2:"'zzn:0-

Em particular

2htl = g2 = =2, = 0,

comprovando a afirmacao.

. By .

Facamos B := S7'B = e R By € RF*m B, € Rv=F)xm  Geiq
By

v € R™ dado por v = (o, -+ , ). Escrevendo

bit bz -+ bim bt baan2 0 Drriym

B — 5?1 béz b2.m ¢ By— biks2)t brt22 * bag2ym
i bkl bk2 e bk'm ] i bnl bn2 e bnm ]

temos entao,
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b11 bio bim
ba1 bao bam

(631
b1 br2 brm

By
brint btz burnm
A
- - biry2t birt22 * Diir2ym -
| bnl bn2 o b’nm i

bnOél + b120é2 + -+ blmOém
bgloél + bgzO&g +---+ bgmam

br1)101 + Dpg1)202 + -+ + Dkg 1ym

biry2)101 + Dpr2)202 + -+ + b(ry2)mQm

bnlal + bn2a2 + -+ bnmam

ou seja,
Blv

BQU

S™'By =

e multiplicando ambos os membros da igualdade acima por .S, obtemos

Blv
S =Bv € ImB .
BQ'U

Como, pela Proposi¢ao 1.1, ImB C ImC'(A, B), temos que

Bl'U

S € ImC(A,B), Yv e R™.
BQ'U
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Sendo assim, escrevendo Bijv = (21, 22, ..., 2x) € Bav = (2k41, .-, 2n) temos

<1
)
By 2k
=2z =
BQ’U
Zk+1
Zn
e entao
Bl’U
S =Sz € ImC(A,B), Yo e R™ .
BQU
Disto e pela Afirmacao 1.1 resulta que
21 = Zpqp2 = - =2, = 0,
ou scja, Bov = 0 para todo v € R™. Dali,
b1yt b2 0 bagiym oy
biri2)1 bmr22 “+ baa2ym @ |,
i b'nl an e bnm ] i Qyp ]
e em particular, para v =e; = (1,0, ...,0),
b1yt btz 0 bagiym 1 bik+1)1
biky2)1 Dryoz -+ b(k—ij2)m |0 0o bik+2)1 _ 0
bnl bn2 e bnm 0 bnl
Analogamente, para v = ey = (0,1,0,...,0) temos
bes1)r btz 0 bagiym 0 bkt 1)2
b(k-.i-2)1 b(kfg)z e b(k—ijQ)m R PN b(ky2)2 0
b1 bna bnm 0 bn2




Indutivamente, para cada v = e; com 1 = 1, 2, ...m, onde e; denota o i-ésimo vetor da base

canonica do R™, obtém-se

bt 1)i
b(k-+2)i
(k+2)i | _ 0,
bni
mostrando que cada coluna de B5 ¢é nula e levando-nos a conclusao de que By = 0.
Agora, seja
- A A
A=5tas=| "
Ay Az

com A; € Rk A, € RF¥(=k) A, ¢ R-Fx(=k) o 4, ¢ RO=F)*k Vamos provar
que Ay = 0. Tomemos w € ImC(A, B) C R". Como pela Proposi¢ao 1.1, InC(A, B) é

A-invariante, temos que z := Aw € ImC(A, B). Mais ainda,

SIAS = A= 8714 =AS

Logo,
Aw=z2=S"4Aw =952
As-1
= AS 'w =571z .
Facamos

S7lw =\

com A = (A1, Ag, ..., \p) € R™. Multiplicando a igualdade acima por S a esquerda temos

w = SA e como w € ImC(A, B) temos que SA € ImC(A, B). Dai, pela Afirmagao 1.1

segue-se que A1 = Agio = --- = A, = 0 e, portanto,
w1y
Sl =
0

com w; = (A1, A, ..., \x) € R¥. De modo analogo, escrevendo

ST e = p = (m, pia, ., i) € R”
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obtemos fix11 = fgio = -+ = iy = 0 e entao

S =
0

com 21 = (i1, la, ..., ) € RF. Consequentemente,

- A A w z Aqwy + As0 z
Ag = 51y = 1 2 | . 1 N 1W1 2 _ 1
Ay Az 0 0 Aqwy + As0 0
N N’
A S—1lw S—1z
Ay 21
= e
A41U1 0

Logo, Ayw; = 0.

Observe que para qualquer w; = (ay,...,a;) € R¥, tem-se que w = (w;,0) € R*
é tal que w € ImC(A, B). De fato, considerando 7 = S~'w vem que ST = w, ou seja,
St = (ay, ..., ax,0,...,0) € R" e como as (n — k)-ésimas entradas de ST sao nulas, resulta
pela Afirmagao 1.1 que ST € ImC(A, B), ou seja, w € ImC(A, B).

Portanto, para cada w; € R* conseguimos um correspondente w € ImC/(A, B) e,
como o argumento que nos conduz ao fato de que Ajyw; = 0 é valido para todo w €
ImC(A, B), temos

Aywy; =0,

para todo w; € R*. Por raciocinio andlogo aquele utilizado para o caso Byv = 0, con-

cluimos que Ay = 0. |

Proposicao 1.5 O par (Ay, By) dado no lema anterior € controldvel.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.3 basta mostrar que Posto C'(A1, By) = k. Relembre

que:
. A A N B
i- 1 Az e B 1
0 Aj 0
Assim, por indugao temos para todo k € N
k
O
0
De fato, para k = 1, temos
- A1Bi+ A5+ 0 AB
AB— 151 2 _ 151
0-By+A;3-0 0
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Suponhamos que seja valido para k = n, isto é,

. A"B
Anp=| T
0
Entao para k =n + 1, temos
e A A A'B A1ATBy 4+ Az - 0
A=A An.p=| " | T = T
0 As 0 0-A7B; + Az -0
An+1Bl
L ArBy
Portanto, A*B = para todo k € N.

Agora, pelo teorema de Cayley-Hamilton a n-ésima poténcia de uma matriz pode
ser escrita como combinacao linear de todas as poténcias menores que a mesma. Em

especial, na matriz

[Bl AlBl A?_lBl}

cada poténcia A com k—1 < i < n—1 é combinagao linear das poténcias de A; menores

que as mesmas e, portanto, os blocos Ai By com k — 1 < i <n — 1 sao LD. Dali,

Posto [Bl AlBl cet A?_lBl] = Posto [Bl AlBl cee Alf_lBl} = Posto C(Ah Bl) .
Logo,
Posto C(Ay, B1) = Posto [Bl ABy - A’f‘lBl}
B A B A%Bl A?_lBl
= Posto , , R
0 0 0 0

= Posto [B AB A’B.. -121"_13]

= Posto[S™'B ST'AB  ST'A’B...ST'A"'B]

= Posto [S™'[B AB A’B --- A" 'B]]

= min{ Posto S™', Posto C(A, B)} .
Note que Posto S™' =n jd que S™! € GL(n,R) e como estamos nas hipdteses do
Lema 1.2, Posto C(A, B) = k < n de forma que Posto C(A, B) < Posto S™'. Logo,

min{ Posto S~, Posto C(A, B)} = Posto C(A, B)
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e entao
Posto C(A;, By) = min{ Posto S™', Posto C(A, B)} = Posto C(A,B) =k .

concluindo a demonstragao. |
O seguinte resultado é mais uma importante ferramenta algébrica para a caracte-
rizacao da controlabilidade de um sistema. Sua utilidade pode ser notada, por exemplo,

em situagoes nas quais o calculo da matriz controlabilidade seja muito trabalhoso.

Teorema 1.4 (Critério de Hautus para controlabilidade). O sistema (1.1) € con-
troldvel se, e somente se, Posto (sI — A, B) = n para todo s € C.

Demonstragao:

(=) Provaremos o teorema usando contraposicao. Para isto, suponhamos que Posto (A —
A, B) < n para algum A € C. Mais especificamente, devemos ter A\ € o(A) pois para qual-
quer A € C\o(A) temos pela Proposicao A.8, ker(A —A) = {0}. Assim dimker(A—A) =
0 e entao, pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, resulta que Posto (A — A) = n. Por
defini¢ao, Posto (Al — A, B) < n ¢ como as n colunas de (A — A) ja sdo L.I. scgue-se
que Posto (A — A, B) = n. Como (M — A, B) € C™(+m) (X[ — A, B)* € Clrtm)xn,
Desde que Posto (M — A, B)* = Posto (Al — A, B) temos que Posto (Al — A, B)* <ne

por conseguinte n — Posto (A — A, B)* > 0. Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem,
Posto (A — A, B)* + dimker(A\] — A,B)" =n

e, portanto,

dimker(A — A, B)* =n — Posto (Al — A, B)* > 0.
Logo, existe z # 0 € C" tal que z € ker(A] — A, B)* isto é,
(M —A,B)'2=0.
Consequentemente, z também satisfaz
XMl —A,B)=0.

Entao,

ZM —2Z"A=0=2z"A=)Xz" ¢ 2" B=0.

Dai, indutivamente, z*A* = M\fz* para todo k € N. De fato, para k = 1 ji temos

2*A = \z*. Suponhamos que seja valido para k = n, isto é,
ZFA" =\
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Para k = n + 1 temos

ZPATT = ZFATA = N A = NP = AT
e, portanto, z*A¥ = \¥z* para todo k € N. Consequentemente,

2 A*B = X2"B, Vk €N
Mas z*B = 0. Logo,
A" B =0, Vk €N,
de onde concluimos que
= [B AB A’B --- A"'B] =0,

ou seja, 2*C(A, B) = 0. Mais ainda, (C’(A, B))*z =0, isto é, z € ker (C(A, B))* e como
z # 0, concluimos que dim ker (C (A, B ))* > (. Pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem,

Posto (C(A, B))" + dimker (C(4,B))" =n

Posto (C(A,B))" =n — dimker (C(4,B))" <n

e como Posto C(A, B) = Posto (C(A, B))", conclufmos que

Posto C(A,B) <n .

Resulta daf pelo Teorema 1.3 que o sistema (1.1) nao é controldvel.

(<) Suponhamos agora que o sistema (1.1) seja nao controlavel. Se B = 0, entao
Posto (M — A, B) = Posto (Al — A) < n para todo A € a(A). De fato, se A € 0(A) entao
pela Proposigao A.8, ker(Al — A) # 0. Logo,

dimker(Al — A) > 0= —dimker(A\] — A) < 0= n—dimker(A\] — A) < n.

Pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem

Posto (A — A) +dimker(AM — A) =n
= Posto (A — A) =n — dimker(A — A) < n.
Portanto, Posto (A — A, B) < n para todo A € o(A) e entdo o teorema estd demonstrado.

Suponha B # 0. Entao pelo Lema 1.2 existe S € GL(n,R), tal que

i A A N B
A=54a5=|"" "7 e B=| "
OA A3 OB
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onde A; € RF*k 4, € RF*(n=R) - Ay ¢ R-FIX(=k) 0y = 0 € R=F¥k By € RP™ (p =
0 € Rm=kxm ok < n. Seja A € Cewv e C"* um autopar de A5. Entdo por defini¢do,
v#0ewv€ker(A — Af), ou seja,

(ML= Ao = 0 = 0" (AT — A3)* = 0 = v (AD)* — (A2)*) = 0 = v*(IN" — Ag) = 0

0 — - .
Seja w := € C". Mostremos que w*(Al — A) =0 e w*B = 0. Observe que:
v

(@) w =0 v |ec

(i)

10 0 20 0
- _lo1 0 0 A 0
)\I:)\ = ;
00 1 00 h) .
(447
20 . 0
- 0N ... 0 A A £, — A —A
oV B 1 2| _ k 1 _ 2
0 A 0 M k) — Az
0 0 )
Logo,
- _ N, — A —A
'lU*()\I—A>: 0 U*:| k 1 2

— | 0- (AL =AY+ -0 0+ (—As) + 0" Ry — As) |

=0 o (L~ Ay) |
Conforme verificado, v*(A\ — As) = 0 ¢ entéo
w N —A)=0. (1.18)

Além disto



Obviamente S* € GL(n,R) (pois det S = det S*). Relembre ainda que w = (0,v) € C" e
por construgao, v # 0 de forma que w # 0. Sendo assim, z := (S*)"tw # 0. De fato, se
(S*)~tw = 0, multiplicando ambos os membros desta igualdade por S* obtemos w = 0,

um absurdo. Desse modo, usando (1.18) temos

(A= A)S = ((5*)'w) (M — A)S = w*S ' (A — A)S = w*(S™'AIS — ST AS)
= w*(ASTHS — A) =w* (X[ - A) =0

e multiplicando esta tltima igualdade & direita por S™!, obtemos,
2*(AM—A)=0.

Além disto,
FB=w'S'B=wB=0.

Consequentemente, (z*(XI —A), z*B) = 0, ou melhor,
7N —-AB)=0.

Dai, (\ — A, B)*z = 0, ou seja, z € ker(\l — A, B)* e sendo z # 0 concluimos que

dimker(Al — A, B)* > 0. Pelo teorema do nticleo e da imagem,
Posto (\ — A, B)* + dimker(A — A, B)* =n
= Posto (\] — A, B)* =n — dimker(A\I — A, B)* < n.
Desde que Posto (A — A, B) = Posto (A — A, B)* temos
Posto (\ — A,B) <n,

ou seja, Posto (sI — A, B) < n para algum s € C, como querfamos demonstrar. [ |

1.2 Observabilidade

Nesta secao trataremos do problema da observabilidade, introduzido de maneira
informal no inicio do capitulo. Dados, o € R*,T > 0 e u € PC([0,T],R™), denotamos a
saida do sistema (1.1) em [0,7] por

t
y(t: xo,u) = Ca(t; o, u) = Celag + C’/ A=) Bu(s)ds, Vtel0,T].
0
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Note primeiramente que a expressao acima deixa clara dependéncia da saida em
relagao ao estado inicial zy e ao controle u. No problema da observabilidade, assumiremos

os seguintes dados:
a) (A,B,C): O sistema 1.1;
b) u e PC([0,T],R™): o controle;
¢) y(- ;zo,u) € C([0,T],RP): a saida.

Como o estado inicial zp € R™ é desconhecido, z(t) = x(t; xg,u), t € [0,7] pode
nao ser, em geral, calculado a partir dos dados fornecidos. A observabilidade investiga as
circunstancias sob as quais tal calculo é possivel. Em particular, ela procura determinar
condicgoes sob as quais o estado inicial xg é determinado de modo tinico a partir dos dados
fornecidos. Mas se determinarmos xy, como ja temos u, podemos enfim determinarmos o
estado z(t) = x(t; xg,u). Portanto, podemos dizer que a observabilidade busca condigoes
sob as quais o estado z(t) = x(t;zo,u), t € [0,T], é determinado a partir dos dados
fornecidos.

Introduzimos o mapa estado-para-saida Op : R" — C([0,T], RP), parametrizado por
T > 0, dado por

(Orx0)(t) == Ceay, ¥Vt €[0,T].

Mais adiante veremos que, para um dado T > 0, o estado inicial podera ser deter-
minado avaliando-se O} Orxy, onde OF denota uma inversa & esquerda de Op. Uma vez
que g tiver sido determinado, o estado x(t; xg,u), para t € [0,T], pode ser determinado
através da formula de variacao dos parametros. Claro que para isso é necessario que
exista de fato uma inversa Of. Por este motivo, a observabilidade do sistema (1.1) serd
identificado com a invertibilidade a esquerda de Or, qualquer que seja T > 0.

Resulta desta definicao que

t
(Opxo)(t) = Cetry + /0 eA=9B .0 ds = y(t; x0,0), ¥V t € [0,7).
Ressaltamos o uso da notacao Orxg para indicar Op(zg). Perceba ainda que o mapa Or

é linear. Com efeito, dados zg, 1 € R” e a € R temos

(Or(azo + 1)) (t) = Ce(axy + 1) = Ce*axy + Ce'ay = aCezy + Cetay

= OC(OTZL’())(ZL) + (OTl'l)(t)
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Além disso, nota-se que para todo t € [0, 7]

t t
(Opmo)(t) = CeMag = Cetay + / e =) Bu(s) ds — / e =) Bu(s) ds
0 0

t t
= Cewy + / eA=9) Bu(s) ds — Cet -0 — / eA=9 Bu(s) ds
0 0

t t
= CeMay —I—/ A=) Bu(s) ds — (OeAt -0 —I—/ A=) Bu(s) ds)
0 0

e entao
(Orzo)(t) = y(t; w0, u) — y(t;0,u) (1.19)

Isto nos diz que, para qualquer xq € R™, Orxq é calculavel a partir dos dados fornecidos.

Uma aplicacao O# : C([0,T],RP) — R™ é uma inversa a esquerda de O se,
O#(OTZ’()) = T, v To € R™.
Decorre imediatamente da Proposicao A.3 a seguinte afirmacao:

Afirmagao 1.2 Uma inversa a esquerda de O existe se, e somente se, Op € injetiva.

Além do mais, da definicao de Or, temos
Orao = y(- ;70,0).
Se existe uma inversa a esquerda O# de Or, resulta que
03 (Orxo) = O3 (y(- 520,0)),

ou seja,
zg = OF (y(- ;20,0))

e, uma vez que o é determinado, o estado z(t; zg, u) pode ser calculado para todo t €
[0,7] via férmula de variagao dos pardametros A.15. Concluimos assim que, a questao
da observabilidade pode ser identificada com a da invertibilidade a esquerda
ou, equivalentemente, a injetividade da aplicagao Op. Observe que y(- ;xg,0) é

calculdvel a partir dos dados fornecidos, pois
y(- ;20,0) = Orxo

e, por (1.19),
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Proposicao 1.6 Sejam T > 0 e xy € R”. Entdo, Orzg = 0 se, e somente se, Cetxy =0
para todo t € R, .
Demonstracgao:

(<) Com efeito, dado 2y € R", se Cettzy = 0 para todo t € R, , entao em particular
Celzy = 0 para cada t € [0, T] qualquer que seja T' > 0, ou seja, Orzg = 0 qualquer que
seja T > 0.

(=) Para mostrar a primeira implicacdo, suponha que Orzy = 0. Dai, Cetxy = 0

para todo t € [0, T]'. Derivando esta expressao repetidas vezes, obtemos

CAetry=0
CA%eMxy =0
CA3eAr, =0
CAFeAtyy =0

para t € [0,7] e k € N. Fazendo t = 0 em Ce?'zy = 0 e em suas derivadas sucessivas,

obtemos,

0=CA%%,
=CA xg
= CA%x,
= C A3z,

= CAkao,

isto 6, C A*zy = 0 para todo k € Ny. Ora, para t € R usando a Definicdo A.7 obtemos,

A oo A
Ce tJ?o = CZ X
k=0

(o) tk
33022501416330 =0
k=0 -0

ou scja, Cetry = 0 para todo t € R. |
Proposicao 1.7 Or € injetiva se, e somente se, a sequinte implicacdo ocorre

OTI'O =0=29=0. (1.20)

LAté entdao temos Ce?*xy = 0 garantido para t € [0,7]. Queremos assegurar para qualquer ¢ € R



Demonstracao: (=) Se Or é injetiva devido a sua linearidade temos, pela Proposigao

A3, ker Or = {0} e entdo
Orxzg=0= 129 € ker{OT} =x9=0,

ou seja,

Orzg=0= 29 =0.

(<) Analogamente sendo Or linear, se (1.20) ocorre temos que kerOr = {0} e pela
Proposicao A.3 segue que Or ¢é injetiva. |

Vimos anteriormente que, qualquer que seja T' > 0, Orxy = 0 equivale ao fato de
que Cettry = 0 para todo t € R,. Daf a implicacdo (1.20), pode ser escrita da seguinte

forma

y(t;20,0) = CeMag =0, Vt e R, = 9 = 0.

Toda a discussao acima sobre observabilidade serve de base para a préxima definicao

e para estabelecer a proposi¢ao posterior.

Definigao 1.3 O sistema (1.1) € dito observdvel se, para todo xo € R", tém-se
(y(t; o, 0) = Cetzy=0,Vte ]R+) = z9 = 0. (1.21)

Proposicao 1.8 As sequintes sentencgas sao equivalentes:

(1) O sistema (1.1) € observdvel.

(2) Or € injetiva para algum T > 0.

(3) Or ¢ injetiva para todo T > 0.

(4) Or € invertivel a esquerda para algum T > 0.

(5) Or € invertivel a esquerda para todo T > 0.

Demonstragao:

(1) = (2). Se o sistema (1.1) é observével, entao de acordo com a Definigao 1.3 temos,
(y(t;fl?o,()) =CeMry=0,Vtc R+> = 20 =0.
Fixado T > 0, pela Proposicao 1.6, a expressao
(u(t:20,0) = Ce'ay =0, Yt € R, )
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equivale a

<y(t;x0,0) =CeMry=0,Vte [0,T]>.
Assim, a implicacao acima pode ser reescrita da seguinte maneira
(y(t;xg,O) = Cellzy =0, Vte [O,T]) = 19 = 0.

Mas por definicao, para t € [0,T], Ce?txy = Orzy. Logo, podemos reescrever a tltima

implicagao da maneira abaixo
OT$0:0:>370:0,

qualquer que seja T" > 0. Assim, do que vimos anteriormente, isto implica que O é
injetiva para todo 7" > 0 e consequentemente, Op € injetiva para algum 7T > 0.

(2) = (3). Seja T' > 0 tal que Or é injetiva. Entdo pela Proposi¢ao 1.7
Orxg=0= 29 =0.
Pela Proposi¢ao 1.6, Opxg = 0 equivale a
Cellzg=0 VteR, .

Logo

Cetlry=0=120=0, VteR,.

Assim, qualquer que seja T > 0 temos,
CeMrg=0=120=0 Vtel0,T].
Logo, pela definicao de O, para todo T > 0, temos
Orxg=0=20=0

e entao pela Proposicao 1.7, Or é injetiva para todo 1" > 0.

(3) = (4). Se O é injetiva para todo T > 0, pela Afirmagao 1.2 resulta que Or é
invertivel a esquerda para todo T' > 0. Imediatamente, Or ¢é invertivel a esquerda para
algum 7" > 0.

(4) = (5). Suponha que O7 seja invertivel a esquerda para algum 7' > 0. Entao,

pela Afirmagao 1.2, O é injetiva para algum 7" > 0. Como ja temos (2) = (3), resulta
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que O7 ¢ injetiva para todo T" > 0 e usando novamente a Afirmagao 1.2, concluimos que
Or é invertivel a esquerda qualquer que seja T' > 0.
(5) = (1). Assuma que O7 seja invertivel a esquerda para todo 7' > 0. Assim, pela

Afirmacao 1.2, Op ¢ injetiva para todo T" > 0 e entao pela Proposicao 1.7 temos que
Orzg=0=20=0, VT >0.
Mas, pela Proposicao 1.6, Orzy = 0 para algum 7" > 0 equivale a
Cet'zy=0 YteR,.
Logo, a implicagao anterior pode ser reescrita da maneira que segue:
(CeAtxO —0,Vie ]R+) = 20 =0,

ou ainda,

(y(t;xo,O) =CeMzy=0,VYte R+) = 19=0

o que nos mostra, de acordo com a Defini¢ao 1.3, que o sistema (1.1) é observavel. |

Observe que na Definicao 1.3 a matriz B nao desempenha nenhum papel, isto é, a
observabilidade do sistema (1.1) depende apenas das matrizes A e C'. Assim, é conveniente
definir um par de matrizes (C, A) € RP*™ x R™™ ser observavel se, para todo xy € R",
a implicacao (1.21) acontece. O préximo resultado é uma consequéncia imediata da

Definigao 1.3.

Lema 1.3 Defina,
U:={xg e R": Cetzy=0 YVt €R,}. (1.22)

O par (C, A) € observdvel se, e somente se, U = {0}.
Com uma perspectiva para convenientes caracterizagoes do conjunto U, introduzi-

mos a Matriz Observabilidade definida por

C
CA
O(C,A):= | (CA? | € Rwxn

CAn—l
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e o Gramian de Observabilidade (parametrizado por T > 0) definido por

T
Sy = / eICrCeMdt € R
0

Note de inicio que Sp é simétrica e positiva semi-definida. De fato,

T * T T
S; _ (/ eA*tC*CeAtdt> :/ (eA*tC*CeAt)*dt :/ €A*tC*C€Atdt — ST-
0 0

0
Agora, dado = € R" temos:

T T T
" Srx = :I:*/ eAtCrCettdt x = / rreMtCrCetty dt = / (C’eAtrL’)* Cetty dt .
0 0 0

Recorde que C' € RP*" eAt ¢ R e 1 € R™*! (lembre-se de que em todo o trabalho, um

vetor do R" sera representado ou por uma n-upla ordenada ou por uma matriz coluna de

n linhas). Logo, Ce* € RP*" e (Cetz € RP*!. Facamos,

_ . .
Cettr = “
- Cp -
Dai,
(C’eAtx)* = [cl Ca cp}
e por conseguinte,
_ . -
(CeMz) CeMr=[c1 e v ) - “ | = [+t =k=0
- Cp -

Portanto,
T
x*Ssz/ kdt = kt|, = kT >0
0
mostrando-nos que St é positiva semi-definida.

Teorema 1.5 Para todo T > 0, ker O(C, A) = ker St.

Demonstragao: De inicio, note que

r - *

C
cA
(@A) =| ca | =[c Ay (©ay - (cay =

CAn—l
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— [ C* A*C* (A*)2cr* (A*)n—lc* ] )
Recorde que, para A € R"*" e B € R™" definimos a matriz de Controlabilidade para o
par (A, B) por
C(A,B) = [B AB A*B ... A"'B }

e o Gramian de Controlabilidade por
T *
Qr = / eMBB* e dt.
0
Em nosso caso, tomando A = A* € R™" e B = C* € R"*?, concluimos que
(O(C’, A))* =C(A",C")
€ mais,

T T
Qr = / e BB At dt = / eAtCrCet dt = Sy

0 0
ou seja, St é o Gramian de controlabilidade associado ao par (A*,C*). Assim, pelo

Teorema 1.1,

Im Sy =1Im C(A*,C")

ou, equivalentemente,

(Im Sz)* = (Im C(A*,C")) " (1.23)
Seja z € R™. Suponha que z € ker O(C, A). Com isto,
O(C,A)z=0= 2*(0(C,A))" =0= z"C(A",C*) =0

o que nos diz, pelo Teorema A.7 que z € (Im C(A*%, C’*))J' e entao pela igualdade (1.23)

resulta que z € (I m ST)L. Dai, usando novamente o Teorema A.7 temos,
Z*ST =0

ou, equivalentemente, S}z = 0 e como St € simétrica, isto é, S;. = S obtemos
STZ = O,

ou seja, z € ker Sp. Logo,

ker O(C, A) C ker Sy.
Suponha agora que z € ker Sy. Entao,
Srz=0=2"S7. =0
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e pela simetria de Sr temos ainda,
Z*ST =0.

Logo, pelo Teorema A.7, z € (Im ST)l e assim pela igualdade (1.23), z € (Im C(A%, C*))l.

Dai, usando novamente o Teorema A.7 temos,
ZC(A",C*) = 0= 2" (O(C, A))* =0=0(C,A)z=0,
ou seja, z € ker O(C, A) e entao
ker St C ker O(C, A).
Dessas duas ultimas inclusoes aqui verificadas, concluimos que

ker O(C, A) = ker Sr.

Corolario 1.3 Para cada T > 0 existe S# € R™™ tal que
S#Spz=1z2 , Vze (kerSp)t = (kerO(C, A))* . (1.24)

Demonstracao: Com efeito, dado T > 0, S; € R™ "™ e como n > n, pelo Teorema A.8,

existe S7 € R™ " tal que
S#Srz=2 Vze (kerSp)t.

Mas pelo Teorema 1.5, ker Sp = ker O(C, A) o que resulta no fato de que (ker Sp)*+ =
(ker O(C, A))*. Logo, podemos reescrever a afirmagiao acima na forma dada em (1.24),
isto é,

S#Srz =2z, Vze (kerSp)t = (ker O(C, A))* .

Introduzimos a aplicacao

of . c([0,T],R?) — R"
T (1.25)
w — S#/ eAtC*w(t) dt .
0
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Recorde que para qualquer xy € R, Orz € C([0,T],RP). Entao,

T T
O (Orxy) = S¥ / e C*Opxy dt = S¥ / eAtCFCetay dt
0 0

T
S¥ / eACrCeM dt
0 7

-

St

— S Srag .
Em particular, tomando zy € (ker Sp)* C R™, temos por (1.24) que
O#(OTZL’()) = S#STZL‘O = Ty,

ou seja,

O (Opxo) =z , Yo € (ker Sp)t = (ker O(C, A))* . (1.26)

Proposicao 1.9 Se Posto O(C,A) = n, entio Op € invertivel a esquerda para todo
T > 0.

Demonstragio: Pelo Teorema do Niicleo ¢ da Imagem, sendo O(C, A) € RP*n
Posto O(C, A) + dimker O(C, A) = n,

ou seja,

dimker O(C, A) = n — Posto O(C, A).
Suponha que Posto O(C, A) = n. Entao,
dimker O(C, A) =n —n = dimker O(C, A) = 0.

Isto nos diz que,

ker O(C, A) = {0}.
Lembre-se que, (ker O(C, A))* C R". Agora, pelo Teorema A.10 podemos escrever
R" = (ker O(C, A))* @ ker O(C, A) .

Seja 2z € R™. Pela Proposicao A.l, existem tinicos z; e 2o com z; € (ker O(C, A))* e
zo € ker O(C, A) tais que

Z2=2z1+ 29 .

Mas se z3 € ker O(C, A) resulta que z; = 0 e, portanto,
z =1z € (ker O(C, A))*F,
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mostrando que R" C (ker O(C, A))*. Como jé tinhamos a inclusao inversa, concluimos
que

(ker O(C, A))* = R". (1.27)

Pela igualdade (1.26), O (Opxy) = xy para todo xy € (ker O(C, A))*. Logo, por (1.27),
O#(Opa) = g , Yao € R,

mostrando-nos que Or ¢ invertivel a esquerda e O# é uma inversa a esquerda, qualquer
que seja T > 0. |

Tendo em vista (1.26) no contexto da questao da observabilidade, podemos concluir
que, se o estado inicial zy estd em (ker O(C, A))+, entdao x pode ser calculado através
da fungao conhecida y := Opxq, avaliando-se Oiy. Neste sentido, (ker O(C, A))* é o
Subespaco Observavel. O préximo resultado estabelece que o conjunto U, definido por
(1.22) coincide com ker O(C, A), o complemento ortogonal do subespago observavel. No

que segue, U é referido como o Subespagco Nao Observavel.
Teorema 1.6 Seja U o conjunto definido em (1.22). Entdo,
ker O(C, A) = U.

Demonstragao: Seja xy € R". Se 2y € ker O(C, A), entao O(C, A)zy = 0, isto é,

C Cxy
CA OA$0
CA? |29=0=| CA%x, | =0,
CAn—l CAn_l"EO

ou seja, CA¥zy =0, para k =0,1,2,...,n — 1. Consideremos agora o caso em que k = n,

isto é, vamos analisar a expressao C'A"xy. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
A" =y 1 AV oy b AP g A4 A, a4 €R, i =0,1,2,...,n— 1.
Logo,

C’Anl'o = C(Oén_lAn_l + Otn_QAn_z + -4 OtlA + OéQ)ZL’Q

= Op—1 CAn_ll‘o +0y,_o CAn_2LE‘() +-- 4+ CACU() “+ap CCC() .
0 0 0 \O,/
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Desde que CA*zy = 0 para k = 0,1,2,...,n — 1, resulta desta tltima expressao que,
CA"xy = 0.

Uma vez que CA*zg =0 para k=0, k=1, k=n—1e k=n, podemos concluir pelo

principio da inducao finita que,
CA*zy=0 Vk e N,.

Dai, dado t € R, temos pela Definicao A.7

Cetty —C’i(A—t)kx —iC’Akth —iﬁCAk:c =0
0 il O_kzo k! O_kzok!\r@_‘

Logo,
CeMzg=0 VteR,,

o que nos diz que xy € U assegurando o fato de que
ker O(C,A) C U.
Suponha agora que zy € U. Entao,
Cellzy =0, Vt € R,.

Derivando esta expressao repetidas vezes vem

CAettzy =0
CA?eAxy =0
CA%eMry =0
CAFeAtyy =0 .

Analisando a primeira expressao e suas derivadas para t = 0, obtemos,

C.TO = CAOJZO =0

CAJ?() =0

OAzl’o =0
CA3$0 =0
CAk[EO =0.

95



Podemos entao concluir indutivamente que CA¥z, = 0 para todo k& € Ny. Consequente-

mente, ) ) ) )
C.’L’Q C
CAJ?O CA
CA%zy | =0=| CA%2 |20=0
CA™ 1z, cA!

ou seja, O(C, A)zy = 0 mostrando-nos que xy € ker O(C, A) e portanto,
U CkerO(C,A).

Uma vez que ja verificamos a inclusao inversa, concluimos que
kerO(C,A) =U.

|

A significancia deste resultado é o fato de que, o conjunto U pode ser determinado
simplesmente por métodos algébricos.

Formularemos agora um resultado que, junto com a Proposicao 1.8, fornece uma

contrapartida da observabilidade ao Teorema de controlabilidade 1.3 e que, através da

equivaléncia de (1) e (2), fornece condigoes algébricas do posto para a observabilidade

facilmente verificaveis.
Teorema 1.7 As sequintes sentencas sao equivalentes:

(1) O sistema (1.1) € observdvel.
(2) Posto O(C,A) =n.
(3) St € invertivel para algum T > 0.

(4) Sr é invertivel para todo T' > 0.

Demonstragao:
(1) = (2). Pelo Lema 1.3, o sistema (1.1) é observavel se, e somente se, U = {0}, ou
seja, (1) equivale a U = {0}. Mas pelo Teorema 1.6, ker O(C, A) = U. Assim, supondo

que (C, A) é observavel (que equivale a dizer que o sistema 1.1 é observével) resulta que
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ker O(C, A) = {0}. Logo, dimker O(C, A) = 0. Como, O(C, A) € RPY*" temos pelo

Teorema do Nicleo e da Imagem que

Posto O(C, A) + dimker O(C, A) = n,
ou seja,

Posto O(C, A) = n — dimker O(C, A)

e como dimker O(C, A) = 0 resulta que
Posto O(C,A) =n .

(2) = (3). Lembre de inicio que, Posto O(C,A) = Posto (O(C,A))". Sabemos da

demonstracao do Teorema 1.5 que:
i) (O(C, A))* = C(A*,C%),

i) O Gramian de Observabilidade Sy para o par (C, A) coincide com o Gramian de

Controlabilidade para o par (A*, C*).

Se Posto O(C, A) = n, resulta que Posto C(A*,C*) = n. Mas pelo Teorema 1.3 isto
implica que o Gramian de Controlabilidade para o par (A*, C*) é invertivel para algum
T > 0. Portanto St, é invertivel para algum 7" > 0.

(3) = (4). Suponha que Sr é invertivel para algum 7" > 0. Como Sr é Gramian de
Controlabilidade para o par (A*, C*) resulta, pelo Teorema 1.3, que St é invertivel para
todo T" > 0.

(4) = (1) Se Sy ¢ invertfvel para todo T' > 0, existe Si: € R™™ tal que Si-Spz = 2 para

todo z € R™. Considere Orxy dado por
Orzo = CeMazg WVt €[0,T], T >0
¢ OF definido por (1.25), isto &,
o . C([0,T],R?) — R”

T
w— S#/ eMCrw(t) dt.
0
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Note que Orzy € C([0,T],RP) e,

T T
O (Opxy) = SF / A C*Opmy dt = ST / eAtCrCettay dt
0 0

T
S¥ / O CeM dt
0

J/

'

St

= S#ST$0 =29

ou seja,

O#(OTJTO) = 2o,

o que nos diz que Ot é invertivel a esquerda para todo T" > 0. Logo, pela Proposicao 1.8
o sistema (1.1) é observavel. [ |

Temos agora o seguinte cendrio. Assuma que o sistema (1.1) é observével e seja
T > 0. Assuma ainda que o estado inicial = é desconhecido mas os dados (A, B, C) sao
conhecidos e que, para todo t € [0,7] o controle u(t) e a saida y;txg, u) sdo conhecidos.
Recorde que

Orxzo = y(t; xo, u) — y(t; 0, u).

Assim, supondo u(t) e y(t; zo, u) conhecidos, por consequéncia Oz é também conhecido.
Pecla observabilidade de (1.1), segue do Teorema 1.6 em conjuncao com o Lema 1.3 que

ker O(C, A) = {0}. Resulta ainda, pelo Teorema 1.5 que ker Sy = {0}. Como
ker Sr @ (ker Sp)t =R",
resulta entao que
(ker Sp)t =R".

Entao, por (1.26), O#OTCIZQ = xg para todo xg € R", isto é, O# dado por (1.25) com SH =
St 1 ¢ uma inversa a esquerda da aplicacdo Or. Assim, o estado inicial é determinado
avaliando-se O# Orzo. Uma vez que zg tiver sido determinado, o estado x(t; xo,u), para

t € [0, 7], pode ser determinado através da férmula de variagao dos parametros.
Corolario 1.4 Seja (A, B,C) € R™™ x R™™ x RP*™,
1) O par (C,A) é observdvel se, e somente se, o par (A*, C*) é controldvel.

2) Similarmente, o par (A, B) € controldvel se, e somente se, o par (B*, A*) € ob-

servavel.
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Demonstragao:

1) (=) Assuma que o par (C, A) é observavel. Pelo Teorema 1.7 temos,
Posto O(C,; A) =n = Posto (O(C, A))* =n = Posto C(A*,C*) =n .

Logo, pelo Teorema 1.3 resulta que o par (A*, C*) é controldvel.

(<) Suponha agora que, (A*, C*) seja controlavel. Pelo Teorema 1.3,
Posto C(A*,C*) =n = Posto (C(A*,C"))" =n = Posto O(C,A) =n

e entao pelo Teorema 1.7 temos que o par (C, A) é observavel.

2) (=) Se o par (A, B) é controldvel, entao pela parte 1) é imediato que o par (B*, A*) ¢é

observavel.

(<=) Reciprocamente, se (B*, A*) é observavel, pela parte 1) resulta que (A, B) é con-

trolavel. ]
O corolério acima (que algumas vezes é referido pela expressao “Controlabilidade e

Observabilidade sao conceitos duais”) pode ser usado para obter resultados referentes a

Observabilidade a partir de resultados correspondentes em Controlabilidade e vice versa.

A prova do seguinte teorema é um exemplo tipico.

Teorema 1.8 (Critério de Hautus para Observabilidade) O sistema (1.1) € ob-

servavel se, e somente se,

sl — A
Posto =n.

C

Demonstragao: (=) Se o sistema (1.1) ou, equivalentemente, o par (C, A) é observével
entao pelo Coroldrio 1.4 o par (A*, C*) é controldvel. Dai, pelo critério de Hautus para a

controlabilidade (Teorema 1.4),

Posto [sI—A* C* } =n, VseC.
Desse modo, dado 5 € C temos,

Posto [g[_A* C* } =n, VseC.
Como Posto [3[ — A* C* } = Posto [ 5] — A* C* ]* temos

Posto [ 3 * * ]* = (g[ Bl A*)* =
5] — A* O =n = Posto i =n=
()
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Iz — A sl —A

= Posto =n = Posto =n .
C C
) sl —A
(<=) Reciprocamente, suponha que Posto =n paratodo s € C. Como3s e C
C
qualquer que seja s € C temos,
sl — A
Posto =n , VseC.
C
Dali,
sI— A 51— A
Posto =n = Posto =n = Posto [ (31 — A C* ] =n=
C C

= Posto [[*(g)*—A* C* | =n = Posto [SI—A* C* ]:n,

para todo s € C. Pelo critério de Hautus para a controlabilidade, resulta que o par
(A*,C*) é controlavel e pelo Corolédrio 1.4 segue que o par (C, A) é observavel.

Como ja era de se imaginar, o resultado acima pode ser obtido de maneira semelhante
aquela usada para o correspondente resultado da controlabilidade. Para tanto, prova-se o
seguinte Lema de Decomposi¢ao da Observabilidade, numa perspectiva de contrapartida

ao resultado similar da controlabilidade.

Lema 1.4 (Decomposicao da Observabilidade de Kalman) Assuma que o par

(C, A) € RP*™ x R™™ ndgo é observavel e C' # 0, caso no qual
0 < k := Posto O(C,A) =dimIm O(C,A) <n .

Entao, existe S € GL(n,R) tal que A:=S"1AS e C := CS tem as sequintes estruturas

de bloco
e I [
Ay Az
onde A, € RF*F Ay € R=k)xk A, ¢ Rv-R)x(n=k) g, ¢ RF>x(n=k) ) e RP¥F ¢
O, € RP*(=K) ¢ o par (Cy, A1) € observdvel.

Demonstragao: Se o par (C, A) é nao observavel, entao pelo Corolario 1.4 o par (A*,C*) €

R™™ x R™ P é nao controlavel, com C* # 0. Note que,
k := Posto O(C, A) = Posto (O(C, A))* = Posto C(A*,C") .
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Pelo Lema 1.2, existe Q € GL(n,R) tal que A* = Q7'A*Q e C* = Q~'C* possuem as
seguintes estruturas de bloco,
T AT A3 & 1
0% A3 0¢
onde A* € RF*k = A% ¢ RF*(n=k) = A ¢ RI-k)x(n=k) = x ¢ RM=k)xk = O ¢ RF>P ¢

0, € Rn—k)xp,

Tomando as transpostas nas equacoes A* = Q 1A*Q e C* = Q~1C* obtemos
A=QAQ)™ e C=C@)"
Assim, basta tomar S = (Q*)"!, de onde S~ = Q* e entao obtemos
A=ST1AS e C=CS,

que possuem as seguintes estruturas de bloco,

A0 )
A= |0 e =0 0]
Ay A

as quais sdo obtidas tomando-se as transpostas na estruturas de A* e C*. Nestas dltimas
estruturas tem-se, A, € R¥**F = 4, ¢ R—F)xk A, e RO=F)x(n=k) (, ¢ RFx(—k) ) ¢
RP** e O, € RP*("=K)  Além disto, pela Proposiciao 1.5 o par (A%, C) é controldvel e
consequentemente, pelo Coroldrio 1.4 o par (Cy, Ay) é observavel.

[ |
A cabo dos mais curiosos fica o execicio de demonstrar o Critério de Hautus para a

Observabilidade via utilizagdo do Lema 1.4.
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Capitulo 2

Aplicacoes

2.1 O péndulo invertido

Considere um péndulo invertido e sem atrito com pivo P colocado no centro de um
carrinho. Serd possivel exercer uma forga sobre o carrinho de modo que o péndulo fique
equilibrado na vertical? Nesta secao iremos mostrar que a resposta a esta pergunta é
sim. Assuma que o carrinho possui massa M > 0, esta sujeito a uma forca de controle
horizontal u e pode se mover sem atrito sobre o plano horizontal. Seja 6(t) o angulo entre
a vertical e a haste (medido em sentido horério) no tempo t € J := R e denotemos por
d(t) o deslocamento horizontal do carrinho (medido a partir de um ponto de referéncia

fixado) no tempo t.

Figura 2.1: Péndulo invertido

Tendo como referéncia a figura 2.1 podemos concluir que o deslocamento horizontal

do péndulo é dado por d(t) + x1, ou melhor ainda por
d(t) + Isend,
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onde [ denota o comprimento da haste. Vamos expressar matematicamente a forca hori-

zontal resultante sobre o péndulo.

(a)

Calculo da forga horizontal sobre o péndulo devido ao movimento do

carrinho

Como o deslocamento horizontal do carrinho no tempo ¢ é dado por d(t), temos que
a velocidade em tal tempo é d'(t) e a aceleragao é d”(t). Indicando por m > 0 a
massa do péndulo, temos que a massa total sobre o carrinho é M +m. Disto resulta

pela segunda lei de Newton que a forca resultante horizontal sobre o carrinho é

(M +m)d"(t) .

Calculo da forca horizontal sobre o péndulo devido ao seu deslocamento

angular em torno do pivo P

Como vimos, a componente horizontal do deslocamento angular do péndulo no
tempo t é dada por Isenf(t). Utilizando a regra da cadeia temos que a veloci-
dade é dada por [ cosf(t)-0'(t). Agora aliando a regra da cadeia a regra do produto

vem que a aceleracao correspondente é
—lsend(t) - 0'(t) - 0'(t) + L cos O(t) - 0"(t) = 1(0"(t) cos O(t) — [0/ (t)]send(t))
e pela segunda lei de Newton temos que a forca resultante correspondente ¢é

ml (6" (t) cos O(t) — [0/ (t)]*send(t)).

Podemos assim concluir que a forca horizontal resultante sobre o péndulo é

(M +m)d"(t) +mi(0"(t) cos 0(t) — [0'(t)]*send (1)) .

E esta entao, a forca desempenhada pelo controle u no tempo t, isto é,

u(t) = (M +m)d"(t) + mi(0"(t) cos 0(t) — [0 (t)]*send (t)) . (2.1)

Por outro lado, o nosso objetivo é aplicar u ao sistema de modo a equilibrar o péndulo na

vertical. Desejamos assim que a aceleragdo horizontal d”(t) imposta ao carrinho produza

uma aceleracao inercial @; de mesma intensidade e sentido oposto sobre o péndulo oca-

sionando no mesmo um deslocamento angular (no sentido anti-horario) com aceleragao
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tangencial de [0”(t). Tendo como referéncia a figura 2.2, percebemos que nosso objetivo
serd alcancado se a aceleracao @, + 16" (t) for capaz de anular a componente tangencial
da aceleracao da gravidade o que ocorre se ambas as aceleragoes tiverem maddulos iguais,
isto é,

Qitg + l@//(t) = Gitg - (22)

Figura 2.2: Dinamica do péndulo invertido

Recorde que a = d"(t) e deste modo

ity

= cosO(t) = auy = acosO(t) = az, = d"(t) cosO(t) .
a

Além disto,

Gig _ senf(t) = gy, = gsend(t) .

Y
Logo, a equagao 2.2 pode ser reescrita como segue

d"(t)cosO(t) + 10" (t) = gsend(t) .
Devemos portanto ter
d"(t) cosO(t) + 168" (t) — gsenf(t) = 0 . (2.3)

Isolando d”(t) em (2.3) obtém-se

d’ (t) _ gsenigs) ezti‘g” (t)
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Substituindo isto em (2.1) vem

u(t) = (M +m) (gsenigs) 9_(59”“)) - ml(0(8) cos O(t) — (0(1)) send (1))

=u(t) cosO(t) = (M + m)gsend(t) — (M +m)l0" (t) + ml” (t) cos® O(t)

— ml(0(t))? cos O(t)send(t)
—u(t) cosO(t) = [(M +m)g —ml(0'(t))” cos e<t)] senf(t)
+ [ — (M +m) + mcos? 0@)] 19" (t)
= — (M + m) + m cos? 0(15)] 10" (1) = — [(M +m)g —ml(0/())° cose(t)] senf(t)

+ u(t) cosO(t)

- :(M +m) — m cos? 6’(15)] 10" (t) = [(M +m)g —ml(8'(t))” cos e(t)] send(t)

— u(t) cos 6(t)
e portanto
[(M +m)g —ml («9’(15))2 cos 0(15)] senf(t) — u(t) cos O(t)
0"(t) = . (2.4)
l[(M +m) — mcos? Q(t)]
Logo,

o) — | [(]\J +m)g — ml(af(t))2 cos «9(15)] senf(t) — u(t) cos 6(t)
gsen -

l[(]\af +m) — mcos? H(t)]
a'(1) =
cos 0(t)
Vamos desenvolver o denominador da fragao principal:

M +m)g —ml(0'(t))” cos e(t)] send(t) — u(t) cos O(t)

gsend(t) — 1 [(

l [(M +m) — mcos? 9(75)]

[(M +m) — m cos? 6(15)] gsenf(t) — [(J\if +m)g —ml (8’(t))2 cos Q(t)] senf(t)

[(M +m) — mcos? 9(15)]
u(t) cosO(t)
[(M +m) — m cos? 6’(75)]

B ([(M +m)g — mg cos® 9(75)] - [(M +m)g —ml («9’(15))2 cos 0(25)]) senf(t)
i [(M +m) — m cos? 8(1&)]

u(t) cos 6(t)
[(M +m) — mcos? H(t)]

+
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((M +m)g —mgcos?0(t) — (M +m)g + ml(@’(t))2 cos H(t)) senf(t)

[(M + m) — m cos? 6(15)]
u(t) cos 6(t)

" [(M +m) — m cos? H(t)]

(—mg cos? 0(t) + ml (6’(t))2 cos H(t)) senf(t) 4+ u(t) cos(t)

[(]W + m) — m cos? «9(t)}

(l (9’(t))2 — g cos 6(15)) m cos 6(t)send(t) + u(t) cos 0(t)

[(Z\/f +m) — mcos? 0(25)]
Logo,

(l (6’(t))2 — g cos 9(75)) m cos 0(t)send(t) + u(t) cos O(t)

[(M +m) — mcos? «9(75)]
cos 0(t)
(l (9’(t))2 — g cos 0(15)) m cos 0(t)send(t) + u(t) cos O(t)

d'(t) =

[(M +m) — mcos? Q(t)] cos 0(t)
(l (9’(t))2 — gcos 0(25)) msenf(t) + u(t)
[(M + m) — m cos? 0(15)] '

Portanto,
2
m senf(t) (1(9’(15)) — g cos 9(t)> + u(t)
M +m — mcos?0(t)

Finalmente, o movimento do péndulo sob a a¢ao do controle u é governado pelo seguinte

d//(t) —

(2.5)

sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem:

(

[(M +m)g —ml (9’(t))2 cos G(t)] senf(t) — u(t) cosO(t)

9// —
) ) l<M +m — mcos? 0(t) (2.6)
; m senf(t) (l (9’(1&))2 — g cos 9(15)) + u(t)
3 () = M +m —mcos?0(t)

No que segue, utilizaremos uma substituigao de varidveis para escrever o sistema (2.6)

como um sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem. Facamos pois
() == 0(t); x2(t) :==0'(t); x3(t) :=d(t) e x4(t) =d(t) - (2.7)

Logo,



Utilizando devidamente a substituicao de variaveis definida, temos que

,

71(t) = a(t)

/(1) = [(M +m)g — mlz3(t) cos xl(t)} senxy (t) — u(t) cos x(t)

Z(M + m — m cos? xl(t)) (2.8)

3(t) = w4(t)
(1) = m senzy(t) (lz3(t) — g cos x1(t)) + u(t)
(T M + m — mcos? z4(t)

é o sistema de primeira ordem correspondente a (2.6) segundo a mencionada substituigao.
Considere as funcoes fo, f4 : R® — R dadas por

[(M +m)g — mlz3 cos zl] senz; — v cos 21

fa(21, 22,0) = ,
l(M +m — mcos? zl>

m senz; (lz5 — gcoszy) +v

21,22,0) =
fa(z1, 22, 0) M +m — mecos? %

Seja G := R*. Para cada forca u, associamos uma funcao f, : J x G — G definida por

fu(t,2) = fult, 21, 22, 23, 24) = <2’2,f2(21,Z27U(t))7247f4(217227U(t)) -

Definindo z(t) := (x1(t), xo(t), x5(t), z4(t), com x1, 29, x3 € x4 dados em (2.7), o sistema

(2.8) pode ser escrito da seguinte maneira

' (t) = x5(1)
wy(t) = fo(@i(t), 22(t), u(t))
w5(t) = w4(t)
2y (t) = fa(z1(t), 22(t), ult))

de onde tiramos que z'(t) = (.T2<t), fa(@1(t), m2(t), w(t)), za(t), fa(z1(t), z2(t), u(t))) Desse

modo, o sistema (2.8) pode ser representado simplesmente por

(1) = fult, z(t)) - (2.9)

Claramente cada escolha distinta de uma funcao u nos leva a uma distinta fungao f,.
Agora, é natural o surgimento da seguinte questao: é possivel escolher uma fungao u tal
que a solucao do sistema (2.9) exibe um comportamento prescrito? Por exemplo, dada

uma condicao inicial



do sistema (2.9), existe uma funcdo w (um controle) tal que o péndulo aproxima-se assin-
toticamente da posicao vertical enquanto o carro se aproxima da posicao de repouso 07

Simbolicamente, serd que existe um controle u tal que

(60,00, d(1). (1)) = (w2(t). wa(t). 25(t), 24 1)) = x(t) = 0

quando t — oo? Este problema de controle pode ser enxergado naturalmente como
o de equilibrar uma vassoura verticalmente sobre a palma da mao. Pode-se mostrar
que, de fato existe um controle que cumpre estas condi¢oes. Para tanto, é util con-
sider apenas “pequenos” desvios do péndulo a partir da posicao de repouso vertical

((xl(t),xg(t),atg(t),a:4(t)) = 0 para todo t). Definindo g : G x R — G por

g(z,u) = fu(t7z>

podemos escrever o sistema (2.9) da seguinte maneira

' (t) = g(z(t), u(?)) . (2.10)

A partir daqui, conduziremos nossos estudos com base nas aproximagoes lineares das
componentes de g(z,u) (que correspondem as aproximagoes lineares das componentes de
fu) calculadas nas origens de seus respectivos dominios. A saber, a lineariza¢cdo (caso
venha a se desejar um melhor esclarecimento sobre linearizacao de sistemas nao lineares,
ficam como sugestoes para tanto as referéncias [1] e [9]) sobre (0,0) do sistema (2.10) é o

sistema linear #’ = Az 4+ Bu onde o par (A, B) é definido por
A= (D19)(0,0) € R™* e B :=(Dyg)(0,0) € R**! |

onde D;g (respectivamente, Dog) denota a matriz das derivadas parciais das componentes
de g com relagao as componentes do primeiro argumento (respectivamente do segundo

argumento).

dgr 01 01 Oq
8551 3.732 8333 81‘4

g2 Oga  Oga Ogo
8.’131 82132 8903 8%4

Calculo de A: Sabemos que Dg =
dgs Ogs Odgs 0gs
81‘ 1 6?[52 6$3 81‘4

Jgs  Ogs 0Ogs Ogs
Oxry O0xy Oxz Oxy
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E mais ainda, A = D;¢(0,0). Denotemos por A; , 1 <i <1 a i-ésima linha de A e

calculemos separadamente as entradas de cada uma destas linhas .

Linha 1:
a91 - dxs — 0 a91 - dxs _ 1 8g1 - dxs —0 o1 - dzsy o
&Ul Cdxy, (9x2 dzy axg dzy ory dry
Logo,
og o ol dn
A — _— .
L [ e 50, 0:0) 0xs (0,0) Oxs (0,0) 04 9, 0 0) [ 0100 ]

Linha 2:

dgs  O(fo(x1, 79, 1)) 9 [(M +m)g — mlx3 cos xl} SenT|; — U Cos T

011 0xy Oy l(M + m — m cos? :1:1>

(mlw%senxl -senxy + [(.M +m)g — mlz3 cos :rl] cos x1>l<M’ + m — m cos® xl)

2 (M + m — mcos? xl(t)>2

usenzxy - l(]V[ + m — m cos® x1>
_l’_

2 (M + m — m cos? xl(t)>2

([(M +m)g — mlz3 cos xl] Senw; — U cos 3:1)2ml COS T1SeNT

[? <M + m — mcos? xl(t))Q

(mlx%senxl -senzy + [(M +m)g — mla3 cos xl] coszy + usenxl)

l(M + m — m cos? xl(t))

([(M +m)g — mlaz3 cos xl] Senw; — U cos x1)2m COS T1SeNT

l(M + m — m cos? xl(t)>2

Dai,
8 M M
. B9y O folwy,x0,w)) D [(M +m)g — mizs cos:z:l] SenT; — U cos Ty
O O O3 l(M + m — m cos? a:1>
B (—2x9mlsenz; cos:z:l)l(M +m — m cos? xl) _ (~2zymisent; coszy)
= - — _
(l (]\J + m — mcos? x1>) l(M’ + m — mcos? xl)

Logo,

092

e 29200y =0.

69



992 o Ofa(wy, 29, u) _ Jga .
y 61’3 N 61’3 =0= 8.1'3 (0 0) 0 ’

092 - Ofa(w1, 20, u) 092
° Froke I =0= 0:54(0 ,0)=0.
Desse modo,

9ga 092 Jga 992 (M +m)g
A = | /7 )
9 = { O, —=(0,0) Ds —(0,0) oy —(0,0) Dt —(0,0) i 000

Linha 3:

893 _dry 0. 393 _dry 0: 393 _dxy 0: dgs  dwy

arl dry (%2 dry 8x3 dry Ory dry
Dali,

Jgs3 d93 dg3 dg3
Ay = [axl(o 0) 5o (0.0) 0,00 FE©, 0)} [o 00 1] .

Linha 4:
. g4 _ Ofs(z1, 20, ) _ 0 (m senz; (lo3 — gcosxy) + u)
0xy 0ry 0, M +m — mcos? z;
[m coszy(lz — gcosay) + msenxlgsenxl] (M +m — mcos? x,)
B (M +m — mcos? z)?
[m senay (lz§ — g cosa1) + u] (2m cos z1senwy)
(M +m —mcos? z;)?

Assim,
994 —mg
0, M
994 Ofa(xy,m,u) O (msenzy (lx] — gcosay) + u
Ory 0o Oz, ( M +m — mcos? x; >
_ 2xymlsenx (M +m — mcos
B (M +m — mcos? z1)?

= (0,0) =

21.1)

Com isto temos

094
70, (0,0)=0.
094 . Ofalw1, 29, u) - 894 _
y 81'3 N 31'3 =0= 8333 (0 0) 07
094 B Ofa(w1, w0, ) 894
Logo,
394 094 094 094 —mg
A 4 -2 = | —Z
0= | 0.0 0.0 0.0 0.0 | =] £ 000
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Finalmente, concluimos que

[ 0 1 00 ]
A (M +m)g/MlI 0 0 0
0 0 01

| —mg/M 00 0

Calculo de B

Do que sabemos, Dsyg = [ 99, 09> 993 D94 ] e B =(D5g)(0,0). Temos:
Ju Ou Ou OJu
% dxy dg1

° D0 :E:O$%(O,O):0;

dgs  Ofoltr, x0,u)) O [(.M +m)g — mlx3 cos xl] SeNnT; — U Cos T

ou ou " ou Z(M+m—mc082x1)

—cosx

Z(M—I-m—mcosle) '

Logo,
8g2 1
£22(0,0) = —— ;
8u( 0) ML’
dgs  dzy dgs o
B dw T e =0
. gy Ofs(x1,29,u) 2 m senz (lz3 — gcosxy) +u
ou ou - Ou M +m — mcos? x;
B 1
- M+ m—mecos?x;
Dai,
694 1
20 "0 =73
De tudo isto temos que i i
0
—1/M1
B = /
0
1/M

Portanto o modelo para o péndulo, linearizado, é dado por

2'(t) = Az(t) + Bu(t), (2.11)
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onde,

0 1 00 0
M+ m)g/MI 0 0 0 —1/MlI
a- |l )9/ e p—| Y . (2.12)
0 0 01 0
—mg/M 000 1/M

Este sistema linear nao homogéneo de equagoes diferenciais “aproximadamente” governa
o comportamento do péndulo invertido “préximo” a posicao de repouso vertical. Este
problema, comumente referido como problema de “equilibrio da vassoura”, é uma sim-
plificacdo de um modelo usado para estabilizacao de foguetes (neste caso o controle u
corresponde a agao de jatos laterais).

Considere o sistema z'(t) = Ax(t) + Bu(t), com A e B dados por (2.12), o qual
modela a dinamica do péndulo invertido. Mostraremos que este sistema ¢ controlavel.

Vamos calcular a matriz controlabilidade do sistema a qual, por defini¢ao, é dada por
C(A,B) = [ B AB A’B A°B ] € R4

Por simplicidade adote ky = (M +m)g/Ml, ke = —mg/M, ks = —1/Ml e ky =1/M.

Temos entao

0 100 0
ky 0 0 0O k
A= ! e B= ’
0 001 0
ko 0 0 0 ks
Segue-se disto que:
0 1 00 0 ks
k0 0 0 ks 0
e AB = = ;
0 001 0 kg
ka 0 0 O k4 0
0 1 00 0 1 00 0 kk 0 00 0
kk 00 0 kk 00 0 k 0 k& 00 k
o A2 1 1 3| _ 1 3 ;
0 001 0 001 0 ke 0 0 0 0
ka 0 0 O ka 0 0 O k4 0 k 00 ky

72



0
klkg‘
O )
koks
kk 0 0 O 0 1 00 0 0 k 00 0
0 k& 00 kk 0 00 k E2 0 0 0 k
0A3B= 1 1 3 _ 1 3
ks 0O 0 O 0 0 0 1 0 0 k 0O 0
0 k 0 O ke 0 0 O ky kike 0 0 O ky
12’2 J/
kiks
0
koks
0
Portanto _ -
0 ks 0  FKiks
ks 0 kik 0
C(A B) = 3 1K3

0 ky 0 koks
ks 0 kaks 0O

Agora, usemos operagoes elementares sobre linhas para escrever a matriz C(A, B) na

forma escalonada reduzida:

[0 ks 0 ik | R [0 1 0 s
ks 0 kiks 0 | P21 00 g 0 Liods
0 ke 0 hoks | PR 01 0 kokyks | MR
ke 0 kks 0| PTEMOL 10 keky/ks 0
(10 K 0o | (1 0 iy 0o
01 0 ey falosln | g 0 ey
1 0 koks/ky O Paclasle 100 koks/ky — Ky 0
01 0 keky/k | [0 0 0 ks — |
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(1 0k 0] (100 0]
faorbafllako/lazn) g g gy | Trelighils | g1 g g
L4<—>L4/M3/k4—k1 0 0 1 O L2<—>£>k'1[/4 O O 1 O

00 0 1| (0001

Uma vez que o posto da matriz C'(A, B) é o nimero de linhas nao nulas de sua forma
escalonada reduzida temos que Posto C(A, B) = 4 e entao, pelo Teorema 1.3 resulta que
o sistema (2.11) é controlavel.

Assumindo que d e 6 sao conhecidos, associamos ao sistema linearizado uma saida ou
observagao y(t) valorizada em R?, que representa informagoes sobre o estado do sistema,

isto é, a posicao do péndulo no tempo t. Tal saida é definida por

1 (t)

y(t) =
l’g(t)
Observando que
1 (1)
0 Loy (t) +0-2o(t) +0-23(t) + 0 - z4(t) 1000 zo(t)
y = =
i)
podemos definir y por
y(t) := Cx(t) (2.13)
onde
|1 000
0010

Representamos entao o sistema (2.11) com sua respectiva saida como segue

2'(t) = Ax(t) + Bu(t)

(2.14)
y(t) = Cz(t) .

Observacio 2.1 E do nosso conhecimento que a controlabilidade de (2.14) nao depende
da matriz C' (ou seja da saida) mas somente das matrizes A e B. Portanto, ela equivale

a controlabilidade do sistema (2.11), a qual ja foi verificada.
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Supondo serem d e 6 conhecidos, vamos mostrar que o sistema (2.14) é observavel.

Por defini¢ao, a matriz de observabilidade de (2.14) é dada por

C
CA
CA?
CA3

0(C, A) € R¥*4,

Escrevendo A em termos de k; e kg definidos no exemplo anteriormente, temos:

0 1 00
1 0 00 kk 0 00 0100
0010 0 001 0001
ke 0 0 O
ke 0 0 0
1 000 0 k& 0 O kk 0 0 O
o CA* = = ;
0010 ke 0 0 0 ko 0 0 O
0 k 0 0
j;rQ v
0 k 00
1 000 K 0 00 0 k& 0 O
.CA3: —
0010 0 ke 00 0 ko 0 O
kike 0 0 0O
Portanto, i .
1 0 00
0O 0 10
0O 1 00
0 0 01
O(C,A) =
ke 0 0 0
ks 0 0 0
0 /& 00
0 k& 0 0
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Usando operagoes elementares sobre as linhas de O(C, A) vamos escrevé-la na forma

escalonada reduzida:

1 0 00 1000 1000
0 0 10 0010 0100
0 1 00| B0k 1910 0 0010
000 0 1| "*5= 19 00 1] ,.,]0001
=
kL 0 0 0| “kskls g 00 0 0000
ky 0 0 0| 0k5Rs 10 0 0 0 0000
0 k 0 0 0000 0000
0 k 0 0 0000 0000

Uma vez que o nimero de linhas ndo nulas da forma escalonada reduzida de O(C, A) é
4, concluimos que Posto O(C, A) = 4 e, portanto, pelo Teorema 1.7, o sistema (2.14) é

observavel.

2.2 Dinamica de um satélite

O objetivo deste problema ¢ ilustrar a modelagem da dinamica de um satélite e a
determinagao de um equilibrio descjado. Subsequentemente, o movimento ¢ linearizado ¢

estabilidade, controlabilidade e observabilidade sao analisadas.

2.2.1 Motivacao

A mais importante contribui¢ao do programa espacial é sem dividas a comunicagao via
satélites. A ideia é simples: ao invés de transmitir uma mensagem através de um fio, ela é
transmitida de um transmissor para um satélite e, a partir dai, a mensagem € encaminhada
para um receptor. Por razoes 6bvias, é desejavel que o satélite esteja localizado em uma
posicao no espago que seja fixa para um observador na terra. Isto nao somente evita ter
que rastrear o satélite continuamente, mas também resulta no fato de que o satélite pode
ser usado a todo momento, visto que nunca desaparece além do horizonte. Satélites que
situam-se em uma posicao fixa no céu sao utilizados para comunicacao por TV e telefone,
na navegacao de navios e aeronaves, para previsao do tempo e etc. Satélites como este

sao chamados satélites geostaciondrios.
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A principio, uma orbita geoestacionaria pode ser alcancada pela aplicacao de forcas
no satélite de modo que o mesmo permaneca na orbita desejada. Tais forcas podem ser
produzidas por meio de pequenos jatos que sao montados nos satélites. No entanto, é
indesejavel exigir que estas forgas seja exercidas continuamente. Estes jatos adquirem sua
energia a partir do combustivel que o satélite deve levar desde o lancamento (programas
espaciais atuais visam satélites de reabastecimento) ou a partir de painéis solares. Entre-
tanto, energia é um recurso escargo no céu e, desse modo, é desejavel que os jatos nao
sejam usados para direcionar continuamente o satélite, mas apenas para corregoes orbitais
inevitaveis e outras manobras.

Assim, surge a questao: Existe uma orbita de equilibrio geoestacionario para um
satélite quando a tinica forga exercida sobre ele é o campo de forca gravitacional da Terra?
Essa érbita é estavel? Se nao, que controles sao necessarios para manter o satélite em sua
6rbita?

Se assumirmos que o satélite é influenciado apenas pelo campo gravitacional da
Terra, entao sua érbita obedece as Leis de Kepler. Desse modo, o satélite move-se em
uma orbita eliptica com o centro da terra em um dos focos. Assim, como uma consequéncia
do fato de que a Terra gira em torno de seu eixo Polo Norte/Polo Sul a uma taxa de 27
radianos/dia, uma Orbita geoestaciondria deve ser circular e no plano equatorial. As leis
de Kepler também implicam que h&d uma relacao entre o diametro da érbita circular e
seu periodo de revolucao que deve ser o mesmo que o da terra para que o satélite seja

geoestacionario.

2.2.2 Modelagem Matematica

Iremos agora derivar as equacoes dinamicas do movimento so satélite. Este tultimo

estd sujeito a quatro tipos de forgas:
i) A forga inercial, E,
i1) A forca gravitacional da Terra, ﬁg
i1i) Forgas externas devidas aos jatos, F}at: estes sao os nossos controles.

iv) Outras forcas externas, como a atragao gravitacional da lua e do sol e o vento solar.
Denotaremos estas forcas por Fy;. As mesmas tratam-se de distirbios e o objetivo

dos controles é exatamente compensar a influéncia imprevisivel destas pertubacoes.
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A posigao do satélite pode ser descrita pelas coordenadas polares (7,1, 0). A Figura
2.3(a) mostra a geometria a ser estudada. A principio o movimento destas coordenadas é
unificado (acoplado). Entretanto, conforme ja comentado, a 6rbita desejada é circular e
pertencente ao plano equatorial e portanto, é neste plano onde concentraremos nossos es-
tudos. A geometria resultante da avaliacao do movimento no plano equatorial é mostrada
na figura 2.3(b).

Para um observador na terra, o satélite possui posicao fixa. Tal observador tem
entao a percepgao de uma forga (Uma forga ficticia, é claro, chamada de for¢a centrifuga)
que puxa o satélite para cima (o que para nds é na dire¢ao radial) anulando a atragao
gravitacional da terra e impedindo que o satélite caia. Esta forca ficticia é aquela de-
nominada por for¢a inercial. Fmpenharemos agora esforcos para expressar esta forca
matematicamente.

Denotaremos os vetores unitérios nas direcdes radial e tangencial por 1, e 1, respec-
tivamente. A velocidade do satélite em sua érbita é a variacdo de sua posicao ao longo
do tempo. Ela corresponde com a velocidade de rotacao (trata-se portanto de uma velo-
cidade angular) do vetor 7 em torno da origem. Para determinar a mesma, observemos
que

—

F=r-1, (2.15)

De inicio, determinemos a velocidade de rotacéo do vetor 1,. Sendo 6 o angulo entre I,

e o eixo das abscissas temos,
do

T dt

d -
—1,
ko

e como a variagao de 6 esta orientada na direcao e no sentido de 1y obtemos,

d-. df-
=1 =—1 (2.16)

Desse modo, pela equagao (2.15) temos

d d - dr - d -
= l(rT) = =1, +r—1
a @ g gt
e pela equacao (2.16) resulta
d R dr - d@—»
%r = —tlr -+ T’Elg (217)

. . N N . d - .
No sentido de determinar a aceleracao da rotacao de 7, devemos conhecer Elg. Para isto,

note que a velocidade de rotagao de 14 ¢ em moédulo a mesma com que o angulo 6 varia,

78



Satélite

(a) Satélite em érbita ao redor da Terra
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(b) Movimento resultante no plano equatorial

Figura 2.3: Representacao Geométrica do movimento do satélite.
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ja que o movimento de 1, e 14 é unificado. Dal,

do

dt

d-
=1
’dt ’

Observe ainda que, em cada ponto da trajetéria a orientacio da rotacao de I é dada por

—T,.

S

=y

Figura 2.4: Representacao de 1y e 1, a partir da origem.

Logo, a direcao de rotacao de 1, é —1, e portanto,
d- df, - de -
—lp=—(—-1,) = ——1,.
ale =t =g

Assim, derivando a expressao (2.17) temos

d2F—d2rT—|—deT—|—drd9T +r d20f—|—d8df
a2 a2 " U dtar " dtdt ! a2’ atat?

Usando as equagoes (2.16) e (2.18) obtemos,

d? . d?r - dr do - dr do - d?6 - db do -
—r=—1l, +——1lp+ ——lgy+r|{—ly+— | ——

w2 ae T adt ! drdt P dat\ dt "

80

(2.18)



T, +2——T1p+r—=1~1y — 1. .
+ g+ T /] r i

CPro drdf.  d%0- A
Cd? di dt di>

Portanto,
d? d2r doN?\ - d20  _drdb\ -
—F=|—=—r(—= 1 — +2—— )1 1
ar’ (dt2 r(dt)) r+(rdt2+2dtdt> ° (2.19)

Fisicamente falando, a igualdade (2.19) fornece a aceleragao da rotagao de 7 (e coincide
com a aceleracao que a forga imaginada pelo observador impde ao satélite) no tempo t.

Dai, pela segunda lei de Newton a forca inercial é dada por

a7\ e dt ’ dee " Cdt dt )
onde m denota a massa do satélite. Do que sabemos, o mdédulo a forca gravitacional da

terra sobre o satélite é dada pela lei do inverso do quadrado

onde GG ¢ a constante de gravitacao universal e msy é a massa da terra. Sabendo que

G =5,973332-10* kg e mp =6,67-107 N -m?/kg?, fagcamos

Nm? kg - 2),7,2
k= Gomp =39, 8410 T _ 3 g5y g1 B m/sT)m
kg kg

=k =3,984-10" m?/s? .

Assim, podemos escrever

com k obtido acima. Como a forga gravitacional “aponta” para o centro da terra, podemos

concluir que a direcao de ﬁg éade—1,. Logo

Assumimos que os jatos exercem uma forca sobre o satélite denotada por F_}at. Vamos
decompor esta forca em uma forca de controle u, na direcao radial e uma forca de controle
ug na direcao tangencial. A forga ﬁd, que corresponde as perturbacoes sofridas pelo
satélite, sera similarmente decomposta em p, na direcao radial e py na direcao tangencial.

Desse modo,

ﬁjat = u, 1, + Uefe e ﬁd = prfr +P9T9 :
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Como sabemos, a forca inercial e a forga de atragao gravitacional estao na mesma direcao,

em sentidos opostos em relacao ao satélite e se anulam. Matematicamente,

Substituindo Fy, e ﬁg pelas expressoes obtidas para as mesmas obtemos
d*r o d*0  _drdf
_—— 1, — +2 1 k 1 =0 .
m(dﬁ <dt> ) m (Tdt2+ dtdt) 0t
Além disto, j& mencionamos que o papel de i’jat ¢ anular os efeitos de ﬁd, ou seja,
quat + ﬁd =0 .

Disto concluimos que

d>r doN?\ - 20 _drdd\ -  m- = q
20 (&) )1, 42— | Tyt k=1, = Foy + Fy .
m(dt? r(dt)) +m<rdt2+ dtdt> P gt Fd

Dai,
d2r doN?\ - 20 _drdd\ - k- 1
o (Z) )1+ (P 2D g —1T_—<Fa F)
(dt2 T< t)) +<Tdt2+ dtdt) vt = e T la) =
d2r A A 20 _drdd\ - 1
= (%‘(%) *ﬁ) L"*(?”W 2%%) o = 5 (wrTo - vao T, 4 o)

d?r doN? k) - d*0 drdf\ - Ur  Pr\ - Ug  Po\
ALAY A TS IRV (AR Nl I Ay (LU < I W (U
i(dtQ T(dt) +r2> +<Tdt?+ dtdt) 1= () T (ot ) To

d?6 drdd wy po
G0 0 _ e Po
e T T

Portanto, as equagoes diferenciais que nos dao a ligacao dinamica das variaveis r e  com

as entradas de controle u, e uy e com as entradas de perturbacao d, e dy sao

%r(t) — () (ie(t)> —- ) )

dt @2 m m
< (2.20)
d d
e QET(t)E‘g(t) ug(t)  pa(t)
\ @@(t) == r(t) + mr * mr
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No seguinte, escreveremos o sistema de equagoes de segunda ordem (2.20) como um sis-
tema de equagoes diferenciais de primeira ordem. Para isto, tomemos o,w € R como

anteriormente, isto ¢, o3w? = k. Sejam x1, z2, 73 e x4 dados por

Dai, 2 (t) = r(t) = z2(t) e

Por (2.20) vem

a4(0) = ()7 - gz + 2+ oL

m m
e usando as devidas substitui¢oes acima definidas vem

>2 O'BWQ

—— +u(t) .

2h(t) = (z1(t) + o) (z4(t) + w o0 70)

Temos ainda z%(t) = 0'(t) — w = x4(t) bem como
y(t) = 6"(t)

e assim segue-se por (2.20)

e entao pelas substitui¢oes impostas vem

225(t) (z4(t) + w) 1 2aa(t) (zalt) +w) s (1)
T n) 4o Fuall): T

(1) =

r(t) r(t)+o i zi(t)+o

Finalmente, o sistema (2.20) pode ser reescrito da seguinte forma

[ 24(t) = malt)
2y (t) = (z1(t) + o) (z4(t) + w)° — ————;
( ) ( ) (2:1(t) + o) o)
w3(t) = wa(t) ( )
oy 2wa(t) (wa(t) + w us(t)
\ zy(t) = DR +:L'1(t)+a
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Consideremos a substituigao de varidveis que origina (2.21) a partir de (2.20). Desde que

r(t) > 0 para todo t > 0, temos que
1 (t)=7r(t) —o>—0

e assim 27 € (—0o,00). A uma dada fungao de entrada u = (uy,u2) que toma valores em

R? e definindo G := (—0,00) x R3, associamos uma funcio f, : R x G — R* dada por

fult, 2) = fu(t, 21, 20, 23, 24) = (22 5 f2(Z17Z47U1(t)) 2 f4(Z17227Z4>U2(7f)) ) )

onde as fungoes fy : (—0,00) x R? =R e f;: G — R sdo definidas por

o3w?
fQ(Zl, Z4,’U1) = (21 + O')(Z4 + W)2 SV + vy
(21 + O') (2 22)
Fier, 2, 2, vg) 1= — 22 ) |
4\ ~1, <2y ~4, U2) -— Z1+0_ 21+U
Definindo z(t) := (z1(t), z2(t), 23(t), z4(t)), temos por (2.21)
2 0-3(")2 l
fo(zy, x4,u1) = (21 + 0) (T4 +w)* — Tto) +uy = x5(t) ;
B 2x9(x4 + w) uy
f4(x17x27x47u2) — T +o + T+ o - .’,174(t)
e mais,
fult, (1)) (t, 551( )s a(t), x3(t), a(t))

= fu
( (@O () n) S 0,220, 20, wb) )
= (ah(0), 2 (t), (1), 75(1))

(t)

Portanto, o sistema (2.21) pode ser escrito da forma

7' (t) = fu(t,z(t)) (2.23)

Claro que cada escolha distinta de u = (uy, uz) origina uma funcao distinta f,. A partir
daqui, conduziremos nossos estudos com base nas aproximagoes lineares das componentes
de f, calculadas nas origens de seus respectivos dominios. Uma vez que x5 € x4 ja sao ter-
mos lineares, iremos nos preocupar apenas em determinar as linearizagoes de fo(x1, T4, u1)
e fi(x1, 79,74, us). Recorde que a linearizacao! de uma funcao f(z,y, 2) (e analogamente

para uma funcao de mais do que trés varidveis) em um ponto Py(xo, %o, 20) é a funcao

L(x,y,2) = f(Po) + fo(FPo)(x — x0) + f,(FPo)(y — yo) + f2(Fo)(z — 20)

'Para mais detalhes veja qualquer livro de cdlculo (sugestdao: ver referéncia [4]).
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Assim, as linearizagoes de fo(xq, x4, u1) € fi(x1, 22,24, us) nos pontos (0,0,0) e (0,0,0,0),

respectivamente, sao dadas por

LQ(xh Ty, ul) = f2(07 07 O)+(f2)m1 (07 07 0)(551—0)4-(]02)“ (0’ 07 0)(x4_0)+(f2)1t1 (07 0’ 0)(u1_0)

L4(.I17 T2, T4, UQ) = f4(0, O, O7 O) + (f4)x1 (07 0, O, 0)([13'1 — 0) + (f4)3;2(0, 0, O, 0)(.’132 — 0)+
+(£4)24(0,0,0,0) (x4 — 0) + (f4)u,(0,0,0,0)(ug — 0) .

Note entao que:

3

2
ocw i
5 T U1 Dalf

(Z) fQ(SUl, Xy, U1) = 561%21 + 2z 240 + w1w2 + axi + 2z 400 + owr — ——
(r1+0)

£2(0,0,0) = ow?® — ow? =0

o3w?2(zy + 0)
(1 +0)*

(1) (f2)ey (T1, T4, u1) = l‘i + 2z4w + wW? — (— ) donde tiramos

20%w?

o4

(f2)2,(0,0,0) = w? + = 3w? .

(400) (f2)wy (1, g, 1) = 22124 + 201w + 2024 + 2wo de modo que
(f2)2,(0,0,0) = 2wo .
(i) (f2)u, (z1,24,u1) = 1 de modo que
(f2)w (0,0,0) =1
De (i) a (iv) segue-se que
Ly(21, 24, u1) = 3w?z) + 2woxy +uy .

Observe agora que:

2 2
(v) fa(w1, 19, 4,u9) = — xﬁj i wa :z:lu—IZ— = Dai tem-se que
£4(0,0,0,0) =0 .
_ 20004 + 229w Us 2T9x4 + 2090 — Usy
x 3 9 ) = — |\ - - = d
() (Fon o) = - (2D Z ) e At

modo que

(f4)2,(0,0,0,0) =0 .
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(Vi) (fa)a (21, 22, 20, up) = —————=. Logo
2w
(f4)$2(0707070) - - -
o
(vi11) (f4)wy (21, T2, T4, uz) = — 22 de onde vem
4)xg\ L1y L2y, L4, U2 )] — LU1+O'
(f1)2,(0,0,0,0) =0 .
(i) (Fo)ul )= —— cents
T 4 )us\ X1, T2, Ty, U2 —xl_i_aeen ao

(f1)us (0,0,0,0) = % ,

De (v) a (iz) segue-se que
2w 1
Ly(w1, 29, T4y ug) = ——x3 + —uy .
o o
Portanto o sistema(2.23) linearizado é dado por

SL‘,(t) = fu,L(tv $(t))

onde f, 1(t,z(t)) é dada por

Furlt,z(t)) = (xg(t), Lo (21(8), 2a(t), us (1)), 24(t), La (w1 (£), 2a(t), 24(t), uz(t))>.

Considerando a representagao de um vetor do R™ (qualquer que seja n) na forma de matriz

coluna podemos escrever

4 (t) (t)
xh(t) _ Lo(z1(t), za(2), ul(t)) _
5(1) z4(1)
| 24(6) || La(aa(t), 2a(t), 2a(t), u2(t)) |
IO 2a(t) 1 [ we ] [ o ]
xh(t) 3wz + 2wowy + u(t) 3wz + 2woy uy ()
= = - + =
5(1) 24(t) z4(t) 0
I )y (t) | ] —%waz + %uz(t) | ] —%Tw:@ | I ;uz(t) |
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[ o) ] 0-a1(t) +1-@2(t) + 0 x3(t) + 0 - 24(?) [ 0wl (t) + 0 up(t)
2 (t) 3w? 1 (t) + 0 2o(t) + 0 - 23(t) + 2wo - wa(t) 1wy (t) + 0 - ug(t)
= = +
() 0-a1(t) +0-a2(t) + 0 23(t) + 1 - 24(2) 0wy (t) + 0 - ug(t)
2w 1
w4 (1) 0-z:(1) + <—7) 2o+ 0-x3(t) + 0 - zy(t) 0-uy(t) + =" uy(t)
) (t) 0 1 0 0 x1(t) 0 0
zh(t) 3w? 0 0 2wo xo(t) 1 0 uy (t)
= = +
x4(t) 0 0 0 1 x3(t) 0 0 us(t)
) (t) 0 —2w/oc 0 0 x4(t) 0 1/o
Definindo A e B por
0 1 0 0 0 0
3w? 0 0 2wo 1 0
A= e B:=
0 0 0 1 0 0
0 —2w/o 0 0 0 1/o
temos que o modelo linearizado ¢ dado por
o' (t) = Ax(t) + Bu(t) . (2.24)

Pontuamos que a linearizagao pode também ser obtida por procedimentos anélogos aqueles

adotados para o caso do péndulo invertido definindo-se a funcao

g: R*xR*? — R4
(z(t),u(t)) +— fult,z, () ,

o que permite a escrita do sistema (2.23) na forma 2'(t) = g(z(t),u(t)), e tomando
A= (D1g)(0,0) e B =(D2g)(0,0). O sistema linear ndo homogéneo (2.24) de equagoes
diferenciais “aproximadamente” governa o comportamento do satélite “préximo” a orbita
circular. Assumindo que r e # podem ser mensurados, associamos ao sistema linearizado
uma saida ou observagao y(t) valorizada em R?, que fornece informagoes sobre o estado

do sistema (posicao do satélite) no tempo (t), definida por

Z’l(t)
L’Dg(t)

y(t) =
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Observando que

1(t)
0 L-21(t) +0-2o(t) + 0 - 23(t) + 0 - 24(2) 1000 zo(t)
y = =
| #alt) ]
1 00 0 .
e escrevendo C = , podemos definir y por
0010
y(t) == Cux(t) . (2.25)

Na proxima secao, mostraremos que o sistema linear controlado e observado dado por
(2.24) e (2.25) é controldvel e observdvel, ou seja, possui as seguintes propriedades da

controlabilidade ¢ observabilidade:

(a) Para cada estado inicial z(0) = 2o € R%, todo estado pré-estabelecido z! € R* e

todo tempo T' > 0, existe uma fungao controle u : [0, 7] — R? tal que z(7T') = x'.

(b) Para cada temo 1" > 0, o estado x(7") pode ser determinado a partir do conhecimento

do controle u e da saida y no intervalo [0, 7.

2.2.3 Controlabilidade e observabilidade do modelo linearizado

Considere o modelo do satélite linearizado dado por

2'(t) = Ax(t) + Bu(t)
y = Cx(t)

(2.26)

com A € R¥* B e R¥? e C € R?* dados na secao anterior. Normalizando a constante

o para 1 temos

0O 1 0 0 00
3w2 0 0 2w 10 1000
A  B= e O — . (2.27)
0 0 0 1 00 0010
0 —2w 0 0 0 1

Relembre que as componentes u; e us de u correspondem as forcas nas diregoes radial
e tangencial, respectivamente, enquanto as componentes y; e y, de y correspondem as

coordenadas radial e angular (do satélite) respectivamente.
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Exemplo 2.1 Considere o modelo do satélite linearizado (e normalizado) com A e B

dados por (2.27).
(a) Calcule R (o conjunto dos estados alcangdveis a partir de 0).

*

(b) Substitua B por By = [ 0100 ] , a transposta da primeira coluna de B (fisi-
camente isto significa que a entrada uy esta inoperante, isto é, a for¢a tangencial é

inexistente). Calcule R neste caso.
Solugao:
(a) Usaremos o Teorema 1.2 pelo qual R = Im C(A, B). Por defini¢ao,
C(A.B)=|B AB A*B A’B| .

Vamos calcular as colunas de C(A, B).

0O 1 0 0 0 0 10
32 0 0 2w | |10 0 2w
e AB — - ;
0O 0 0 1 0 0 0 1
0 —2w 0 0 0 1 2w 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
302 0 0 2w 3w 0 0 2w 10
e A2B =
0O 0 0 1 0O 0 0 1 0 0
0 —2w 0 0 0 —20 0 0 0 1
32 0 0 2w 0 0 0 2w
0 —w? 0 0 10 w0 |
0 —2w 0 0 0 0 w0 |
—6w® 0 0 —4w? 01 0 —4w?
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3w? 0 0 2w 0 1 0 0 00
0 —w? 0 0 3w 0 0 2w 10
e A°B =
0 —2w 0 0 0 0 0 1 00
—6w® 0 0 —4w? 0 —2w 0 0 01
0 —w? 0 0 00 —w? 0
B —3w* 0 0 —2° 10 - 0 —2u°
—6w? 0 0 —4w? 00 0 —4w?
0 2w3 0 0 01 23 0
Desse modo,
00 1 0 0 2w —w? 0
10 0 2w —w? 0 0 —2u°
C(A,B) =
00 O 1 —2w 0 0 —4w?
01 —2w 0 0 —4w? 23 0

Agora, usemos operagdes elementares sobre linhas para escrever a matriz C(A, B)

na forma escalonada reduzida.

0 1 0 0 2w —w? 0

0 0 2w —-w? 0 0 =2’ | 1,om,
0 0 1 —2w 0 0 —4w?

1 2w 0 0 —4dw? 2 0

o o = O
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o o o = o o o = o o o = o o O

o o O

o o = O o O = O - o O O _ o O O

= e =

2w —w? 0

—2w 0 0 —4w?

2w —w? 0
1 2w 0
0 0 2w

—2w 0 0 —4w?

—2w 0 0 —4?
0 0 2w
1 2w 0

[ = o)

0
0
1

0

2w —w? 0 0
0 0 0 0
0 0 2w —w?
1 2w 0 0

0

0 0 0 0
0 0 2w —w?
1

—2w 0 0 —4w?

0 —2uw?
—w2 0 L2_<—>[>/3
0 —4?
23 0
0 —2uw?
0 —4w? LaorLa
—w? 0
2uw3 0
0 —2uw3
2w° 0 Ly Lat2wls
—w? 0
0 —4w?
—2w?
0 L1<—>L1_—>2wL4
0
—4)?
6w?
0
0

Uma vez que o posto da matriz C(A, B) é o nimero de linhas nao nulas de sua forma
escalonada reduzida, temos que Posto C(A, B) = 4, isto é, dimImC(A, B) = 4 =
dim R* e como Im C(A, B) C R* concluimos que Im C(A, B) = R?, ou seja,

R=R*.
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através da escolha adequada de u € PC([0,T],R?).



(b) Substituindo B por B temos
C(A,B) = [ B, AB, A’B; AB ] :

Observe entao que:

0 1 0 0 0 1
3w 0 0 2w 1 0
ABl pr— pr— y
0 0 0 1 0 0
0 —2w 0 0 0 —2w
3w? 0 0 2w 0 0
9 0 —w? 0 0 1 —w?
A Bl - - 9
0 —2w 0 0 0 —2w
—6w? 0 0 —4w? 0 0
0 —w? 0 0 0 —w?
5 —3wt 0 0 —2u? 1 0
A Bl = =
6w 0 0 —4w? 0 0
0 2w 0 0 0 23

Portanto,
0 1 0 —w?

1 0 —w? 0
0 0 2w 0
0 —2w 0 2w3

Sabemos que Im C(A, By) = {C(A, By)z : z € R*}. Dado 2z = (a,b, ¢,d) € R* temos

0 1 0 —w? a 0-a+b+0-c—wid
1 0 —w? 0 b a+0-b—w’c+0-d
C(AvBl)z: = =
0 0 —2w 0 c 0-a+0-b—2wc+0-d
0 2w 0 2w d 0-a—2wb+0-c+2wd
0 1 0 —w?
1 0 —w? 0
= C(A,Bi)z=a +b +c +d =
0 0 —2w 0
0 —2w 0 2w3
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0 1 0 1
1 0 —w? ) 0
=C(A,B))z=a +0b +c —wd =
0 0 —2w 0
0 —2w 0 —2w
0 1 0
1 ) 0 —w?
= C(A,B1)z=a + (b —wd) +c
0 0 —2w
0 —2w 0

Portanto, R = Im C(A, By) = [vl,vg,vg} onde v; = (0,1,0,0), vy = (1,0,0, —2w) e

vy = (0, —w? —2w,0) 2

Exemplo 2.2 Conforme observado anteriormente Posto C(A, B) = 4 e entao, pelo Te-
orema 1.3, temos que o sistema (2.26) é controldvel. Por outro lado, escrevendo C(A, By)

forma escalonada reduzida tem-se

0 1 0 —w? 1 0 —w? 0
1 0 —w 0 LioLs 0 1 0 —w Lio Latuwls
0 0 —2w 0 0 0 —2w 0
0 2w 0 28 0 2w 0 2w
1 0 —w? 0 1 0 —w? 0
0 1 O _UJZ Lg:é:} O 1 0 —UJ2 L1<—>L]__+>w2L3
0 0 —2w 0 0 0 1 0
00 0 0 00 0 0
1 00 O
01 0 —w?
001 0 |
000 O

de onde tiramos que Posto C(A,B;) = 3 < 4 de modo que, pelo Teorema 1.3, o par

(A, By) nao é controldvel. Isto nos diz que se us = 0, ou seja, na auséncia de for¢a na

2 [vl7 V9, vg] denota o subespaco gerado pelos vetores vy, vg e vs, isto é, o espago formado por todos

os vetores que sao combinagoes lineares destes trés.
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direcao tangencial o sistema nao é controlavel. Agora facamos u; = 0 trocando B por

By = [O 00 1 ]* Temos entao:

0 1 0 0 0 0
3w 0 0 2w 0 2w
ABy = = :
0 0 0 1 0 1
0O —2w 0 0 1 0
3w 0 0 2w 0 2w
9 0 w2 0 0 0 0
A B2= — ,
0 -2 0 0 0 0
—6w® 0 0 —dw? 1 42
0 —w? 0 0 0 0
5 —3wt 0 0 —2u3 0 %P
A B2: —
—6w® 0 0 —4w? 0 42
0 2 0 0 1 0
Logo, ] ]
0 O 2w 0
0 2w 0 —2u°
C(Av BZ) -
0 1 0 —4?
1 0 —4w* 0
Escalonando C(A, Bs) temos:
0 0 2w 0 1 0 —4u?® 0
0 2 0 -8 | 2o 1 0 —aw? | PRy
0 1 0 —dw?| 2 |0 2w o0 —ud | MY
1 0 —dw? 0 00 2w 0
10 —4w® 0 10 —4® 0
01 0 _4w2 L3<+L3—Lo 01 0 _4w2 L3<sLyg
==
01 0 —w? 00 O 32
0 0 1 0 00 1 0
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(10 —4? 0 | (100 o0 |
001 0 —dw? | PTEEE L0 1 0 —aw? | e
00 1 0 | M 1o 01 0 —>
00 0 B 000 1
(100 0]
0100
0010
0001 |

Portanto, Posto C(A, Bs) = 4 e pelo -Teorema 1.3 resulta que o par (A, By) é controldvel.
Concluimos entao que a auseéncia de forca na direcao radial nao descaracteriza a contro-
labilidade.

O

Exemplo 2.3 No exemplo 2.2 vimos, usando o Teorema 1.3 que o sistema (2.26), com
A e B, dados por (2.27) é controlavel. Verificaremos aqui que tal conclusao pode também

ser alcancada pelo uso do Teorema 1.4. Dado s € C arbitrario temos

5 -1 0 0 00
—3w? s 0 —2w 1 0
0 0 s =1 00
0 2w 0 s 01

[s1-4 B |-

Sejam a, b, ¢, d € R tais que

als, —1,0,0,0,0)+b(—3w?, 5,0, —2w, 1,0)+¢(0,0, s, —1,0,0)+d(0, 20,0, 5,0, 1) = (0,0,0,0,0,0) .

Dai,

(as, —a,0,0,0,0)4(—b3w?, bs, 0, —b2w, b, 0)+(0,0, s, —e, 0,0)+(0, d2w, 0, ds, 0, d) = (0,0,0,0,0,0) =
= (as — 3bw?, —a + bs + 2dw, cs, —2bw — ¢ +ds, b, d) = (0,0,0,0,0,0) .

Temos entao o sistema

( as — 3bw? =0
—a+bs+2dw =0
cs =0
—2bw —c+ds=0
b=0

\ d=20
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de onde segue imediatamente que b = d = 0. Substituindo isto em —2bw — c+ds = 0
e em —a + bs + 2dw = 0 resulta, no primeiro caso, que ¢ = 0 e no segundo que a = 0.
Portanto as 4 linhas de (sI — A, B) sdo L.I. o que nos diz que Posto (sI — A,B) =4 e
entao pelo Teorema 1.4, o sistema (2.26) é controlavel. Obviamente pelo mesmo teorema
podem ser alcancadas aquelas conclusdes sobre o sistema (2.26) para u; = 0 bem como

para us = 0.

Exemplo 2.4 Verifique se o sistema (2.26) é observavel.

Solugao: Temos

0 1 0 0
3w 0 0 2w 1 000
A= e C=
0 0 0 1 0010
0 —2w 0 0

A matriz de observabilidade é dada por

C
CA
O(C,A) = e R¥4
C A2
CA3
Relembre do exemplo 2.1 que
3w? 0 0 2w 0 —-w* 0 0
) 0 —-w? 0 0 5 3wt 0 0 —2uw?
0 —2w 0 0 —6w? 0 0 —4w?
—6w? 0 0 —4w? 0 2% 0 0
Com isto, vamos calcular O(C, A).
0 1 0 0
1 0 00 w2 0 0 2w 01 00
.OA: =
0010 0 0 0 1 0001
0 —2w 0 0
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3w? 0 0
1 000 —w? 0
e CA? =
0010 —2w 0
—6w® 0 0
—w? 0
1 0 00 3wt 0 0
e CA3 =
0010 —6w® 0 0
2w 0
Logo, i

1

0

0

0

O(C,A) =

3w?

0

0

—6w3

o o o o o o O

= o O O

2w
0
0

—4?

3w

0

2

0

0 2w

—2w 0 0

—6w?

Agora, usemos operagoes clementares sobre as linhas de O(C, A) para coloca-la na forma

escalonada reduzida.

1 0 0 o0 |
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
3w? 0 0 2w
0 -2 0 0
0 -0 0
6t 0 0 —dw? |

Lg+>Lg+2wls

Ly Ly—wLs5/2
—
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o O o o o o = o

= o O O

2w

Le+>Lg+2wls
LA

Ls<»Ls—3w?L,
—



_ o O O

L5 <—>L5 —2wly

L3« Lo
Shies

o O o o o o =
o O O o o = o o
o O o o o o = O

&
o O o o o o o =
o O o o o o = O
o o o o o = o O
o O O O = O o o

o o O

0

Como o nimero de linhas nao nulas da forma escalonada reduzida de O(C, A) é 4, con-
cluimos que Posto O(C, A) = 4 e portanto, pelo Teorema 1.7 que o sistema 2.26 é ob-

servavel.
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Apéndice A

A.l Algebra Linear e Teoria das Matrizes

Proposicao A.1 (Caracterizagao da soma direta de dois subespacgos) Sejam Vum
espago vetorial sobre R e U e W subespagos de V. Entao V. =U @& W se, e somente se,
para todo v € V' existem unicos u € U e w € W tais que v = u + w.

Demonstracao: Ver em [2]. [ |

Teorema A.1 Seja V um espaco vetorial sobre R com dimV =n e W um subespaco de

V. Entado,
(1) W € de dimensao finita e dimW < dimV;
(i7) dim W =dimV se, e somente se, W = V.
Demonstracao: Ver [2]. [ |

Proposicao A.2 Seja V um espago vetorial nao nulo e Wy um subespacgo vetorial de V.

Entao existe um subespaco Wy C V', tal que
V = W1 EB W2 .
Demonstragao: Ver em [2]. [ |

Teorema A.2 Sejam V' um espaco vetorial e Wy, W, ..., W,,, subespacos vetoriais de V.
Assuma que By, Bs, ..., B,, sao bases de Wi, Wy, ..., W, respectivamente. EntaoV é soma
direta dos W;, com 1 <1i <m, se, e somente se, B=B1UByU...UDB,, € base de V.

Demonstracao: Ver em [2]. [ |

Teorema A.3 . Dados dois conjuntos V' e W, uma funcao 7' : V — W tem uma inversa
a esquerda se, e somente se, T' é injetora.

Demonstracgao: Ver em [8]. [ |
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Teorema A.4 Dados dois conjuntos Ve W, uma funcao T : V. — W tem uma inversa
a direita se, e somente se, T' € sobrejetora.

Demonstragao: Ver em [8]. [ |

Teorema A.5 (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam V e W espagos vetoriais

sobre R e T : V. — W wuma transformacao linear. Entao,
dim Im(T) + dimker(7") = dim V.

Demonstragao: Ver [2]. [ |
Sabemos que dadas as bases § e v de V e W, respectivamente, com £3 = n e

1y = m, podemos escrever uma representacao matricial para 7" a qual denotamos por [T]f

pertencente a M,,,(R). Considerando o espaco,
LV.W)=A{T:V — W; T é uma transformacao linear}

o Teorema da Representagao Matricial', nos garante que £(V, W) é isomorfo a M, »,(R).
Deste modo, dada a matriz A € M,,,(R) faz sentido os conceitos de imagem e nicleo de
A. Consequentemente, é coerente a enunciacao do Teorema do Nicleo e da Imagem para

matrizes.
Definigcao A.1 Seja A € F™*™. A imagem de A € o conjunto
ImA ={Az :z € F"}
e o niucleo de A € o conjunto
ker A={z e€F": Az =0} .
Note que Im A C F” e ker A C F™.

Teorema A.6 (Teorema do Nicleo e da Imagem para matrizes) Seja M € F™*",
Entao,

dim ImM + dimker M =n .

Demonstragao: Ressaltamos que ImM C F” e ker M C F". Assim dimker M < n. Se

dim ker M = n o resultado é imediato. Suponhamos dimker M = r < n e seja

B={x1,...,x.}

!Para uma maior compreensio sobre transformacdes lineares e representacio matricial de uma, trans-

formacao, fica como sugestao a referéncia [2].
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uma base para ker M. Desse modo, o conjunto 5 é L.I. e pelo Teorema do completamento
(veja referéncia [2]) o mesmo pode ser completado de modo a formar uma base para F".

Seja entao v = {1, ..., Ty, Tyy1, ..., T, } & referida base. Vamos mostrar que
a={Mzx,iq,...,Mzx,}

¢ uma base para ImM. Com efeito, dado z € ImM temos z = Mv com v € F". Existem

entao escalares ay, ..., a,, a,11, ..., a, tais que
V=101 + -+ QTp + Q1 Trpr + -0+ ATy

ou melhor

z=aMzy+---+a, Mz, +ap My + -+ +a, Mz,
e como z; € ker M para 1 <1i<7r temos Mxy = Mzy=---= Mzx, =0 e entao
z=a 1Mz, 1+ ---+a,Mzx, .

Logo, z € []M/x,,H, e ]Wa:n], ou seja, ImM C [Ma:rﬂ, ey Mxn} . Como ja temos natural-

mente [Ma:,rﬂ, ,Mxn} C ImM resulta que
ImM = []\4xr+1,...,J\/fxn]
Sejam ¢,41, ..., c, tais que ¢,; Mz, 1 + -+ ¢, Mx, = 0. Dai,
M(crp1Tpsr + -+ cpxy) =0

o que nos diz que ¢, 412,11 + « - - + ¢z, € ker M. FExistem entao escalares ¢y, ..., ¢, satis-
fazendo

Cr41%p41 + + 0+ CrTp = 171 + C2X2 + -+ - + G Ty
de modo que
x1 + o+ -+ Gy + (1)t + o+ (—cn)z, =0
ecomo vy é L.I. (pois é uma base para F") segue-se que
== =G = —Cpy1 == =y = 0

e particularmente que ¢,y 1 =--- = ¢, = 0. Assim, []\/[a:rﬂ, s Mxn] é L.I e portanto
¢ uma base para ImM. Uma vez que § {Mz,,1,..., Mz, } = n—r resulta que dim ImM =

n —r e como ja tinhamos dim ker M = r tem-se por conseguinte
dimImM + dimker M =n —r+7r
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dimImM +dimker M =n .

Proposicao A.3 Seja T : V — W wuma transformacao linear. Entao T € injetiva se, e
somente se, ker(T') = {0}.

Demonstracao: Ver em [2]. [ |

Definicao A.2 . Seja A = (a;;) € C**™. Definimos o Conjugado Transposto ou Trans-
posto Hermitiano da matriz A como sendo a matriz A* € C™*" cujas entradas sao os
correspondentes conjugados complexos das entradas da transposta de A.

Observe que se A € R"™™ o conjugado complexo pode ser ignorado e entdao A* é
simplesmente a transposta de A. Além disso, o conjugado transposto de uma matriz A
agrega as seguintes propriedades:

(4)
(Az,y) = (x, A™y) Ve e F™, Yy e F" ; (A.1)

(71) Se n =m, entao (ed)* = e";
(711) Se A é uma matriz invertivel, entao (A71)* = (A4*)~L.
Definicao A.3 . Uma matriz A € R"*" é dita positiva semi-definida quando z*Ax > 0

para todo x € R"™.
Teorema A.7 . Seja M € F**™. Entao
(ImM)* = ker M* .

Equivalentemente, x € (ImM)* se, e somente se, 2*M = 0.
Demonstragao: Se » € (ImM)+ entdao (Mz,z) = 0 para todo z € F™. Dai, por A.1
temos que (z, M*z) = 0 para todo z € F™. Fazendo z = (ay,as,...,an) ¢ M*x =

(b1, ba, ..., by,) segue-se que
aiby + agbs + -+ apby, =0,V (a1,a9,...,a,) = 2 € F".

Do caso particular em que z = (1,0, ...,0) obtemos b; = 0. Analogamente do caso especial

z=1(0,1,0,...,0) vem que by = 0. Em geral, para cada caso em que

CLk=1

CLZ':O,Z'?é k

ki€ (1,2,..,m)
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obtemos by = 0. Assim, by = by =--- =1b,, =0, isto é, M*z = 0 de forma que x € ker M*.
Logo,

(ImM)* C ker M*.
Considere agora = € ker M*. Sendo assim, M*z = 0 e por conseguinte (z, M*z) = 0 para
todo z € F™. Dal, por (A.1) resulta (Mz,z) = 0 para todo z € F™, ou seja, x € (ImM )=+
mostrando que

ker M* C (ImM)~*

Das duas inclusoes verificadas segue-se que
(ImM)* = ker M* .
|

Definigao A.4 . Scja A € R"™™. O Posto de A, denotado por “Posto A” ¢ definido por
Posto A .= dim ImA .

O posto de uma matriz pode também ser definido como o seu nimero de linhas (ou
colunas) LI que coincide ainda com o numero de linhas L./ da sua forma escalonada,
sendo demonstrada a equivaléncia das defini¢oes.

O posto de A € R™™ ¢ dito completo se Posto A = min{n, m}. Observe que

e Se n < m, entao o posto de A é completo se, e somente se, ImA = R"™.

e Se n > m, entao o posto de A é completo se, e somente se, ker A = {0}.

Teorema A.8 .

1. Se n < m, entao existe A* € R™*" tal que AA#x = z para todo z € ImA. Em
particular, sc A é de posto completo, entdo AA# = I, ou scja, A possui uma inversa

a direita.

2. Se n > m, entdo existe A% € R™*" tal que A* Az = x para todo x € (ker A)*. Em
particular, se A possui posto completo entdao A% A = I isto é, A possui uma inversa

a esquerda.

Demonstracao: Ver em [1]. [ |
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Proposicao A.4 . Seja A € F™*" uma matriz quadrada. A é invertivel se, e somente se,
dimImA = n.

Demonstragao: Suponha que A é invertivel. Entdao det A # 0. Dai, pelo teorema da
combinagao linear das linhas (ou colunas) de uma matriz (veja em [5]) segue-se que todas
as colunas de A sao L.I. . Considere entao o conjunto 8 = {vy, vy, ...,v,}; em que para
cada 1 < ¢ < n, wv; denota o vetor do F" composto pela i-ésima coluna de A. Vamos
mostrar que este conjunto é uma base para ImA. Note que § C ImA. Com efeito,
considerando o vetor z; € F" em que a i-ésima entrada ¢ igual a 1 e todas as outras sao
iguais a 0, temos que Azx; = v; mostrando que v; € ImA para todo 1 < i < n. Além disto

é imediato de sua definicao que g é L.I. . Resta-nos mostrar que 3 gera ImA. Para isto

facamos
@11 Az - Qi
Q21 Q22 -+ A2y
A =
ap1 Apa - Ann

Para qualquer z = (21, 29, ..., x,) € F" tem-se

a1 a2 - Qip 1 1171 + A12T2 + - -+ + A1 Ty
(o1 Q22 -+ Aoy T2 2121 + A22T2 + « -+ + A2pTy
A:L‘ g g
Anp1 Ap2 - Ann Tp An1T1 + Ap2T2 +---+ Ay Ty
a1 Q12 A1n
21 @22 (2,
= I ) -+ X9 . + -4 x, ) = X1V1 + ToVU2 + *++ + TpUy ,
(07751 an?2 Ann

mostrando-nos que Ax € [vl, Vg, very vn} e consequentemente ImA C [vl, U2,y ey vn}. Como
a inclusao [Ul,vz, - vn} C ImA é 6bvia (pelo fato de que ImA é um subespago do F")
concluimos que

ImA == [U17U27 "'71)’11] )

ou seja, 5 gera ImA e portanto é uma base para este ultimo. Uma vez que 8 = n,

segue-se que dimImA = n.
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(<) Assuma agora que dim ImA = n. Neste caso A é de posto completo e entao pelo
Teorema A.8 segue-se que A possui inversas a esquerda e a direita, ou seja, A é invertivel.
|

Desde que dim ImA + dimker A = n temos equivalentemente a Proposicao A.4 que, A é

invertivel se, e somente se, , ker A = {0}.
Proposicao A.5 . Sejam M € R™*? e L € RP*?. Entao
Posto (ML) < min{Posto M, Posto L} .
Demonstragao: Ver em [1]. [ |

Definigao A.5 . Seja A € R™". O polinomio caracteristico de A é o polinomio moénico

de grau n definido por

Pa(s) = det(s] — A)

Teorema A.9 (Cayley-Hamilton). Uma matriz A € R"*" é um zero de seu polinémio

caracteristico, isto ¢é
Py(A) = A"+ ap, 1 A" a, A"+ ai At apl =0
Demonstragao: Ver em [2]. [ |

Definicao A.6 . Dizemos que duas matrizes A, B € R™*" sao semelhantes quando existe

uma matriz S € GL(n,R) := {M € R™" : det M # 0}, tal que A = S"'BS.

Proposicao A.6 . Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio caracteristico.

Demonstracao: Ver em [2]. [ |

Teorema A.10 (Teorema da Decomposigao ortogonal). Seja V um Espago Eucli-

diano de dimensao finita e U C V um subespago de V. Entao

V=UasU"+

1ol = [l * + [|w]*

ondeveV, uclU welUt e v=u-+w.

Demonstracao: Ver em [2]. [ |
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Defini¢cao A.7 . Dada uma matriz A € R"*", a exponencial de A é definida por

exp(A) = e = Z K

=0

Proposicao A.7 . Seja S uma matriz invertivel. Entao, eSTIAS = G1eAg.

Demonstracao: Ver em [3]. [ |

Definicao A.8 . Seja A € C™". Um autovalor de A é um escalar A € C tal que
Av = )l para algum v € C", v # 0. Um vetor v nestas condi¢oes é chamado autovetor

de A associado a .

Proposicao A.8 Seja A € C"*". Entao,
(1) Um escalar A € C é um autovalor de A se, e somente se, ker(A — A) # {0};
(1) Um autovetor de A associado a A € um vetor nao nulo do espago ker(AI — A).
Demonstracgao:

(1) (=) Se A € C é um autovalor de A entao existe v € C" ;v # 0, tal que Av = v.
Logo,
A—Av=0= (M —A)v=0=v € ker(A\] — A)

e como v # 0 segue-se que ker(AI — A) # {0}.
(<) Ja se ker(A — A) # {0}, existe v € C" ,v # 0, tal que v € ker(A\ — A), ou
seja,

M—-Av=0=> w—-Av=0=Av= X v

e segue-se por definicao que A é um autovalor de A.
(i7) Veja na primeira parte de (7). [ |

Definicao A.9 . Seja A € C™". Definimos o espectro de A denotado por o(A) como

sendo o conjunto de todos os autovalores de A, ou seja, dado A € C
A€ o(A) & Av = v,

para algum v € C" e v # 0.

106



Teorema A.11 . Se M € F™" é uma matriz da forma

My M,
0 M;

M=

onde M; € Fmx™ My € Fxm2 - My € F"2*"2 ¢ ny + ny = n. Entao
O'(M) = O'(Ml) UO'(Mg) .

Demonstracao: Ver em [1]. [ |
Obviamente, o resultado acima é pode ser estendido para matrizes triangulares de blocos

com p blocos na diagonal, para p arbitrario.
Teorema A.12 .(Regra de Cramer). Se M € F™*" entao
M(adiM) = (adjM)M = (det M),

onde adjM denota a matriz adjunta de M.
Demonstracao: Ver em [2]. [ |
Uma importante consequéncia deste Teorema ¢é a seguinte féormula para calculo da

matriz inversa de uma matriz inversa M

Mt

= Je M

Proposicao A.9 . Todo subespaco vetorial de um espaco de dimensao finita é fechado.

Demonstracao: Ver em [7]. [ |

A.2 Alguns resultados e definicoes sobre Derivadas,
Integrais e Equacoes Diferenciais

Seja X C R™ um conjunto aberto e nao-vazio. A funcao f : X — R™ é diferencidvel
em r € X se existe uma matriz real m X n, a qual denotamos por (Df)(z) € R™ " tal

que

)~ f@) — (@A),
250 IEQ o

A funcdo f ¢é diferenciavel de (Df)(z) existe para todo z € X. Quando f é diferencidvel
em z € X, a matriz (Df)(x) coincide com a matriz Jacobiana de f em x, isto é, é

a matriz cujas entradas sao as derivadas parciais das componentes de f com relagao as
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componentes de x. Escrevendo x = 1, x,...,x, e f(x) = (f1 (x), f2(x), ..., fm(a:)), temos

em simbolos

(Df)(x)

dh

Oy

of

o (

dh

Dy

ofs

)@

(
(

df1
ox,,

0fa
oz,

)@
)@

-1 ( 8) @ 3332.) (@)

() (@) - (@)

Teorema A.13 (Regra da cadeia). Sejam X C R" ¢ Y C R™ conjuntos abertos e

nao-vazios. Se g : X — Y ¢ diferenciavel em x € X e f : Y — RP ¢é diferenciavel em

g(x) € Y, entao f o g é diferencidvel em = com derivada

(D(f ©g))(x) = (Df)(g(x))(Dg)(z)

Demonstracao: Ver em [6].

O seguinte caso especial da regra da cadeia é usado livremente ao longo do trabalho.

Proposicao A.10 .Sejam I um intervalo e Y C R™ um conjunto nao-vazio e aberto.
Assuma que as fungées g : I — Y e f : Y — R sao diferencidveis. Entao a composicao

f o g é diferenciavel e

m

> @Na)git) = (VNg1),d' (1) Viel,

i=1

(fog)(t)

Lroa

onde (0;f)(g(t)) = (g;) (9(t)) e g; denota a i-ésima componente de g.

Teorema A.14 . Seja f : [a,b] :— R continua e tal que f(x) > 0 Vz € |a,b] e
b
/ f(z)dx = 0. Entao f =0.

Demonstracgao: Usaremos contradigdo para provar o resultado. Assuma que exista
¢ € [a,b] tal que f(c¢) > 0. Como f é continua em ¢, para todo € > 0 existe § > 0
tal que para x € [a, b],

[z —cf <d=|f(z) - flo)] <e.

1
Escolha k € Rcom k> 0e k > 1. Assim 0 < 7 < lel< % < f(e). Existe entao
pela continuidade de f em ¢, um ¢ > 0 para o qual dado = € [a, b] tem-se
f(c
e <8 1)~ f0) < B2
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Desse modo, dado z € [a,b] com |x — ¢| < d, isto é, z € (¢ — d,¢+ §) N [a, b] temos

Observe que
[f(x) = flo)] = |fe) = ()| = flc) = fla) .
Logo, para = € (¢ — d,c+ ) N |a, b] obtemos

I

f(C)—f(SC)<TC=>—f(C)+f(:c)>— -

()

e como f(c) > - podemos escrever

1) > o - L 5o

Sendo assim, pela hipétese de que f(x) > 0 e por propriedades da integral temos

b c—4d c+6 b
[t@a=[" @ ws [ rwas [ @ w=
a a c=§ ct+d
>0 A

>0

= / ' fla) do > / j f(z) dv > / j <f(c) - %) dz =

:>/abf(a:) dx > (f(c)—%) /CCMd:z:: <f(0)—%> c+d—(c—9d)]=

:>/abf(:1:) de\(f(c) %) 2% :,/abf@;) dr >0

s >0
~~

>0

contrariando a hipétese. Portanto devemos ter f(z) = 0 para todo = € [a,b], ou seja,

f=0o. |
Apresentaremos agora algumas nogoes sobre derivadas e integrais de func¢oes ma-

triciais. Seja IF um corpo qualquer e denotemos por Mg o espaco das matrizes FP*9,

Derivadas e integrais de funcoes f : I — My podem ser interpretadas de maneira natural

em termos de suas entradas, isto é,

Ja@) - f(E)

_4

HOREO8 ter

() - fog(t)
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- /ab fu)dt --- /ab fig(t)dt -

b
/a £t) dt = . T
|/ - / bqu@)dt_

onde as funcoes f;; : I =+ Fcom 1 <¢<pel<j<gqdenotam as entradas de f.

, a,bel, a<hb,

Proposicao A.11 .Sejam C' € R™*? uma matriz constante e f € PC(I,RP*?). Entao,

/abC’f(t) dt:C/abf(t) dt

onde a,b € I com a < b.

Demonstragdo: Temos C' = (cki)mxp » [(t) = (fij(t)) . e Cf(t) = (an;(t)),x,

e pela definicao de integral de fungoes matriciais podemos escrever

/abf(t) it = (/abfij(t) dt)m | /abCf(t) it = (/abakj(t) dt>

b
de modo que C / f(t) dt = (di;(t))mxq - Pela definicdo do produto de matrizes temos

pXq

(1) = cr1fij(t) + crafo;(t) + - crpfpi(t)

b b b
ko(t) = C]d/ flj(t) dt + Ckg/ fgj(t) dt+---+ Ckp/ fpj(t) dt .
Integrando a primeira igualdade ambos os membros de a a b temos
b b
[ a0t = [ (sl + cafsd) - cnfy)) d

e pelas propriedades da integral resulta

/abakj(t):ckl /abflj(t) dt+ck2/abf2j(t) dt—l—---+ckp/abfpj(t) dt
mostrando que ,
| anstt) = i)
para todo k € {1,2,...,m} e todo j € {1,2,...,p}, ou seja,
/bOf(t) dt = C/bf(t) dt.

|
Por praticidade, no resultados seguinte, utilizaremos a representacao de vetores doR"
na forma de matriz coluna e por isto orientamos o leitor para a nao confusao entre produto

interno e multiplicacao de matrizes.
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Proposicao A.12 . Seja f € PC(I,R™") e a,b € I com a < b. Dados z,w € R"

<z,/ubf(t) dt w> :/ab (2, f(£) w) dt

Demonstragao: Facamos

tém-se

[ Z1 w1
fu) - fia(t)
) Wo . .
z = , W= e f(t) = : :
| wy,
Dali, o . )
b /a fu(t) dat - /a fin(t) dt
/ F(8) dt = s :
a b b
(§

Jui(t) wi + fia(t) wo + - - + fin(t) wy

fml(t) wy + fm2<t) Wy + -+ fmn(t) Wn

Usando propriedades da integral temos

/bf(i)dt /fn dtw1+/f12 (#)dt wa + - /fln ()t w, |
w =
a /fm1 dtw1+/fm2 (t)dt wy + - - /fmn dtwn-

- / (f11(t) w1 + fra(t) wo + -+ + fin(t) wy) dt

. :
/ (fml (t) wh + fm2<t) Wa + -+ fmn(t) an) dt

Note agora que

Z1 (fll(t) wy + f12(t) Wy + -+ f1n(t) wn)
(2, f(t) w) = 5
Zn (fml(t) w1 + fm?(t) Wo + -+ fmn(t) wn)
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Desse modo, mais uma vez por propriedades da integral

(= | ) w) -

b
21/ (f11(t) w1 + fra(t) wo + - -~ + fin(t) wy) dt

b
%/LM@wH%Mﬂm+M+MNMmﬁ

b
/zﬂﬁﬁhm+ﬁﬁwm+m+ﬁdﬂmJﬁ

b
/ Zn (fml (t) wq + f’m2<t) Wa + -+ fmn(t) wn) dt

b 21 (f11(t) wr + fra(t) wo + -+ fin(t) wy)
/ ; "
a

Zn (fml(t) w1 + me(t) () + -+ fmn(t) wn)

(2. f(t) w)

b
_ / (o () w) dt

<z,/abf(t) dt w> :/ab (z, f(t) w) dt .

e portanto

Teorema A.15 . O problema de valor inicial
x'(t) = Az(t) + b(t)
l‘(to) =29 € R"

onde A € R™" é uma matriz constante, b : J — R"™ é continua por partes e ty € J,;

J C R um intervalo; possui solucao tnica dada pela funcao

rx:J — R"”
t
t—s eAlt=to) g, —I—/ e=)b(s) ds
0
para todo t € J.

Demonstragao: Ver em [1] ou ainda em [3]. [ |

Teorema A.16 .Sejam A € C"" e iy := max{Re(\) : A € 0(A)}.
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(1) pa < 0 se, e somente se, HeAtH decai exponencialmente quando t — oo.

A

(2) pma < 0 se, e somente se, tlim eMzy = 0 para todo zy € C".
—00

Demonstragao: Ver em [1].
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