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RESUMO

Na Matematica, quando nos deparamos com uma equagao, algumas perguntas surgem na-
turalmente, por exemplo: a equagao tem solugdo? Em caso afirmativo, quantas? Ou como
encontra-las? Perguntas como essas sao muito frequentes no estudo das equacgoes diofanti-
nas, e, nesta monografia, tenta-se responder a estas questoes. Essas equacoes sao objetos
matemaéticos estudados na Teoria dos Numeros. Este tipo de equagao algébrica é da forma
polinomial em que suas variaveis, bem como, os coeficientes tém valores no conjunto dos
nimeros inteiros. Nesta perspectiva, o objetivo principal deste trabalho é mostrar de forma
clara a caracterizagao das infinitas solugoes e aplicagoes das equagoes diofantinas mais conhe-
cidas, a saber, as lineares com duas incognitas e as classicas equagoes Pitagorica e de Pell.
A metodologia aplicada nesta pesquisa consiste em uma revisao da literatura matemaética

vinculada a esses problemas.

Palavras Chave: Equacoes Diofantinas; Equagao de Pell; Teoria dos Numeros.



ABSTRACT

In Mathematics, when we find an equation, some questions arise naturally, for example: does
the equation have a solution? If so, how many? Or how to find them? Questions like these
are very frequent in the study of Diophantine’s equations, and in this monograph we try to
answer these questions. These equations are mathematical objects studied in the Theory of
Numbers. This type of algebraic equation is of the polynomial form in which its variables,
as well as, the coefficients have values in the set of integers. In this perspective, the main
objective of this work is to clearly show the characterization of the infinite solutions and
applications of the most well-known diophantine equations, namely the linear ones with two
unknowns and the classical Pellagoric and Pell equations. The methodology applied in this

research consists of a review of the mathematical literature linked to these problems.

Keywords: Diophantine Equations; Pell equation; Theory of Numbers.
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Introducao

A Teoria Elementar dos Numeros é um ramo que tem grandes ligagdoes com outras
partes da Matematica, além disso, é uma disciplina obrigatéria no curriculo de qualquer curso
de licenciatura e bacharelado em Mateméatica. Alguns ilustres matematicos fizeram excelentes
trabalhos na teoria dos numeros, exemplos como Pitagoras (569-500 a.C.), Euclides (~ 350
a.C.), Diofanto (~ 250 d.C.), Mersenne (1588-1648), Fermat (1601-1665), Pascal (1623-1662),
Euler (1707-1783), Gauss (1777-1855). Muitos resultados obtidos por estes, faz com que a
Teoria dos Nuimeros seja um ramo da Matematica que se destaque em outras areas, como na
teoria dos codigos ¢ na criptografia.

Na cidade de Alexandria, no Egito, nasceu um grande matemético conhecido por Diofanto.
Deu enorme contribuicdo ao avanco da Matematica, principalmente no campo da Algebra e
da Teoria dos Numeros. Nao se sabe ao certo o século que ele viveu, mas, indicios indicam
que a data se distancia de um século antes ou depois do ano de 250 d.C. Um dos poucos dados
sobre ele, foi encontrado em forma de enigma, no seu timulo, enigma esse que da pistas de

como calcular o seu tempo de vida (ver [3]). O problema é o seguinte:

Deus lhe concedeu ser menino pela sexta parte de sua vida, e somando sua duodécima
parte a isso, cobriu-lhe as faces de penugem. Ele lhe acendeu a lampada nupcial
apds uma sétima parte, e cinco anos apos seu casamento concedeu-lhe um filho. Ai!
Infeliz crianga; depois de viver a metade da vida de seu pai, o Destino frio o levou.
Depois de se consolar de sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos ndme-

ros, ele terminou sua vida [Cohen e Drabkin (1958), citado por Boyer (1996, p. 121)].



Dai, segundo esse enigma historico que pode ser modelado por uma equacao polinomial
de primeiro grau, conclui-se que Diofanto teria morrido com uma idade de 84 anos.

O interesse em fazer uma pesquisa sobre as Equagoes Diofantinas, surgiu principalmente
em observar a linha de pesquisa de Diofanto. Antes dele, os matematicos, principalmente
os babil6nicos, se preocupavam em caracterizar as solugoes de equacoes aproximadas. J&
a obra de Diofanto, mesmo se aproximando da Algebra dos babilonicos, envolve equacoes
com solugoes no conjunto dos niimeros inteiros, essas equagoes sao denominadas de Equagoes
Diofantinas, tema central dessa monografia, e recebe esse nome em homenagem a Diofanto.

Ademais, este estudo é dividido em trés capitulos: o primeiro segue de forma preliminar,
nesse sentido, sao apresentados varios resultados como pré-requisitos de muita importancia
para o desenvolvimento de todo o estudo. No segundo capitulo, seré apresentado o estudo das
principais Equagoes Diofantinas. Iniciando com as equagoes lineares com duas incognitas,
e posteriormente, caracterizando as solugoes da Equacao Pitagérica. Por conseguinte, serao
apresentadas as infinitas solugoes da Equacao de Pell. Finalmente, no terceiro e tltimo capi-
tulo, seréd abordado algumas aplicacoes sobre a tematica dessas equagoes, onde sao deixadas

as consideragoes finais.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo sao apresentados varios resultados importantes para o estudo das Equagoes
Diofantinas. Inicia-se com a apresentacao de duas ferramentas usadas em demonstracao de
teoremas: o principio de indugao finita e o principio da boa ordem. O principio de indugao,
serve como método de demonstracao para muitos teoremas que envolvem o conjunto N dos
nimeros naturais. Em particular, as demonstra¢oes que versam sobre propriedades dos

nimeros naturais podem ser demonstradas por indugao.

1.1 Principio da Boa Ordenacao

Definigao 1.1. Seja X um subconjunto nao vazio de Z. Dizemos que X € limitado infe-
riormente quando existe um elemento xo € 7Z tal que xqg < x, Vr € X. Desse modo, X €
limitado inferiormente por xy. Nessas condi¢oes, um elemento m € X € chamado elemento
minimo de X quando

m<x, Ve € X.

A notacao para o elemento minimo de X sera indicada por
To = min X.

Axioma 1.1 (Principio da Boa Ordenagao - PBO). Todo subconjunto néao vazio e limitado

inferiormente X de 7, possui menor elemento.
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Proposicao 1.1. No Azioma 1.1, o elemento minimo de X € tuinico.

Demonstragao: Se xg e yy s@o elementos minimos de x, entao xg < yp € Yo < . Portanto,

— 1
To = Yo. u

1.2 Principio de Indugao Finita

Teorema 1.1 (Principio de Indugao finita). Seja p(n) uma sentenga em {n € Z : n > ng},
em que ng € 7Z. Entao, p(n) € verdadeira para todo n > ng, desde que p(n) satisfaca as

sequintes condigoes:

1. P(ng) € verdadeira;

2. Se P(n) € verdadeira para todo n > ng, entao P(n + 1) também é verdadeira.

1
Exemplo 1.1. Prove que1+2+~-+n:@, VneN.

Solugao: Seja P(n) a sentenga sobre N dada por

1
P(n):1+2+---+n:—n(n;r ),

é claro que P(ng = 1) é verdadeira (base de indugao),

P(1):1:—1(12“) :%:1.

Vamos supor que para p(k) seja verdadeira (hipotese de indugao), com k > 1 e provaremos

que a sentenga p(k + 1) também é. Por hipotese

k(k+1)

1424 +k=
+24 4 >

Agora, somando (k + 1) em ambos os lados desta igualdade, mostra-se que P(k + 1) é

!'Dizemos que dois ntmeros inteiros a ¢ b sdo iguais se, ¢ somente se, a < b ¢ b < a.
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verdadeira

I1+24+--+k+(k+1) = @HHU
k(k+1)+2(k+1)
2

(k+1)(k+2)

2 )

e portanto, P(n) vale para todos os niimeros naturais.

1.3 Divisibilidade.

Definigao 1.2. Se a e b sao inteiros, dizemos que b divide a. Denotamos por b | a, se
existir um inteiro ¢ tal que

a = bc. (1.1)
Se b nao dividir a denotaremos por b1 a.
Lema 1.1. Se b | a, e a # 0, entao |b| < |al.

Demonstragao: Se b | a, entdo existe ¢ € Z de tal modo que a = be. logo,

la] = 0] - [e].

Como ¢ # 0, segue que |c| > 1, multiplicando ambos os lados dessa desigualdade por |b],
temos,

[b] < [6] - |e] = fal.

Proposicao 1.2. Em 7Z valem as sequintes propriedades:
1. Os unicos divisores de 1 sdo 1 e —1

2. Sea|beb|a, entioa=+b
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Demonstragao: (1) Seja b um divisor de 1, entao pelo Lema 1.1, [b] < 1. Assim, 0 < |b| < 1.
Como nao existe inteiro entre 0 e 1 concluimos que |b| =1, isto é, b= =+1. (2) Sea|beb| a,

entao a = A\ib e b = \ya, com Ay, Ay € Z. Desse modo,
a= (A - A\)a.

Logo, A1 - Ao = 1, pelo item (1), \; = £1, e implica que a = =£b.

Teorema 1.2. A divisibilidade tem as sequintes propriedades.

1. Sea|beb|c entioalc.
2. albecld, entao ac | bd.

3. albealec, entio a|(mb+nc), ¥ m,n € Z.

Demonstragao: (1) Por hipotese, b = aky e ¢ = bky, com ky, ky € Z substituindo o valor de

b em ¢ = bky, obtemos ¢ = a(kiks), isto ¢, a | c.
(2) Sendo b = ak; e d = cks, temos db = (ac)(kiks), portanto ac | bd.

(3) Como a | bealc entdao b = aky e ¢ = aky. Logo, dados inteiros m e n, mb = amk; e
nec = anks, logo mb + nc = a(mky + nks). assim, a | (mb + nc.)

|

O proximo teorema serd uma ferramenta importante para demonstrar alguns resultado

que virao, como por exemplo, na proxima secao que fala do maximo divisor comum.

Teorema 1.3 (Algoritmo da Divisao.). 2 Sejam a e b inteiros, com b > 0. Entao, existem

unicos inteiros q e r tais que:

a=gb+r, com 0<r<b (r=0<5b|a)

(q € chamado de quociente e r é o resto da divisao de a porb).

2Esse resultado costuma, ser atribuido de forma, errénea a Arquimedes e chamado "Principio de Arquime-
des"( ver [9]).
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Demonstragao: Considere o conjunto

L={a—bg: g€Zea—bqg>0}

L é nédo vazio. De fato, desde que b > 1, entao |a| - b > |al|. Logo,

a—(—la|)-b=a+]al-b>a+]al > 0.

Como x = a — (—|a|) - b é da forma a — ¢gb, com g = —|al, segue que x € L.
Existéncia: Como L é limitado inferiormente e nao vazio, pelo PBO L possui elemento

minimo, digamos » = min L. Como r € L, entao r > 0 e

r=a—qb com q € Z.

E notério que 7 < b. Pois do contrario, r — b > 0, terfamos

r—b=a—-bg—b=a—-0b(qg+1).

Assimr —b e L er—>b<r, oque contraria a minimalidade de r. Portanto, a = ¢gb + r, com
q€Ze0<r<b,oque prova a existéncia dos inteiros ¢q e r.

Unicidade: Considere q1,7r; € Z tais que

a=0bq +ry, com 0<r <b.

Assim, bq + r = bg; + 1, 0 que implica

r—ry=blg —q),

ouseja, b | (r—ry.) Com |r —r| < b, segue que r —r; =0, isto &, ¢; = g, com b # 0.

Teorema 1.4 (Algoritmo de Euclides). Sejam ro = a e r; = b inteiros nao-negativos com
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b # 0. Se o algoritmo da divisao for aplicado sucessivamente para se obter

75 = Qi1+ 2, 0 <rjpo <71

para j =0,1,2,3,--- .,n—1 er,1 =0 entdo (a,b) = r,, o ultimo resto nao-nulo.

A demonstragao desse teorema ¢é feita com detalhes em [9] .

1.4 Maximo Divisor Comum

Nesta se¢ao, o maximo divisor comum de dois inteiros a e b sera o niimero natural d,

denotado por d = (a,b), que os divide e é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Definigao 1.3. Sejam a,b € Z\ {0}. Dizemos que d € N é o mdzximo divisor comum de

a e b quando as sequintes condigoes sao satisfeitas:
1.d|aed]b
2. c|laec|b, entio c|d.

Teorema 1.5 (Bachet-Bézout). Se d = (a,b), entdao existem inteiros xo e yo tais que

d= axg + by(). (12)

Demonstragao: Consideremos o conjunto

W={ax+by:z,y €Z e ax+ by > 0}.

Note que W # (), pois para z =y = 1,

al+bl=a+b>0 = a+beW.

Assim pelo PBO, W possui menor elemento, digamos A = min W. Vamos mostrar que \ =
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(a,b). Como A € W, existem xq,yo € Z, tais que

A = axg + byp. (1.3)

Usando o algoritmo da divisao (Teorema 1.3) com os elementos a e \ temos

a=Ag+r, com 0 <7 <A (1.4)

Substituindo o valor de A em 1.3 na igualdade 1.4, segue que

r=a—A = a— (axg+ byy)q

= a— aqxo — bqyo.
Dai,
r = a(l — qzo) + b(—qyo)-

Isso mostra que 7 = au + bv, onde u = 1 — gxg e v = —qy. Consequentemente r = 0, pois
do contrario, para r > 0 , r € W, o que contraria o fato de \ ser minimo de W, visto que
A > 7, logo a = \g, entdo A | a. De forma similar, prova-se que A | b. Sendo d = (a, b), entao

a=d\ e b= d)\;. Logo por 1.4,

A= )\(d/\l)To + (d/\g)yo = (](/\17’0 + /\yo),

ou seja, d | A, e como A | d, pois d = (a,b), segue que d = . Logo d = ax + byp.

Teorema 1.6. Se a | be e (a,b) =1, entdo a | c.

Demonstragao: Como (a,b) = 1 pelo Teorema anterior, existem inteiros n e m tais que
na +mb = 1. Multiplicando-se os dois lados dessa igualdade por ¢ temos: n(ac)+m(bc) = c.

Como a | ac e, por hipétese, a | be entdo, pelo Teorema 1.2, a | c.
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1.5 Numeros Primos

Definigao 1.4. Todo nimero p € Z\ {—1,0,1} € primo quando seus unicos divisores sao 1

e |pl.
Observagao 1.1. Se p nao € um numero primo dizemos que p € composto.
Proposigao 1.3. Se p | ab, p primo, entdo p | a ou p | b.

Demonstragao: Se p{a entao (a,p) = 1, o que implica, pelo Teorema 1.6, p | b.

Corolario 1.1. Se p € primo e p | ajay - - - a,, entdo p | a; para algum i =1,2,---n.

Demonstracao: Provaremos usando inducao em n. Para n = 1, o resultado é imediato.

Suponhamos, que o resultado seja valido para n > 1. Logo, para aias - - - ¢,a,1 € Z, temos

plaag: - apann = pl(araz---ap)ani

= plaaz---a, ou play.

Se p | apy1, 0 resultado segue. Se (p | ajas - - - ay,), entao, por hipotese de indugao, p | a;, para

algumi=1,2,--- ,n.

|
Corolario 1.2. Se p,q1,q2, - ,q- sao todos primos e p | q1q2 - - - q», entao p = q; para algum
i=1,2, 1

Teorema 1.7 (Fundamental da Aritmética - TFA.). Todo nimero natural a > 1 pode ser

escrito de forma unica, a menos da ordem dos fatores, como um produto de primos.

Demonstracao: Ha duas coisas a serem provadas: a existéncia dos primos, e a unicidade

da fatoracao.
Existéncia: Consideremos o conjunto

M={aeN:a>1:a#pps pn}
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Para primos py,pa,- -+ ,Pn. Se mostramos que m = (), entao a demonstracao esta provada.
Por absurdo, se M # (), entao pelo PBO, M possui elemento minimo m. Como m nao pode

ser primo e, por isso, ¢ composto, isto &,

m =bc, com a <b,c<m.

comob<mec<m,entdo b ¢ M e c¢ M, pois m = min M. Assim, sendo b > 1ec > 1,
segue que estes nameros sao primos ou sao produtos de primos. Logo, m = bc é um produto

de primos, o que é uma contradi¢ao. Portanto, M = 0.

Unicidade: Suponha que

a=pip2 - Pn = q192 " 4m,

COIM Py, P2 Pnyq1,92 " " dm todos primos. Logo,

Pl g2 gm

e, pelo Corolario 1.2, temos p; = ¢; para algum j = 1,2, ---m, digamos que p; = ¢;. Assim,
segue que

D2 Pn =42 " dm.

Seguindo de forma anéloga, tem-se p; = ¢; para algum j = 2,3,--- ,m. Sem perda de

generalidade, suponhamos p, = ¢o, obtemos

D3 Pn =43 " qm-

Continuando o processo, e assumindo n > m, temos

1= Pm+1 - Pn

0 que é um absurdo. E supondo n < m,

1= Prn+1-°° " Pm
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O que também é um absurdo. Assim, m=neq =p;, Vi=1,2,--- ,n.
|
Teorema 1.8. Se dois inteiros positivos a e b possuem as fatoracoes
oo oo
i b;
a=[[p", v=]]v
i=1 i=1
entao o mdxrimo divisor comum de a e b € igual a :
o0
(a,b) = pri, onde ¢; = min{a;, b;}. (1.5)
i=1

Demonstragao: Para que um produto de fatores primos comuns sejam um divisor comum,
nenhum expoente ¢; de p; poderd superar nem a; e nem b;. Como estamos interessados no
maior dos divisores positivos, basta tomarmos, para c¢;, o menor desses dois.

Exemplo 1.2. Sendo a =360 =2%-32.5.7°.11" e b = 640332 = 22 .33 .59 . 72. 112, entdo

(a,b) = (360,640332) = (640332,360) = 2%-3*.5.7°.11° = 36.

1.6 Congruéncias

Definigao 1.5. Se a eb sao inteiros dizemos que a é congruente a b mdédulo m (m > 0) se
m | (a—0b). Denotamos isto por a = b (mod m). Se m t (a—b) dizemos que a € incongruente a
b maodulo m, ou simplesmente que a nao € congruente a b mddulo m, e neste caso, denotamos
a Z b (modm).

Proposigao 1.4. Se a e b sao inteiros, temos que a = b (mod m) se, e somente se, existir

um numero inteiro k tal que a = b + kb.

Demonstragao: Se a = b (mod m), entdo m | (a — b) o que implica na existéncia de um
numero inteiro k tal que a — b = km, isto é, a = b+ km. A reciproca é trivial, basta observar

que a = b+ km, temos km = a — b, ou seja, m | (a — b), isto é, a = b (mod m).
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Proposicao 1.5. Dados a, b, m e ¢ inteiros, m > 0, as sequintes sentencas sao verdadeiras:
1. a=0b (modm)
2. Se a =b (modm), entio a = b (mod m).
3. Se.a=b(modm) eb=c(modm), entio a = c (modm).

Demonstragao: (1) Como m | 0, entdao m | (a — a), implica que a = a (mod m).

(2) Se a = b (mod m), entao a — b =mk, com k € Z. Logo, b —a =m(—k) e —k € Z, isto &,

b= a (mod m).
(3) Se a =b (mod m) ¢ b = ¢ (mod m), entao existem k; ¢ ko tais que
a—b=mky ¢ b—c=mk,.

Somando-se, membro a membro, estas ultimas equagoes, obtemos a — ¢ = (k; + ko)m. O que
implica a = ¢ (mod m). ]
Teorema 1.9. Se a, b, ¢, d e m sao inleiros tais que a = b (mod m) e ¢ = d (modm), entdo

1. a+c=b+d (modm) e ac =bd (modm).

2. a+c=b+c(modm) e ac = bc (modm).

3. a* = b* (mod m) para qualquer k € N.
Demonstragao: (1) De a = b (mod m) e ¢ = d (mod m) temos a —b = kym e ¢ —d = kym.
Somando membro a membro estas equagoes, obtemos que

a+c=b+d+(k1+k:2)m,

Assim, (a 4+ ¢) = (b+ d) (mod m). Agora, multiplicando membro a membro as mesmas
equacoes

ac = (b+ kym)(d + kom) = bd + ksm,

em que kg = bky + dky + k1kom. Portanto, ac = bd (mod m).
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(2) Como a = b (mod m), por hipotese, e como ¢ = ¢ (mod m), segue do item (1) que
a+c=b+c(modm) e ac = bc (mod m).

(3) Vamos usar indugdo para provar que a® = b* (mod m) para todo inteiro k > 1. Como por
hipotese, a = b (mod m), entao o resultado é valido para k = 1. Suponhamos que por hipotese

k

de inducdo que a® = v* (mod m) para k > 1. Como a = b (mod m), entdo multiplicando

membro a membro estas duas congruéncias, segue do item (1) que a*™! = V¥ (mod m).

Portanto, a® = b* (mod m) para todo k > 1

(4) Por hipotese (a + ¢) = (b+ ¢) (mod m). Como —c¢ = —c (mod m), entdo do item (1),

obtemos que a = b (mod m).
|

Teorema 1.10. Se a, b, ¢, e m sao inteiros e ac = be (mod m), entao a = b (mod m/d) onde

d=(c,m).

Demonstragao: De ac = be (mod m) temos ac — be = ¢(a — b) = km. Se dividirmos os
dois membros por d, teremos (m/a) - (a — b) = k(m/d). Logo (m/a) | (¢/d)(a — b) e, como
(m/d,c/d) =1, entao (m/d) | (a — b) o que implica que a = b (mod m/d). |

1.7 Congruéncias Lineares

Definigao 1.6. Dados a e b inteiros, com a # 0, uma congruéncia da forma
ax = b (modm)

€ chamada congruéncia linear, em que x € uma incognita.

Teorema 1.11. A congruéncia linear ax = b (mod m) tem solucao inteira se, e somente se,

d|b, em que d = (a,m).

Demonstragao: Suponhamos que zg seja solu¢ao de axr = b (mod m) e d = (a,m). Assim,

axg —b=km, isto é, b = axg — km. Como d | a e d | m, entao d | b.
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Reciprocamente, vamos supor que d | b. Pelo Teorema de Bachet-Bézout, existem r e s
inteiros, tais que

d=a-r+s-m

como b = dt, com t € Z, entao
b= (ar + sm)t = art + smt,

ou seja, a(rt) = b (mod m), g = rt é solugdo de ax = b (mod m). ]

Teorema 1.12. Se xy é uma solugdo da congruéncia linear ax = b (mod m), entdo todas as

solugoes desta congruéncia sao da forma
m
z =30+ — com keZ, (1.6)

em que d = (a,m).

Demonstragao: Inicialmente, vamos provar que x = xy + (m/d)k, com d = (a,m), ¢ uma
solu¢do de ax = b (mod m) para cada inteiro k. Desde que arg = b (mod m), ou seja,

arg = b+ Am, com \ € Z, temos
axr = a(zo + (m/d)k) = axy + a(m/d)k = b+ m(\ + ak/d).

Portanto, ax = b (mod m), pois ak/d € Z.
Agora, sejam z1 € Z tal que arq; = b (mod m). Como axy = ax; (mod m). Entao, pelo

Teorema 1.10, g = z; (mod m/d), ou seja, 1 = xo + %kz com k € Z. |
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Capitulo 2

Equacoes Diofantinas

O estudo que segue, aborda o objeto matematico central deste trabalho, as Equagoes

Diofantinas. Neste capitulo, serdo apresentados as principais equagoes.

Definicao 2.1. Uma equagao diofantina é qualquer equacao polinomial com coeficientes

mterros com uma ou mais incognitas.

2.1 Equacoes Diofantinas Lineares

Definigao 2.2. Uma equacao diofantina linear é uma equacgao da forma

a1 + Aoy + -+ + apx, = b, (2.1)

onde ai,--- ,a, sao inteiros dados, denominados coeficientes, b também €é um inteiro, e

T1, , Ty SGO S 1NCOgNitas.

Nessa secao serao estudadas as equagoes diofantinas lineares com apenas duas incognitas,

isto é, equagoes da forma

ax + by = c. (2.2)

Observagao 2.1. A equagdo 2.2 nos guia a congruéncia linear

ax = ¢ (modb).
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Teorema 2.1. A equagao diofantina ax + by = c tem solugoes inteiras se, e somente se,
d| e comd=(a,b). Além disso, se xo e yy € uma solugcdo particular desta equagdo, entao

sua solugao geral é dada por

b a
:c::vo—i-gk e y:yo—zik;

em que k é um inteiro.

Demonstragao: Como azx + by = ¢ se, e somente se, ax = ¢ (mod b), entao, pelo Teorema
1.11 , ax + by = ¢ tem solucdo inteira se, e somente se, d | ¢, com d = (a,b).

Agora, se xgy e Yo ¢ uma solugao particular. Entao

b a
a:/:aco—kgk e y':yo—glﬁ

também o é, pois axg + byg = ¢, isto é,

ar’ +by = alrg+ (b/d)k] + blyo — (a/d)k]
= (axo +byo) + (ab/d — ab/d)k
= axo + by

= ¢
Agora, seja x’ e 3y outra solugao para ax + by = c¢. Assim,
axo + byo = ax’ + by’ = c,

mas, temos

a(x’ — x9) = b(yo — /) (2.3)

se d = (a,b), entdao a = dky e b = dky, com (ky, ka) = 1. Substituindo estes valores em 2.3 e

cancelando o fator comum d, tem-se

ki(z' — z0) = ka(yo — v/'). (2.4)
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Isto €, k1 | ka(yo — '), Como (ky, ks) = 1, segue que ky | (yo — '), ou seja, yo —y' = kik para

algum inteiro k. Substituindo este valor em, 2.4. Obtemos ' — xq = kok. Portanto,

A x0+kk2:x0+(b/d)k,

v = yo—kki =y — (a/d)k.

Exemplo 2.1. Resolva a sequinte equacao diofantina

6z + 15y = 225.

Solugao: Como (6,15) = 3 e 3 divide 225, entdo esta equagdo tem solugdo inteiras, e

dividindo toda a equagao por 3 = (6,15), tem-se a equacao equivalente a seguir

2x 4+ 5y = 75.

Agora, basta observar que (2,5) = 1. Devemos encontrar n e m inteiros tais que

2n+5m = 1.
Logo, n = —2 e m =1 é solugao. Agora, basta multiplicar toda a equagao por 75, dai segue
que
2-(=150) +5- (75) = 75,
entao, rg = —150 e yy = 75, portanto a solugao geral da equagao diofantina é

x=—150+bk e y=75—-2k kel
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2.2 Equacao Pitagorica

Nessa secao, trataremos da equagao pitagoérica, nosso principal objetivo é determinar
todas as solugoes da equagao

2 4yt =22 (2.5)

Com z,y e z € 7Z. Nesse sentido, todas as solugoes da equagao 2.5, sao denominadas de
ternos pitagoéricos.! Por exemplo, (3,4,5) e (6,8,10) sdo uns dos ternos pitagéricos mais

conhecidos.

Defini¢ao 2.3. Um terno de inteiros (a,b, c) satisfazendo
a’ + b =c

é chamado terno pitagdrico primitivo se (a,b,c) = 1.

Observe que se (a,b,c) é um terno pitagorico, entdo é muito facil notar que (ka, kb, kc),

com k € Z, também serd um terno pitagorico.
Lema 2.1. Se (a,b,c) é um terno pitagdrico primitivo, entio (a,b) = (a,c) = (b,c) = 1.

Demonstragao: Suponhamos que p é um ntmero primo divisor comum de a e b, entao é

2 e, conseguintemente de ¢, mas isso

claro que p também é divisor comum de a? + b? = ¢
contradiz o fato de (a,b,c) ser solu¢ao primitiva. Portanto, (a,b) = 1. Usando o mesmo

argumento, (a,c) = (b,c) = 1. ]

Lema 2.2. Se (a,b, c) é um terno pitagdrico primitivo, entao a e b sao de paridades distintas.

Em particular, ¢ € impar.

2 ou seja, 2 | c. Logo, (a,b,c) # 1,

Demonstragao: Se a e b sao ambos pares, 2 | a®> +b* = ¢
o que contradiz o fato de (a, b, ¢) ser um terno pitagorico primitivo. Por outro lado, sc a ¢ b

sao ambos impares, entao a = 2a+ 1 e b= 25+ 1, com «, € Z, assim

A=a*+b =2a+ 1)+ (28 +1) =4k +2,

IEsta denominacao vem do fato desses inteiros corresponderem aos comprimentos dos lados de um tridn-
gulo retangulo
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com k inteiro. Isso implica que ¢ = 2 (mod 4), ou seja, ¢* é divisivel por 2, mas nao é por
4. Mas, isso é um absurdo, pois, se ¢ é divisivel por 2, ¢ também o ¢; dai, ¢? ¢ divisivel por
4. Portanto, a ¢ b tém paridade distinta. Em particular, ¢ ¢ impar, pois ¢? é impar. [

Lema 2.3. Sejam m e n inleiros tais que (m,n) = 1. Se mn = k?, enltdo m e n sio ambos

quadrados perfeitos.
Para detalhes da demonstracao desse resultado, veja [11].

Teorema 2.2. Todos os ternos pitagdricos primitivos (a,b,c), coma > 0,b>0 e c >0, sao

da forma

a=2mn, b=m?>—n% e ¢c=m?+n

em que (m,n) =1, m>n>0 em+n é impar.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, considere a e b par e impar, respectivamente,

de modo que ¢ é impar. Assim, ¢ — b e ¢+ b sao ambos pares, isto &,

c—b=2u e c+b=2w.

Note que os inteiros u e v s@o primos entre si, pois se (u,v) =d, entdo d |u+ved | u—v.
Mas, 2u + 2v = 2c e 2u — 2v = 2b, ou seja, d | c e d | b, o que de acordo com o Lema 2.1,

d = 1. Agora, vamos escrever a equacao a? + b*> = ¢ da seguinte forma

a>=c—b=(c—b)(c+b).

Dai,

a2 a®  (c—b)(c+b) 2u2v
oo -teen s,

Ou melhor,

a 2
(5) =w.

como (u,v) = 1 e uv é um quadrado perfeito, segue do Lema 2.3 que u e v sdo ambos

quadrados perfeitos, isto é,

w=n?e v=m? com m,n€N.
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Assim,c=u+v=n* 4+m?Peb=v—u=m?—n?ea=4uv = 4n’>m?, ou seja, a = 2mn,

portanto

a=2mn, b=m?>—n% ¢ c=n>+m’

Se (m,n) =d, entdo d | b e d | ¢, assim, d = 1. Além disso, se m e n tém a mesma paridade,
entao ¢ = m? +n? ¢ b = m? — n? sdo ambos pares, o que contradiz o fato de (b,c) = 1.

Portanto, m e n sao de paridades distintas, ou seja, m + n é impar. Logo,
(a,b,c) = (2mn, m?* —n*, m? 4+ n?)

é de fato um terno pitagorico. A fim de mostrar que este é primitivo, suponhamos que
(a,b,c¢) = d > 1. Logo, existe um primo p tal que p | d, com p | b, entdo p # 2, pois b é
fmpar. Assim, p | ¢, de modo que p |b+cep|c—b,isto é, p|2m? e p|2n?, assim, p|m e
p | n, mas isso é absurdo, pois (m,n) = 1. Assim d = 1 e concluimos que (a, b, ¢) é um terno

pitagoérico primitivo.

2.3 Equacao de Pell

Definigao 2.4. Chama-se equag¢ao de Pell toda equagao diofantina da forma
2 —dy? =1, (2.6)

onde x,y € Z, com d € N, \/E%N

Observacao 2.2. Se d < 1, entdo —d = a > 1, ou seja, > + ay?> = 1 admite apenas as

solugoes triviais v = +1 e y = 0.

Observagao 2.3. Se d = —1, as solugoes de 2*> +y> =1 sdo: v =+l ey=0ouzxz=0c¢

y = *+1.

Observagao 2.4. Se d ¢ um quadrado perfeito, isto €, Vd e N, entio d = a2, a >0, entio

v —(ay)* = (z — ay)(z + ay) = 1.
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Entao as unicas solugées dessa equagio, sio (xr—ay) = (x+ay) =1 ou (zr—ay) = (x+ay) =

—1. Dai, x =41 ey = 0.

Nas Observagoes 2.2, 2.3 e 2.4, tem-se apenas casos em que a equagao de Pell tem solugoes
triviais. Mas, as coisas ficam mais interessantes quando na Equacao 2.6 podemos encontrar
suas solucgoes nao triviais.

Se d > 1 e ndo é um quadrado perfeito, ou seja, v/d ¢ N, entdo vd € R\ Q. De fato, se
Vid = B, com p,q € Ne (p,q) =1, entdo podemos ter d = p—z, com (p?,¢?) = 1, segue que
P?=1 ((]3, assim, d = p?, o que é uma contradicao. Portanto, (\]/El ¢ irracional.

Agora, considere o conjunto?
ZWVd) = {z +yVd : z,y € Z}.

Observe que 0 = 0 + 0v/d, e assim, 0 € Z[v/d|. Portanto, Z[v/d] # 0. Em particular, Z C
Z[\/d), pois se ¢ é um ntmero inteiro, entio ¢ = ¢ + 0v/d.

Wi

Podemos definir em Z[\/E] as operagoes de adicao ” +” e multiplicacao ” -7 da seguinte

forma: dados a = z; + b;Vd e b =19+ yz\/E, em que ap, as, by, by € Z, entao

a+[5=(a1+a2)+(bl+b2)\/3

o - [j = (a]_GQ + db]bg) + (ale + ale)\/E°

Observagao 2.5. Se a € Z[ﬂ], entao existe um unico par de inteiros xr e z tais que
o =z +yVd. De fato, se o =z +yvd =8 = z+wVd, com z,y,z,w € Z, entio, sey = z
e x+yVd = z+wVd, isso implica x = z. Mas, se y # w, e x — z/d = w — y\/d, entio

Vi=Z"2¢Q.

w—=y

o que € um absurdo. Logo w =1y e x = z.

2Sendo d um natural que ndo é um quadrado perfeito, entdo o conjunto A = Z[\/E] com as operagoes
de adi¢ao ” + 7 e multiplicacdo ” -7 é um anel comutativo com unidade. O leitor com interesse pode ver a
referéncia [10].
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Definicao 2.5. Dado a = x + yV/d € Z[\/c_i], chamamos de conjugado de «, o elemento
a=x— y\/ d.

Observemos que a partir dessa definigao
a-a@=(z+yVd) - (z—yVd) = 2> — y*Vd. (2.7)

a-B=a-B, Vo, € ZVd). (2.8)

E usando inducao em n, pode-se provar que

a”

@, YVaeZ[Vd e neN. (2.9)
Por fim, mostra-se que se (z 4 yv/d)" € Z[/d], entio
(z+yVd)" =z, + yuVd. (2.10)

para cada n € N, sendo x,, e y, inteiros.

Lema 2.4. Se d é um inteiro positivo que nao é um quadrado perfeito, existe um inteiro nao
nulo m tal que

2 —dy  =m

admite infinitas solugoes.

Veja a demonstragao desse resultado na referéncia [6].
Teorema 2.3. A equacdio x> — dy? = 1, onde d € um inteiro positivo que nao é quadrado
perfeito, admite solugao.

Demonstragao: Conforme o Lema 2.4, onde d podemos tomar um inteiro m de modo que
a equagao

2 —dy* =m (2.11)

admite solugoes inteiras. Podemos escolher duas dessas solugoes (x1,y1) e (z2,y2) de modo
que |z1| # |22, e com

r1 = o (mod m) e y; = yo (mod m). (2.12)



temos que

(w1 + 1/1\/;1) (g — UQ\/E) = (z1292 — dy1ye) + (Toy1 — xlyQ)\/E'

Agora de 2.12, podemos ter
Ty — Ty =MmA € Yo — Y1 =My, A, Ay € Z.
E como (z1,y;) é solucao de 2.11, m = 23 — dy?, assim

1wy — dipys = Tmy + 2% — 2 — dyi + dy? — dyays
= ai(re — x1) + (23 — dyi) + dyi(y1 — y2)
= zymA +m+ dyym;
= (x1A1 +1+dyA)m

= klm

Toy1 — T1Y2 = T2y — L1y T L1y — T2l
= (w2 —z)y1 + (11 — y2)1
= MmyAL — mx1 A2
= (y1>\1 - 1;1)\2)m

= kgm.
Onde, k1 = x1A1 + 1 +dyi1 A e ks = y1 A1 — 21 A2. Desse modo
129 — diy1yp = kim e xayy — T1y2 = kam.

Portanto de 2.13,

(5171 + y1\/3) . (1’2 — yz\/Zl) = m(k:l + k)g\/g)

30

(2.13)

(2.14)
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Tomando o conjugado dos dois lados de 2.15, e usando 2.11, temos
(11 — 1 Vd) - (22 + 12 Vd) = m(ky — kaV/d). (2.16)
Multiplicando membro a membro 2.15 e 2.16
(a7 — dyf) - (a3 — dy3) = m*(k} — dk3).
Como m = 2?3 — dy} = x3 — dy3, segue que
m? = m?(k? — dk32).

Isto é

K2 — dk2 = 1.

Portanto (ki, k2) é solugdo de 2.11. Assim, a demonstragao estara concluida se mostrarmos
que ki, ks nao nulos. De fato, se k; = 0, entdo —dk3 = 1, o que ¢ um absurdo. Se ky = 0,

terfamos k; + 1. logo de 2.13, viria
1Ty — di1yo = £m e Tay; — 112 = 0.
Assim de 2.13, (21 +y1Vd) - (22 — y23/d) = £m = £(22 — dy2). por isso
(21 + y1Vd) = (22 + 12Vd),

ou seja, |r1| = |z2], 0 que contraria nossa hipotese sobre as solugoes (x1,y1) e (z2,y2). E isso

mostra que (ky, ky) € uma solugao nao nula de z° — dy* = 1. |

Definicao 2.6. Chama-se de solucao fundamental ou solugcao base da equagao x*>—dy? =
1, a solugao positiva (x1,y1) tal que, x1 + ylx/c_l € 0 menor possivel.

2 _dy? =1 entao, cada par de inteiros

Teorema 2.4. Seja (z1,y1) uma solug¢do da equagio x
Tn € Yp definidos por

Ty + yn\/E - (.271 + y1\/5)n
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para cada n € N, e também uma solugdo da equacao. Em particular essa equagio admite

infinitas solugoes positivas.

Demonstragao: De acordo com 2.10, existem x,, e y, tais que
T+ yVd = (z1 + yl\/g)",

Por 2.12,
Tp — yn\/E = (xl - yl\/a)n'

Assim como z? — dy? = 1,

T —dyr = (2 +yaVd) - (20— yaVd)
= (z1+ V)" (z1 — V)"
= (a1 —dy})"

— 1"

= 1.

Por fim, se (z1,y;) é solugio positiva de 22 — dy? = 1, entao (z,,y,) obtida pela formula
anterior, também o é. n

O teorema anterior, garante que a equacao 2.6, admite infinitas solugdes positivas. No en-
tanto, nao as caracteriza. O préximo teorema nos mostra como determinar todas as solugoes

positivas de 22 — dy? = 1. Antes disso, vamos fazer uso do seguinte lema:
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Lema 2.5. Seja 6 > 1 um nimero real. Entao, para cada nimero real x > 1, x # 0, existe
n € N tal que

g <z <"t
Esse resultado é da analise matematica. Para mais detalhes, o leitor pode ver [11].

Teorema 2.5. Seja (v1,y1) a solugio fundamental de 2* — dy* = 1. Entdo, cada solugio

positiva desta equagao € dada por x, e y,, onde estes inteiros sao dados por
o+ yaVd = (21 + yVa)",

em que n € N.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.4, os inteiros x,, e ¥, dados por
Ty + yn\/E = (r1 + ym/zl)”

é uma solucao de 2? — dy* = 1. Por contradi¢ao, vamos supor que exista uma solugao (a, b)
que nao seja obtida por (z1 + yl\/;l)”. Como z; + y1vV/d > 1, pois 21 > 0 e y; > 0, entdo as

poténcias positivas de x; + yl\/a tornam-se estritamente grandes, isto é,
nh_{glc(xl + iy Vd)" = oo
como a + bv/d > 1, entao pelo Lema anterior, existe n € N, tal que
(21 4+ y1Vd)" < a+bVd < (21 4+ y1Vd)"H,

ou melhor

(Zp + yuVd) < a+Vd < (2, + yuVd) (1 + 11 V).

Multiplique esta desigualdade por ., — y,V/d, dai obtemos

1< (a+ b\/?i)(mn — yn\/g) <z + ylx/g (2.17)
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considere o + 8v/d = (a + bV/d)(xn — ynV/d), com o, § € Z. Logo,
o= ax, — bdy, e [ =bx, — ay,,
de modo que

o —dp? = (a+ BVd)(o— BVd)

Assim, (a, 8) é uma solugao de 2* — dy? = 1. Além disso, por 2.17,
1 <u+/6’\/c_l<w1+y1\/c_l.
Agora, como 1 < a+ BVd e (a+ fvd)(a — f+v/d) = 1, temos
0<a-— ﬂ\/c_i < 1.
Dai,

20 = (a+pBVd)+(a—pVd) >1+0=1,
28Vd (a+ BVd)— (a—pVd) >1-1=0.

Logo a, 8 > 0. Portanto, («, 5) é uma solugao positiva tal que o + BVd < x1 +y1Vd, o que

contraria o fato de (z1,y;) ser solugao fundamental. n
Exemplo 2.2. Determinar as solugoes positivas da equacao v — Ty? = 1.

Solucao: Através de substituicoes sucessivas de y = 1,2, - -- na expressao 7y> + 1 podemos



35

obter um quadrado perfeito. De fato,

y=1 = 1+7y* =8,
y=2 = 1+T7y* =29,

y=3 = 1+T7y>=64=28
Logo 21 = 8 e y; = 3, pelo Teorema 2.4, as solugdes da equagao sdo os pares (z,,y,), tal que

Zn, +yn\/c_l = (7 +y1\/3)” = (843V7)", neN.

Assim, para k € N tem-se

n=2 = (8+3V7)?=127+48V7,
n=3 = (8+3V7)=2024+T765V7,

n="k = (8+3VT) =, +uVT,



36

Capitulo 3
Aplicacoes

Este capitulo tem o objetivo de mostrar algumas aplicagoes das equacoes diofantinas
tratadas no capitulo anterior. As aplicacbes mais elementares sao as que envolvem as equagoes

diofantinas lineares, onde estao relacionadas com situagoes problema do nosso dia a dia.

3.1 Aplicagoes das Equagoes Lineares

Diversos problemas do nosso dia a dia podem ser respondidos usando o auxilio das equa-
¢oes diofantinas lineares, onde o problema é modelado até chegar em uma equacao do tipo
ax + by = c¢. No Exemplo 3.1, que segue, modelamos o problema e recaimos numa equag¢ao

dessa forma, que para resolver esse problema, basta encontrar as solugoes inteiras da equagao.

Exemplo 3.1 (Aplicagdo das equagoes diofantinas lineares). Um fazendeiro deseja comprar
porcos e ovelhas para sua fazenda. Ele tem exatamente R$ 17.770,00 para gastar nessa
compra. De quantas maneiras o fazendeiro pode comprar os animais gastando exatamente o
que tem, tendo em wvista que os pre¢os dos animais sao R$ 310,00 e R$ 210, 00 por cabega

de porco e ovelha respetivamente?

Solugao: Considere x ¢ y o namero de cabegas de porcos ¢ ovelhas, respetivamente. Agora,

podemos resumir nosso problema a equacgao diofantina linear

310z + 210y = 17.770, (3.1)
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note que a equagao 3.1 é equivalente a essa outra equagao 31z+21y = 1.777 como (31,21) = 1

e 1] 1777 a equagao admite solugao. Pelo Teorema 1.5 | existem inteiros m e n, tais que

1 =31m + 21n.

Dai, usando o algoritmo de Euclides podemos encontra-los

31 21-1+10

21 = 10-2+1

10 10-1+0.

Assim,

1 = 21-10-2
= 21— (31-21)-2
= 21-31-2+21-2

= 31-(=2)+21-3.

Logo m = —2 e n = 3. Multiplicando toda a equagao por 1777, tem-se

1777 = 31 - (—3554) + 21 - 5331.

Agora podemos ver que o par de inteiros (—3554, 5331) é uma solucao particular para equacao

3.1, portanto a solucao geral é dada por

x = —3564 4 21k e y = 5331 — 31k.

Mas, a natureza desse problema nos obriga ter x e y inteiros nao negativos, isto é, x =

—3554 + 21k > 0 e y = 5331 — 31k > 0, fazendo os calculos temos, 170 < k < 171, ou seja

k € {170,171}.
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Portanto o fazendeiro teré exatamente duas formas de efetuar a compra gastando todo seu

dinheiro. Sao elas

k = 170 =2 =16 e y =61,

k = 171 =2 =37 e y=30.

3.2 Aplicacao da Equacao Pitagoérica

Vamos considerar nesta se¢ao uma aplicacao sobre a teoria da equacdo pitagorica, antes

disso, faremos uso do seguinte resultado exposto em forma de uma proposigao.

Proposicao 3.1. Se dois lados de um dngulo de vértice P sao tangentes a um circulo nos

pontos A e O, entao PA = PO.

Demonstragao: Seja C' o centro do circulo. Trace PC e compare os triangulos PCO e
PCA. Como os angulos PAC= POC= 90° os triangulos sio retangulos. Como AC = OC
(por se tratarem do raio) e PC é comum a ambos os tridngulos, entao esses triangulos sdo

semelhantes. Dai, PA = PO.

Figura 3.1: Lados de um angulo de vértice P tangentes a um circulo nos pontos A e O.

Definigao 3.1. Uma circunferéncia estd inscrita em um tridngulo se todos os lados do tri-
dangulo estao tangentes a circunferéncia. Quando tal coisa ocorre diz-se que o tridngulo

circunscreve a circunferéncia.
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Na Defini¢ao 3.1 podemos tirar a exigéncia de ser um triangulo e falar que é um poligono,

como ¢é dito em |[2].

Exemplo 3.2 (Aplicacao da equagao pitagorica). Considere um triangulo pitagorico ABC
e uma circunferéncia de centro O inscrita nesse tridngulo. Entao o raio dessa circunferéncia

€ sempre um nuamero natural.

Solucao: Sejam a,b e ¢ as medidas de um tridngulo pitagérico ABC e r a medida do raio
da circunferéncia inscrita. Pela Proposicao 3.1, se D, F' e F sao os pontos da circunferéncia

tangentes aos lados do triangulo, entao CD = CE e BD = BF, como mostra a Figura 3.2.

Figura 3.2: Triangulo pitagorico com uma circunferéncia inscrita.

Note que, CD = CE = (b—r) e BF = BD = (a — r). Dai segue que

¢c = DC+ DB
= (b—r)+(a—r)

= b+a-—2r.
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Logo

_b+a—c

- (3.2)

r

Mas, a® + b* = ¢?, pois o triangulo em questao é pitagérico, assim (a,b,c) é um terno

pitagorico, e portanto, para algum k € N

a=kay; b=kby; ¢ = ke

para (aq, by, c1) um terno pitagorico primitivo. Assim,

a=2kmn, b=k(m*—n?); c = k(m*+n? (3.3)

com (m,n) =1, m >n >0 em+n impar.

Agora, substituindo os valores de a,b ¢ ¢ em 3.3 na Equagao 3.2, tem-se

k(m? — n?) + 2kmn — k(m? + n?)
2

km? — kn? + 2kmn — km? — kn?
2

—2kn? + 2kmn

2
2nk(m —n)
2
= nk(m —n)

= nkw.

Onde n,k,v € N e v = m — n. Dai, concluimos que r € um nimero natural.

3.3 Aplicacao da Equacao de Pell

Nesta Secao serd apresentado um argumento de Stgrmer,! uma bela aplicacao da teoria

da equagao de Pell. Comegaremos com a seguinte defini¢ao

LCarl Stermer (1874 - 1957), matematico Noruegués.
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Definigao 3.2. Considere o conjunto S = {p1,p2,--- ,pr} formado por r nimeros primos
distintos. Chama-se S-ndmero, todos os inteiros pi*p3*---p% com a; € Ng = {0,1,---}

constituidos dos primos em S.

Nas condigoes da Definigao 3.2, os {2, 3}-nimeros menores que 60 sao:
1,2,3,4,6,8,9,12,16,17,24,27,32, 36, 48, 54.

Para dizer que os S-niimeros x ¢ y sao separados pela lacuna de espago um, escrevemos a

seguinte equacao

r—y=1 (3.4)

Se z e y sdo {2, 3}-nlimeros, entdo a equacgdo 3.4 diz que 273° — 2¢3¢ = 1.

3.3.1 Teorema de Stgrmer

Carl Stgrmer (1874 - 1957), provou que a equagao 3.4, nao tem infinitas solugdes, ou
em outras palavras, a equacao tem finitas solugoes x,y em S-ntumeros. O tltimo teorema
desse capitulo prova essa afirmacgdo. No entanto, faremos uso do Teorema 3.1 e da seguinte

definicao:

Definicao 3.3. Para d,n € N dizemos que n é um d-ntimero se cada fator primo de n

divide d, isto €, n € um S-numero para S o conjunto de divisores primos de d.

O teorema que segue, sem uma demonstragao, afirma que cada equagao de Pell tem
no maximo uma solu¢ao fundamental em que y é um d-nimero. Na demonstragao desse

resultado usa-se o Teorema 2.4. Para mais detalhes [5].

Teorema 3.1 (Stgrmer, 1897). Cada equag¢ao
2 2 _ 3
2?—dy?=1,deNevdé¢N

tem no mdximo uma solucao x,y € N onde y é um d-numero, isto é, todo fator primo dey

divide d.
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Se essa tal solucao existe, ela serd igual a solucao fundamental da equacao 2% — dy? = 1.

Veja a referéncia [5].

Teorema 3.2 (Teorema de Stgrmer). Seja S = {p1,ps, - ,p-} sendo r primos distintos.
Cada uma das duas equagoes

r—y=1ex—y=2
tem no mdximo 3" solugoes em S-numeros x,y.

Demonstragao: Esse teorema segue do Teorema 3.1. Se y e y + 1 sao ambos S-niimeros,
entao eles sao separados por uma lacuna de espago um. Além disso, 2 € Sedy-(y+1) =
(2y+1)? — 1, ¢ um S-ntimero. De forma parecida, se y e y + 2 sdo ambos S-ntimeros, deixam
uma lacuna de espaco dois, e tem-se que, y(y +2) = (y + 1)> — 1 é um S-ntmero. Essa
ideia é suficiente para mostrar que no maximo 3" S-ntimeros sao da forma a? — 1. Note que
todas as solugoes (x,y) das equagoes, z —y =1 e v —y = 2, produzem S-ntmeros da forma
a?> — 1, para a € N. Entao, é suficiente mostrar que existem no méximo 3" S-nimeros da

forma a® — 1. Seja a*> — 1 = p}'p3? - - p® onde a € N e a; € Ny. Agora, defina b; € Ny por

;

a; — 1, paraa; impar;

bi =40, paraa; =0ou?2;

a; —2, paraa; > 4e a; par.
\

b b by
a1—by , az—b2 - % i

Considere também d = p{' "' p5 cep@rTbr e b =pPps ---pf . Entdo
o’ —db* =1,

onde b ¢ um d-nimero. Dai, nés temos no maximo 3" escolhas para d, pois, perceba que
d=p}'p52---psr, com g; € {0,1,2}. Assim, sdo 3" equagoes 2 — dy? = 1, e cada uma delas,
pelo Teorema 3.1, tem no méximo uma solugao positiva (a,b) com b sendo um d-namero.
Portanto, conclui-se que existem no maximo 3" S-niimeros da forma a? — 1, o que prova o

teorema.
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Consideracoes Finais

Neste estudo, ficou clara a complexidade e a extensao do assunto, uma vez que nao foram
estudados todos os tipos de equagoes. No entanto, o objetivo de estudar algumas equagoes
diofantinas e mostrar suas aplicagoes, foi, sem duvida, alcangado. Portanto, depois de ler e
analisar todo o texto, o leitor terd condig¢oes de saber se uma determinada equagao diofantina,

tratada nessa monografia, tem infinitas solugoes sem a necessidade de resolvé-la.
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