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Resumo

O objetivo deste trabalho é usar uma variavel aleatoria mista para modelar dados de
pagamentos de provedor de internet feitos pelos clientes da empresa Brejo Net. Numa
analise de dados, um dos primeiros passos é observar a natureza das variaveis envolvidas
e fazer uma analise grafica delas. Geralmente, essas variaveis podem ser classificadas
como discretas ou continuas. As discretas surgem preponderantemente de categorizagoes
ou de contagens, enquanto que as continuas surgem de medidas. Mas existem ainda as
variaveis mistas, que sao obtidas fazendo-se uma soma ponderada de varidveis discretas e
continuas. No caso dos dados aqui utilizados, a analise grafica indicou um comportamento
exponencial, que é um modelo continuo para dados positivos. No entanto, havia uma
grande quantidade de valores nulos, donde surgiu a ideia de usar uma varidavel mista,
sendo que a parte positiva serda modelada pela distribuicao exponencial e os zeros por uma
Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 0. Assim, neste trabalho sera feita uma
revisao basica da teoria de variaveis aleatorias, dos modelos Bernoulli e exponencial e, por

fim, a aplicacao das varidveis mistas aos dados citados anteriormente.

Palavras-chaves: Variavel aleatéria mista, Distribuicao exponencial, Pagamentos de

provedor de Internet.



Abstract

The objective of this work is to use a mixed random variable to model data from payments
made by customers of Brejo Net. In a data analysis, one of the first steps is to observe the
nature of the variables involved and to make a graphical analysis of them. Generally, these
variables can be classified as discrete or continuous. The discrete ones arise predominantly
from categorizations or counts, while the continuous ones arise from measures. But there
are still the mixed variables, which are obtained by making a weighted sum of discrete and
continuous variables. In the case of the data used here, the graphical analysis indicated
an exponential behavior, which is a continuous model for positive data. However, there
was a large amount of null values, which gave rise to the idea of using a mixed variable,
and the positive part will be modeled by the exponential distribution and the zeros by a
Bernoulli with probability of success equal to 0. Thus, in this work we performed a basic
revision of the theory of random variables, Bernoulli and exponential models, and finally

the application of the mixed variables to the data previously mentioned.

Key-words: Mixed random variable, exponential distribution, internet provider payments.
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1 Introducao

Uma parte importante das analises estatisticas é aquela que sao de definir variaveis
aleatérias que sejam capazes de mensurar as caracteristicas de interesse. Isso é importante
porque as analises estatisticas sao feitas com o uso de ferramentas matematicas. Depois
de feita a analise exploratéria dos dados, muitas vezes a analise é aprofundada através
de inferéncias. Por exemplo, sdo construidos intervalos de confianga, realizados testes de
hipdtese, sd@o propostos modelos de regressao. Uma etapa intermedidria neste processo
consiste em fazer suposi¢oes sobre um modelo probabilistico que seja adequado a(s)
variavel(is) em questao. Primeiramente, é preciso saber se sera usado um modelo discreto
ou continuo. Boa parte dos dados que aparecem em situagoes praticas se enquadra nesta
situacao e entao usa-se um modelo conhecido que melhor se enquadre na situagao. Em
outras situagoes, observa-se que a variavel é formada por uma parte discreta e outra

continua, o que se chama varidavel aleatéria mista.

O conjunto de dados analisados neste trabalho sao referentes a pagamentos feitos
por clientes da empresa de Brejo Net, situada em Alagoa Grande-PB. O que foi observado
é que apesar da andlise gréafica sugerir o uso de um modelo exponencial, havia uma
quantidade consideravel de clientes inadimplentes, o que implicou na presenca de varios
zeros nos dados. Dai, surgiu a ideia de usar uma variavel aleatoria mista, com a parte
continua sendo representada pela distribuicao exponencial e a parte discreta representada

por uma variavel degenerada no ponto 0.

Assim, este trabalho esta organizado da seguinte maneira. O Capitulo 2 visa fazer
uma breve revisao de variaveis aleatorias, incluindo as variaveis mistas, as quais nao sao
comumente contempladas nos cursos basicos de probabilidade, bem como relembrar as
distribui¢oes Bernoulli e exponencial. No Capitulo 3, serao apresentados os dados utilizados,
bem como a distribuicado mista com os respectivos parametros estimados. Toda a parte
computacional foi feita usando o software R (R Core Team, 2018). Por fim, as conclusoes

do trabalho serao apresentadas.
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2 Fundamentacao Tedrica

Um experimento aleatério é aquele que nao se conhece o resultado exato antes de
sua realizacdo. Em contrapartida tem-se os experimentos deterministicos que por sua vez
sao aqueles que ja se conhece o resultado antes mesmo de sua ocorréncia. Os exemplos
dos dois tipos de experimentos sdo inimeros. Sao experimentos aleatérios lancar um dado
e observar a face obtida, medir a duragao (em minutos) de uma viagem de 6nibus entre
Campina Grande e Joao Pessoa, a porcentagem de votos com a qual sera eleito o préximo
presidente do Brasil, por exemplo. Pode-se citar entre os experimentos deterministicos,
a temperatura sob a qual a agua ferve em condigoes normais de pressao e a idade que

teremos de hoje a exatamente um ano.

Os experimentos aleatorios acontecem a toda hora no cotidiano de todas as pessoas
e busca-se modela-los para melhor compreendé-los. Inicialmente, define-se como espaco
amostral o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento e como evento
um subconjunto qualquer do espaco amostral. O espaco amostral pode ser um conjunto
enumeravel ou ndo. Quando temos um espaco amostral enumeravel, cada elemento do

espago amostral é chamado de evento simples.

Além de conhecer os resultados possiveis, é bastante 1til associar valores a esses
resultados que reflitam suas possibilidades de ocorréncia. Tais valores sao chamados
probabilidade. A seguir serao apresentadas trés definicdes de probabilidade. A primeira
delas (Definicao Classica) é a mais simples e intuitiva e a terceira (Defini¢do Axiomética)
é a mais geral. As duas primeiras sdo apresentadas desde o ensino médio e a tltima, em
geral, s ¢ vista em cursos mais especificos de probabilidade. Elas podem ser encontradas
em diversos livros e aqui sao apresentadas basecando-se em Meyer (1983), Dantas (2004),
James (2002) e Hazzan (2013).

Definigao 2.1. (Defini¢ao Classica) Seja um espago amostral finito com N elementos,

N # 0, e considere que todos eles tem a mesma possibilidade de ocorrer (espago amostral

equiprovavel). Entao a probabilidade de ocorréncia de um evento A com n elementos é
definida como

n

P(A) = —.

()=

Defini¢ao 2.2. (Definicdo Frequentista) Suponha que um experimento é repetido
N vezes nas mesmas condi¢oes de modo que as repeti¢oes sucessivas nao dependam dos

resultados anteriores. Se o evento A associado a esse experimento ocorre ny vezes, entao
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Esta definicao equivale a calcular a proporcao de vezes que um evento aleatério ocorre em
N repeticoes independentes de um experimento e é equivalente ao conceito de frequéncia

relativa. —

Defini¢ao 2.3. (Definigdo Axiomatica) Seja um experimento aleatério com espago
amostral (2. Define-se probabilidade como uma func¢do denotada por P que satisfaz os

seguintes axiomas de Kolmogorov:

1. 0 < P(A) <1, para todo A C
2. P(Q2) =1;

3. Para qualquer sequéncia de eventos mutuamente exclusivos Ay, As, -+ C €, isto é,

eventos para os quais A4; N A; = 0 quando i # j, tem-se:

P(Ua) -3 re

A partir dos trés axiomas, deduzem-se as seguintes propriedades para a probabili-
dade:

P1. P(0) =0

P2. P(A%) = 1— P(A)

P3. P(A— B) = P(A) — P(AN B)

P4. P(B— A) = P(B) — P(AN B)

P5. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

P6. A C B = P(A) < P(B).

2.1 Variaveis aleatérias

Muitas vezes, para modelar estatisticamente os fenomenos aleatérios, é necessario

"transformar" os resultados em resultados numéricos.

Definicao 2.4. Uma variavel aleatéria X é uma funcdo que associa a cada elemento w;

do espago amostral € um ntmero real X (w;). —

Uma variavel aleatoria X tem dominio no espago amostral {2 e imagem no conjunto

dos niimeros reais. De acordo com os valores que a variavel aleatoria pode assumir, pode-se
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classifica-la como discreta, continua ou mista. H4 ainda as variaveis singulares que nao
serao detalhadas aqui, pois foge ao objetivo proposto, mas que podem ser encontradas,

por exemplo, em James (2002).

Definicao 2.5. Uma variavel aleatoria X sera considerada discreta se ela assume valores
em um conjunto enumeravel. Quando ela assume um tnico valor z, ela é dita degenerada.
Neste caso, P(X = ) = 1. Se o conjunto dos valores possiveis da varidvel for a reta R ou

parte dela, X é uma variavel aleatoria continua. —

Definicao 2.6. Uma variavel aleatéria X serd dita mista se o conjunto dos valores que
ela assume tiver ao mesmo tempo uma parte finita enumeravel e outra continua, ou seja,

assume valores em um conjunto enumeravel e na reta real ou parte dela. —

Segundo Dantas (2004), como se associa valores de probabilidade aos eventos, é

possivel também atribuir probabilidade aos valores da variavel aleatoria.

Definicao 2.7. Uma fun¢do de probabilidade de uma varidvel aleatéria X discreta,
estabelecida em um espago de probabilidade €2, é uma funcdo que associa a cada valor x de
X as suas probabilidades de ocorréncia. Se X assume valores em {z;, 2o, ...} e definindo
A ={w e Q: X(w) = 2;}. , entdo

A funcao de probabilidade, por construcgao, satisfaz as seguintes propriedades:
fpl. 0 <p(x;) <1,Vi=1,2,... e
fp2. > plz;) = 1.

Definigao 2.8. Uma fungao f(-) é fungao densidade de probabilidade da varidvel aleatdria

continua X, se

1. f(x) >0,V € R;
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Quando a variavel aleatoria é mista, ela ndo tem uma funcao de probabilidade
associada (porque nao é discreta), nem uma func¢ao densidade de probabilidade, pois é
necessario que para cada ponto individual se tenha uma probabilidade zero para uma
variavel aleatéria absolutamente continua. No entanto, pode-se caracterizar a distribuicao
da variavel aleatoria mista a partir da funcao de distribuicdo acumulada, a qual sera

definida a seguir.

Definicao 2.9. Define-se func¢ao de distribuicdo acumulada ou simplesmente funcao de

distribuicao de uma variavel aleatoria X como

F(z) = P[X <z|,Vx € R.

A funcao de distribuicdo acumulada possui as seguintes propriedades, as quais nao
serao demonstradas aqui (DANTAS, 2004).

F1. 0< F(z) < 1,
F2. F(x) é ndo decrescente e continua a direita,

F3. lim F(z)=0e lim F(z) = 1.
T—r—00 T—r00
Quando X é uma variavel aleatéria discreta assumindo valores em S = {xq, 2o, ... },

sua funcao de distribuigao é

F(z)= Y P[X =g
r, €S5:x;<x
Neste caso, a funcao é do tipo escada, os saltos ocorrem nos pontos x; € S e a altura do

salto no ponto z; é igual a p(z;).

Se X é uma variavel aleatéria continua,
a
F(a) = [m f(x)dx,Va € R.

A funcao de distribuicdo de uma variavel aleatéria mista é composta por partes
distintas: uma discreta e outra continua. De maneira mais geral, seria incluida ainda
uma parte singular, mas a varidvel aleatéria singular foge do objetivo proposto, além de
raramente ocorrer em situagoes praticas (JAMES, 2002). Se X é uma variavel aleatéria
mista, sua funcao de distribuicdo pode ser especificada através da média ponderada entre

uma fung¢ao de distribuicao discreta e uma continua , isto é,

F(z) = aF(z) + (1 - a)F*(x),
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onde ae > 0 serd o peso dado a cada componente da mistura e F'¢ e F° sdo suas respectivas

distribuicoes do tipo discreta e continua.

A seguir, serao definidas duas quantidades que representam o centro de massa da
distribuicao de probabilidade da variavel aleatoria X e de sua dispersao em torno deste

centro de massa.

Definicao 2.10. O valor esperado, também chamado média ou esperanca, de uma

variavel aleatéria X, que serd denotado por E(X) é

o B(X)=> zp(z;), se X for discreta ou

=1

o BE(X)= /OO xf(x)dzr, se X for continua.

Diz-se que tal esperanca existe quando a soma acima - ou a integral no caso continuo -

converge. —

Sejam X e Y varidveis aleatorias, tais que E(X) e E(Y) existem, e ¢ € R uma

constante. Entao valem as seguintes propriedades:

El E(c)=c
E2 E(X+Y)=EX)+EY)
E3 E(cX) =cE(X)

Definig¢ao 2.11. A varidncia de uma variavel aleatéria X, denotada por Var(X), é dada
por
Var(X) = E[(X — E(X))?.

A varidncia indica o grau de dispersao de probabilidade em torno da esperanca, ou
seja, quanto menor a variabilidade em torno da esperanca mais ela sera precisa. Sabendo

que E(X) é uma constante, tem-se

Var(X) = E[(X - E(X))? = E (X? - 2XE(X) + E*(X))
(X?) = 2E(X)E(X) + E*(X)

sendo que

o E(X?) =) aip(x;), se X for discreta ou

=1
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o F(X?) = / 2% f(x)dx, se X for continua.

Considerando ¢ € R uma constante, sao propriedades da variancia:
V1 Var(c) =0;
V2 Var(cX) = *Var(X);
V3 Var(c+ X) = Var(X);

V4 Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y), para X e Y varidveis independentes.

Para encontrar esperanca e variancia de uma variavel aleatéria mista X, sera

usado o seguinte resultado, o qual ndo serd demonstrado aqui. (ROSS, 2010)

Teorema 2.1. E(X) = E[(X|Y)] e Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var[E(X|Y)]. —

Considere a variavel

Deste modo, P(Y =0)=1—ae P(Y =1) = a. Dal,

E(X)=EEBEX|Y)=EX|Y =1)-PY =1)+E(X|Y =0)-P(Y =0)
=a BYX)+ (1 —a) E4X),

sendo E4(X) a esperanca da parte discreta, £°(X) a esperanca da parte continua e a o

peso da mistura. No caso da varidancia da varidvel aleatéria mista
Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var[E(X]Y)].
O primeiro termo da soma é

E[Var(X|Y)] = Var(X|Y = 1)- P(Y = 1) + Var(X]Y = 0) - P(Y = 0)
= aVar'(X) + (1 — a)Vare(X).

Usando a defini¢ao de variancia,

Var[B(X[Y)] = E [E(X]Y) — E(E(X]Y))]*
= E[E(X]Y) - E(X)]’
=[EX]Y =0)-EX)?-P(Y =0)+[E(X|Y =1) - E(X)]*- P(Y =1)
= [E°(X) = B(X)’(1 - ) + [BY(X) - B(X)]a
= a’(1 - a)[BY(X) = BYX)P + a(l - a)’[BY(X) — E4(X)]?
= a(l — a)[E%(X) — E4(X)]?
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Portanto,

Var(X) = ElVar(X|Y)] + Var[E(X|Y)]
=aVar'(X)+ (1 —a)Var®(X) + a(l — a)[E4(X) — BY(X)]*.

Ha outra forma também de identificar uma variavel aleatéria X além das fungoes
de probabilidade e funcao de distribuicao, ou seja, a funcao geradora de momentos também

determina outras distribui¢coes de fungoes de variaveis aleatérias.

Defini¢do 2.12. Chame-se a esperanca de X* de k-ésimo momento ou momento de ordem
k da variavel aleatoria X, Vk =1,2,3,---. Deste modo, o valor da esperanca é o momento
de ordem 1. Define-se ainda a esperanca de (X — E(X))* como sendo o k-ésimo momento

central de X. Assim, a varidncia é o momento central de ordem 2 de X. —

Definicao 2.13. A funcao geradora de momentos de uma variavel aleatéria X é definida
por
ox(t) = E(e™).

Sendo assim, sdo propriedades da fungao geradora de momentos (MEYER, 1983)

GM1. Desde que a esperanca exista e seja finita e que para cada nimero real t em que
—00 <t < 00 e que a funcao seja definida em uma vizinhanca do ponto zero, sendo

os momentos obtidos em uma sucessao diferenciavel aplicada em zero,
¢*(0) = E(X").

GM2. ¢(0) =1

GM3. A funcgao geradora de momentos define por completo a distribuicdo da variavel

aleatodria e ela é tnica.

No caso para variavel aleatdria discreta a funcao geradora de momentos é calculada

da seguinte maneira
oo
ox(t) =) e PIX =z,
i=1
para variavel aleatdéria continua a fungdo geradora de momentos é descrita como
(0.9}
ox(t) = / e f(x)dx.
—o0

e para variavel aleatéria mista sua fungao geradora de momentos ¢ da seguinte maneira

¢x(t) = aga(z) + (1 — a)¢e(x).
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2.2 Distribuicao Bernoulli

Muitos experimentos aleatérios sao de tal forma que quando observados ha apenas a
ocorréncia ou nao de uma certa caracteristica, ou seja, s6 havera dois resultados aleatorios
possiveis. Por exemplo, quando se langa uma moeda honesta e observa-se a face que ficou
voltada para cima, os resultados possiveis sao cara ou coroa. Esse tipo de experimento é

chamado ensaio de Bernoulli.

Geralmente, hé interesse especial na ocorréncia de um dos resultados, o qual sera
chamada de sucesso, ficando o outro resultado possivel caracterizado como fracasso. Neste

caso, pode-se definir uma varidvel aleatéria X como

X 0,se o experimento resultou em fracasso,
1, se o experimento resultou em sucesso.

Assumindo que a probabilidade de sucesso seja p, a distribuicao da variavel aleatoria X

serd
1—p, se =0,

PIX =z] = p, se x=1,
0, caso contrario,

sendo que neste caso diz-se que a variavel aleatéria tem Distribuicao Bernoulli, o que
serd denotado por X ~ Bernoulli (p). Alternativamente, pode-se escrever a fungao de

probabilidade da seguinte maneira

com z € {0,1} e p € [0,1].

Como consequéncia, segue que a funcao de distribuicdo acumulada aqui sera dada
por
0, se x <0,
Flz)=4q¢ 1—p, se 0<z<1,
1, se x> 1.

Se X ~ Bernoulli(p), entao valor esperado serd E(X) = p, pois
EX)=0-P(X=0)+1-P(X=1)
=0-(1-p)+1-p=p
Além disso,
E(X*)=0*P(X=0)+1>-P(X =1)
=0-(I=-p)+1-p=p
o que implica que variancia de X é dada por

Var(X) = B(X?) = [E(X)]" =p - p* = p(1 - p).
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A fungao geradora de momentos da distribui¢cao Bernoulli é

dx(t) = E(e™) =1 —p) +e'p=1—p+pe.

2.3 Distribuicao Exponencial

Definicao 2.14. Uma variavel aleatoria X tem distribuicao exponencial com parametro

A > 0, denotado X ~ exp()), se sua funcao densidade de probabilidade é dada por

fx) =

0, caso contrario.

{ e ™ x>0

Se uma variavel aleatéria X é exponencialmente distribuida, entao, para = > 0,
F(z) = P(X < z) = / f(a)de
0

= / e Mdr =1 — e ",
0

Em outras palavras, se X ~ exp()),

0, se <0
F(x) = ’ -
(@) {1—6’\‘”, se x> 0.

Na Figura 1 ¢é possivel ver os gréaficos da funcao densidade de probabilidade e da funcao

de distribuicao acumulada da exponencial para um valor particular do parametro.

Figura 1 — Graficos da fun¢ao densidade de probabilidade (esquerda) e da funcao de dis-
tribuicao acumulada de uma variavel aleatéria X exponencialmente distribuida
com \ = 3. (Fonte: prépria)
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O valor esperado de X ~ exp(\) é dado por

E(X)

integrando por partes, obtém-se

=\

L.

(1

|22

xf(z)dr = /Oo x Ne Mdx
0

T e—/\x o ) e—)\x
x| /_oo_ ) dx]
0
T efz\x l _67)\9:
A A A
0 0
T e—)mv B 6—)\3:
A A2
0
} _ 1

Também, usando integracao por partes, pode-se obter o segundo momento da variavel

o= [

2 f(x)dr = /Oo 2 e Mdx

0

220 |% 00 pe—T
=\ |- 2 /
A * 0 A dx]
: 20 o (e.)
) _x2€7)\:p N g _‘,L.ef)\:v N l _efo
N A A A A A
- 0 % 0
) $2€—)\z 21.6—)@ 26—)\$
B A A2 A3 .
2 2
= AS] TN
E assim, substituindo na férmula da variancia tem-se
2 1 1
Var(X) = [E(X®*) = (B(X))*] = 5 - 15 = 35

Para encontrar a fun¢ao geradora de momentos da distribuicdo exponencial, usa-se

a definicao:

ox(t)

Set =M\,

E(e™) = /OO e e Mdr = \ /OO e~ DTy,
0

0

b (t) = /OOO Az — 0.

Se t # A,

ox(t) = A [—

6_(>\_t)z

(A=1)

|

Neste caso, quando t > A, entdo (A —¢) < 0 e consequentemente

[_

ef(Aft)x

(A—1)

|+
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Por fim, para t < A,

oxt0 =20+ o] =

2.4 Estimador de maxima verossimilhanca

Para caracterizar completamente a distribuicao da variavel aleatéria, é essencial
conhecer além de sua distribuicdo e os valores dos pardmetros envolvidos. Quando se
decide usar um determinado modelo probabilistico para modelar uma amostra de alguma
variavel aleatoria, deve-se buscar um estimador para o(s) pardmetro(s), ou seja, uma
funcdo da amostra que represente adequadamente o valor desconhecido do parametro.
Um dos métodos mais populares para encontrar estimadores é o método da maxima
verossimilhancga. Tal método consiste em encontrar uma func¢ao da amostra que maximize

a funcao de verossimilhanca

n

L(0) = L(0; X1, .., Xp) = f(X1;0) x ... x f(X;30) = [] f(Xi:0),

i=1

sendo X7, ..., X, uma amostra aleatéria da distribuigao f(x;@).

Quando L(#) é derivavel, os candidatos a estimador de méaxima verossimilhanga
serdo 0 que tornam a primeira derivada da funcao igual a zero. No entanto, calcular a
derivada dessa fungao pode nao ser uma tarefa muito facil, pois ela é o produto de n
funges f(X;,6). Desta maneira, usa-se um artificio para facilitar a derivagao: em vez de
maximizar a fungao L(6), maximiza-se a fungao [(0) = In(L(#)). Dado que a funcao In(+)
é crescente, o mesmo valor de § maximizara as duas fungoes. E ao aplicar a fungao In, o

produto transforma-se em soma, o que é bem mais facil de derivar.

A funcao de verossimilhanga para o parametro p de uma distribuicdo Bernoulli é

n

L(p) = [T (1= )% = pom M1 = p) 2 X

i=1

—(é}){) —}—(n—g;Xi)ln 1—

= [Xln (p)+ (1 —)_()lnl—p)].

Dai,

Derivando a fungao [(p) acima e igualando a zero. encontra-se o "candidato" a ponto de

méaximo da fungao (ZA?)
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No caso da distribuicao exponencial, a fungao de verossimilhanca é
L) = [[ Ae ™ = Ame 2im ¥,

de onde segue que
I(A) =nlog A+ (=X z;).
i=1

Derivando [()) e igualando a zero tem-se que o estimador de maxima verossimilhanga de

A\ sera

deOén{}—X}:OéX: _
d\ A

| =
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3 Aplicacao

Os dados usados aqui sao referentes a pagamentos realizadas por usuarios de
internet da empresa Brejo Net, do més de marco do ano de 2017. A empresa, localizada na
cidade de Alagoa Grande-PB, fornece internet banda larga (em cabos coaxis, fibras épticas
ou cabos metdlicos), sendo o prego estabelecido conforme a quantidade de megabytes que
o cliente deseja usar. A amostra é composta de 302 observacoes, sendo que 82 desses nao
pagaram e 220 pagaram pelo o uso dos servigos prestados pela empresa. Os dados podem

ser vistos na Tabela 1.

Tabela 1 — Dados de valores pagos pelo uso de internet referente ao més de margo do ano
de 2017 para a Brejo Net.

Val. =0 Obs. | Val. >0 Obs. | Val. >0 Obs. | Val. >0 Obs. | Val. > 0 Obs.
0,00 82 28,00 1 175,00 2 293,00 1 448,00 1
40,00 14 180,00 1 295,00 1 450,00 2
45,00 32 196,00 2 300,00 1 455,00 1
50,00 2 200,00 2 310,00 1 485,00 1
60,00 5 201,20 1 315,00 2 488,00 1
6500 2 | 20500 3 | 32500 2 | 49000 3
80,00 8 210,00 1 330,00 2 493,00 1
85,00 8 215,00 2 331,00 1 495,00 1
88,00 1 216,00 1 335,00 1 528,00 1
90,00 9 230,00 1 340,00 2 533,00 1
100,00 1 235,00 2 345,00 1 535,00 1
105,00 1 236,00 2 346,00 1 545,00 1
115,50 1 238,00 1 350,00 3 550,00 1
120,00 4 241,00 1 355,00 1 551,00 1
121,00 1 242,00 1 366,00 1 553,00 1
125,00 6 243,00 1 370,00 2 569,00 1
130,00 6 245,00 1 373,00 1 571,00 1
135,00 8 246,00 1 375,00 1 575,00 3
145,00 1 248.00 2 380,00 1 590,00 1
156,00 1 255,00 2 400,00 1 591,00 1
138,00 1 260,00 1 408,00 1 593,00 1
161,00 1 275,00 3 420,00 1 610,00 1
163,00 1 278,00 1 423,00 1 615,00 1
165,00 3 280,00 1 428,00 1 635,00 1
170,00 3 286,00 1 446,00 1 743,40 1

Na Figura 2, pode-se observar um histograma dos dados, sendo que, sua forma
indica que os dados parecem seguir uma distribuicdo exponencial. A empresa presta

servicos de internet e, ao longo do més de marco do ano de 2017, 82 clientes nao pagaram,
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Figura 2 — Histograma dos dados referentes a pagamentos de clientes da Brejo Net.

o que representa 27, 15% de inadimpléncia. Ou seja, apesar do comportamento exponencial,
ha uma quantidade consideravel de zeros, sendo que a distribui¢ao exponencial é definida
apenar para valores positivos. A Figura 3 apresenta um histograma dos dados sem os
valores nulos, que reforca a ideia de se usar uma distribuicao exponencial. Apesar de ambos
os graficos apresentarem valores que decrescem exponencialmente, quando se compara
a primeira barra (valores menores que 100) nos dois gréficos, vé-se que a frequéncia no
primeiro grafico é praticamente o dobro da frequéncia para o mesmo intervalo de variacao

no segundo histograma.

Deste modo, percebe-se que hé duas variaveis distintas: uma discreta, degenerada
no valor 0, e outra continua, referente aos clientes que nao ficaram inadimplentes. Em
outra palavras, definindo-se a variavel X como sendo a quantidade de dinheiro paga pelo

cliente a empresa, tem-se a seguinte variavel mista
X =aX+(1-a)X

sendo a € [0, 1]. A proposta é considerar X ~ Bernoulli(0) - X =0 - e X, ~ exp(\).

Uma vez proposto o modelo, o passo seguinte sera estimar os parametros envolvidos,

neste caso o e A. A estimativa de « é a frequéncia de zeros, o que neste caso implica

82
G = o2 ~ 0 2715.
T30 T

O pardmetro da distribui¢do exponencial (\) serd estimado por maxima verossimilhanca.

Conforme visto anteriormente, A = (X¢)~! sendo X¢ a média amostral dos dados sem os
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Figura 3 — Histograma dos dados referentes a pagamentos de clientes da Brejo Net,
excluindo-se os que nao pagaram.

zeros. Dai,
1

A= 210,28°

O componente discreto da varidvel mista tem apenas um valor, que é o 0. Dali,

Fi(z) =

0, se x<0,
1, se z>0.

Para a parte continua,

Fe(x) 0, se <0,
xTr) = x
0,7285 (1—¢ 7055 ), se x>0,

Assim, a funcao distribuicao de X é
F(z)=a F(2)+ (1 — a) F(z)
=0,2715-1 40,7285 - (1 — ¢ 70555 )
= 0,2715 40,7285 (1 — ¢ 7057 ),
ou seja,

(3.1)

0, caso contrario.

Pl) = { 0,2715+0,7285 (1 — e 7055 ) | se x > 0,

Nas Figuras 4 e 5, sdo apresentados dois graficos fungoes de distribuicao acumulada, sendo

que a primeira representa a parte discreta e o segundo representa a parte continua. Na



Capitulo 3. Aplicagdo 28
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Figura 4 — Grafico da func¢ao de distribuigdo acumulada do componente discreto.

Figura 5, a curva da funcao de distribuicdo acumulada da distribuicao exponencial foi
sobreposta aos dados excluindo-se os valores nulos. Pode-se perceber que a maior pontos

esta proxima da curva.

fda continua

1.0

Fn(x)

0.0 02 04 06 08

0 200 400 600 800

Figura 5 — Gréfico da fungao de distribui¢ao acumulada do componentes continuo.

Ja na Figura 6, é possivel visualizar a fun¢ao de distribuicao acumulada da variavel

mista, juntamente com o grafico da funcao de distribuicao acumulada, cuja fungdo com os
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parametros estimados pode ser vista na Equacao 3.1. Neste caso, vé-se que ha um salto
no ponto 0 (representando a parte discreta) e uma curva (representando o componente
continuo). Visualmente, os pontos amostrais parecem préximos da curva. Para tal gréfico

foram usados todos os dados, incluindo os de clientes inadimplentes.

fda da variavel mista

1.0

Fn(x)

00 02 04 06 08

0 200 400 600 800

Figura 6 — Grafico da funcgao de distribui¢do acumulada da varidvel aleatéria mista.

Para encontrar a esperanca e variancia da distribuicao da variavel aleatoria mista

¢é s6 calcular da seguinte maneira

E(X) =aEY(X) + (1 —a) E°(X)
=0,2715 .0 +0,7285 . 210, 2823
= 153, 1906.

Var(X) = aVar’(X) + (1 — a)Var®(X) + a(l — a) (BY(X) — E4(X))?
= (0,2715 . 0 + 0, 7285 . 44218, 6457) + 0, 2715 . 0, 7285 (0 — 210, 2823)*
= 32213, 2834 + 8745, 9064
= 40959, 1898.
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4 Conclusao

Por serem muito frequentes as variaveis aleatérias discreta e continua encontradas
em problemas praticos no dia a dia, também devemos considerar que ambas as variaveis
juntas sao muito frequentes em um conjunto de dados e que conforme esses dados também
pode-se perceber com base na andlise grafica dos dados de pagamentos de provedor de
internet que ha uma distorcao a direita indicando a ocorréncia de altos valores com baixa
frequéncia e parece haver uma indicacao aproximada de que ¢é adequado a modelagem
com a distribuicao Exponencial , no entanto, quando existem uma proporc¢ao de valores
nulos, a mesma torna-se inadequada, entao recomenda-se o uso de mistura de variaveis
entre a distribui¢ao exponencial e a distribuigdo degenerada em zero (Bernoulli), com isso,

provavelmente ha indicios de que o modelo parece estar bem ajustado.
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