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RESUMO

A pesquisa e o estudo da area dos quatérnios, ou seja, o campo dos nimeros complexos é
de extrema importancia, levando em consideracao que tal assunto apresenta suas relevantes
vantagens, como: utilizagao de um niimero menor de coordenadas, quando comparado com
as matrizes de rotacgao, existéncia de apenas duas possibilidades de representagao de uma
rotacao, evitando a ocorréncia de perdas de graus de liberdade quando os eixos de rotagao
se encontram sobrepostos. Algumas de suas vantagens e aplicagoes serdo apresentadas
durante este trabalho, com o objetivo de descrever seu surgimento, ou seja, quanto a origem
dos quatérnios e como Hamilton chegou a eles, algumas de suas intimeras finalidades e
possibilidades de uso, bem como suas operagoes. Mas é importante destacar que apesar
das vantagens em utilizar os quatérnios no estudo de rotagoes e suas aplicagoes no estudo

tridimensionais, ainda verifica-se a escassez de referencial tedrico, o que dificulta o estudo.

Palavras-chave: Quatérnios. Niimeros Complexos. Rotacoes.



ABSTRACT

The research and study of the area of quaternions, that is, the field of complex numbers is
extremely important, considering that such subject has its relevant advantages, such as:
the use of a smaller number of coordinates, when compared to the matrix of rotation, there
are only two possibilities of representing a rotation, avoiding the loss of degrees of freedom
when the rotation axes are overlapping. Some of its advantages and applications will be
presented during this paper, with the purpose of describing their emergence, that is, as to
the origin of quaternions and how Hamilton came to them, some of their many purposes
and possibilities of use, as well as their operations. But it is important to note that despite
the advantages of using quaternions in the study of rotations and their applications in the
three-dimensional study, there is still a lack of theoretical framework, which makes the
study difficult.

Keywords: Quaternions, Complex Numbers and Rotations.
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1 INTRODUCAO

A escolha do respectivo tema, foi resultado de algumas circunstancias tal como, a
leitura do livro “ Modelos Matematicos nas Ciéncias nao - Exatas ” especificamente falando
do capitulo 4, o qual se refere ao Quatérnions , e o fato do mesmo ser um conteido tanto
quanto complexo e com poucos estudos realizados , o que despertou minha curiosidade nao
sO para realizar o Trabalho de Conclusao sobre este enunciado, mas também para incentivar
que mais alunos se interessem por este tema, que apesar de nao ser algo novo, é o primeiro
trabalho na Universidade Estadual da Paraiba -UEPB com o mesmo, além disso, na
propria grade curricular ndo consta nenhuma cadeira que aborde o estudo dos Quatérnions,
sendo também uma dificuldade, consequentemente a partir da decisao fui a procura de
artigos, outros TCCs e demais trabalhos que pudessem encontrar para ter como base de
orientagao, e entao me deparei com uma grande dificuldade, como ja dita anteriormente;
a escassez de referéncias, sendo assim um grande desafio para o desenvolvimento deste,
que exigiu o empenho completo para a sua conclusao. Por conseguinte, percebe-se entao
que todos os pretextos que justificam a escolha sao os respectivos obstaculos a serem

superados.

Levando-se em conta o que foi observada a importancia deste trabalho data da
necessidade do encorajamento de mais pessoas iniciem a investigacao sobre os Quatérnions,
visto que, sua alta complicacao deve-se a falta de estudiosos dispostos a aprofundar seus
estudos neste Universo, tanto dos Quatérnions como os nimeros complexos em geral, logo
se entende que se houvesse o detalhamento de mais variedade de pesquisa muitas barreiras
seriam derrubadas facilitando até mesmo o entendimento sobre o assunto, até pelo fato de
muitas pessoas até mesmo os proprios universitarios, estudantes do curso de licenciatura

em matematica desconhecerem este campo de estudo.

Todos sabem que, a matematica ao longo dos anos evoluiu, assim como as demais
ciéncias, e no decorrer dos anos e no desenvolvimento intelectual do homem conjuntos
numeéricos foram nao criados, mas sim descobertos, como ja dizia os matematicos gregos
no inicio do seu estudo, assim surgiu os conjunto dos nimeros naturais, depois os inteiros,
racionais, irracionais, completando assim o conjunto universal dos reais, porém algo ainda
nao estava completo, determinados calculos, pediam algum conjunto mais elaborado
para seu desenvolvimento, e a partir desta necessidade aparece os niimeros complexos,
especificamente falando dos quatérnions, um grupo de quatro nimeros deste conjunto,
e o principal estudioso nesta etapa da matematica foi Sr.Hamilton no ano de 1843, que
realizou tal proeza a partir da analise do sistema algébrico de forma que pudesse agir no
espaco tridimensional de uma forma parecida com os niimeros complexos no plano; e sua

descoberta deu possibilidade de melhor compreender os sistemas de algebra no espago
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tridimensional, bem como os vetores, e de acordo com sua pesquisa ocorrera o desenrolar

deste trabalho, seguindo um cronograma estratégico exemplificado a seguir:
Capitulo 2: Introducao a Histéria dos Quatérnions, pag.14.

Tem como objetivo trazer aspectos histéricos sobre o tema, para introduzir o
a explicagdo do estudo, para que o leitor possa entender nao s6 a definicdo do que
realmente se trata o assunto, e a partir disto compreender sua importancia no contexto
historico e evolutivo da matemética e nos calculos dos sistemas de algebra no espago
tridimensional; tendo abordagem o processo da sua descoberta e desenvolvimento, que
como dito anteriormente deu-se com Sr. Hamilton, tendo como referéncia vale ressaltar que
a declaragao propriamente dita do que sao os Quatérnions, sera complementada no capitulo
3 e 4, que trataram do Conjunto dos Numeros Complexos e da Nocao de Quatérnions

respectivamente.
Capitulo 3:Numeros Complexos, pag.17.

Neste tépico, abordamos sobre alguns aspectos deste peculiar conjunto numérico,
os Complexos, onde serdo subdivididos em determinados temas, como a sua Construcao, O
Conjunto propriamente dito, Operagoes com Pares Ordenados, e Operacoes Elementares
nos Numeros Complexos, com intuito de introduzir o leitor neste universo numeérico,
totalmente diferente dos demais conjuntos, fazendo com que ele se inclua neste ambito,
para que mais a frente possa facilmente identificar os Quatérnions como um quarteto de
numeros complexos, como se um grupo reservado, levando em consideragao um leitor que

desconheca ou tenha pouco conhecimento sobre o assunto.
Capitulo 4: Os Quatérnions, pag.25.

Iniciando realmente o enfoque principal deste trabalho, onde havera a exemplificacao
do que sao os Quatérnions e suas caracteristicas gerais de inicio, com algumas Nogoes
dos Quatérnions Reais, e em seguida partimos para a melhor parte desta tese, como
todos os nimeros existentes, este quarteto também possui operagoes, que por sua vez tem
suas peculiaridades, sendo estes conceitos a maior parte deste ponto, sao eles: Operagoes,
Igualdade e Adigao entre quatérnions; Subtragao, Multiplicagdo, Conjugada e norma
de Um Quatérnio, além da Norma de um Quatérnio, o Quatérnio unitario e por fim a
Divisao de Quatérnios. Objetivando esclarecer com isso, a forma a qual foi realizado o
estudo dos Quatérnions por Hamilton, visando demonstrar alguns pontos de seu estudo
como as operagoes e suas propriedades, que serao ainda mais acrescentadas a partir do

esclarecimento das Representacoes dos Quatérnios, nos préximos capitulos.

Capitulo 5: Representacao Matricial dos Quatérnios com Matrizes Complexas

2x2, pag.31.

Como o enunciado ja demonstra este capitulo é dedicada a explicar detalhes mais

gerais a representacdo dos Quatérnions de Forma Matricial, e para isso conta com os
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seguintes quesitos:
e Quatérnios Puros e Vetores Espaciais

Para demonstrar uso do Quatérnions em conjunto com os vetores Espaciais

relacionando-se com suas rotagoes, com desenvolvimento de calculos e demonstracoes.
Capitulo 6: Representacoes e Obtencoes de Quatérnios e Angulos de Euler, pag.42.

Continuando com as demonstracoes a partir dessas operagoes matriciais, mas
adicionando os fundamentos do Angulo de Euler e suas obtencoes, ou seja, estabelecendo
uma relagdo entre a representagdo matricial de rotagao dos Quatérnions com a Conversao
dos Angulos de Euler, com objetivo de complementar a discussio do capitulo anterior e

também para finalizar este trabalho; tendo assim suas subdivisoes correspondentes:
e Quatérnions e Rotagoes
e Conversao Matriz de Rotagao em Quatérnio e vice-versa
e Conversao Angulos de Euler — Quatérnio
e Representacao de Rotagoes em 3D com o uso dos Quatérnions
e Rotagoes em 2D utilizando os Niimeros Complexos
e Objetivos

Definir os conceitos sobre os Quatérnions, demonstragoes das operagoes atribuidas,
apresentarem o desenvolvimento do estudo e alguns aspectos como as representagoes em
Matriz e em relacdo aos Angulos de Euler, com a finalidade de melhorar e despertar a
melhor compreensao do leitor, como também a curiosidade sobre o assunto, e passe a

conhecer esse tema tao esquecido muitas vezes pelos pesquisadores na matematica atual.
e Metodologia

Esta pesquisa pode ser considerada de carater exploratorio, pois procura explorar
uma tematica, de modo a fornecer informacoes para uma investigagdo mais precisa. Ela
visa uma maior proximidade com o tema, que é construido com base dados bibliograficos
recolhidos a partir de um livro especifico ja mencionado anteriormente, e outros trabalhos.
Com o uso de dados Qualitativos, visto que tal tema possui poucos dados relacionados,
entdo torna-se viavel a busca de informacgoes de forma mais apreciativa do que preocupada
com a quantidade de dados, por conseguinte deixando a pesquisa mais completa, por
apresentar poucos elementos porém bem relacionados entre si, ao invés de mostrar dezenas

de conhecimentos porém dispersos na pesquisa.
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2 INTRODUCAO A HISTORIA DOS QUATERNIOS

Durante a historia, varios matematicos se depararam com diversos problemas,
que teriam suas solugoes apresentadas no estudo dos Quatérnios que é uma extensao do
conjunto dos nimeros complexos, pesquisa que foi realizada, e teve a descoberta de sua
formula pelo matematico Irlandés Sr. Hamilton. Assim temos que a histéria de Hamilton
e consequentemente o desenvolvimento dos Quatérnions ocorreu segundo Adalso Costa de

tal forma

Hamilton estudava desde 1830 a interpretacao geométrica da aritmética
dos nimeros complexos no plano e procurava obter resultados andlogos
no espago a trés dimensoes. Em 1833, obteve como resultado que os
numeros complexos formam uma algebra de pares ordenados de ntimeros
reais. Ele tentou estender este conceito a tripla de nimeros, com um real

e dois imagindrios (SILVA; PEREIRA; SARAIVA, 2012, p.16).

Ainda Segundo Silva, Pereira e Saraiva (2012, p.16) “Uma das motivagoes de
Hamilton para procurar nimeros complexos tridimensionais, era encontrar uma descri¢ao
de rotagoes no espago, analoga ao caso complexo, onde a multiplicacao corresponde a uma

rotagao e a uma mudanca de escala”.

Com essa descoberta, seu Hamilton gravou, nessa altura, a formula fundamental
da algebra dos quatérnios, numa pedra da ponte de Brougham (hoje com o nome de
Broom Bridge). Hamilton ficou deslumbrado com uma nova possibilidade de um sistema de
numeros analogo para ter nos estudo dos vetores e das rotagoes do espaco tridimensional.
Assim segundo Santos. (, p.7) “ usar quddruplas a + bi + c¢j + dk em vez de triplas e
abandonar a lei da comutatividade para a multiplicacao. Subitamente nasceu a dlgebra dos
quatérnions, uma dlgebra nao-comutativa.” Tendo os nlimeros reais como os complexos,
entao assim chamado os elementos de quatérnios reais. Pois, seu Hamilton definiu a adicao
e a multiplicacdo dos quatérnios, que poderemos o verificar as propriedades associativa e
comutativa da adigdo, na multiplicagao temos a associativa e distributiva em relacao a
adi¢ao, mas nao vale a lei comutativa da multiplicagao. Com isso de Sr. William Hamiltom
se dedicou a sua vida toda para desenvolver as aplicacoes dos quatérnios. Onde foi na
geometria, mecanica e fisica. Neste periodo também introduziu termos como vetor, versor,
tensor, escalar, que sao familiares nos nossos dias. Como resultado deste trabalho foi ainda
editado 1866, a titulo péstumo, pelo seu filho William Edwin Hamilton, um trabalho em
dois volumes: Elements of Quaternions. Com isso ele dedicou a sua obra de acordo com
Carl B. Boyer e Howard Eves: “Sua obra “Suas Lectures on Quaternions” foi publicada em
1853, e depois disso dedicou-se a preparagao da obra ampliada, “Elements of Quaternions”.

Esta nao estava terminada quando ele morreu em 1865 em Dunsink, mas foi editada e
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publicada como dito anteriormente, por seu filho no ano seguinte.” Portanto, teve outros
conceitos os métodos dos quatérnios que motivaram, tempo depois, a introducao de
analise vetorial. Com isso a Irlanda ao longo tempo,prestado homenagem ao seu ilustre
matematico e cientista que passou a vida se dedicando a descoberta dos quatérnios. Foi
celebrado o bicentenario do nascimento de William Rowan Hamilton no ano de 2005,
o governo Irlandés ,proclamou o evento como “Hamiltom Year 2005: Celebrating Irish
Scienceand Technology” foram produzidos: um selo comemorativo e uma moeda de colecao

que representa a linguagem simbolica desenvolvida por Hamilton.

Figura 1 — Sr. William Rowan hamilton (1805 - 1865).

Fonte: http://www.theword.ie/cms/uploads/hamiltonportrait-web.jpgime.unicamp.
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3 NUMEROS COMPLEXOS

Neste Capitulo serd apresentado um pouco da introducao dos niimeros complexos,

para ter uma melhor compreensao desse trabalho que vamos apresentar.

3.1 OS NUMEROS COMPLEXOS

3.1.1 Construgao dos Complexos

Com um passar dos anos a Aritmética e a Geometria passaram por mudangas e

descobertas com o tempo foram as relacoes entre niimeros e formas geométricas.

Assim a idéia de empregar sistemas de coordenadas para definir posi¢oes de pontos
no plano e no espago. Segundo Silva, Pereira e Saraiva (2012) "jd havia sido utilizada
no século III a.C.por Apolonio, em seus trabalhos sobre seccoes conicas " Pois, na metade
do século XVII que os génios matematicos franceses Pierre de Fermat e René Descartes
inventaram, a Geometria Analitica. Por isso a Geometria Analitica de Descartes foi o
que ele estudou, entre outras como, as equacoes algébricas. Com esse Método Descartes
segundo Silva, Pereira e Saraiva (2012) "escreveu a seguinte frase: Nem sempre as raizes
verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de wma equagdo sio reais. As vezes elas sao
"imagindrias”."

Portanto esse foi o motivo, que até hoje o ntimero /—1 é chamado de nimero
imaginario, termo que se consagrou juntamente com a expressao 'mimero complexo".

Infelizmente, sdo designag¢oes um tanto inadequadas e subjetivas para objetos mateméaticos.

Depois de Bombelli, em 1530, outros personagens importantes da Historia da
Matematica deram contribuigoes ao desenvolvimento da teoria dos niimeros complexos,
dentre os quais o matematico francés Abraham de Moivre, amigo de Isaac Newton, e
também os irmaos Jacques e Jean Bernoulli. Mas quem fez o trabalho mais importante e

decisivo sobre o assunto foi Euler.

Dentre as inimeras contribui¢oes de Euler foi notavel seu empenho na melhoria da
simbologia. Muitas das notagoes que utilizamos hoje foram introduzidas por ele. Dentre as

representacoes propostas por Euler destacamos o i substituindo v/ —1.

Euler passou a estudar nimeros da forma z = a + bi onde a e b sdo niimeros reais
e i> = —1. Esses ntimeros sao chamados de ntimeros complexos. Um nimero complexo é
um numero z que pode ser escrito na forma z = a + bi, em que a e b sao nimeros reais e ¢

denota a unidade imagindria. Esta tem a propriedade i = —1.

Onde a e b sao chamados respectivamente parte real e parte imaginaria de z. O



Capitulo 3. NUMEROS COMPLEXOS 19

conjunto dos niimeros complexos, denotado por C, contém o conjunto dos ntimeros reais.
Com isso as operacoes de adicao e multiplicacao obtidas por extensao das operacoes de

adicao e multiplicagdo nos reais.

Assim, podemos definir C como: C = {z | 2z = a + bi;a,b € R}, onde z é o ntimero

complexo.

3.1.2 O Conjunto dos Complexos

Chama-se o conjunto dos complexos, é representa-se por C, o conjunto dos
pares ordenados de ntimeros reais para os quais estao definidas as operagoes de igualdade,
a adigdo e a multiplicagdo. E usual representar - se cada elemento (x,y) € C com o simbolo

de R, portanto:

2€C& 2= (v,y), sendo z,y € R.

3.1.3 Operacgoes com Pares Ordenados

Seja R o conjunto do ntimeros reais. Consideremos o produto cartesiano R x R = R

R? = {(z,y) | z,y € R}

isto é, R? ¢ o conjunto do pares ordenados (z,y) em que z,y sao nimeros reais.
Tomamos dois pares ordenados, (a,b) e (c,d) do R? para trés definicoes importantes:
e Igualdade:

Dois pares ordenados sao iguais se, e somente se, apresentarem primeiros termos

iguais e segundo termos iguais.
(a,b) = (¢,d) & a=ceb=d.

e Adicao:

Chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujos primeiros e
segundo termos sdo, respectivamente, a soma dos primeiros e a soma dos segundos termos

dos pares dados.
(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d).

e Multiplicacao:

Chama-se o produto de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujo primeiro

termo é a diferenca entre o produto dos primeiros termos e o produto dos segundos termos
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dos pares dados e cujo segundo termo é a soma dos produtos do primeiro termo de cada

par dado pelo segundo termo do outro.

(a,b).(¢,d) = (ac — bd, ad + be).

Propriedade da Adicao
A operacao de adi¢ao em C verifica as seguintes propriedades:
e Propriedade Associativa
(214 22) + 23 = 21 + (22 + 23),V 21, 29, 23 € C.
e Propriedade Comutativa
214 20 = 20+ 21,V 21,29 € C.
e Existéncia do Elemento Neutro
de, €C|lz+e,=2VzeC.
e Existéncia do Elemento Simétrico
Ve C, 3/ €C |2+ 2 =¢,.
e Substracao
Dados os complexos z; = (a,b) e 2 = (¢,d), 32 € C | 21 + 2 = 29,2 = 20 + 2,.

Esse niimero z é chamado diferenca entre 25 e z; e indicado por z — 2; portanto:

2 — 21 =2+ 2 = (c,d) + (—a,—b) = (c—a,d—b).

Propriedade da Multiplicagao
A operacao de multiplicacdo em C verificar as seguintes propriedades:
e Propriedade Associativa
(21.29).23 = 21.(22.23), V21, 29,23 € C
e Propriedade Comutativa
21.29 = 29.21,V21,29 € C
e Existéncia do Elemento Neutro
de,, €C|ze,=2V2eC
e Existéncia do Elemento Inverso

VzeC* 32" e Clz2"=¢p
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e Divisao
Dados os complexos z; = (a,b) # (0,0) e 2o = (¢,d),32 € C| 21.2 = 29,2 = 2.2} .

Zz2
21’

22222‘23,:(6760( a b >:<ca+db _da—cb>‘

Esse nimero z é chamado quociente entre zo e z; e indicado por portanto:

2 a2 + b2’ a? + b2 a2+ b2 a2+ b2
e Propriedade Distributiva
Em C, a operacao de multiplicacao ¢é distributiva em relagdo a adicao:

21.(22 + 23) = 21.22 + 21.23, V21, 22, 23 € C.

Forma Algébrica

Imersdao de R em C. Consideramos o subconjunto R’ de C formado pelos pares

ordenados cujo segundo termo ¢ zero:
R’ ={(a,b) € C|b=0}.
Consideramos uma aplicagao f, de R em R/, que leva cada = € R ao par (z,0) € R'.

fR>TR

x> (z,0)
Observamos que essa aplicagao f é bijetora, pois:

1. Todo par (z,0) € R’ é correspondente, segundo f, de z € R, logo f é sobrejetora;

2. Dados z € Re 2/ € R, com x # 2/, os seus correspondentes (z,0) € R' e (2/,0) € R’

sao distintos, de acordo com a definicao de igualdade de pares ordenados, logo f é

injetora.
Observamos ainda que f conserva as operagoes de adi¢ao e multiplicacao, pois:

1. Asomaa+b,comaé€RebeR, esta associado o par (a+ b,0), que é soma dos pares

(a,0) e (b,0), correspondentes de a e b, respetivamente:

fla+b)=(a+b,0) = (a,0)+(b,0) = f(a) + f(b)

Ao produto ab, com a € R e b € R, estd associado o par (ab,0), que é o produto dos

pares (a,0) e (b,0), correspondentes de a e b, respetivamente:
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f(ab) = (ab,0) = (ab — 0.0,a.0 + 0b) = (a,0).(b,0) = f(a).f(b)

Devido ao fato de existir uma aplicagao bijetora f : R — R’ que conserva as
operacoes de adicdo e multiplicacdo, dizemos que R e R’ sdo isomorfos. Devido ao
isomorfismo, operar com (x,0) leva a resultado andlogos ao obtidos operando com z. Com

isto justifica a igualdade:
r = (2,0),Vz € R.

Aceita a esta igualdade, temos em particular que 0 = (0,0),1 = (1,0) e R = R’.

Assim R passa ser subconjunto de C :

R cC.

Unidade Imaginaria

Chamamos de unidade imaginéria e indicamos por ¢ o nimero complexo (0,1). Note
que: 2 =4.1 = (0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (=1,0) = —1 é a propriedade bésica

da unidade imaginaria é:

2= —1.
Defini¢ao 3.1. Dado um nimero complexo qualquer z = (z,y), temos:

z = (z,y) = (,0) 4+ (0,y) = (x,0) + (y.0 — 0.1, y.1 + 0.0) = (z,0) + (y,0).(0.1),

isto é:
z=x+yi.

Assim, todo ntimero complexo z = (z,y) pode ser escrito sob a forma z = x + yi,

chamada forma algébrica.

O numero real z é chamado parte real de z e o nimero real y é chamada parte

imaginaria de z. Em simbolos indica-se:
r = Re(z) ey =Im(z).
3.1.4 Operacoes Elementares nos Numeros Complexos

Defini¢ao 3.2. Sejam z e w dois nimeros complexos dados por z = (a,b) e w = (¢, d)

entao definem-se as relagoes e operagoes elementares tal como segue:
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e Igualdade

z =w se, e somente se, a =bec=d

e Soma
ztw=w+z=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
e Produto

zaw =w.z = (a+bi).(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

e Conjugado

Dado o ntimero complexo z = a + bi com a,b € R, o conjugado de z é definido por

Z=a+bi=a— .
e Produto de um complexo pelo seu conjugado

Seja z =a+ bi e Z=a — bi temos:
2Z = (a+bi).(a —bi) = a® + V*.

Observe que o produto z.Z é a soma dos quadrados de dois nimeros reais a e
b portanto, o produto z.Z é um nimero real e recebe a denominacao de norma de z, é

definido por:
N(z) = 27 = a® + b*.

e Representagao geométrica de um nimero complexo

Um ntmero complexo da forma z = a + bi, pode ser representado geometricamente
no plano cartesiano, como sendo um ponto ( par ordenado ) tomando-se a abscissa deste
ponto como a parte real do niimero complexo a no eixo ox e a ordenada como a parte
imaginaria do nimero complexo z no eixo oy, sendo que o nimero complexo 0 = 0 + 07 é

representado pela propria origem (0,0) do sistema.

Figura 2 — Representacao geométrica de um ntimero complexo

exo _Imagmirio

Fonte: Brasil Escola. Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br /matematica/plano-
argand-gauss.htm.
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e Mo6dulo de um nimero complexo

No gréafico anterior podemos observar que existe um triangulo retangulo cuja hipo-
tenusa correspondente a distancia entre a origem 0 e o niimero complexo z, normalmente
denotada pela letra grega p, o cateto horizontal tem comprimento igual a parte real a do

nimero complexo e o cateto vertical corresponde a parte imaginaria b do nimero complexo

zZ.

Desse modo, se z = a + bi ¢ um nimero complexo, entao:
0% = a? + b?

e a medida da hipotenusa sera por definicdo, o médulo do nimero complexo denotado por

| z |, isto é:

| 2 |= Va® + b2
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4 OS QUATERNIOS

Nesse capitulo sera feita uma breve abordagem sobre os Quatérnios reais, e as
tentativas do Sir Hamilton de definir (x,y, z) com as mesmas propriedades da multiplicagao,
com isso neste capitulo tera algumas aplicagoes que serao definidas e as principais operagoes
que correspondera as propriedades, sendo assim também apresentada de uma forma

matricial dos Quatérnios.

4.1 NOCOES DOS QUATERNIOS REAIS

Definicao 4.1. O conjunto dos niimeros quatérnios, denotado por H, é definido como

H={a+bi+cj+dk|abc,deRei®=j>=k=ijk=—1}.

Temos que os quatérnios é um espago vetorial real cuja base é 1,1, 7, k, ou seja,
formada pela unidade e pelas unidades imaginarias. Quando a for zero chamaremos este
numero de quatérnios puro. A multiplicacdo dos quatérnios é a multiplicacao algébrica

usual considerando-se as seguintes regras quanto as unidades imaginérias,
1) = —ji =k, jk=—kj =1,ki = —ik =j.

Um quatérnio pode também ser entendido como sendo composto por duas partes:
uma parte escalar ou real, isto é, gy € R e outra parte vetorial, isto é, ¢ = (q1, q2, q3) € R3.
Observe ainda que ¢ pode ser também escrito como g = (g, ¢'). Quando a parte escalar
desse nimero é igual a zero, entdo o quatérnio é escrito como ¢ = (0,¢’) e é chamado de

quatérnio puro.

Nessa representacao o quatérnio é dado por:

q=q+q =q +qi+qj+ gk

em que i, j, k satisfazem as seguintes propriedades de regras de multiplicacao nao comuta-

tivas:

4.2 OPERACOES ENTRE QUATERNIOS

Tomamos dos Quatérnios da forma:

r=x9+ X =29+ 210+ 22) + 23k e w=wy + W = wy + wii + wy) + wsk.
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Figura 3 — Representacdo nao-comutatividade das multiplicagoes dos quatérnions

Fonte:.ime.unicamp.br

http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0015

4.3 IGUALDADE DE QUATERNIOS

Dois quatérnios p = po+p' = po+p1i +p2j +psk, ¢ = @+ ¢ = qo+ @11+ ¢2J + @3k,

sao iguais quando py = qo, P1 = q1, P2 = G2 € P3 = 3.

4.4 ADICAO DE QUATERNIOS

Sejam p = po +p' = po + p1t +p2j + Pk, ¢ = @ + ¢ = g+ @i + @ + gk e
entdao p+q = (po + qo) + (1 + @1)i + (p2 + ¢2)7 + (p3s + g3)k, com p,, e ¢, nimeros reais e
ne{0,1,2,3}.

A operacao de adigdo é comutativa, associativa, possui elemento neutro e elemento

oposto. De fato:

i) Comutativa. Usando que p, + ¢, = ¢, + pn, pois sdo nimeros reais, segue que

p+q=(po+q)+ (p1+q )i+ (p2+q)j+ (ps+ )k =

(g0 +po) + (@1 +p1)i + (g2 + p2)j + (g3 + p3s)k = q + p,

ou seja, p+q=q+p.

i1) Associativa. Dado r = rg + 1’ = ro + 11 + 12j + r3k e usando que (p, + ¢,) + 7, =

qn + (pn + 1), a adigdo de quatérnio é associativa, pois

p+ql+r=1[po+q)+ P1+aq)i+ P2+ aq)j + (ps+ q)k] + 10+ 110+ 127 + 13k =

(o +q0) +710) + ((p1 + @1) +711)i+ ((p2 + q2) +72)5 + ((p3 + g3) +13)k =
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i7) Elemento neutro

O quatérnio 1 = 1 4 0i + 05 + Ok é o elemento neutro para a multiplicacao em HI,

isto é, 1p = pl = p para qualquer p € H.

i7i) Elemento inverso

Para todo quatérnio nao nulo p € H, existe p~! € Htal que pp~' =p~!p=1. 0O

elemento p~! é chamado de inverso de p.

iv) Distributiva

Para quaisquer p, ¢,r € H, valem
pla+r)=pg+pr e (p+qr=pr+qr

Observe que a multiplicacdo de quatérnio nao é comutativa, isto é, pqg # qp.

A operacao de multiplicagao de quatérnios pode ser desenvolvida usando uma

notacao mais simplificada,

Pg=pogo — P - ¢ +pod + qp' +1 %,

2

em que 7 -7 e ” X 7 representam respectivamente, o produto escalar e o produto vetorial

entre os vetores p’ e ¢’ do espaco R3.

De fato, sendo p' = (p1,42,q3) € ¢ = (q1, G2, q3), tem-se que:
(1) P d =piar + P2g2 + 33
(2) pod’ = (poqr, Poda, Pods)
(3)  qop’ = (qop15 Qop2; qop3)-

1 7k
(4) p'xd =1\ p1 p2 p3 | = —P3q2t — p1a3J — D2ik + P2qsi + P3q1j + P1g2k.
1 G2 g3

Entao pg = (1) — (2) + (3) + (4).

4.4.3 Multiplicagao de um Escalar por um Quatérnio

Definicao 4.2. Seja A um numero real e p = pg + p1i + p2Jj + psk um quatérnio, o produto

de X por p, denotado por Ap, é o quatérnio Apg + Ap1t + Apag + Apsk.
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A multiplicagao escalar de quatérnions satisfaz as propriedades:

i) a(Bp) = (aB)p
De fato,

a(fp) = a(Bpo + Bp1i + Bpaj + Bpsk) = afpo + afpii + afprj + aBpsk =

af(po + pri+ paj + p3k) = (afB)p.

Isto &, a(Bp) = (aB)p.

ii) (a+ B)p = ap + fBp
De fato,

(a+B)p=(a+B)po+ (a+ B)pri + (a4 B)p2j + (a+ B)psk =

apo + apii + apaj + apsk + Bpo + Bpit + Bpaj + Bpsk = ap + Bp.

Ou seja, (a+ f)p = ap + fBp.

iii) a(p+q) = ap+ ag
De fato,

a(p+q) = a((po + pri + p2j + psk) + (g0 + @i + @25 + g3k)) =
al(po+qo) + (1 +q1)i+ (p2+q2)j + (ps + q3)k) =
apo + aqo + apii + aqit + apsj + aqeg + apsk + agsk =

a(po + pri + pej + ps3k) + alqo + q1i + q2J + q3k) = ap + aq.

Assim, a(p+ q) = ap + aq.

4.4.4 Conjugado de um Quatérnio

Dado um quatérnio p = pg + p’ = po + p1i + p2j + psk, o conjugado de p, denotado
por p* é dado por p* = py —p' = po — p1i — p2j — psk.
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4.4.5 Norma de um Quatérnio

Seja x € H. Defini-se norma (ou valor absoluto) de z, como sendo o niimero nao
negativo, ||z|| = ||zo + @11 + x2j + x3k|| = \/xg + 2% + 23 + 23

A norma possibilita na algebra dos quatérnios, tratar de conceitos como compri-

mento e distancia entre quatérnios.

Quando ||p|]| = 1, o quatérnio p recebe o nome de quatérnio unitério e, geometrica-

mente pertence a esfera de raio 1 no R*.

E importante apresentar que um quatérnio unitario pode-se atribuir um angulo,

pois é possivel expressar todo quatérnio p com norma igual a 1,

p=po—+p1=cos (0)+u sen (0)
em que —7 < 0 <7 e u € R*éum vetor unitario com a mesma direcao do vetor p.

Usando os conceitos de conjugado e norma é possivel estabelecer uma féormula para
o inverso de um quatérnio, é que p~! = p* quando p é unitario, isto ¢, se p é unitario o

inverso de p é igual ao seu conjugado.

4.4.6 Quatérnio unitario

Um quatérnio = € H diz-se unitério se ||z|| = 1. Ao longo deste texto, iremos usar,

por simplificacao de escrita,
e H; para denotar o conjunto dos quatérnios unitarios;

e Hj como o conjunto dos quatérnios nao nulos.

4.4.7 Inverso de um Quatérnio nao Nulo

1 1 1

Seja x € Hy. Entdo existe 27! € Hj tal que zx™! = 2712 = 1. Além disso, 27! é

unico e é dado por:

em que a divisao de um quatérnio por um escalar real corresponde a divisao por componente.

4.4.8 Divisao de quatérnios

Sejam z € H e w € Hy. A divisdo de x por w define-se como:

o divisao a esquerda :
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e divisao & direita :

g8

= Tw
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5 REPRESENTACAO MATRICIAL DOS QUATERNIOS
COM MATRIZES COMPLEXAS 2 x 2

Nesse capitulo iremos representar os quatérnios com as matrizes, em que a adicao e a
multiplicacdo de quatérnios tem que corresponder a adi¢ao e multiplicagdo de matrizes (isto
é, homomorfismos matrizes-quatérnios), que podera ser realizada as matrizes complexas
2 x 2. Vamos relembrar se os nimeros complexos sdo isomorfos entao as matrizes reais da

forma

b
[ “ ];a,beR.
—b a

Qualquer niimero complexo z = a + bi, pode ser escrito como

10 0
z=a +b
el

onde E é a matriz identidade e [? = —FE.

=aF + bl,

A adigao e a multiplicagdo de niimeros complexos corresponderd a adi¢ao e multi-
plicacao das matrizes associadas. Consideremos os complexos —1 + 2 ¢ 4 — 4. O produto

destes niimeros complexos pode ser expresso matricialmente como:

4 -1 -1 2 209
1 4 || -2 -1 | |-9 -2 |
o resultado do produto corresponde ao niimero complexo —2 + 9.

Se considera agora um quatérnio x = xg + x1i + x2j + x3k. Como ij = k, é possivel

escrever x na forma x = z 4+ qJ, onde z = xg + 112 € ¢ = 12 + T30.

Entao a representacao é complexa de um quatérnio. O produto de w e p é dado

por :

w = wo + wii + wej + wsk = 21 + q1j = (wo + w1i) + (we + wsi)j

p=po+ pii+p2j+ p3k =22+ qj = (po+ p1i) + (p2 + psi)j

e pode ser reescrito, em termos de variaveis complexas, do seguinte modo:

w.p=(21+qj)(z2+ qj) = 2122 + Q1Jqe] + q1izo + 2127 = (2122 — 1 @2) + (2102 + (173).
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(po + (qo +70)) + (p1 + (qu +71))i + (P2 + (g2 +72))j + (p3 + (g3 +13))k =
Po+ p1t+paj +psk+[(qo+ 7o)+ (g1 +r1)i+ (g +12)5 + (g3 +r3)k =p+ [qg+ 7],

ouseja, [p+ql+r=p+qg+r]

iii) Elemento neutro. O quatérnio 0 = 0+ 0i + 05 + 0k, chamado de quatérnio nulo é o

elemento neutro da adicao, pois:
p+0=(po+0)+ (pr+0)i+ (p2+0)j + (ps + 0)k = po + p1i + p2j + psk = p.

iv) Elemento oposto. Sendo p = py + p1t + p2j + psk, entdao o elemento —p = —py —
p1t — poj — p3k € o chamado oposto de p, visto que

p+(=p) = (po+(—po))+(p1+(=p1))i+ (p2+(=p2))j+ (ps+(—p3))k = 04-0i405+0k = 0.

4.4.1 Substracao entre Quatérnios

Definimos Subtragao entre Quatérnios da seguinte forma:
T —w = (xg+ 218 + x2j + x3k) — (W0 + W1l + Wwej + wsk)

x—w = (x0 — wo) — (21 4+ w1)i — (x2 + wa)j — (x5 + w3)k

4.4.2 Multiplicacao de Quatérnio

Sejam p = po + pit + pej + psk e ¢ = qo + 1t + q2J + g3k, entao

g = (Pogo — P11 — P2G2 — P3q3) + (Poq1 + P1Go + P2qs — P3q2)i+

(Pog2 + P2go + P3qi — P143)j + (Pogs + P3do + P1g2 — P2qu k.

A multiplicacdo de quatérnios é associativa, possui elemento neutro, os quatérnios

nao nulos tem elemento inverso e é distributiva em relacao a adicao.

i) Associativa

Isto é, para quaisquer p, ¢, € H, vale p(qr) = (pq)r.
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Entao essa representacao do produto serd de um quatérnios corresponde a multipli-

cagao das matrizes:
21 Q1 22 (g2
—q1 Z1 —f2 Z

Assim, cada quatérnio x = x¢ + x17 + 22 + x3k = 2 + qj pode ser associado com a
)
matriz complexa

Zo +$1i ) +$3i ]
Y

—T9 + T3t To— X1l

obtendo-se assim a representacao matricial complexa de um quatérnio. Qualquer
quatérnio pode ainda ser escrito como

r=xoF + 211 +x0J + 23K

onde

[0 ot oo e [0 ]

Se notarmos, tal como seria de a espera,

I?=J>=K?=—F,

1J=—-JI =K,
JK = —KJ=1I,

Kl=—-IK=J.

Os quatérnios x = —1+2i+j — k e w =2 — i + 35 — k podem representar-se na
forma complexa, respectivamente, como

r=(-142i)+1—-14)j,w=(2—14)+ (3—14)].

Por isso que , as matrizes complexas correspondentes aos quatérnios x e w sao,
respectivamente:
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X - 142 1—1 W 2—1 3—1
—1—-7 —-1-—24 —3—1 241
O produto
X — 142t 1—1 2—1 3—1 _ 4471 2462 7
—1—-7 —-1-—2i —3—1 241 —24+6 —-4-Ti

corresponde ao quatérnio —4 + 7i+ (2+ 61)j = —4 + 7i + 25 + 6k, ou seja, ao resultado de
r.w. De x = z 4 qJ, conclui-se, de imediato que, se () é a representacao matricial de um

quatérnio z, entao:
e se xyg = w3 =0, isto é, se x é um nuimero complexo, ) é uma matriz diagonal;
o || z|]°= det(Q);
e a representacao matricial de fé@T;
o sex € Hy, isto é, se || x ||= 1, entdo det(Q) =1 e Q@T = F, isto é, () é uma
matriz unitaria.

Proposicao 5.1. H e R* formam espacos vetoriais isomorfos.

Definicao 5.1. O conjugado do quatérnio r, denotado por 7, é definido por

F=a—b —cj—dk.

Proposicao 5.2. Sejam r,s € H. Temos que:

Demonstracgao:

(item 1)

r.s = (a+bi+cj+dk)(e+ fi+gj+ hk)

= (ae—bf —cg—dh)+(af+be+ch—dg)i+ (ag+df —bh+ce)j+ (ah+bg—cf+de)k
7.5 = (ae—bf—cg—dh)—(af+be+ch—dg)i—(ag—df +bh—ce)j—(ah+bg—cf+de)k
s.T=(e— fi—gj—hk)(a—bi—cj—dk)

= (ae —bf —cg — dh) + (—af — be — ch + dg)i + (—ag — df + bh — ce)j+

(—ah —bg+cf —de)k

= (ae—bf —cg—dh)—(af+be+ch—dg)i—(ag—df +bh—ce)j— (ah+bg—cf+de)k
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(item 2)

17T = (a+bi +cj + dk)(a — bi — cj — dk)

= a® — abi — acj — adk + abi + b* — bck + bdj + acj + bek + ¢ — cdi + adk — bdj+
cdi + d?

=a®+ 0+ +d

r = (a —bi —cj — dk)(a+ bi + cj + dk)

= a® + abi + acj + adk — abi — b* — bek + bdj — acj + bek + ¢ — edi — adk — bdj+
cdi + d?

=a*+ 0+ + &%

Definicao 5.2. Seja ¢ € H*, definimos a conjugacao de ¢ como a aplicacao

Adq H—H
7"r—>q7°q’1

Proposicao 5.3. Sejam p,q € H*, entdo

1. Ady(Ar +s) = MAd,(r) + Ad,(s), para quaisquer 7, s € H e qualquer A € R.
2. Ad,(rs) = Ad,(r)Ad,(s), para quaisquer r, s € H.

3. Ad, o Ad, = Ad,,.

4. Idy = Ad;.

5. (Adq)_l = Adq—1

Demonstragao:

1. Sejam r,s € H e A € R, entao

Ady(\r +8) + g0 +5)g =
=g rq t Fqsqgt =
=Mrq ' +qsqt =

= ANAd,(r) + Ad,(s).
2. Para r, s € H, temos

Ad,(rs) = qrsq~' = qrq 'qsq™" = Ad,(r)Ad,(s).



Capitulo 5. Representagdo matricial dos quatérnios com matrizes complexas 2 X 2 36

3. Seja r € H, entao

Ady, o Adq(r) = Adp(qrq_l)

= (pg)r(pg)™
= Ady,(r).

4. Para qualquer 7 € H, temos Ad;(r) = 1r1~t = 1r1 = r. Portanto, Ad; = Idy.

5. Vamos fazer uso dos resultados provados nos itens 3) e 4). De fato,
Adq O Adq_l == Adqq—l - Adl = IdH

Adq,1 e} Adq = Adqflq = Adl = IdH

O que resulta em

Adg1 = (Adq)_l

Os itens 1), 2) e 5) da proposi¢ao acima dizem que para todo ¢ € H* a aplicagao
Ad, é um automorfismo da &lgebra * dos quatérnios. Em particular, cada aplicagdo Ad,
é uma aplicacao linear inversivel em H, logo, um elemento do grupo das transformagoes

lineares inversiveis G L(H). Portanto, podemos considerar a aplica¢ao

Ad : H* — GL(H)
q— Ad,

O item 3) da proposicao acima garante que esta aplicacao é um homomorfismo de
grupos entre o grupo multiplicativo H* e o grupo linear GL(H). De acordo com (?777)
"veremos adiante que é possivel, para cada q € H, restringir a acao de Ad, a um subespaco
tridimensional dos quatérnios que serd considerado como o espaco euclidiano tridimensional

usual. " Foi possivel concluir esse calculos de Euclidiano.

Definigao 5.3. Seja r € H. A norma ou médulo de um quatérnio r pode ser definida

Cco1mo

|7 ||=viT = V@ 0+ &+ &

A norma de um quatérnio r é igual ao seu comprimento como um vetor do R*. Um

quatérnio é dito unitario quando a sua norma ¢ igual a 1.
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Proposicao 5.4. Sejam r e s dois quatérnios unitdrios. Entao || rs ||=| s ||| 7 | -

Demonstragao:

| rs||=vVrsrs=+rss.T=|s||Vrr=|s]||r] .

Devido a esta propriedade multiplicando-se dois quatérnios unitarios produz-se
outro quatérnio de comprimento unitario. O conjunto dos quatérnios unitarios pode ser
visto como um conjunto de pontos do R?*, conjunto este denominado esfera S*. Existe
a divisao por qualquer quatérnio nao-nulo a direita ou a esquerda, ou seja, hé solugoes

Unicas para as equagoes, r = § € ry = s que sao respectivamente,

Proposicao 5.5. Todo quatérnio diferente de zero possui wm inverso multiplicativo,

1

denotado por r—, € definido como

Usando a Proposicao 5.2, concluimos que o inverso a direita ¢ igual ao inverso a

esquerda.

Proposicao 5.6. O conjunto dos quatérnios é um anel de divisio ou wm corpo nao

comutativo.

Demonstracao. Segue dos resultados expostos anteriormente.

Corolario 5.1. Seja # um quatérnio unitario. Entao #~1 = 7.

E muito importante observarmos que operacoes e propriedades do espaco podem
ser codificadas nos quatérnios, por exemplo, a operagao de multiplicacao. Vejamos a

proposicao abaixo.

Proposicao 5.7. Sejam p e q dois quatérnios puros. Entao

pg=—<p,q>+(pxaq).
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Demonstracao: Ainda concluindo com a demostragao de (7?777)

Sejam p = xi +yj + zk e ¢ = bi + ¢j + dk. Temos que
pq = (i +yj + zk)(bi + ¢j + dk)

= —ab+ xck — xdj — ybk — yc + ydi + 2bj — zci — 2d

= —(xb+yc+ zd) + (yd — zc)i + (—xd + 2b)j + (xc — yb)k. (%)

Como < p,q >=azb+yc+ zd (xx) e

1

P X q= = (yd — zc)i + (—xd + 2b)j + (wc — yb)k. (% * %)

(SIS
[SUERCEEERN

v
b
Como (%) é igual ao inverso de (+%) mais (x %), podemos concluir que
pg=—<p,qg>+pxgq.
5.1 QUATERNIOS PUROS E VETORES ESPACIAIS

Um quatérnio p € H é dito ser um quatérnio puro se sua parte real for igual a zero, ou seja,

p=xi+yj+ zk.

Nosso proposito ¢ identificar o espago euclidiano tridimensional usual como o
subespaco dos quatérnios puros e mostrar como as propriedades geométricas do espago
podem ser codificadas pela estrutura algébrica dos quatérnios. Para tornarmos mais precisa

esta identificacdo, temos o seguinte resultado:

Proposigao 5.8. A aplicacao

1R —= H
(x,y,2) = xi+yj+ zk
¢ uma aplicacao linear injetiva.

Demonstragao: Dada esta inclusao canonica, podemos ver que a multiplicacao
de dois quatérnios puros codifica duas operacoes existentes entre vetores de R?, o produto

escalar e o produto vetorial.
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Proposicao 5.9. Sejam dois vetores v, w € R3. Entdo
Ww)(w) = (o, w) +1(v x W),
onde v X w é o produto vetorial em R® de v com w.

Demonstragao: Denotando (v) = z1i+y1J + 21k € 1(w) = x9i + yoj + 22k, temos
1(v)r(w) = (=112 — Y1y — 2122) + (Y122 — 2192)i+ +(2122 — 1122)J + (T1y2 — Y172)k =
= —(v,w) +1(v X w). Onde v X w se escreve como o vetor

€1 €2 €3

vxw=det| zy y 2 )
T2 Y2 22
isto é, v x w é o produto vetorial em R3 de v com w.

Para simplificarmos a notagao, vamos omitir a inje¢cao canoénica, denotando do

mesmo modo o vetor em R? e sua imagem como um quatérnio puro.

Proposigao 5.10. Sejam q € H* e w um quatérnio puro. Entao Ad,(w) também é um

quatérnio puro.

Demonstracgao: Denotemos ¢ = a + bi + ¢j + dk e w = xi + yj + zk, entao

Ad,(w) = quq™' = qwﬁ = ||qu2 (a+bi+cj+dk)(zi+yj+zk)(a—bi—cj—dk) =
1

Tk [(=bx — cy — dz) + (ax + cz — dy)i+

—~

ay + dx — bz)j + (az + by — cx)k](a — bi — cj — dk) =

1
llg

|
+(az+ by —cx)d] + (...)i+ (..)] + (..)k).

z([(=bx — cy — dz)a + (ax 4 cz — dy)b + (ay + dz — bz)c+

Podemos verificar facilmente que a componente real de Ad,(w) é igual a zero,

portanto Ad,(w) é um quatérnio puro. Como querfamos mostrar.

Com isto, podemos fazer a co-restricao da a aplicacao Ad para

Ad: H* — GL(3,R)

q— Ad,

Entendendo-se este grupo de transformacdes lineares em R? como sendo as trans-

formacoes lineares no subespaco dos quatérnios puros.
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5.2 QUATERNIONS E ROTACOES ESPACIAIS

Agora vamos entender a aplicacdo Ad quando restringimos o dominio deste mor-
fismo apenas aos quatérnios unitérios S®. Vamos ver que, neste caso, o conjunto imagem

corresponde exatamente ao grupo de rotagdes SO(3).

Teorema 5.1. Considere a aplicac¢ao
Ad:S* — GL(3,R)

q— Ad,

Entao Ad é um homomorfismo de grupos cujo conjunto imagem € exatamente o subgrupo

SO(3), das rotagoes espaciais.

Devido ao Teorema anterior podemos concluir que Ad, ¢ uma rotagao espacial.

Vamos analisar mais de perto para vermos como o eixo de rotacao e o angulo de
rotacao podem ser determinados a partir das componentes do quatérnio ¢ = a+bi+cj+dk €

S3. O eixo de rotagao da transformagao Ad, é o vetor

De fato, seja o quatérnio N = bi+cj + dk, na qual podemos verificar que Ad,(N) =
N. Vejamos:

Ady(N) = gNg* = gNq = (a + bi + cj + dk) (bi + ¢j + dk)(a — bi — cj — dk)
= (abi + acj + adk — b* + bek — bdj — bek — ¢ + edi + bdj — edi — d?)(a — bi — ¢j — dk)
= (=b* — ¢ — d* + abi + acj + adk)(a — bi — cj — dk)
=b(a®+ b+ +d)itc(a®+ P+ E+dD)jFda®+ 0+ A+ dDk
= (bi+¢j +dK) = N.

Logo, N é um autovetor com autovalor igual a 1. Como o eixo de rotagao tem que ser um

vetor unitario, é s6 multiplicarmos o inverso da norma de N por N, obtendo assim

1 1 1
N = ————=(bi + ¢j + dk) = ——=(bi + ¢j + dk).

TN T VR et —a

Teorema 5.2. O dngulo de rotag¢io é dado por ¢ = 2arccos a.

n
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De fato, como o eixo de rotagao estd na direcao (b, ¢, d), basta tomarmos um vetor

v perpendicular ao eixo de rotacao e o angulo ¢ entre os vetores Ad,(v) e v :

sy — Ady(0).0) _ (Ad).v)

I Adg(v) o 1 1l |2

Tome v = ci — bj, é facil ver que v L n. Temos ainda que || v ||*= b* + 2. Portanto,
a unica informagao que precisamos ¢é a parte real do produto Ad,(v)v. Usando as operagoes,
teremos:

Ad,(v)v = qug v = (1 =2a*) (6> + ) + (..)i + ()7 + (k.

Portanto,

(Ady(v),v) = (2a* — 1)(b* + %),

0 que resulta em

(2a* — 1)(b* + )
b 4 2

cos) = =2a% — 1.

Mas,

cos 1) = 2 cos> (g) -1,

assim

resultando em

Y = 2arccos a.
Teorema 5.3. Mostraremos que ¢ = cos (%) + sen (%) .

De fato, sabemos que cos (%) =ae

n = (bi + cj + dk).

1
V1 —a?
E além disso,

lgl> =a* +* + 2 +d*> =1 :cosﬂg%—sinzlg.
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Portanto, sin% =+1—a?

Temos,
szn%(n) b sin %z + Lsz'ngj + Lsz’n%k,
2 \/1-@2 2 \/1—0,2 2 \/1—(12 2
ou seja,
sin lé}(n) =bi +cj + dk.
Logo,

q = cos <1§> + sen (;b) n.

Como foi mostrado anteriormente pelo teorema podemos ver vantagem na utilizagao
dos quatérnios para que podemos descrever as rotacoes no espago tridimensional. Pois,com
essa estrutura algébrica dos quatérnios ¢ uma vantagem. Ja que pareca os céalculos dos
quatérnios sao extremamente longos e complexos se for feitos a mao, mas ainda sao

extremamente mais rapidos do que os calculos matriciais, inclusive se for usado para as

implementagoes em computadores.
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6 REPRESENTACOES E OBTENCOES DE QUATERNIOS
E ANGULOS DE EULER

6.1 QUATERNIOS E ROTACOES

Os quatérnios apresentam uma importante propriedade a que eles podem representar

rotacoes no espaco tridimensional.

O ponto p' = (p1, p2, p3) sobre o qual se quer executar uma rotagao sera representado

por um quatérnio puro p = (0,p’).

A rotagao em torno de p’ seré representada por um quatérnio unitério g = (qo,v’),

com v' = (v, vq,v3), isto é, um quatérnio ¢ tal que q¢* = 1.
Agora, serd demonstrado que o resultado da rotagao de p em torno de g é dado por

Ry(p) = qpq".

Desde que ¢ é unitario, segue que

@' =1=q¢'9"=¢"=q =q"

1

Com efeito, a expressao R,(p) = gpq~", poder ser escrita como:

Ry(p) = qpq”.

Desenvolvendo esta tltima expressao, obtém-se:

apd” = (40, v")(0,") (a0, —v") = (q0,v")(0q0 — p" - (=), =00" + qop’ +p' x (—v')) =

(90, ") (0" - qop’ —p' x ') =
(qo(p" - ") =" (qop" — ' x "), qo(pop’ —p' x ') + (p' - )W + 0" x (qop/ —p' x ) =
(qo(p' V") —qo(v-p) +0"- (b x '), @p' +qov’ xp' + (p/ V)W +qov' x p' +0" x (pf xv') =
(0" (' x V"), gop' + (0 VW 2q00" XV (0 ) = (V-0 )p') =
0, @p — (' -V)p +20" - p)v + 2qp x V).
Além disso, sendo ¢ = (go,v") unitdrio, tem-se que || ¢ ||= 1, isto é, 2+ || v’ ||>= 1.

Entao, pela identidade fundamental da trigonometria, existe um 6 tal que gy = cos 6 e

|| v ||= sen 6. Dessa forma,

q = (qo,v") = (cos 0, sen 6 n’)
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em que n’ = (ny,nz,n3) e || n' [|= 1.

Substituindo ¢ = (cos 6, sen 6 n’) na expressao deduzida anteriormente e usando

as identidades

et =P =t te, ts)
cos?§ — sen’d = cos 20
2 sen’d) = (1 — cos 26)
2cos 0 sen 0 = sen 20,

obtém-se:

(0, qop’ — (V" 0")p' +2(v" - p' )" + 2qop X V') =
(0, (cos28)p’ + (1 —cos20)(n' - p')n' + sen 26(n’ x p')).

Comparando essa ultima expressao com
(0, (cos 0)p' + (1 —cos 0)(n' - p')n' + sen O(n' x p)

que dar o ponto resultante da realizacao de uma rotacao de angulo 6 de n’ em torno de p/,

chega-se que
q = (cos (0/2), sen (0/2) n').

Noutras palavras, quando se deseja a um ponto p’ do espag¢o uma rotacao no sentido
anti-horario de um angulo # ao redor do eixo definido por n’, é possivel fazer isso através

de quatérnio da seguinte forma:
e Represente p’ pelo quatérnio p = (0, p')
e Represente a rotacao desejada pelo quatérnio ¢ = (cos (0/2), sen (60/2) n’)
e Efetue a operacao R,(p) = qpp*

e A parte real do resultado serd zero e a parte vetorial contera o resultado da

rotacao.

Foi visto acima que
apg” = (0, g5p’ — (v - )p’ +2(0" - P + 2q0(p" x 1)),
com efeito, desconsiderando a parte nula e organizando a equagao chega-se que

Ry(p) = 2(0"- p)' + (q§ — (0" - 0'))p" + 20 (p' x V).

Desenvolvendo o primeiro termo da equagao acima, tem-se:
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2

(%1 ’Ul V1V2 V10U3 P1
oo N, _ 2
200" - p ) = 2(vipr +vapa +vsps) | ve | =2 vive 3 wvous D2
2
U3 V1V3 VU3 Uz D3

Ja o segundo termo, sendo desenvolvido chega-se:

n
(g5 — (0" )P = (g5 —vi —v3 —v3) | ps
b3
E o terceiro termo desenvolvido, obtém-se:
0 —v3 21
2q0(p" x V') = 2qo U3 0 —u P2
—U2 U1 0 p3
Assim, chega-se que:
v vy VU3 D1 D1
Ry(p) =2 viva vi wous pr |+ (g —vi—v;—v3) | pa
V13 VU3 v% Y25 Pp3

0 —wv3 D1
+2qo V3 0 —U1 D2

—U2 U 0 p3

Simplificando esta tdltima equacao, obtém-se a matriz de rotacao R dada por:

@+ v —vi—v  2(vjvy — qous3) 2(v1v3 + qov2)
Ry = 2(v1v + qovs) qg - U% + U% - U% 2(vovs — qov1)
2(v1v3 — qov2) 2(vov3 + qov1) g5 — V3 — V3 + V3

Os quatérnios apresentam uma importante propriedade a que eles podem representar

rotacgoes no espaco tridimensional.

Para tanto é necessario obter um operador linear definido por meio dos quatérnios

que manipule adequadamente vetores do R3, ou seja, o resultado da acao deste operador

sobre um vetor do R? resulte ainda num vetor em R?, e no qual seja possivel associar um

angulo com este operador linear.
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Assim, considerando o espaco vetorial R?, o operador aqui desejado é definido como
L, : R — R3
v'o— L,(V) = pv'p*
em que p € um quatérnio unitario.

A expressao pv'p* representa um produto entre quatérnios, em que p* representa o
conjugado de p, e desde que p ¢ unitério, segue que p = p* e v € R3 é um quatérnio com

a parte escalar igual a zero (quatérnio puro).

Sendo p = (po,p’) com p' = (p1,p2,p3) um quatérnio unitario, entdo a agao do
operador linear L, sobre um vetor v € R3) pode ser interpretada como uma rotagao do

vetor v = (0,v) com v' = (v1,v9,v3) e com efeito
L,V =pp* =w

em que w = (0,w’) com w' = (wy, wa, w3).

Para cada quatérnio unitario, a acdo do operador linear L, sobre um vetor v’ =
(v1,v9,v3) € R? pode ser interpretada como uma rotagao do vetor v’ de um angulo 26, em

torno do eixo de rotagao determinado por p’ = (p1, p2, p3), 0 qual é a parte vetorial de p.

Em particular, quando um quatérnio p = py + p’ for unitario, entdo a rotacao
representada por este quatérnio, tem um angulo de rotagao 6,,; € um vetor unitario na
direcao do eixo de rotacao etxo,., 0s quais sao dados por:

/

p

Orot = 2cos H(py) € €iT0,0r = W
b

Ademais, é possivel concluir que quando se representa uma rota¢ao por meio de
um quatérnio, obtém-se o vetor que define o eixo de rotagdo e um angulo de rotacao em

torno deste eixo.

6.2 CONVERSAO MATRIZ DE ROTACAO EM QUATERNIO
E VICE-VERSA

Na se¢ao acima, foi apresentado o operador quatérnio de rotagao o qual tem um
papel fundamental para problemas que envolvem rotacoes no espaco R?. No campo da
Biomecanica, as matrizes de rotacao e angulo de Euler sao os métodos classicos usados

para estudar rotagoes.

Como forma de dinamizar o processo, deve haver uma relacao algébrica entre esses

métodos classicos de abordagem, os tornando mais comuns.
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Por exemplo, partir de uma matriz de rotacao é possivel obter o quatérnio (unitario
Y
que representa a mesma rotacgao. Nesse contexto, é importante que seja apresentado o

procedimento de conversao.

Seja um vetor v/ = (vy,ve,v3) € R3, entdo aplica-se uma matriz de rotagao M
tem-se como resultado um novo vetor w’ = (wy, wy, w3) € R3, o qual, geometricamente, é

o resultado da rotagao do vetor v = (0,v’) de um certo dngulo 6 em torno de algum eixo.

Ademais, a mesma rotacdo pode ser obtida por meio da teoria dos quatérnios

aplicando-se ao vetor v = (0,v') o operador quatérnio de rotagao L, .
Em notacao matemética escreve-se respectivamente w' = Mv' e w' = L,(v").

Dessa forma, a conexdo entre uma matriz de rotagdo M e um quatérnio (unitéario)

p, ambos descrevendo a mesma rotagao, é obtida da equacao Mv' = puv'p*.

Por conseguinte, desenvolvendo pv'p* esse produto chega-se que
pu'p" = (2p5 — DV + 200" - )+ 2po (1) x V).
Para verificar isso, seja
p = (po,p), v = (0,7") e p* = (po, —p'), entao
po'p" = (po,')(Opo — v" - (=p'), =0p' + pov’ + 0" x (=p')) =
(po, ) (V" -/, pov' — 0" x p) =
(po(v" - p') ="+ (pov" =" x p'), popov’ — v x p') + (V- p)p' +p' x (pov" — ' x p')) =
(Po(v" 1) =po(p' V") +0"- (V' x p'), pgv’ +pop’ x v+ (0" p)p +pop’ x 0"+ p' x (v x p') =
(W' - (0" xp), pgv’ + () 2po X p' (B — () =
(0, pgv’ — (0" - ) +2(p" 0" )p' + 2pev” X 1)
Assim, Mv' = (2p2 — 1)v' +2(p' - ¢)p’ + 2po(p’ x V).

Resolvendo essa seguinte igualdade entre matrizes, chega-se:

muy Mg Mg 2p3 — 1+2p7 2pipa — 2pops  2p1ps + 2pop2
M= | ma ma mog | =| 2pipa+2pops 203 — 1+ 2p3 2paps — 2pop
mgy Mgy M3z 2p1ps — 2pop2 2paps + 2pop1 2p — 1+ 2p;

Assim, os componentes do quatérnio p, em termos dos elementos da matriz de

rotacao M, podem ser obtidos a partir dos seguindo os casos:
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Caso 1: A soma da diagonal principal é maior ou igual a zero, isto é,

™11 + mi9 + mss Z 0.

Tem-se:

1
Do = 5\/m11+m22+m33+1

P = M3z — Mg

= — =
4pg

Py = my3 — 31

g = ——
4pg

maop — M2

pP3=——"".
4pg

Caso 2: A soma da diagonal principal é menor do que zero, isto é,

mi +mia+mg3 <0 e my > max {ma, ma3}.

Tem-se:
1
p1 = 5\/77111 — Moy — M3z + 1

Po = Mg — M32
= — %

4p,
mi2 + Moy
pr=——

4p,
mi3 + M3
p3=————

4p,

Caso 3: A soma da diagonal principal é menor do que zero, isto é,

miy + Mmag +mg3 <0 e  maog > maz {myy, masz}.

1
D2 = 5\/—7”11 + maoy —ms3 + 1

Dy = m3y — Mg

g = ——————
4po

mi2 + Moy

p =
! 4po
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Mo3 + M3o
p3 = ———.
4py

Caso 4: A soma da diagonal principal é menor do que zero, isto é,

mMi1 + Moo + M3z < 0 e ms3 = Max {mn, m22} .

1
D3 = 5\/—77111 — Moy +ms3 + 1

Do = Miz — M2

) = 2t
4p3

mi3 + M3y

Pr=—F
4p3

Ma3 + M32

pr= ——".
4p3

J4, para obter a matriz de rotacdo a partir de um quatérnio p é suficiente construir
a matriz de rotagdo M, de tal forma que seus elementos sejam dados em termos das

componentes do quatérnio pela igualdade entre matrizes dada acima.

6.3 CONVERSAO ANGULOS DE EULER - QUATERNIO

Considere as trés rotagoes do sistema zyz. Primeiro, o sistema sofre uma rotacao
no eixo x de um angulo ¢. Em seguida, o novo sistema de coordenadas x'y'z’ sofre uma
rotagdo no eixo ¥y’ de um angulo 6.

,,7 80

Por fim, o novo sistema x”y”z” sofre uma rotagao no eixo z” de um angulo v,
resultando um novo sistema de coordenadas x1y;2;. Os trés angulos, ¢, 6 e 1, determinam

a orientacao do novo sistema de coordenadas de forma tnica, e sao os angulos de Euler.

Sao doze as possiveis sequéncias para representacdo de uma rotacio no espaco R?

utilizando os angulos de Euler.

Aqui sera utilizada a sequéncia na qual o primeiramente eixo sobre x, e depois

sobre o eixo y e finalmente sobre o eixo z e também ja era nas duas operacoes anteriores.

Para fazer uma representagiao de duas base Segundo (??7) "Desta forma, a partir de
duas bases ortonormais definidas, obtém-se os angulos phi(¢), theta (6) e psi (¢0). Assim,

através das equacoes abaixo,faz-se a conversao dos angulos de Euler para os quatérnions:"

) 10) Y 0
= . — ~ 4 sin = sin — sin —
qo COSQCOS2COSQ S 28 2s 5
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] 0 10) v o0
Q1:SIH*COS*COS*—COS*SIH*SIH*
2 P73 g S oMY
) 0 . ¢>+ v o6
= S111 — COS — S1n — COS — S1n — COS —
& g OBy g S5 €055
- o w0 ¢
CZ3—COS*COS*S]H*—Sln*SIH*COS*.
g ORIy g S5 %5

Por exemplo, se ¢ = 45,0 = 45 e ¢p = 30, entao ¢ = (0,862, 0,250, 0,433, 0,079).

Uma forma interessante de notacado para representar um quatérnio unitario e que
facilita a sua representacao é apresentar sua parte escalar em graus e sua parte vetorial
em coordenadas esféricas (longitude, latitude e raio). E neste caso, a parte escalar foi

normalizada (norma euclidiana 1) para representagoes em uma esfera unitaria de raio 1.

180
angulo de rotacdo = 0., = 2cos ' (qy) —
T

180
Latitude = tg™" ( @ )
(@)*+(@)?/ ™
180
longitude = tg~! <q2> —
i) ™

A figura 4 abaixo ilustra uma representacao da parte vetorial de um quatérnio p
através de coordenada esférica.

Figura 4 — Representacao da parte vetorial normalizada de um quatérnio P através das
coordenadas esféricas (longitude = 6, latitude = ¢ e raio =r)

Fonte:ime.unicamp.br



Capitulo 6. Representagies e obtengoes de quatérnios e Angulos de Euler 51

Portanto se trata de algumas aplicagoes voltadas a biomecanica e as representacoes
usando as coordenadas esféricas, pois serd interessante reduzir os niimeros de variaveis a

ser apresentadas.

6.4 REPRESENTACAO DE ROTACOES EM 3D COM O USO
DOS QUATERNIOS

Nessa representagao iremos observar, que tera uma utilizacao das rotagoes em torno
de eixos cartesianos e angulos. O qual os quatérnios podera nés fornecer com um sistema

de rotagao que serd usado nas rotacoes

6.5 ROTACOES EM 2D UTILIZANDO OS NUMEROS COM-
PLEXOS

De acordo com varios aspectos, os quatérnios podem ser encarados como uma
generalizagao, no espago tridimensional, do que os nimeros complexos representam para
o espaco bidimensional. Um ntmero complexo é definido através de dois pardmetros,

numeros reais usualmente chamados de a e b.

O niimeros complexo (0, 1), normalmente chamado de i. Portanto, outra forma de

representar um numero complexo é dessa forma
c=a+ bi.

De acordo (??BIASE, )"As propriedades de adi¢io e multiplicagio dos nimeros
complexos sao definidas de tal forma que, entre outras propriedades importantes, eles podem
ser utilizados para representar rotacoes no plano." Sendo assim cada niimero complexo é
dado por dois parametros, que podemos interpretar como umas coordenadas cartesianas

planas.

O parametro a corresponde a coordenada x e o parametro b a coordenada y.

Portanto, podemos ver um ntimero complexo como um vetor no plano.

Podemos representar, de outra forma que sera importante para operarmos com
uma rotagao, e uma forma polar, na qual um vetor é descrito através de sua norma e de
seu deslocamento angular de rotacao anti-horaria em torno da origem a partir do eixo dos

x.

Em fim, podemos pensar no niimero complexo sendo uma soma algébrica de um
nimero real com um ndimero imaginario, na forma a + bi, como um vetor cartesiano (a, b)

ou como um vetor polar (r,0).
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Vamos utilizar a soma de dois nimeros complexos dada simplesmente pela soma

vetorial cartesiana, componente a componente, com a qual estamos acostumados, assim:

ar + bii 4+ ag + bai = ay + as + (by + by)i

ou seja, 0 Mesmo que

(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + ag, by + ba).

Na multiplicacao, temos as seguintes propriedades se multiplicamos os dois niimeros
complexos, teremos um vetor que a norma dele é o produto das normas dos vetores assim
os multiplicados sao os deslocamento angular e tendo a soma como os deslocamentos

angulares de cada um dos vetor na coordenadas polares, para isso resulta uma em:

(11,01)(re,02) = (r17r2,01 + 02).

Nessas propriedades dos deslocamentos angulares que se somam, significa que
podemos pensar nas multiplicagoes entre dois complexos com a mesma operagao de uma

rotacao.

J& de um complexo com a norma unitaria, teremos a representacao de uma rotacao
pura, que numa operacao de multiplicagao podera nao s6 apenas alterar a orientacao de

um outro vetor sem que ele se modifique na sua norma.

Sendo assim, em outro caso particular e o imaginario puro i, que sera corresponde
ao vetor polar no (1,90), sempre representara uma rotagao de anti-horaria de 90 graus em

torno da sua origem.

Veremos um exemplo mas preciso. Se na multiplicagao o vetor cartesiano é (1,1),
que corresponde a um vetor polar (v/2, 45), pelo qual o vetor cartesiano (0,1), serd
corresponde ao vetor polar (1,90), sendo assim obteremos o vetor polar (v/2,45)(1,90) =
(/2,90 + 45) = (1/2,135), que seré corresponde ao vetor cartesiano (-1,1).

Neste resultado podera ser interpretado tanto como o vetor cartesiano (1,1) ou
rotacionado de 90 graus no sentido anti-horario quanto como o vetor é (1,0) escalado por

um fator de v/2 e rotacionado de 45 graus no sentido anti-horario.

E facil verificar que como a multiplicacdo de normas quanto a soma dos angulos
de rotagao plana sao comutativas, entdo para a multiplicacao de ntimeros complexos é,

necessario, ser sempre comutativa, como pudemos observar no exemplo acima.

Se observamos as operacoes de uma forma algébrica, pode ser operado diretamente

sobre as coordenadas cartesianas.

Na multiplicacao se realizamos na forma algébrica entre os dois complexos, obtere-

mos
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(a1 + bli)(ag + bgl) =
a1ay + albgi + bl’iag + bllbgl =

a1asy + ((llbg + agbl)i + b1b2i2.

Agora o que devemos fazer com o termo que apareceu 2. Qual serd o seu significado.

Suponhamos que:

Como seria fazer valer algumas propriedades previamente exposto de uma multipli-

cacio, entdo somos levados a concluir que i? devera calcular como a multiplicacdo de um
vetor cartesiano (0,1) por si mesmo.

Dessa forma a multiplicagao do vetor polar (1,90) por si mesmo, cujo resultado é

(1,180). Retornando as coordenadas cartesianas, verificamos que obtivemos o vetor (-1,0).

Melhor dizendo que o ntimero %, ao operar uma rotacao de 90 graus sobre o vetor

(0,1), produz o vetor (-1,0). Logo,

i?=—1.

Concluimos que podemos agora escrever a expressao final dessa multiplicacao :

(a1 + bli)(ag + ng) = (a1a2 — blbg) + ((Ilbg + Clzb1)i.

Agora com essas defini¢ches para as operagoes envolvendo niimeros complexos,

conseguimos representar e operar as orientacoes e rotagoes bidimensionais de uma forma

pratica e automatica.
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7 CONCLUSAO

Tendo por base os estudos desses conceitos dos Quatérnios , apresentados neste
trabalho, constata-se entao que tal tematica traz singularidades diferentes, o que faz que
os Quatérnios tornem-se um mecanismo de estudo tanto quanto interessante, talvez assim
sendo por ser ainda de certa forma desconhecida pelos pesquisadores desta area, porém,
assim como qualquer outra metodologia de estudo apresenta vantagens e desvantagens,
facilidades e dificuldades, mas de fato, o que o difere, é nimeros utilizados em suas
aplicacoes, sim os nimeros, o uso dos nimeros complexos ou imaginarios, que apenas
o uso deles ja representa a tamanha complexidade de tal assunto, o que faz com que
muitos estudiosos, aprofundem-se mais em pesquisas sobre Quatérnios,para de alguma
forma conseguir compreender este artificio matematico magnifico, que infelizmente ainda
desconhecido.Com esse estudo espero ter ajudado aos estudante da UEPB para pesquisar
mas , e ser como base para outros trabalhos de conclusao de curso. Entretanto, vale
ressaltar que sua utilizacao nao se limita a matematica, mas estendendo-se por variadas
ciéncias, como a computacao. Por conseguinte, podemos concluir que os quatérnios, tém
sim semelhancas e algumas caracteristicas de outros tipos de mecanismos de estudo, porém
tém peculiaridades tnicas, o que os faz uma tematica de estudo intrigante e ao mesmo

tempo fascinante.felizmente ainda desconhecido.
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