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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma revisdo bibliografica sobre os automorfismos de
grupos e também algumas aplica¢des. Para o desenvolvimento da Matemadtica, a
comparagdo entre estruturas algébricas é de fundamental interesse para a obtencado de
informagdes e extensdo de propriedades. O desenvolvimento do trabalho se deu a partir
de questionamentos sobre o que seria os automorfismos de grupos,depois de participar
de um minicurso ministrado pelo professor orientador, onde me despertou curiosidades
a respeito dos automorfismos de grupos.Este trabalho busca introduzir alguns conceitos

e explorar alguns resultados da teoria dos grupos de automorfismos.

Palavras-chave: Homomorfismos.Isomorfismos .Automorfismos de grupos ciclicos .



ABSTRACT

In this work we present a bibliographic review on the automorphisms of groups and
also some applications. For the development of Mathematics, the comparison between
algebraic structures is of fundamental interest for the obtaining of information and
extension of properties. The development of the work was based on questions about
what would be the automorphisms of groups, after participating in a mini-course taught
by the tutor, where I was curious about the automorphisms of groups. This work seeks
to introduce some concepts and explore some results of the theory of automorphism
groups.

textbf Keywords: Homomorphisms. Isomorphisms. Cyclic group autonomy.
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1 INTRODUCAO

A teoria dos grupos desempenha um papel unificador em toda matematica e
revela analogias e semelhancas entre os mais distintos ramos da matematica. A nogao

de grupo é antecedida, por uma outra no¢do também muito importante: A estrutura.
O que é uma estrutura?

Muitos sistemas matematicos sdo estruturas relativamente a uma ou mais relagdes.
Assim o conjunto dos niimeros reais é uma estrutura relativamente a relagdo de ordem
x < y (x ¢ menor ou igual a y); o conjunto dos inteiros ndo negativos ¢ uma estrutura

. ~ X . ..
relativamente a relacdo — (x é um divisor de y).
y

Ao longo dos anos constatou-se que a ideia de Grupo era muito importante em
vdrias dreas da matematica, tanto que o estudo de grupos foi considerado o inicio da
Algebra Abstrata, quando passou-se a utilizar varidveis para representar nimeros. As
trés principais dreas onde os estudos realizados motivaram a defini¢do de grupo foram:
a geometria do inicio do século XIX, a teoria dos ntiimeros do fim do século XVIII, e
a teoria das equagdes algébricas do fim do século XVIII. A Teoria dos grupos surge
naturalmente em muitas dreas da matemaética com implica¢des estendidas a outras
ciéncias.

O objetivo principal deste trabalho é introduzir alguns conceitos e explorar resul-
tados da Teoria dos Grupos de Automorfismos. Neste desenvolvimento, apresentamos
as principais propriedades de automorfismos de grupos e as consequéncias obtidas
para as estruturas avaliadas. Na matematica, um automorfismo é um isomorfismo de
um objeto matemaético nele mesmo. Em certo sentido, o automorfismo é uma simetria
do objeto, ou uma forma de mapear o objeto nele mesmo mantendo a sua estrutura.
Normalmente, o conjunto dos automorfismos de um objeto nele mesmo forma um
grupo, chamado de grupo dos automorfismos, que pode ser chamado de grupo de

simetria do objeto.

(GIL, 2002) A pesquisa é do tipo bibliografica,pois é desenvolvida com base em
material ja elaborado, constituido principalmente de livros e artigos cientificos.

A justificativa deste trabalho se deu a partir de querer estudar os automorfis-
mos de grupos,pois ndo tinha o conhecimento na graduagdo, também por ndo terem
desenvolvido nenhum trabalho relacionado ao assunto e devido a curiosidade depois

de participar de um minicurso ministrado pelo professor orientador.
Este trabalho é composto por trés capitulos.

No capitulo 1, apresentamos os conceitos bésicos relativos a teoria dos grupos,
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pois estes conceitos permeiam a maior parte dos resultados abordados.

No capitulo 2, apresentamos os conceitos basicos relativos aos homomorfismos
dos grupos, pois estes conceitos leva ao principal objetivo que sdo os automorfismos de

grupos.

Finalmente, no capitulo 3, apresentamos o que é um automorfismos de grupos e

alguns exemplos sobre 0s mesmos.
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O objetivo deste capitulo é introduzir os conceitos e propriedades da teoria de gru-

pos necessdrio para este trabalho. Toda a sequencia teérica desenvolvida neste capitulo
é a mesma apresentada por (GARCIA; LEQUAIN, 1988),(VIEIRA, 2013),(DOMINGUES;

IEZZI, 2003).

2.1 Gruros

Defini¢do 2.1. Um conjunto G com uma operagdo - : G X G — G dada por (a,b) =a-b

é um grupo se as condi¢des seguintes sdo satisfeitas:
i) A operagdo é associativa, isto é
a-(b-c)y=(@@-b)-c, Ya,b,ceG.

ii) Existe um elemento neutro, isto é

deeGlera=a-e=a, VYaeG.

iii) Todo elemento possui um inverso,istoé Yae€ G, b€

Se além disso satisfaz a propriedade:

iv) A operagdo é comutativa, isto é
a-b=b-a, Ya,beG

é chamado de grupo abeliano ou comutativo.

Exemplo 2.1. Vejamos

® (Z,+) é um grupo abeliano finito.

Gla-b=b-a=e

e (Z/nZ,+) é um grupo abeliano finito com n elementos.

e (Q,+),(R,+),(C,+) sdo grupos (aditivos) abelianos

2.2 SUBGRUPOS

Definic¢ao 2.2. Seja (G, *) um grupo; um subconjunto nao vazio H de G é um subgrupo

de G (denotamos H < G) quando, com a operagdo de G, satisfaz as condi¢des seguintes:

i) H é fechado, isto é, Yhy,h, € H, temos h; *h, € H
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ii) H é um grupo.

Observacao 2.1. Na defini¢cdo de subgrupo a associatividade é sempre satisfeita, pois, a

igualdade
81%(82%83) = (81%82) * &3
é vélida para todos os elementos de G.

2) O elemento neutro e € H de H é necessariamente igual ao elemento neutro e
de G De fato, tomando
a € HCQG,

temos e € H-a = o e portanto, eH =e.

3) Dado h € H, o inverso de h em H e necessariamente igual ao inverso de h
em G. De fato, se k é o inverso de h em H, entdo hk = kh = eH, logo hk = kh = eH pois

eH = e, e portanto k é o inverso de h em G

Proposicao 2.1. Seja H um subconjunto ndo vazio do grupo G. Entdo H é um subgrupo de G

se e somente se as duas condigdes seguintes sdo satisfeitas

1) VY hy,hy € H, temos hy X h, € H
2) VHeH, temosh ' e H

Demonstracdo: Suponhamos que H seja um subgrupo de G. A condicdo

1) é entdo claramente satisfeita. Agora, seja h € H; sendo H um grupo, h possui um
inverso em H; mas, pela observacdo 3 precedente, tal inverso e necessariamente
igual ao inverso de h em G, isto é, é necessariamente igual a h1, logo hleH ea

condicao

2) é satisfeita. Reciprocamente, suponhamos que as duas condi¢des 1) e 2) sejam
satisfeitas. Entdo, a condic¢do 0) é claramente satisfeita. Como ja observamos, a
condicdo i) sempre é satisfeita. Para ver que ii) é satisfeita, basta ver que e € H;
isto de fato acontece pois, tomando & € H, temos que h™! € H pela condicdo 2) e
logo que e = hli™! € H pela condigdo 1). Finalmente, que a condigdo iii) é satisfeita

decorre da condicdo 2) ser satisfeita.
Exemplo 2.2. Exemplos de Subgrupos:

1) Dado um grupo G, {e} e G sdo subgrupos de G.

2) (2Z,+) é um subgrupo de (Z, +). De maneira mais geral, se n é um inteiro qualquer,
(nZ,+) é um subgrupo de (Z, +)
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Definicdo 2.3. Um grupo G é dito ciclico quando ele pode ser gerado por um elemento,

isto é, quando G = (g), para algum g € G

7 _
Exemplo 2.3. Exemplos: Z = (1), — =<1>.

Definicdo 2.4. Seja a € G. A ordem do elemento o € G ( e a denotamos por 0(«x)) é a

ordem do subgrupo gerado por «, isto é: por 0(a) = Ka)|.
Proposicdo 2.2. Seja o € G tal que o(e) = n < oo. Entdo

n =min{N € N*|aN = ¢}

(@) =1{e,a,a?,...,a" ).

Demonstragio. Como {a) = {a"'|m € Z}, e como, por hipbtese, o grupo («) é finito, temos
que existem p,q € Z,p # q tais que a’ = a’. Sem perda de generalidade, podemos
supor que p > g. De o = af, temos que a’™1 = ¢, isto é, obtemos que I N > 0 tal que

a¥ = e (N = p — q). Podemos entdo considerar o inteiro r = min{N € N*[a" = ¢}. O

r—1

Afirmacdo: (a) = {e,a,a?,...,a" "'} e os elementos e, a,a?,...,a""! sdo todos

distintos.

Demonstracdo da afirmagao: Suponhamos que o/ = a’com 0 <p #gq<r-1;
podemos supor p > g. Temos entdo o’ = ecom 0 < p — g < r e isso contradiz a
minimalidade de r. Logo temos que ¢, a, a?,...,a" ! sdo elementos distintos de G. Para
provar que (@) = {e,a,a?,...,a"!}, devemos mostrar que Ym € Z,a™ = o para algum
0 < I < r. Para isso, observe que pelo algoritmo de Euclides, temos m = qr + [ com

! l

r>1>0,eportanto a” = " = (&)1 -al =l = &

2.3 (CLASSES LATERAIS E TEOREMA DE LAGRANGE

Sejam G um grupo, H um subconjunto de G e 2 um elemento de G. Usamos as

seguintes notagoes:

aH = {ah |h € H} e Ha = {ha |h € H}.

Definicao 2.5. (Classe lateral de H em G) Seja H um subgrupo do grupo G. O conjunto
aH diz-se a classe lateral esquerda de H em G contendo a. O conjunto Ha diz-se a classe
lateral direita de H em G contendo a. O elemento a diz-se um representante da classe
lateral aH (ou Ha).
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Exemplo 2.4. Sejam G = Zy e H = {0, 3, 6}. Como a operagdo que estamos a considerar é
a adi¢do, usamos a notagdo a + H em vez de aH. As classes laterais (esquerdas) de H em
Zg sao:

i) 0+H={0,3,6}=3+H=6+H =H,
i) 1+H=1{1,4,7}=4+H=7+H,

iii) 2+ H=1{2,5,8l =5+ H=8 + H.

Proposicdo 2.3. Todas as classes laterais tem a mesma cardinalidade, igual a cardinalidade de
H.

Demonstragdo: De fato, a funcdo
H — xH

Hw— xh

E claramente uma bijecéo.

Teorema 2.1. ( Teorema de Lagrange ) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo
vale que |G| = |H|- (G: H); em particular, a ordem e o indice de um subgrupo dividem a ordem
do grupo.

Demonstragio. Considerando a relagdo de equivaléncia a esquerda em G, obtemos uma
particdo de G em classes de equivaléncia. A proposi¢do anterior mostra que em cada
uma dessas classes temos |H| elementos. Como, por defini¢do, o nimero de classes é
(G: H), temos a igualdade: |G| = |H|- (G: H) O

Corolario 2.1. Seja G um grupo finito e seja @ € G. Entdo a ordem de a divide a ordem

de G.

Demonstragio. Por defini¢do, 0(a) = [{a)|. Aplique agora o teorema de Lagrange ao
subgrupo (a). Note que, equivalentemente, este coroldrio diz que a|G| = e. 0

Coroldrio 2.2. ( Pequeno Teorema de Fermat ) Seja p um ntmero primo.
Entdo

o’ = 1modp,Va € Z/pZ.

Demonstragdo. Seja o € Z./pZ; entdo a € Z[pZ {0}. Agora, Z/pZ. {0} = (Z/pZ)* é um
grupo de (p — 1) elementos, logo @' = 1, ou seja a?~! = 1(modp). O

Coroldrio 2.3. ( Euler ) Sejam x e n inteiros relativamente primos , entdo temos x®(n) =

1 (modn), onde @ é a funcdo de Euler.



Capitulo 2. Grupos 18

Demonstragio. Segue do coroldrio 1 depois de observar que |(Z/nZ) * | = ®(n). O

Coroldrio 2.4. Se G é um grupo de ordem prima, entdo G é ciclico.

Demonstragio. Seja a € G {e} e considere (o) o subgrupo gerado por a. Pelo teorema de
Lagrange temos que |{a)| divide |G| e portanto que [{a)| = |G|, pois |G| é primo. Logo
G =(a). O

2.4 SUBGRUPOS NORMAIS

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Queremos ver se & operagdo de G induz
de maneira natural uma operacgado sobre o conjunto das classes laterais 4 esquerda de H

em G, isto é se a operagao

(xH, yh) » xyH

é bem definida no sentido de ndo depender da escolha dos representantes x e
y. Dados x,y € G e h, k € H arbitrarios, temos que x e xh sdo representantes da mesma
classe xH e y e yk sdo representantes da mesma classe yH. Assim, a operagdo induzida
sobre as classes laterais é bem definida se e s6 se

xyH = xhykHVY x,y € G, Vh,ke H
Logo, se e sO se
H=y'x'wxyH = y'x'xhykH = y'hykH = y 'hyHVy € G, Vhe H
e portanto se e s6 se yhy ' e HYy € G, Y h € H.

Defini¢do 2.6. Seja N um subgrupo de G. Dizemos que N é um subgrupo normal de G (

e denotamos H < G ) se xN = Nx para qualquer x € G.
Exemplo 2.5. O subgrupo 2Z é um subgrupo normal em Z.

Proposicdo 2.4. Seja H um subgrupo de G. As afirmagdes abaixo sio equivalentes:

i) a operacdo induzida sobre as classes laterais 4 esquerda de H em G é bem definida.
ii) Vg € G, vale gHg'! CH
iii) Vg € G, vale gHg ' = H

iv) Vg € G, vale gH = Hg isto é, Vg € G, classe lateral de ¢ 4 esquerda de H= classe
lateral de g a direita de H.
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Demonstracdo: Veja (DOMINGUES; IEZZI, 1982).
Exemplo 2.6. 1) {e}, G sdo subgrupos normais de G.

2) Z(G) < G; alias,temos que H < Z(G) — H < G. Como Z(G) < G deve mostrar que
YaeGexeZ(G), temos que axa™! € Z(G) entdo: axa™ = xaa™' = x € Z(G)

Z(G)<GX e€eaHa'! 5 x€e HX =aha' =haa' =h € H. Logoaha™ CH, VYaeG
Portanto, H < G.

3) G’ = {{xyx'y~'x, y € G}) é um subgrupo normal de G.

De fato, primeiro, observe que chamamos de S o conjunto S = {xyx'y!|lx,y € G},
temos @ € S — a’! € S, e consequentemente, se x; é um elemento qualquer
de G" = (5),x; se escreve da forma x; = a;...a, com aj,...,qm] € S; segundo,
se ¢ € G, temos gxilg™! = glan...a)g™" = (g ')(g . 87" ... (gaug™!) e
consequentemente, para ver que ¢x;¢"' € G, basta ver que gag™! € S quando
a € S; entdo @ = xyx'y! um elemento de S; temos gag™' = gxyxly g =
(gxg™)(gyg N(gx g gy '8 ™) = (gxg7)(gyg )(gxg ™) (gyg ™) € S;issoacaba
a prova de que G’ < G.

4) Se (G: H) =2 entdo H < G. Para mostrar isso, vamos mostrar que xH = Hx Yx € G.
Se x € HentdoxH = H = Hx. Se x ¢ H temos

xH +#H
Hx + H.

Como (G : H) = 2, temos que existem exatamente 2 classes laterais 4 esquerda que
sdo entdo xH e H. Agora, uma relacdo de equivalencia num espago decompde o
espago como unido disjunta de suas classes de equivaléncia e assim xH = G/H; da
mesma forma, Hx = G/H; portanto xH = G/H = Hx.

Teorema 2.2. Seja H um subgrupo normal de G. Entdo o conjunto das classes laterais com a

operagio induzida de G é um grupo (chamado grupo quociente e denotado por G/H.

G
Demonstragio. Sejam xH,yH e zh € gevyze G. Logo, (zH - xH) - yH = (zxH)H =
xyzH = zHXYh = zH(xH - yH)xH - H = xH, onde H ¢é o elemento neutro. x'H-xH =
x ' H-xH =x"'xH = H. m
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3 HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

3.1 Homomorrismos DE GRUPOS

Definicdo 3.1. Sejam (G, *) e (J, A) dois grupos. Uma fungdo f : G — | é um homomor-
fismo se ela é compativel com as estruturas dos grupos, isto é, se f(a*b) = f(a)Af(b)
para todo 4, b pertencente a G.

Exemplo 3.1. Considere os exemplos

1) Id: (G,*) = (G,#),1d(g) = g, € um homomorfismo chamado identidade.

2) Seja H operado com G, entdo Q : G — G/H,Q(g) = gH, é um homomorfismo
chamado de projegao candnica.

4) Seja g pertencente a G fixo. Entdo, I, : G — G,i,(x) = gxg ', é um homomorfismo

bijetivo.

Propriedades Elementares:

Seja f : (G,-) = (J, X) um homomorfismo de grupos.

1 f(ec) = ¢j; de fato:

flec) = flec-ec) = f(ec) X f(ec)
2) f(x1) = f(x)7L; de fato:

ej = fleg) = flx-x") = f(x) x f(x7")

3) kerf = {x € G|f(x) = ¢j}, temos que kerf < G (kerf é chamado de nticleo do homomor-
fismo de f).

Demonstragio. Vejamos primeiramente que kerf < G. Dados x, y € ker f, temos:
fey) = fO) X f(y) = eg X eg =g
fa) =f)" = =¢

Portanto, kerf < G. Para provar que ker f < G devemos mostrar que:

gxg ' € kerf,¥g € G, Vx € kerf.



Capitulo 3. Homomorfismos de Grupos 21

Isto segue das igualdades abaixo:

flgxg™) = f(Q) x f)f(g7") = f(g) X es X f(9)™" = f(g) X f(g) ™" =eg-

3.2 Isomorrismos DE GRUPOS
Defini¢do 3.2. Sejam G e | grupos. Um isomorfismo f : G — | é um homomorfismo
bijetor.

Exemplo 3.2. Exemplos de Isomorfismos

1) Os grupos S; e S, sdo isomorfos. De fato considere a bijegdo ¢ abaixo:

id— id

como ¢ é um homomorfismo, logo, ¢ homomorfismo bijetivo e portanto um

isomorfismo.

Teorema 3.1 (Teorema dos Homomorfismos). Seja f : (G, ) = (¢, A) um homomorfismo

de grupos. Entdo
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1) A fungio

E um isomorfismo.

2) Temos as seguintes bijegdes:

{Subgrupos de G que contém ker(f)} N subgrupos de f(G)}
H— f(H)
) — ()

Além disso, estas bijegdes levam subgrupos normais em subgrupos normais, isto é:

a) H<G = f(H) < f(G).

b) # < f(G) = () <G.
Demonstragio.

1) Primeiramente, devemos verificar que f é uma fungdo bem definida, isto &, se
g(kerf) = g(kerf) entdo f(g) = f(3). Mas, g(kerf) = g(kerf) implica que g = §-k, para
algum k € kerf & portanto f(g) = f(§-K) = f(2) X f(K) = f(§) X eg = (3. Agora,f &
claramente uma funcao sobrejetora e, para g, ' € G, obtemos:

f(g(kerf))- & (kerf)) = f(g- &' (kerf)) = f(g &) = £(8) X f(8) = f(g(ker f)) x f(g (kerf));
Assim f

¢ um homomorfismo. Agora,

Kerf = {g(kerf)If(g) = eg} = {g(kerf)Ig € kerf};
Assim kerf = {e%} ou seja, f é injetiva.

2) Ja sabemos que f'(f(H)) = H(kerf) ¥ H < G e também que f(f () = 2 N
f(G) Y # < 4.Dai, se H 2 kerf entdo f~1(f(H)) = Hese 7 C f(G) entdo f(f () =
€. Obtemos assim que as duas fung¢des definidas em 2) sdo uma inversa da outra. S6

falta entdo mostrar que essas fun¢des levam subgrupos normais em subgrupos normais.
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Prova de a): Dados y € f(G) e x € f(H) quaisquer, devemos mostrar que

yxy~t € f(H). Temosy = f(g)ex = f(h)comg € Geh € Helogoyxy™ = f(g)f(h)f(g™") =
f(ghg™); como, por hipétese, H <« G, temos ghg™' € H e portanto ghg™' € f(H).

Prova de b): Dados ¢ € G e a € f'(5) quaisquer, devemos mostrar que

gag™l € fU(H). Temos f(gag™) = f(9)f(a)f(g™!) e f(a) € H#; como, por hipétese,
H <« f(G), temos f(gag™!) € A e portanto gag™t € f~1(H#). O

Coroldrio 3.1. Seja f : G — ¢ um homomorfismo de grupos e seja H um subgrupo de

G. Entédo a fungao

H
H Nkerf — fE)

h(H Nkerf) w— f(h)
é um isomorfismo.

Demonstragido. Considere o homomorfismo f restrito a H :

leI H— %
h— ()

Claramente f|y(H) = f(H) e (kerf) N H. Aplicando a parte 1) do Teorema 3.1 dos

homomorfismos ao homomorfismo f|y, obtemos o corolério. O

Coroldrio 3.2. Seja H um subgrupo normal de G. Entdo temos a seguinte bijecao:

{ Subgrupos(normais)de G que contém H } & {Subgrupos(normais)de%}

Demonstragiio. Considere o homomorfismo projecio@: G — £,¢(g) = gH. Claramente,

é um homomorfismo sobrejetor e kerp = H. Aplicando a parte 2) do Teorema 3.1 dos

homomorfismos ao homomorfismo ¢, obtemos o corolario. m|

Coroldrio 3.3. Sejam H <G e k < G. Entédo,

K K

~

HNnK H
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Demonstragio. Ja que H <G, sabemos que KH é um subgrupo de G e que HK = KH.

Claramente, H <G = H <KH e portanto faz sentido considerar o grupo quociente o

Considere o homomorfismo projecdo KH 5 KH/He seja @l a sua restri¢do ao subgrupo
k < KH, isto é:

KH
(Plk: K—) F

k+— kH

Claramente,Ker(¢lc) = {k € KIkH = H} = HN K. Seja agora a € KH/H;temos a = (kh)H

para algum k € K e algum 1 € H; logo a = (kh)H = kH = ¢|i(k) e portanto ¢|;é sobrejetor.

Aplicando agora a parte 1) do teorema dos homomorfismos ao homomorfismo ¢,

obtemos o coroldrio. O
K

Corolario 3.4. Sejamk <H <GcomK<GeH<G. Entéo,%/K =~ %

Demonstragido. Considere o homomorfismo

G G
IP.E—)E

gK+— gH

A fungdo ¢ é bem definida pois gK = gK implica que g = gk para algum k € K
e portanto gH = gkH = gH pois k € K C H. Claramente, 1 é sobrejetor e kerip = H/K.
Aplicando a parte 1) do teorema dos homomorfismos ao homomorfismo 1, obtemos o
corolério. m|

Exemplo 3.3. Considere
(Z,+) — U,

k eani /n

. . Z
Claramente ¢ é um homomorfismo sobrejetor e kerqp = nZ; portanto — ~ l,.
n

Observacgdo 3.1. Seja H um subgrupo normal de G. Claramente, se g : % — 4 é

um homomorfismo injetivo de grupos, obtemos um homomorfismo f : G — ¢ com

G
nucleo H, considerando f = g o ¢, onde ¢ e a projecdo candnica de G em o Note que

homomorfismos injetivos distintos de 7 em ¢ dao origem a homomorfismos de G em

% também distintos.

O teorema dos homomorfismos mostra que todos os homomorfismos de G em
¢ com ntcleo H podem ser obtidos desta maneira. De fato, se f : G — ¢ é um tal
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G

homomorfismo, tomando g = f : = — ¢ ( que ¢ um homomorfismo injetivo), obtemos
f=8°¢,

Assim, o problema de determinar todos os homomorfismos de G em ¥ fica

T

. . . o G
reduzido a determinagdo dos homomorfismos injetivos de 77 em ¢, onde H percorre os

subgrupos normais de G.

7z Z
Exemplo 3.4. Para determinar os homomorfismos de S; em 7 X 57 Vamos considerar

os subgrupos normais de S; que séo:

{.d}.d123 12 3 )
WAl o 3 1) ls 1 2])f €

1 2 3 1 2 3
SeH =1id, , , S3/H é um grupo com dois elementos e existem
2 31 312

exatamente trés homomorfismos injetivos de S3/H em 57 %57 portanto existem exata-

R . 7z Z ' 1 2 3 1 23
mente trés homomorfismos de S; em — X — com ntcleo < id, , .
27, 27 2 31 312

Se H = {id}, ndo obtemos nenhum homomorfismo com ntcleo {id}

Exemplo 3.5. Se H = S;, existe exatamente um homomorfismo com ntcleo S3, a saber o
homomorfismo trivial.

Definicdo 3.3. Seja (G, - ) um grupo. Um automorfismo de G e um isomorfismo f : G — G.
O conjunto dos automorfismos de G serd denotado por Aut(G). E facil verificar que a
composicdo de dois automorfismos de G é um automorfismo de G e que (Aut(G), o) é
um grupo, onde ” o ” denota a operagdo composi¢do de fungdes.

Exemplo 3.6. J& observamos que I, : G — G,I,(x) = gxg™!, é um homomorfismo
bijetivo e portanto um automorfismo de G, chamado automorfismo interno associado ao

elemento ¢ € G. O conjunto dos automorfismos internos sera denotado por I,(G); assim
I, = {I;|g € G} € Aut(G)
Proposicdo 3.1. (I(G), o) é um subgrupo normal de (Aut(G), o).
Demonstracdo: Que I(G) seja um subgrupo de Aut(G) segue das igualdades:

I(9)™" = I(g)g-1elg1 0 Ir = Iyn0

Vamos agora mostrar que I(G) é normal em (Aut(G), o), isto é, dado 0 € (Aut(G)e g€ G
quaisquer, temos o o I, 0 67! € I(G).
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Para todo x € G, temos:
(0ol 00 ) (x) =0 0l(07'(x) = a(go7 ' (¥)g™)

= 0(g)xa(8)™" = Ly (%);

Portanto 0 o I, 0 67! = Iy € I(G).

Observacao 3.2. 1) Seja G um grupo e seja § € G. Temos que g comuta com todos os
elementos de G se e s6 se I, = id. Portanto, G é um grupo abeliano < I(G) = {id}.

2) H < G & H é estavel por todos os automorfismos internos de G(i.e.l;(H)
H 'V g € G). 3) Existem automorfismos que ndo sdo automorfismos internos. Por exemplo,
Seja G um grupo abeliano que possui um elemento y de ordem > 3; é facil ver que
1

p:G— G,p(x) =x", é um homomorfismo bijetivo e portanto um automorfismo de
G; p ndo é a aplicagdo identidade pois p(y) = y~' # y e portanto, pela observagdo 1),p

ndo é um automorfismo interno Assim, em particular, obtemos que

Z — Z
ne— —n
e
Z Z
_H_
dz. dz.
re—>Tr
(com d > 3)

Sao exemplos de automorfismos que ndo sdo automorfismos internos.

Definic¢ao 3.4. Um subgrupo H de G é um subgrupo caracteristico (denotado por H *x G)
se ele é estavel por todos os automorfismos de G, isto é, se o(H) C H ¥V 0 € Aut(G).
(Equivalente, se 0(H) = HYo € Aut(G)). Claramente, H x G = H < G.

Exemplo 3.7. {¢}, G, Z(G) e G’ sdo subgrupos caracteristicos de G.

Proposicao 3.2. Seja K x H < G. Entdo K < G.

Demonstracdo. Queremos mostrar queIo(K) =K, ¥ ¢ € G.Sejag € Gely : G — G, I (x) =
gxg~'. Considere a restrigdo de I, a H :

Ing — G

hv— gxg™!
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Como, por hipétese, H < G, temos que I,|y(H) = H e portanto o : H — H,0(h) =
gxg~!, é um automorfismo de H (ndo é um automorfismo interno de H em geral, quando

g ndo pertence a H). Como, por hipétese, K x H e 0, ¥ Aut(H), temos I;(K) = o(K) = K.

O

Observacgdo 3.3. Em geral, K < H < G ndo implica que K seja normal em G. Por exemplo
no grupo Dy, temos: (Ry) < (R, Ry) < Dy mas normal em (R;) é Dp,.

3.3 Gruros CicLicos

Proposicao 3.3. a) Os subgrupos de (Z,+) sio (0) e (nZ,+) comn =1,2,3,... b) mZ 2
nZ. & min; nesse caso (mZ. : nZ.) = n/m.

Demonstragio. a) Ja foi feita. b) E claro que mZ 2 nZ < mjn. Suponhamos que nZ <
mZ. < Z,; tomando K = nZ e H = mZ no coroléario 3.4, obtemos

Z/nZ  Z
mZ/nZ.  mZ.

n
! mZ.[|nZ.

Portanto =medaimZ : nZ = n/m.

Exemplo 3.8. 1-Z =<1 >=<-1>,
2-nZ. =<n>=<-n>,
3-Zg=<1>=<3>=<5>=<7>

Proposicdo 3.4. Seja G = {...,a ' e,a, a™>

, ...} um grupo ciclico de ordem infinita. Entdo:
a) A fungio f : (Z,+) — (G, "), f(z) = a?, é um isomorfismo. b) O elemento o* gera G se e

somentesez =1ouz = -1.

Demonstragio. a) A fungdo f : (Z,+) — (G,-), f(z) = &%, ¢ um homomorfismo pois
f(z1+22) =a**2 =a"-a” = f(z1)- f(z2) VY 21,2, € Z fé claramente uma bije¢do e portanto
um isomorfismo. b) A funcdo f : z = a*, sendo um isomorfismo, a* gera Z se e somente

se z gera Z. Agora, claramente, os tinicos elementos que geram Z sdoz =1 ouz = —1.
O
Proposicdo 3.5. Seju G = {e,q, ..., a" '} um grupo ciclico de ordem finita igual a n. Entdo:
a) A fungio f : (Z/nZ,)) — (G, "), f(im) = a™, é um isomorfismo.

b) O elemento a™ gera G se e somente se M.D.C.{m,n} = 1.
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Demonstragio. a) Como vimos na prova da proposi¢do 3.4, a fungdo f de Z em G dada
por z = @* é um homomorfismo, claramente sobrejetor. Sendo isomorfo a G, Z/Ker f

tem 7 elementos e portanto Kerf = nZ.

b) A fungdo m — a™ sendo um isomorfismo, a™ gera G se e somente se 171 gera
(Zz/nZ,}), se e somente se M.D.C.{m,n} = 1.

Proposicdo 3.6. Seju G = (@) = {e,a,...,a" '} um grupo ciclico finito de ordem n.

a) Se H # {e} é um subgrupo de G, entdo H é ciclico; de maneira precisa, H = (&™) onde
m é o menor inteiro positivo tal que a™ € H; H tem ordem igual a ..

b) Se d é um divisor de n, entdo existe um 1inico subgrupo H de ordem igual a d; este
subgrupo é H = {ai).

Demonstragio. A proposicdo é uma consequéncia da proposigao 3.3, do corolario 3.2 e
da proposicdo 3.5. Fazemos abaixo uma prova direta que utiliza, essencialmente, os

mesmos argumentos.

a) Seja m o menor inteiro positivo tal que a™ € H. Claramente, (¢™) C H.
Reciprocamente, seja a" € H; vamos mostrar que m|u (o que claramente implicara que

a" € {a™)). Fazendo a divisdo de u por m, temos
u=gm+r
com0<r<m

Entao, a" = (a™)1-a’. Como a* € H e a™ € H, temos que a" € H e portanto, pela
minimalidade de m,temos que r = 0 e logo que m|u. Agora, é facil verificar que a ordem

de o™ (e portanto a ordem de H) é igual a n/m.

b) Seja d um divisor de 1. O subgrupo (a"/?) tem ordem d. Vamos agora provar a
unicidade. Seja entdo H um subgrupo qualquer de ordem d; pela parte a), temos que
H = (&™) com m inteiro tal que 7 seja a ordem de H, isto é & = d, portanto m = n/d e
H = {(a"/?).

Observacao 3.4. Mas precisamente, é possivel mostrar que:

Z. *)N gx /i
7.’ 27 227’

( Vr>1,p"(p — 1)Z,Yp primo impar e Vr > 1.

3.4 HomMoMoRrFisM0s E AuToMORFIsMOS DE Gruros CicrLicos

Proposicdo 3.7. Sejam G = (a) um grupo ciclico e | um grupo qualquer. Seja b € J.
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a) Se 0(a) < oo e 0(b) 1 0(a) , entdo ndo existe nenhum homomorfismo f : G — | tal que
f(a) = 0.

b) Se 0(a) < oo e 0(b)|0(a) , entdo existe um inico homomorfismo f : G — | tal que
f(a) = b; tal f édado por f(a") ="

c) Se 0(a) = oo (com 0(b) qualquer), entdo existe um iinico homomorfismo f : G — | tal
que f(a) = b; tal f é dado por f(a") = b'.

Demonstracdo. a) Ja foi feita.

b) e c): Considere f : G = {(a) — ], f(a") = b; observe que um mesmo elemento
& € G pode ter duas representagdes & = a” e £ = a°; para que f seja uma fungdo bem
definida devemos verificar que o valor f(&) é independente da representacao, isto €,

devemos verificar que se r e s sdo dois inteiros tais que a” = a°, entdo b" = b°.

Se 0(a) = o0, entdo todo elemento & €< a > tem uma representac¢do tinica & = a’
(poisa" =a° ©@a* =e© r—-s=0 & r=s). Portanto, se 0(a) = oo, f é realmente uma

funcdo, qualquer que seja a ordem do elemento b € g.

Suponha agora que 0(a) < o. Sejam & = a” e & = 4° duas representagdes de &.
Temos a"™* = ¢, logo r — s é multiplo de 0(a); como por hipétese 0(b)|0(a), temos que r —s é
multiplo da ordem de 0(b) e portanto b"° = ¢, donde 0" = b°, Assim, vemos que também
nesse caso a func¢do f é bem definida. Deixamos a cargo do leitor a verificacdo de que a
fungdo f assim definida é realmente um homomorfismo. Este é o tinico homomorfismo

que leva a em b pois, se g é um homomorfismo tal que g(a) = b, entdo temos:

g@) =g =b")VreZz,

E portanto temos g = f. O
Exemplo 3.9. Seja G = 8£Z =()e]= 10% =1{0,1,2,...,9).

Procuramos todos os homomorfismos f de G em J. Os elementos b € ] tais que

_ _ zZ
0(b)|0(1) = 8 sd0 0, 5. Portanto, pela proposi¢do anterior, os homomorfismos de — em

7 8Z
10_Z sdo:
L, Z
M8z 7 0z
ir—0
que é um homomorfismo trivial
fZ_,Z
‘'8z 10z

i — 5n
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4 AUTOMORFISMOS DE GRUPOS

Neste capitulo, veremos alguns resultados preliminares para uma melhor com-

preensdo dos grupos e de seus automorfismos.
Definicao 4.1. Sejam G e H dois grupos.
(i) Um homomorfismo f : G = H é uma funcgdo tal que f(ab) = f(a)f(b) VYa,b € G.
(i) Um monomorfismo f : G — H é um homomorfismo injetor.
(iii) Um epimorfismo f : G = H é um homomorfismo Seja G um grupo.
(iv) Um isomorfismo f : G = H é um homomorfismo bijetor.

(v) Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo de grupos o : G = H. O

conjunto de todos os endomorfismos de G serd denotado por

End(G) = {0 : G = G : 0 é um homomorfismo de grupos}.
Exemplo 4.1. A identidade id : G — G é um exemplo de Endomorfismo.

Defini¢do 4.2. Um automorfismo de um grupo G e um isomorfismo f : G — G. O
conjunto dos automorfismos de G serd denotado por Aut(G).

Aut(G) ={f : G G: f éum isomorfismo}

Claramente a func¢ao identidade é um automorfismo de G.

Exemplo 4.2. Seja G ciclico de ordem 9. entdo seus automorfismos so:

§—38
gr—g
gr—g'
g—g
gr—¢
gr—g
Portanto, Aut(G) é um grupo abeliano de ordem 6, ou seja, Aut(G) = Z.

Proposicdo 4.1. O conjunto Aut(G) é um grupo com a operagio de composigdo de fungoes.
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Demonstragdo. Inicialmente provemos que Aut(G) é fechado em relagdo 4 composicao
de fungdes. Sejam f, g € Aut(G) e x, y € G. Dai

(f 0 &)xy) = f(g(xy)) = f(g(N)g(y)) = f(&)f (&) = (f 0 &)X)(f © &)(y)

Como a composicdo, f o g, de funcdes bijetivas é também bijetiva, decorre que
f o g € Aut(G). Agora, a fungdo identidade

Id:G—-G

XX
é um automorfismo de G e serd o elemento neutro de Aut(G), j& que, para todos
f e Aut(G)ex €G,
(f o Id)(x) = f(Id(x)) = f(x) = (Id o f)(x) = [d(f(x)).

Além disso, para cada f € Aut(G), existe f ' € Aut(G) tal que, para todo x € G,

(fo fHx) =1Id(x)e (f o f)x) = Id(x).

Logo todo elemento de Aut(G) possui inverso. Finalmente, a composicdo de
funcgoes satisfaz a associatividade, pois

(f o (gom)(x) = (f(g o M)(x) = f(g(h(x))) = f o g(h(x)) = ((f © &) o M)(x).
Portanto, Aut(G) é um grupo com a composic¢do de fungdes. O
Exemplo 4.3. A aplica¢do ¢ € Z% definida por
px)=—-xVx€Z,

é um automorfismo de (Z, +)

Exemplo 4.4. Seja (M, 1) = (R, -). A aplicagdo ¢ € RR, definida por
p(x) = x’Vx € R,

é um automorfismo de (M; L)

Proposicdo 4.2. Se G é um grupo ciclico entdo Aut(G) é um grupo abeliano.
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Demonstragio. Seja G um grupo ciclico e seja ¢ um gerador de G. Considerando f; f, €
Aut(G), queremos mostrar que fif, = f,f;. Para isto é suficiente mostrarmos que

(f1.f2)(8) = (f2; f1)(g)- Suponha que fi(g) = §" e f>(g) = &°. Assim

(fif2)(8) = fi(f2(9) = fi(g) = fi(g) = g

(f2 (@) = f2(1(9)) = f2(8) = f2()" = &

como querfamos demonstrar. m|

Exemplo 4.5. Temos que
G=7Z, se G éciclico infinito, e
G=7Z,, seG éciclico finito, de |G| =n < 1:

Portanto, para conhecer o grupo de automorfismos de grupos ciclicos, devemos
estudar Aut(Z) e Aut(Z.,).

Proposicao 4.3. Aut(Z) = Z,.

Demonstragio. Considere G = (g) ciclico infinito, f € Aut(G) e f(g) = ¢*. Como
Im(f) = G entdo gt é um gerador de G, pois G = Im(f) = h{(g)) = (¢*). Com isso g = ¢~,
para algum [ € Z. Como G é infinito entdo kI = 1 implicak=1el=1ouk=-1el=-1.

Desta maneira, um grupo ciclico infinito possui apenas dois automorfismos:

§—8
g—g"
ou seja, Aut(G) é um grupo de ordem 2, e portanto, ciclico. Isto implica

Aut(Z) = Zz.

Agora vamos aproveitar a demonstragao anterior para determinar a ordem de

Aut(G) quando G é ciclico finito de ordem n.

Usando a informagéo acima, vemos que ¢! = 1. Logo, se |G| = n entdo n|(kl — 1).
Portanto, kI + sn = 1, para algum s € Z o que implica, que mdc(k,n) = 1. Assim, os

automorfismos de um grupo ciclico finito de ordem 7 sdo dados por:

gr— g
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onde mdc(k,n) = 1,1 < k < n — 1. Logo, temos ¢(n) automorfismos de G,
lembrando que ¢ é conhecida com a fungdo de Euler. Assim, segue que |Aut(G)| = ¢(n).

O

Exemplo 4.6. Tome um grupo ciclico G de ordem 2% 3% 11. Vejamos o que ocorre com o
Aut(G). Temos o seguinte grupo

75X 75X 2.

Como eles possuem ordem relativamente primas entre si entdo teremos que:

Aut(Zy X 75 X Z1) = Aut(Z3) X Aut(Z3) X Aut(Z11)

Portanto,

Aut(Zysss) = Aut(Zs) X Aut(Z3) X Aut(Z) = Zy X Zy X Z X Zp.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudamos alguns automorfismos de grupos, os quais sdo de
grande importancia no ensino de 4lgebra, especificamente em estruturas algébricas.
Além de estudar os automorfismos de grupos, precisdvamos de alguns resultados
preliminares para chegarmos ao nosso objetivo de estudo, como o estudo de grupos,

subgrupos, grupos ciclicos e entre outros.

A importancia de estudar o grupo de automorfismos Aut(G) é que este tem
aplicagdes em varias areas da Matematica, tais como Teoria dos Grupos Finitos, Teoria
de Representacio de Grupos e Algebras, K-Teoria, Combinatéria, Geometria e Cédigos

Corretores de Erros.
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