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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma revisão bibliográfica sobre os automorfismos de
grupos e também algumas aplicações. Para o desenvolvimento da Matemática, a
comparação entre estruturas algébricas é de fundamental interesse para a obtenção de
informações e extensão de propriedades. O desenvolvimento do trabalho se deu a partir
de questionamentos sobre o que seria os automorfismos de grupos,depois de participar
de um minicurso ministrado pelo professor orientador, onde me despertou curiosidades
a respeito dos automorfismos de grupos.Este trabalho busca introduzir alguns conceitos
e explorar alguns resultados da teoria dos grupos de automorfismos.

Palavras-chave: Homomorfismos.Isomorfismos .Automorfismos de grupos cíclicos .



ABSTRACT

In this work we present a bibliographic review on the automorphisms of groups and
also some applications. For the development of Mathematics, the comparison between
algebraic structures is of fundamental interest for the obtaining of information and
extension of properties. The development of the work was based on questions about
what would be the automorphisms of groups, after participating in a mini-course taught
by the tutor, where I was curious about the automorphisms of groups. This work seeks
to introduce some concepts and explore some results of the theory of automorphism
groups.

textbf Keywords: Homomorphisms. Isomorphisms. Cyclic group autonomy.
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1 INTRODUÇÃO

A teoria dos grupos desempenha um papel unificador em toda matemática e
revela analogias e semelhanças entre os mais distintos ramos da matemática. A noção
de grupo é antecedida, por uma outra noção também muito importante: A estrutura.

O que é uma estrutura?

Muitos sistemas matemáticos são estruturas relativamente a uma ou mais relações.
Assim o conjunto dos números reais é uma estrutura relativamente a relação de ordem
x ≤ y (x é menor ou igual a y); o conjunto dos inteiros não negativos é uma estrutura
relativamente a relação

x
y

(x é um divisor de y).

Ao longo dos anos constatou-se que a ideia de Grupo era muito importante em
várias áreas da matemática, tanto que o estudo de grupos foi considerado o início da
Álgebra Abstrata, quando passou-se a utilizar variáveis para representar números. As
três principais áreas onde os estudos realizados motivaram a definição de grupo foram:
a geometria do início do século XIX, a teoria dos números do fim do século XVIII, e
a teoria das equações algébricas do fim do século XVIII. A Teoria dos grupos surge
naturalmente em muitas áreas da matemática com implicações estendidas a outras
ciências.

O objetivo principal deste trabalho é introduzir alguns conceitos e explorar resul-
tados da Teoria dos Grupos de Automorfismos. Neste desenvolvimento, apresentamos
as principais propriedades de automorfismos de grupos e as consequências obtidas
para as estruturas avaliadas. Na matemática, um automorfismo é um isomorfismo de
um objeto matemático nele mesmo. Em certo sentido, o automorfismo é uma simetria
do objeto, ou uma forma de mapear o objeto nele mesmo mantendo a sua estrutura.
Normalmente, o conjunto dos automorfismos de um objeto nele mesmo forma um
grupo, chamado de grupo dos automorfismos, que pode ser chamado de grupo de
simetria do objeto.

(GIL, 2002) A pesquisa é do tipo bibliográfica,pois é desenvolvida com base em
material já elaborado, constituído principalmente de livros e artigos científicos.

A justificativa deste trabalho se deu a partir de querer estudar os automorfis-
mos de grupos,pois não tinha o conhecimento na graduação, também por não terem
desenvolvido nenhum trabalho relacionado ao assunto e devido a curiosidade depois
de participar de um minicurso ministrado pelo professor orientador.

Este trabalho é composto por três capítulos.

No capítulo 1, apresentamos os conceitos básicos relativos a teoria dos grupos,
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pois estes conceitos permeiam a maior parte dos resultados abordados.

No capítulo 2, apresentamos os conceitos básicos relativos aos homomorfismos
dos grupos, pois estes conceitos leva ao principal objetivo que são os automorfismos de
grupos.

Finalmente, no capítulo 3, apresentamos o que é um automorfismos de grupos e
alguns exemplos sobre os mesmos.
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2 GRUPOS

O objetivo deste capitulo é introduzir os conceitos e propriedades da teoria de gru-
pos necessário para este trabalho. Toda a sequencia teórica desenvolvida neste capitulo
é a mesma apresentada por (GARCIA; LEQUAIN, 1988),(VIEIRA, 2013),(DOMINGUES;
IEZZI, 2003).

2.1 Grupos

Definição 2.1. Um conjunto G com uma operação · : G × G→ G dada por (a, b) = a · b

é um grupo se as condições seguintes são satisfeitas:

i) A operação é associativa, isto é

a · (b · c) = (a · b) · c, ∀ a, b, c ∈ G.

ii) Existe um elemento neutro, isto é

∃ e ∈ G | e · a = a · e = a, ∀ a ∈ G.

iii) Todo elemento possui um inverso, isto é ∀ a ∈ G, ∃ b ∈ G | a · b = b · a = e

Se além disso satisfaz a propriedade:

iv) A operação é comutativa, isto é

a · b = b · a, ∀ a, b ∈ G

é chamado de grupo abeliano ou comutativo.

Exemplo 2.1. Vejamos

• (Z,+) é um grupo abeliano finito.

• (Z/nZ,+) é um grupo abeliano finito com n elementos.

• (Q,+), (R,+), (C,+) são grupos (aditivos) abelianos

2.2 Subgrupos

Definição 2.2. Seja (G, ∗) um grupo; um subconjunto não vazio H de G é um subgrupo
de G (denotamos H ≤ G) quando, com a operação de G, satisfaz as condições seguintes:

i) H é fechado, isto é, ∀h1, h2 ∈ H, temos h1 ∗ h2 ∈ H
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ii) H é um grupo.

Observação 2.1. Na definição de subgrupo a associatividade é sempre satisfeita, pois, a
igualdade

g1 ∗ (g2 ∗ g3) = (g1 ∗ g2) ∗ g3

é válida para todos os elementos de G.

2) O elemento neutro e ∈ H de H é necessariamente igual ao elemento neutro e
de G De fato, tomando

α ∈ H ⊆ G,

temos e ∈ H·α = α e portanto, eH = e.

3) Dado h ∈ H , o inverso de h em H e necessariamente igual ao inverso de h
em G. De fato, se k é o inverso de h em H, então hk = kh = eH, logo hk = kh = eH pois
eH = e, e portanto k é o inverso de h em G

Proposição 2.1. Seja H um subconjunto não vazio do grupo G. Então H é um subgrupo de G
se e somente se as duas condições seguintes são satisfeitas

1) ∀ h1, h2 ∈ H, temos h1 × h2 ∈ H

2) ∀ H ∈ H, temos h−1
∈ H

Demonstração: Suponhamos que H seja um subgrupo de G. A condição

1) é então claramente satisfeita. Agora, seja h ∈ H; sendo H um grupo, h possui um
inverso em H; mas, pela observação 3 precedente, tal inverso e necessariamente
igual ao inverso de h em G, isto é, é necessariamente igual a h−1, logo h−1

∈ H, e a
condição

2) é satisfeita. Reciprocamente, suponhamos que as duas condições 1) e 2) sejam
satisfeitas. Então, a condição 0) é claramente satisfeita. Como já observamos, a
condição i) sempre é satisfeita. Para ver que ii) é satisfeita, basta ver que e ∈ H;
isto de fato acontece pois, tomando h ∈ H, temos que h−1

∈ H pela condição 2) e
logo que e = hh−1

∈ H pela condição 1). Finalmente, que a condição iii) é satisfeita
decorre da condição 2) ser satisfeita.

Exemplo 2.2. Exemplos de Subgrupos:

1) Dado um grupo G, {e} e G são subgrupos de G.

2) (2Z,+) é um subgrupo de (Z,+). De maneira mais geral, se n é um inteiro qualquer,
(nZ,+) é um subgrupo de (Z,+)
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Definição 2.3. Um grupo G é dito cíclico quando ele pode ser gerado por um elemento,
isto é, quando G = 〈g〉, para algum g ∈ G

Exemplo 2.3. Exemplos: Z = 〈1〉,
Z

nZ
=< 1 > .

Definição 2.4. Seja α ∈ G. A ordem do elemento α ∈ G ( e a denotamos por 0(α)) é a
ordem do subgrupo gerado por α, isto é: por 0(α) = |〈α〉|.

Proposição 2.2. Seja α ∈ G tal que o(α) = n < ∞. Então

n = min{N ∈N∗|αN = e}

e
〈α〉 = {e, α, α2, . . . , αn−1

}.

Demonstração. Como 〈α〉 = {αm
|m ∈ Z}, e como, por hipótese, o grupo 〈α〉 é finito, temos

que existem p, q ∈ Z, p , q tais que αp = αq. Sem perda de generalidade, podemos
supor que p > q. De αp = αq, temos que αp−q = e, isto é, obtemos que ∃ N > 0 tal que
αN = e (N = p − q). Podemos então considerar o inteiro r = min{N ∈N∗|αN = e}. �

Afirmação: 〈α〉 = {e, α, α2, . . . , αr−1
} e os elementos e, α, α2, . . . , αr−1 são todos

distintos.

Demonstração da afirmação: Suponhamos que αp = αq com 0 ≤ p , q ≤ r − 1;
podemos supor p > q. Temos então αp−q = e com 0 < p − q < r e isso contradiz a
minimalidade de r. Logo temos que e, α, α2, . . . , αn−1 são elementos distintos de G. Para
provar que 〈α〉 = {e, α, α2, . . . , αn−1

}, devemos mostrar que ∀m ∈ Z, αm = αl para algum
0 ≤ l < r. Para isso, observe que pelo algoritmo de Euclides, temos m = qr + l com
r > l > 0, e portanto αm = αqr+l = (αr)q

· αl = eq
·αl = αl

2.3 Classes laterais e teorema de Lagrange

Sejam G um grupo, H um subconjunto de G e a um elemento de G. Usamos as
seguintes notações:

aH = {ah |h ∈ H} e Ha = {ha |h ∈ H}.

Definição 2.5. (Classe lateral de H em G) Seja H um subgrupo do grupo G. O conjunto
aH diz-se a classe lateral esquerda de H em G contendo a. O conjunto Ha diz-se a classe
lateral direita de H em G contendo a. O elemento a diz-se um representante da classe
lateral aH (ou Ha).
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Exemplo 2.4. Sejam G = Z9 e H = {0, 3, 6}. Como a operação que estamos a considerar é
a adição, usamos a notação a + H em vez de aH. As classes laterais (esquerdas) de H em
Z9 são:

i) 0 + H = {0, 3, 6} = 3 + H = 6 + H = H;

ii) 1 + H = {1, 4, 7} = 4 + H = 7 + H;

iii) 2 + H = {2, 5, 8} = 5 + H = 8 + H.

Proposição 2.3. Todas as classes laterais tem a mesma cardinalidade, igual a cardinalidade de
H.

Demonstração: De fato, a função
H→ xH

H 7→ xh

É claramente uma bijeção.

Teorema 2.1. ( Teorema de Lagrange ) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Então
vale que |G| = |H|· (G : H); em particular, a ordem e o índice de um subgrupo dividem a ordem
do grupo.

Demonstração. Considerando a relação de equivalência a esquerda em G, obtemos uma
partição de G em classes de equivalência. A proposição anterior mostra que em cada
uma dessas classes temos |H| elementos. Como, por definição, o número de classes é
(G : H), temos a igualdade: |G| = |H|· (G : H) �

Corolário 2.1. Seja G um grupo finito e seja α ∈ G. Então a ordem de α divide a ordem
de G.

Demonstração. Por definição, 0(α) = |〈α〉|. Aplique agora o teorema de Lagrange ao
subgrupo 〈α〉. Note que, equivalentemente, este corolário diz que α|G| = e. �

Corolário 2.2. ( Pequeno Teorema de Fermat ) Seja p um número primo.

Então
αp−1
≡ 1modp,∀α ∈ Z/pZ.

Demonstração. Seja α ∈ Z/pZ; então ā ∈ Z/pZ {0̄}. Agora, Z/pZ {0̄} = (Z/pZ)∗ é um
grupo de (p − 1) elementos, logo āp−1 = 1̄, ou seja αp−1

≡ 1(modp). �

Corolário 2.3. ( Euler ) Sejam x e n inteiros relativamente primos , então temos xΦ(n) ≡
1 (modn), onde Φ é a função de Euler.
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Demonstração. Segue do corolário 1 depois de observar que |(Z/nZ) ∗ | = Φ(n). �

Corolário 2.4. Se G é um grupo de ordem prima, então G é cíclico.

Demonstração. Seja α ∈ G {e} e considere 〈α〉 o subgrupo gerado por α. Pelo teorema de
Lagrange temos que |〈α〉| divide |G| e portanto que |〈α〉| = |G|, pois |G| é primo. Logo
G = 〈α〉. �

2.4 Subgrupos normais

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Queremos ver se á operação de G induz
de maneira natural uma operação sobre o conjunto das classes laterais á esquerda de H
em G, isto é se a operação

(xH, yh) 7→ xyH

é bem definida no sentido de não depender da escolha dos representantes x e
y. Dados x, y ∈ G e h, k ∈ H arbitrários, temos que x e xh são representantes da mesma
classe xH e y e yk são representantes da mesma classe yH. Assim, a operação induzida
sobre as classes laterais é bem definida se e só se

xyH = xhykH ∀ x, y ∈ G, ∀ h, k ∈ H

Logo, se e só se

H = y−1x−1xyH = y−1x−1xhykH = y−1hykH = y−1hyH ∀y ∈ G, ∀ h ∈ H

e portanto se e só se yhy−1
∈ H ∀y ∈ G, ∀ h ∈ H.

Definição 2.6. Seja N um subgrupo de G. Dizemos que N é um subgrupo normal de G (
e denotamos H C G ) se xN = Nx para qualquer x ∈ G.

Exemplo 2.5. O subgrupo 2Z é um subgrupo normal em Z.

Proposição 2.4. Seja H um subgrupo de G. As afirmações abaixo são equivalentes:

i) a operação induzida sobre as classes laterais á esquerda de H em G é bem definida.

ii) ∀g ∈ G, vale gHg−1
⊆ H

iii) ∀g ∈ G, vale gHg−1 = H

iv) ∀g ∈ G, vale gH = Hg isto é, ∀g ∈ G, classe lateral de g á esquerda de H= classe
lateral de g a direita de H.
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Demonstração: Veja (DOMINGUES; IEZZI, 1982).

Exemplo 2.6. 1) {e},G são subgrupos normais de G.

2) Z(G) C G; aliás,temos que H < Z(G) → H C G. Como Z(G) < G deve mostrar que
∀ a ∈ G e x ∈ Z(G), temos que axa−1

∈ Z(G) então: axa−1 = xaa−1 = x ∈ Z(G)

Z(G) C GX ∈ aHa−1
→ x ∈ HX = aha−1 = haa−1 = h ∈ H. Logo aha−1

⊆ H, ∀ a ∈ G
Portanto, H C G.

3) G′ = 〈{xyx−1y−1
|x, y ∈ G}〉 é um subgrupo normal de G.

De fato, primeiro, observe que chamamos de S o conjunto S = {xyx−1y−1
‖x, y ∈ G},

temos α ∈ S → α−1
∈ S, e consequentemente, se xi é um elemento qualquer

de G′ = 〈S〉, xi se escreve da forma xi = α1 . . . αn com α1, . . . , α[n] ∈ S; segundo,
se g ∈ G, temos gx[i]g−1 = g(α1 . . . αn)g−1 = (gα1g−1)(g . . . α2g−1) . . . (gαng−1) e
consequentemente, para ver que gxig−1

∈ G′, basta ver que gαg−1
∈ S quando

α ∈ S; então α = xyx−1y−1 um elemento de S; temos gαg−1 = g(xyx−1y−1)g−1 =

(gxg−1)(gyg−1)(gx−1g−1)(gy−1g−1) = (gxg−1)(gyg−1)(gxg−1)−1(gyg−1)−1
∈ S; isso acaba

a prova de que G′ C G.

4) Se (G : H) = 2 então H C G. Para mostrar isso, vamos mostrar que xH = Hx ∀x ∈ G.
Se x ∈ H então xH = H = Hx. Se x < H temos

 xH , H
Hx , H.

Como (G : H) = 2, temos que existem exatamente 2 classes laterais á esquerda que
são então xH e H. Agora, uma relação de equivalencia num espaço decompõe o
espaço como união disjunta de suas classes de equivalência e assim xH = G/H; da
mesma forma, Hx = G/H; portanto xH = G/H = Hx.

Teorema 2.2. Seja H um subgrupo normal de G. Então o conjunto das classes laterais com a
operação induzida de G é um grupo (chamado grupo quociente e denotado por G/H.

Demonstração. Sejam xH, yH e zh ∈
G
H

e x, y, z ∈ G. Logo, (zH · xH) · yH = (zxH)H =⇒

xyzH = zHXYh = zH(xH · yH)xH ·H = xH, onde H é o elemento neutro. x−1H· xH =⇒

x−1
·H· xH = x−1

· xH = H. �
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3 HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

3.1 Homomorfismos de Grupos

Definição 3.1. Sejam (G, ∗) e (J,∆) dois grupos. Uma função f : G→ J é um homomor-
fismo se ela é compatível com as estruturas dos grupos, isto é, se f (a ∗ b) = f (a)∆ f (b)
para todo a, b pertencente a G.

Exemplo 3.1. Considere os exemplos

1) Id : (G, ∗)→ (G, ∗), Id(g) = g, é um homomorfismo chamado identidade.

2) Seja H operado com G, então Q : G → G/H,Q(g) = gH, é um homomorfismo
chamado de projeção canônica.

4) Seja g pertencente a G fixo. Então, Ig : G → G, ig(x) = gxg−1
, é um homomorfismo

bijetivo.

Propriedades Elementares:

Seja f : (G, · )→ (J,×) um homomorfismo de grupos.

1 f (eG) = eJ; de fato:

f (eG) = f (eG· eG) = f (eG) × f (eG)

2) f (x−1) = f (x)−1; de fato:

eJ = f (eG) = f (x· x−1) = f (x) × f (x−1)

3) ker f = {x ∈ G| f (x) = eJ}, temos que ker f C G (ker f é chamado de núcleo do homomor-
fismo de f ).

Demonstração. Vejamos primeiramente que ker f < G. Dados x, y ∈ ker f , temos:

f (x· y) = f (x) × f (y) = eg × eg = eg

f (x−1) = f (x)−1 = e−1
g = eg

Portanto, ker f < G. Para provar que ker f C G devemos mostrar que:

gxg−1
∈ ker f ,∀g ∈ G,∀x ∈ ker f .
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Isto segue das igualdades abaixo:

f (gxg−1) = f (g) × f (x) f (g−1) = f (g) × eg × f (g)−1 = f (g) × f (g)−1 = eg.

�

3.2 Isomorfismos de Grupos

Definição 3.2. Sejam G e J grupos. Um isomorfismo f : G −→ J é um homomorfismo
bijetor.

Exemplo 3.2. Exemplos de Isomorfismos

1) Os grupos S3 e SM são isomorfos. De fato considere a bijeção ϕ abaixo:

ϕ : S3 −→ SM

id 7−→ id

 1 2 3
2 3 1

 = α 7−→ R 2
3π

 1 2 3
3 2 1

 = α2 7−→ R 4
3π

 1 2 3
2 1 3

 = β 7−→ R3

 1 2 3
3 2 1

 = αβ 7−→ R2

 1 2 3
1 3 2

 = α2β 7−→ R1

como ϕ é um homomorfismo, logo, ϕ homomorfismo bijetivo e portanto um
isomorfismo.

Teorema 3.1 (Teorema dos Homomorfismos). Seja f : (G, · )→ (G ,∆) um homomorfismo
de grupos. Então
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1) A função

f̄ :
G

Ker f
−→ f (G)

g(Ker f ) 7−→ f (g)

É um isomorfismo.

2) Temos as seguintes bijeções:

{Subgrupos de G que contém ker( f )} 1−1
←→ { subgrupos de f (G)}

H 7−→ f (H)

f −1(H )←− (H )

Além disso, estas bijeções levam subgrupos normais em subgrupos normais, isto é:

a) H C G⇒ f (H) C f (G).

b) H C f (G) =⇒ f −1(H ) C G.

Demonstração.

1) Primeiramente, devemos verificar que f̄ é uma função bem definida, isto é, se
g(ker f ) = g̃(ker f ) então f (g) = f (g̃). Mas, g(ker f ) = g̃(ker f ) implica que g = g̃· k, para
algum k ∈ ker f é portanto f (g) = f (g̃· k) = f (g̃) × f (k) = f (g̃) × eg = f (g̃. Agora, f̄ é
claramente uma função sobrejetora e, para g, g′ ∈ G, obtemos:

f̄ (g(ker f ))· g′(ker f )) = f̄ (g· g′(ker f )) = f (g· g′) = f (g) × f (g′) = f̄ (g(ker f )) × f̄ (g′(ker f ));

Assim f̄

é um homomorfismo. Agora,

Ker f̄ =
{
g(ker f )| f (g) = eg

}
=

{
g(ker f )|g ∈ ker f

}
;

Assim ker f̄ =

{
e

G
Ker f

}
ou seja, f̄ é injetiva.

2) Já sabemos que f −1( f (H)) = H(ker f ) ∀ H < G e também que f ( f −1(H )) = H ∩

f (G) ∀H < G . Daí, se H ⊇ ker f então f −1( f (H)) = H e se H ⊆ f (G) então f ( f −1(H )) =

H . Obtemos assim que as duas funções definidas em 2) são uma inversa da outra. Só
falta então mostrar que essas funções levam subgrupos normais em subgrupos normais.
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Prova de a): Dados y ∈ f (G) e x ∈ f (H) quaisquer, devemos mostrar que
yxy−1

∈ f (H).Temos y = f (g) e x = f (h) com g ∈ G e h ∈ H e logo yxy−1 = f (g) f (h) f (g−1) =

f (ghg−1); como, por hipótese, H / G, temos ghg−1
∈ H e portanto ghg−1

∈ f (H).

Prova de b): Dados g ∈ G e α ∈ f −1(H ) quaisquer, devemos mostrar que
gαg−1

∈ f −1(H ). Temos f (gαg−1) = f (g) f (α) f (g−1) e f (α) ∈ H ; como, por hipótese,
H / f (G), temos f (gαg−1) ∈H e portanto gαg−1

∈ f −1(H ). �

Corolário 3.1. Seja f : G→ G um homomorfismo de grupos e seja H um subgrupo de
G. Então a função

H
H ∩ ker f

−→ f (H)

h(H ∩ ker f ) 7→ f (h)

é um isomorfismo.

Demonstração. Considere o homomorfismo f restrito a H :

f |H : H −→ G

h 7−→ f (h)

.

Claramente f |H(H) = f (H) e (ker f ) ∩H. Aplicando a parte 1) do Teorema 3.1 dos
homomorfismos ao homomorfismo f |H, obtemos o corolário. �

Corolário 3.2. Seja H um subgrupo normal de G. Então temos a seguinte bijeção:

{ Subgrupos(normais)de G que contém H } 1−1
←→

{
Subgrupos(normais)de

G
H

}
Demonstração. Considere o homomorfismo projeçãoϕ : G→ G

H ,ϕ(g) = gH. Claramente,ϕ
é um homomorfismo sobrejetor e kerϕ = H. Aplicando a parte 2) do Teorema 3.1 dos
homomorfismos ao homomorfismo ϕ, obtemos o corolário. �

Corolário 3.3. Sejam H / G e k < G. Então,

K
H ∩ K

'
HK
H

.
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Demonstração. Já que H / G, sabemos que KH é um subgrupo de G e que HK = KH.

Claramente, H / G⇒ H / KH e portanto faz sentido considerar o grupo quociente
KH
H
.

Considere o homomorfismo projeção KH
ϕ
→ KH/H e seja ϕ|k a sua restrição ao subgrupo

k < KH, isto é:

ϕ|k : K −→
KH
H

k 7−→ kH

Claramente,Ker(ϕ|k) = {k ∈ K|kH = H} = H ∩ K. Seja agora α ∈ KH/H;temos α = (kh)H
para algum k ∈ K e algum h ∈ H; logo α = (kh)H = kH = ϕ|k(k) e portanto ϕ|ké sobrejetor.
Aplicando agora a parte 1) do teorema dos homomorfismos ao homomorfismo ϕ|k,
obtemos o corolário. �

Corolário 3.4. Sejam k < H < G com K / G e H / G. Então,
G/K
H/K

'
G
H

.

Demonstração. Considere o homomorfismo

ψ :
G
K
−→

G
H

gK 7−→ gH

A função ψ é bem definida pois gK = g̃K implica que g = g̃k para algum k ∈ K
e portanto gH = g̃kH = g̃H pois k ∈ K ⊆ H. Claramente, ψ é sobrejetor e kerψ = H/K.
Aplicando a parte 1) do teorema dos homomorfismos ao homomorfismo ψ, obtemos o
corolário. �

Exemplo 3.3. Considere
(Z,+) −→ Un

k 7−→ e2πki/n

Claramente ϕ é um homomorfismo sobrejetor e kerϕ = nZ; portanto
Z

nZ
' Un.

Observação 3.1. Seja H um subgrupo normal de G. Claramente, se g :
G
H
→ G é

um homomorfismo injetivo de grupos, obtemos um homomorfismo f : G → G com

núcleo H, considerando f = g ◦ ϕ, onde ϕ e a projeção canônica de G em
G
H
. Note que

homomorfismos injetivos distintos de
G
H

em G dão origem a homomorfismos de G em
G também distintos.

O teorema dos homomorfismos mostra que todos os homomorfismos de G em
G com núcleo H podem ser obtidos desta maneira. De fato, se f : G → G é um tal
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homomorfismo, tomando g = f̄ :
G
H
→ G ( que é um homomorfismo injetivo), obtemos

f = g ◦ ϕ,

Assim, o problema de determinar todos os homomorfismos de G em G fica

reduzido a determinação dos homomorfismos injetivos de
G
H

em G , onde H percorre os
subgrupos normais de G.

Exemplo 3.4. Para determinar os homomorfismos de S3 em
Z

2Z
×
Z

2Z
vamos considerar

os subgrupos normais de S3 que são:

{id},

id,

 1 2 3
2 3 1

 ,  1 2 3
3 1 2


 e S3

Se H =

id,

 1 2 3
2 3 1

 ,  1 2 3
3 1 2


 , S3/H é um grupo com dois elementos e existem

exatamente três homomorfismos injetivos de S3/H em
Z

2Z
×
Z

2Z
; portanto existem exata-

mente três homomorfismos de S3 em
Z

2Z
×
Z

2Z
com núcleo

id,

 1 2 3
2 3 1

 ,  1 2 3
3 1 2


.

Se H = {id}, não obtemos nenhum homomorfismo com núcleo {id}

Exemplo 3.5. Se H = S3, existe exatamente um homomorfismo com núcleo S3, a saber o
homomorfismo trivial.

Definição 3.3. Seja (G, · ) um grupo. Um automorfismo de G e um isomorfismo f : G→ G.
O conjunto dos automorfismos de G será denotado por Aut(G). É fácil verificar que a
composição de dois automorfismos de G é um automorfismo de G e que (Aut(G), ◦) é
um grupo, onde ” ◦ ” denota a operação composição de funções.

Exemplo 3.6. Já observamos que Ig : G → G, Ig(x) = gxg−1, é um homomorfismo
bijetivo e portanto um automorfismo de G, chamado automorfismo interno associado ao
elemento g ∈ G. O conjunto dos automorfismos internos será denotado por Ig(G); assim

Ig = {Ig|g ∈ G} ⊆ Aut(G)

Proposição 3.1. (I(G), ◦) é um subgrupo normal de (Aut(G), ◦).

Demonstração: Que I(G) seja um subgrupo de Aut(G) segue das igualdades:

I(g)−1 = I(g)g−1eIg1 ◦ Ig2 = Ig1g2

Vamos agora mostrar que I(G) é normal em (Aut(G), ◦), isto é, dado σ ∈ (Aut(G) e g ∈ G
quaisquer, temos σ ◦ Ig ◦ σ−1

∈ I(G).
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Para todo x ∈ G, temos:

(σ ◦ Ig ◦ σ
−1)(x) = σ ◦ Ig(σ−1(x)) = σ(gσ−1(x)g−1)

= σ(g)xσ(g)−1 = Iσ(g)(x);

Portanto σ ◦ Ig ◦ σ−1 = Iσ(g) ∈ I(G).

Observação 3.2. 1) Seja G um grupo e seja g ∈ G. Temos que g comuta com todos os
elementos de G se e só se Ig = id. Portanto, G é um grupo abeliano⇔ I(G) = {id}.

2) H C G ⇔ H é estável por todos os automorfismos internos de G(i.e.Ig(H) ⊆
H ∀ g ∈ G). 3) Existem automorfismos que não são automorfismos internos. Por exemplo,
Seja G um grupo abeliano que possui um elemento y de ordem ≥ 3; é fácil ver que
ρ : G → G, ρ(x) = x−1, é um homomorfismo bijetivo e portanto um automorfismo de
G;ρ não é a aplicação identidade pois ρ(y) = y−1 , y e portanto, pela observação 1),ρ
não é um automorfismo interno Assim, em particular, obtemos que

Z→ Z

n 7→ −n

e

Z

dZ
→
Z

dZ
r̄ 7→ r̄

(com d ≥ 3)

São exemplos de automorfismos que não são automorfismos internos.

Definição 3.4. Um subgrupo H de G é um subgrupo característico (denotado por H?G)
se ele é estável por todos os automorfismos de G, isto é, se σ(H) ⊂ H ∀ σ ∈ Aut(G).
(Equivalente, se σ(H) = H∀σ ∈ Aut(G)). Claramente, H ? G⇒ H C G.

Exemplo 3.7. {e},G,Z(G) e G′ são subgrupos característicos de G.

Proposição 3.2. Seja K ?H C G. Então K C G.

Demonstração. Queremos mostrar que Ig(K) = K, ∀ g ∈ G. Seja g ∈ G e Ig : G→ G, Ig(x) =

gxg−1. Considere a restrição de Ig a H :

Ig|H −→ G

h 7−→ gxg−1
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Como, por hipótese, H C G, temos que Ig|H(H) = H e portanto σ : H→ H, σ(h) =

gxg−1, é um automorfismo de H (não é um automorfismo interno de H em geral, quando
g não pertence a H). Como, por hipótese, K ?H e σ, ∀ Aut(H), temos Ig(K) = σ(K) = K.

�

Observação 3.3. Em geral, K C H C G não implica que K seja normal em G. Por exemplo
no grupo D�, temos: 〈R1〉 C 〈R2,Rπ〉 C D� mas normal em 〈R1〉 é D�.

3.3 Grupos Cíclicos

Proposição 3.3. a) Os subgrupos de (Z,+) são (0) e (nZ,+) com n = 1, 2, 3, . . . b) mZ ⊇
nZ⇔ m|n; nesse caso (mZ : nZ) = n/m.

Demonstração. a) Já foi feita. b) É claro que mZ ⊇ nZ ⇔ m|n. Suponhamos que nZ <

mZ < Z; tomando K = nZ e H = mZ no corolário 3.4, obtemos

Z/nZ
mZ/nZ

'
Z

mZ
,

Portanto, n
mZ/nZ = m e daí mZ : nZ = n/m.

�

Exemplo 3.8. 1- Z =< 1 >=< −1 >,

2- nZ =< n >=< −n >,

3- Z8 =< 1 >=< 3 >=< 5 >=< 7 >

Proposição 3.4. Seja G = {. . . , α−1, e, α, α−2, . . .} um grupo cíclico de ordem infinita. Então:
a) A função f : (Z,+) −→ (G, · ), f (z) = αz, é um isomorfismo. b) O elemento αz gera G se e
somente se z = 1 ou z = −1.

Demonstração. a) A função f : (Z,+) −→ (G, · ), f (z) = αz, é um homomorfismo pois
f (z1 +z2) = az1+z2 = az1 · az2 = f (z1)· f (z2) ∀ z1, z2 ∈ Z f é claramente uma bijeção e portanto
um isomorfismo. b) A função f : z 7→ αz , sendo um isomorfismo, αz geraZ se e somente
se z gera Z. Agora, claramente, os únicos elementos que geram Z são z = 1 ou z = −1.

�

Proposição 3.5. Seja G = {e, α, . . . , αn−1
} um grupo cíclico de ordem finita igual a n. Então:

a) A função f : (Z/nZ,+n ) −→ (G, · ), f (m̄) = αm, é um isomorfismo.

b) O elemento αm gera G se e somente se M.D.C.{m,n} = 1.



Capítulo 3. Homomorfismos de Grupos 28

Demonstração. a) Como vimos na prova da proposição 3.4, a função f de Z em G dada
por z 7→ αz é um homomorfismo, claramente sobrejetor. Sendo isomorfo a G,Z/Ker f
tem n elementos e portanto Ker f = nZ.

b) A função m̄ 7→ αm sendo um isomorfismo, αm gera G se e somente se m̄ gera
(Z/nZ,+n ), se e somente se M.D.C.{m,n} = 1.

�

Proposição 3.6. Seja G = 〈α〉 = {e, α, . . . , αn−1
} um grupo cíclico finito de ordem n.

a) Se H , {e} é um subgrupo de G, então H é cíclico; de maneira precisa, H = 〈αm
〉 onde

m é o menor inteiro positivo tal que αm
∈ H; H tem ordem igual a n

m .

b) Se d é um divisor de n, então existe um único subgrupo H de ordem igual a d; este
subgrupo é H = 〈α

n
d 〉.

Demonstração. A proposição é uma consequência da proposição 3.3, do corolário 3.2 e
da proposição 3.5. Fazemos abaixo uma prova direta que utiliza, essencialmente, os
mesmos argumentos.

a) Seja m o menor inteiro positivo tal que αm
∈ H. Claramente, 〈αm

〉 ⊆ H.
Reciprocamente, seja αu

∈ H; vamos mostrar que m|u (o que claramente implicara que
αu
∈ 〈αm

〉). Fazendo a divisão de u por m, temos

u = qm + r

com 0 ≤ r < m

Entao, αu = (αm)q
·αr. Como αu

∈ H e αm
∈ H, temos que αu

∈ H e portanto, pela
minimalidade de m,temos que r = 0 e logo que m|u. Agora, é fácil verificar que a ordem
de αm (e portanto a ordem de H) é igual a n/m.

b) Seja d um divisor de n. O subgrupo 〈αn/d
〉 tem ordem d. Vamos agora provar a

unicidade. Seja então H um subgrupo qualquer de ordem d; pela parte a), temos que
H = 〈αm

〉 com m inteiro tal que n
m seja a ordem de H, isto é n

m = d, portanto m = n/d e
H = 〈αn/d

〉.

�

Observação 3.4. Mas precisamente, é possível mostrar que:

(
Z

2rZ

∗

) '
Z

2Z
×
Z

2r−2Z
,∀r ≥ 1, pr−1(p − 1)Z,∀p primo impar e ∀r ≥ 1.

3.4 Homomorfismos e Automorfismos de Grupos Cíclicos

Proposição 3.7. Sejam G = 〈a〉 um grupo cíclico e J um grupo qualquer. Seja b ∈ J.
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a) Se 0(a) < ∞ e 0(b) - 0(a) , então não existe nenhum homomorfismo f : G→ J tal que
f (a) = b.

b) Se 0(a) < ∞ e 0(b)|0(a) , então existe um único homomorfismo f : G → J tal que
f (a) = b; tal f é dado por f (ar) = br.

c) Se 0(a) = ∞ (com 0(b) qualquer), então existe um único homomorfismo f : G→ J tal
que f (a) = b; tal f é dado por f (ar) = br.

Demonstração. a) Já foi feita.

b) e c): Considere f : G = 〈a〉 → J, f (ar) = br; observe que um mesmo elemento
ξ ∈ G pode ter duas representações ξ = ar e ξ = as; para que f seja uma função bem
definida devemos verificar que o valor f (ξ) é independente da representação, isto é,
devemos verificar que se r e s são dois inteiros tais que ar = as, então br = bs.

Se 0(a) = ∞, então todo elemento ξ ∈< a > tem uma representação única ξ = ar

(pois ar = as
⇔ ar−s = e⇔ r − s = 0⇔ r = s). Portanto, se 0(a) = ∞, f é realmente uma

função, qualquer que seja a ordem do elemento b ∈ g.

Suponha agora que 0(a) < ∞. Sejam ξ = ar e ξ = as duas representações de ξ.
Temos ar−s = e, logo r− s é múltiplo de 0(a); como por hipótese 0(b)|0(a), temos que r− s é
múltiplo da ordem de 0(b) e portanto br−s = e, donde br = bs, Assim, vemos que também
nesse caso a função f é bem definida. Deixamos a cargo do leitor a verificação de que a
função f assim definida é realmente um homomorfismo. Este é o único homomorfismo
que leva a em b pois, se g é um homomorfismo tal que g(a) = b, então temos:

g(ar) = g(a)r = br) ∀ r ∈ Z,

E portanto temos g = f . �

Exemplo 3.9. Seja G =
Z

8Z
= 〈1̄〉 e J =

Z

10Z
= {0̄, 1̄, 2̄, . . . , 9̄}.

Procuramos todos os homomorfismos f de G em J. Os elementos b ∈ J tais que

0(b)|0(1̄) = 8 são 0̄, 5̄. Portanto, pela proposição anterior, os homomorfismos de
Z

8Z
em

Z

10Z
são:

f1 :
Z

8Z
−→

Z

10Z
n̄ 7−→ 0̄

que é um homomorfismo trivial

f2 :
Z

8Z
−→

Z

10Z
n̄ 7−→ 5̄n
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4 AUTOMORFISMOS DE GRUPOS

Neste capítulo, veremos alguns resultados preliminares para uma melhor com-
preensão dos grupos e de seus automorfismos.

Definição 4.1. Sejam G e H dois grupos.

(i) Um homomorfismo f : G 7→ H é uma função tal que f (ab) = f (a) f (b) ∀a, b ∈ G.

(ii) Um monomorfismo f : G 7→ H é um homomorfismo injetor.

(iii) Um epimorfismo f : G 7→ H é um homomorfismo Seja G um grupo.

(iv) Um isomorfismo f : G 7→ H é um homomorfismo bijetor.

(v) Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo de grupos σ : G 7→ H. O
conjunto de todos os endomorfismos de G será denotado por

End(G) = {σ : G 7→ G : σ é um homomorfismo de grupos}.

Exemplo 4.1. A identidade id : G 7→ G é um exemplo de Endomorfismo.

Definição 4.2. Um automorfismo de um grupo G e um isomorfismo f : G → G. O
conjunto dos automorfismos de G será denotado por Aut(G).

Aut(G) = { f : G 7→ G : f é um isomorfismo}

Claramente a função identidade é um automorfismo de G.

Exemplo 4.2. Seja G cíclico de ordem 9. então seus automorfismos so:

g 7−→ g

g 7−→ g2

g 7−→ g4

g 7−→ g5

g 7−→ g7

g 7−→ g9

Portanto, Aut(G) é um grupo abeliano de ordem 6, ou seja, Aut(G) � Z6.

Proposição 4.1. O conjunto Aut(G) é um grupo com a operação de composição de funções.
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Demonstração. Inicialmente provemos que Aut(G) é fechado em relação á composição
de funções. Sejam f , g ∈ Aut(G) e x, y ∈ G. Daí

( f ◦ g)(xy) = f (g(xy)) = f (g(x)g(y)) = f (g(x)) f (g(y)) = ( f ◦ g)(x)( f ◦ g)(y)

.

Como a composição, f ◦ g, de funções bijetivas é também bijetiva, decorre que
f ◦ g ∈ Aut(G). Agora, a função identidade

Id : G→ G

x 7−→ x

é um automorfismo de G e será o elemento neutro de Aut(G), já que, para todos
f ∈ Aut(G) e x ∈ G,

( f ◦ Id)(x) = f (Id(x)) = f (x) = (Id ◦ f )(x) = Id( f (x)).

Além disso, para cada f ∈ Aut(G), existe f −1
∈ Aut(G) tal que, para todo x ∈ G,

( f ◦ f −1)(x) = Id(x) e ( f −1
◦ f )(x) = Id(x).

Logo todo elemento de Aut(G) possui inverso. Finalmente, a composição de
funções satisfaz a associatividade, pois

( f ◦ (g ◦ h))(x) = ( f (g ◦ h))(x) = f (g(h(x))) = f ◦ g(h(x)) = (( f ◦ g) ◦ h)(x).

Portanto, Aut(G) é um grupo com a composição de funções. �

Exemplo 4.3. A aplicação ϕ ∈ ZZ definida por

ϕ(x) = −x ∀x ∈ Z,

é um automorfismo de (Z,+)

Exemplo 4.4. Seja (M,⊥) = (R, · ). A aplicação ϕ ∈ RR, definida por

ϕ(x) = x3
∀x ∈ R,

é um automorfismo de (M;⊥)

Proposição 4.2. Se G é um grupo cíclico então Aut(G) é um grupo abeliano.
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Demonstração. Seja G um grupo cíclico e seja g um gerador de G. Considerando f1; f2 ∈

Aut(G), queremos mostrar que f1 f2 = f2 f1. Para isto é suficiente mostrarmos que
( f1 f2)(g) = ( f2; f1)(g). Suponha que f1(g) = gr e f2(g) = gs. Assim

( f1 f2)(g) = f1( f2(g)) = f1(gs) = f1(g)s = grs

e
( f2; f1)(g) = f2( f1(g)) = f2(gr) = f2(g)r = grs;

como queríamos demonstrar. �

Exemplo 4.5. Temos que

G � Z; se G é cíclico infinito, e

G � Zn; se G é cíclico finito, de |G| = n < 1 :

Portanto, para conhecer o grupo de automorfismos de grupos cíclicos, devemos
estudar Aut(Z) e Aut(Zn).

Proposição 4.3. Aut(Z) � Z2.

Demonstração. Considere G = 〈g〉 cíclico infinito, f ∈ Aut(G) e f (g) = gk. Como
Im( f ) = G então gk é um gerador de G, pois G = Im( f ) = h〈(g)〉 = 〈gk

〉. Com isso g = gkl,
para algum l ∈ Z. Como G é infinito então kl = 1 implica k = 1 e l = 1 ou k = −1 e l = −1.
Desta maneira, um grupo cíclico infinito possui apenas dois automorfismos:

g 7−→ g

g 7−→ g−1

ou seja, Aut(G) é um grupo de ordem 2, e portanto, cíclico. Isto implica

Aut(Z) � Z2.

Agora vamos aproveitar a demonstração anterior para determinar a ordem de
Aut(G) quando G é cíclico finito de ordem n.

Usando a informação acima, vemos que gkl−1 = 1. Logo, se |G| = n então n|(kl− 1).
Portanto, kl + sn = 1, para algum s ∈ Z o que implica, que mdc(k,n) = 1. Assim, os
automorfismos de um grupo cíclico finito de ordem n são dados por:

g 7−→ gk
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onde mdc(k,n) = 1, 1 ≤ k ≤ n − 1. Logo, temos ϕ(n) automorfismos de G,
lembrando que ϕ é conhecida com a função de Euler. Assim, segue que |Aut(G)| = ϕ(n).

�

Exemplo 4.6. Tome um grupo cíclico G de ordem 24
· 32
· 11. Vejamos o que ocorre com o

Aut(G). Temos o seguinte grupo

Z4
2 ×Z

2
3 ×Z11.

Como eles possuem ordem relativamente primas entre si então teremos que:

Aut(Z4
2 ×Z

2
3 ×Z11) � Aut(Z4

2) × Aut(Z2
3) × Aut(Z11)

Portanto,

Aut(Z1584) � Aut(Z4
2) × Aut(Z2

3) × Aut(Z11) � Z2 ×Z4 ×Z6 ×Z10.
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5 CONCLUSÃO

Neste trabalho, estudamos alguns automorfismos de grupos, os quais são de
grande importância no ensino de álgebra, especificamente em estruturas algébricas.
Além de estudar os automorfismos de grupos, precisávamos de alguns resultados
preliminares para chegarmos ao nosso objetivo de estudo, como o estudo de grupos,
subgrupos, grupos cíclicos e entre outros.

A importância de estudar o grupo de automorfismos Aut(G) é que este tem
aplicações em varias áreas da Matemática, tais como Teoria dos Grupos Finitos, Teoria
de Representação de Grupos e Álgebras, K-Teoria, Combinatória, Geometria e Códigos
Corretores de Erros.
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