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Resumo

O presente trabalho trata de estudar alguns subconjuntos de matrizes singulares 2 x 2
e da classe de restos Z, que, quando munidos da operacao de multiplicacao usual, for-
mam um grupo. Esses grupos nao sao comuns quando estudamos Estruturas Algébricas,
uma vez nao estamos trabalhando com elementos invertiveis desses conjuntos, no sentido
usual. Para isso vamos utilizar de algumas Definigoes, Exemplos, Proposicoes e Teoremas
da Algebra linear, Teoria dos nuimeros, além dos importantes resultados encontrados na
Teoria dos Grupos.

Palavras-chave: Grupos Inesperados. Matrizes Singulares. Classes de restos.



Abstract

The present work tries to study some subsets of singular matrices 2 x 2 and the class of
residues Z,, that, when equipped with the multiplication operation, form a group. These
groups are not common when we study Algebraic Structures since we are not working
with invertible elements of these arrays in the usual sense. For this we will use some
Definitions, Examples, Propositions and Theorems of Linear Algebra, Number Theory,
besides the important results found in the Theory of Groups.

Keywords: Unexpected Groups. Single Matrices. Classes of remains.
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Introducao

Entendemos por Estrutura Algébrica um conjunto munido de uma(ou mais) opera-
¢ao(0es) bindria(s). O que diferencia uma Estrutura Algébrica de outra sdo as propri-
edades que sua(s) operagao(oes) satisfaz. Dentre as Estruturas Algébricas mais usuais,
encontramos a estrutura de Grupo que é caracterizada pela associatividade, existéncia de
elemento neutro e existéncia de elemento inverso, para cada elemento dado. Como em
qualquer teoria, ha exemplos usuais de objetos que satisfazem a definicao dada. No caso

dessa Estrutura, os conjuntos

GL,(R) ={A € M,(R);detA # 0}

U(Z,) ={a € Z;;mdc(a,n) =1}

munidos dos seus respectivos produtos, sao exemplos classicos de Grupos.

No presente trabalho vamos utilizar dos conceitos da Teoria de Grupos para estudar
alguns grupos multiplicativos nao usuais que também sao subconjuntos de M, (R) e Z,.
Para esse objetivo, seguimos o que foi feito por W. R. Brakes no artigo "Unexpected
Groups”em [3], apresentando uma exposicao didatica do mesmo.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: o primeiro capitulo traz uma apre-
sentacao de conceitos e resultados imprescindiveis da Algebra Linear que vao desde uma
simples definicao de matrizes até o Teorema do Nucleo e da Imagem. J& na Teoria dos
Numeros apresentamos conceitos de congruéncia e introduzimos o conjunto Z, e na Te-
oria dos Grupos explanamos defini¢oes iniciais como operacoes bindrias e seguindo até
homomorfismo de grupos, para que o resultado principal do trabalho seja entendido abor-
dando o que de fato é importante. As Teorias apresentadas nesse primeiro capitulo estao

resumidas e nao detalhadas, com o intuito apenas de deixar o texto autossuficiente, mas



referenciamos os livros onde possam ser encontrados de forma mais detalhada.
J& no segundo capitulo temos os resultados principais do nosso trabalho, que é a apre-
sentacao de alguns grupos inesperados, no caso deste trabalho os Grupos nao invertiveis

sob a multiplicagao no sentido usual em Z,, e os grupos de matrizes singulares 2 x 2.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao explorados conceitos e resultados necessarios ao desenvolvimento

do trabalho.

1.1 Topicos em Algebra linear

Um dos temas que serd abordado no proximo capitulo deste trabalho tera seu foco
em mostrar quais subconjuntos de matrizes singulares de ordem 2 x 2 formam um grupo
sob a multiplicacao. Por isto, nesta secao serao introduzidas algumas defini¢oes como de
Matrizes, Espaco Vetorial, Transformagao Linear, dentre outras; também serd apresentado
algumas propriedades e teoremas importantes como o Teorema do Ntcleo e da Imagem,
Teorema da Representagao Matricial dentre outros que serao explorados no sentido de
dar um suporte ao capitulo seguinte. Algumas propriedades e teoremas nao terao suas
demonstragoes apresentadas, para nao fugirmos da proposta do trabalho, mas podem ser
encontradas em [1], [4], [5], [2] e [8] tais referéncias também servem de embasamento para

a construcao dessa secao.

1.1.1 Matrizes

Definicao 1.1. (Matrizes) Consideremos os sequintes subconjuntos de inteiros positivos:
Im={1,2,....m} eIn={1,2,...,n}.

Uma funcao,

a: ImxlIn — R

(4,7) = a(i,j) = a;
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¢ chamada matriz.

Observacgao 1.1. A imagem da matriz € denotada por A = (a;j)mxn € € representada por
uma tabela com m linhas e n colunas. Nessas condicoes, identificamos a matriz a com
sua imagem A. Em geral, omitimos o termo a(i,j) e escrevemos os termos a;; e dizemos

que A € uma matriz m x n, da sequinte forma:

a1 192 e Q1

Qg1  dA22 ... dgp
A=

Am1 Am2 = Qmnp

Quando m = n dizemos que A € uma matriz quadrada.

Exemplo 1.1. (Matriz Identidade) A matriz identidade de ondem n x n:

10 0

01 0
I, =

0 0 1

¢ chamada matriz identidade.
Exemplo 1.2. (Matriz Nula) E a matriz cujos elementos sao todos nulos. Indica-se a

matriz nula por 0:

0 0 0

0 0 0
0=

0 0 0

Definicao 1.2. (Multiplicagdo de Matrizes) Sejam A = (a;;) uma matrizmxp e B = (b;;)
uma matriz p x n. O produto AB € dado pela matriz C' = (¢ij)mxn da sequinte forma:
P
Cij = Qy1 * blj + a;9 * big + -+ (lz'p . bpj = Zaik . bkj, (11)

k=1

parai=1,2,--- mej=12,--- n.

Escrevemos,

10



1.1. TOPICOS EM ALGEBRA LINEAR 11

C = AB ou [ABJ;; = Y 7 _, @ik, - by
A igualdade da equagao 1.1 esta dizendo que o elemento i, j do produto € igual a soma dos
produtos dos elementos de i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-ésima
coluna de B.

Exemplo 1.3. Dadas as matrizes

1 2 -2 1
A= e B=
3 4 0 3
entao
-2 7 1 0
AB = e BA =
-6 15 9 12

Observagao 1.2. A matriz identidade I, € tal que: Al, = A, para todo A = (a;j)mxn €
I,B = B, para todo B = (bij)nxm
Observagao 1.3. Do exemplo anterior nota-se AB # BA, ou seja, o produto de matrizes
nao € comutativo.
Proposicao 1.1. (Multiplica¢ao de Matrizes)Admitindo que as ordens das matrizes pos-
sibilitem as operacoes, tem-se:

(i) (AB)C = A(BC)

(ii)) (A+ B)C = AC + BC

(i) C(A+ B) =CA+CB

(iv) (¢A)B = a(AB),a € R.
Prova. A prova da Proposi¢ao encontra-se em STEINBRUCH, A., 1997. [4]
Definig¢ao 1.3. (Matriz Invertivel) Uma matriz quadrada A = (a;j)nxn € invertivel ou
nao-singular, se existir uma matriz B = (bij)nxn, tal que AB = BA = 1,. A matriz B €
chamada inversa de A. Se A nao tem inversa dizemos que A € nao invertivel ou singular.
Denotamos a inversa de A, quando existir, por A~L.
Teorema 1.1. Se uma matriz A = (aij)(an) possut inversa, entdo a inversa € unica.
Prova. Suponha que B e C sdo inversas de A. Entao

AB=BA=1,=AC=CA

e assim:

11



1.1. TOPICOS EM ALGEBRA LINEAR 12

B = BI, = B(AC) = (BA)C = [,C =C.

Portanto, B = C.
Definigao 1.4. (Operagioes Elementares) Uma operagao elementar sobre as linhas de uma
matriz € uma das sequintes operagoes:

e Trocar a posicao das linhas da matriz;

e Multiplicar uma linha da matriz por um escalar diferente de zero;

e Somar a uma linha da matriz um maltiplo escalar de outra linha.

Se uma matriz B puder ser obtida de uma matriz A através de um numero finito de
operacoes elementares, dizemos que B é equivalente a A. E escrevemos A ~ B.
Teorema 1.2. Uma matriz A € invertivel se, e somente se, I, ~ A.

Prova. A prova do Teorema encontra-se em LOUREDO, ALDO TRAJANO, 2015.[1]

Exemplo 1.4. A matriz:

A: N[2:
-1 2 01
Solucgao: De fato,
prpro) oo frrproy
1+ 3L
12101 ) ——\os|11)
11 ] 1 P | 2 £
0113 3 01|35 3
Portanto, A ~ I, e além disso
1
A7l =

Wl wiN

Observacgao 1.4. Neste caso, a mesma sucessao de operagoes elementares que transforma
A em I, transforma I,, em A.

Definicao 1.5. (Matrizes Semelhantes) Diz-se que duas matrizes P,Q € M,(R) sdo se-
melhantes quando existe uma matriz invertivel R € M, (R) tal que @ = RPR™".

Teorema 1.3. Se A = (a;;) e B = (b;j) matrizes semelhantes entdo, TrA = TrB sdo

12



1.1. TOPICOS EM ALGEBRA LINEAR 13
1GUaLS

TrA=>" a;=TrBY " by
Prova. A prova do Teorema encontra-se em FINKBEINER, DANIEL T. [2]
Definig¢ao 1.6. (Determinante) Seja A = (a;j)nxn. O determinante de A, denotado por
det(A), é definido por
det(A) = a11by + arzbia + - - + arpbi, = Zyzz ai;jby;,

em que by; = (—1)"det(A;;) € cofator do elemento a;;. A expressio acima é chamada

desenvolvimento em cofatores do determinante de A em termos da 1% linha da matriz A.

1.1.2 Espaco Vetorial

Defini¢ao 1.7. (Espago Vetorial) Dizemos que um conjunto V. # O munido de duas
operacoes uma “soma’e outra "multiplicacaopor escalar:
+:VxV >V

(u,v) »u+v

S RxV =V
(o, v) = a-v;
€ um espaco vetorial sobre R, se satisfaz as sequintes propriedades:
I.v+tu=u+v,Vu,veV;
(vt u)+w=v+ (utw),Yu,v,w e V;
. d0€V, tal que 0 +v =v+0,Yv € V;

2
3
4. Yv e V,3(—v) €V, tal que v+ (—v) = —v + v = 0;
5. Yv eVa, B € R, (af)v = a(pv);

6. Vu,v €V eVa € R,a(u+v) = au + av;

7

Vo, eR eV eV, (a+ B =av+ [u;
8. YveV lv=no.
Exemplo 1.5. Sejam V = R? = {(z,y),z,y € R}, sendo u e v vetores € R? munido das
operacoes:

u+v=(21,y1) + (z2,y2) = (1 + 22, y1 + V)

a(xluyl) = (axlaayl)‘

13



1.1. TOPICOS EM ALGEBRA LINEAR 14

onde u,v € R? e a € R. Entao, (R?, +,-) é um espaco vetorial.
Solugao:De fato, dados u = (z1,y1),v = (9, 42), w = (73,93) ER* e a, B € R

Lou+v=(21,01) + (T2, y2) = (1 + T2, Y1 + 42) =
(@2 + 21,92 + 41) = (22,92) + (21, 51) = v + .
Portanto, u +v = v + u.

2. (utv)tw=u+(v+w)=[(x1,y1) + (22, 92)] + (3,y3) =
(T1 + 22, 1+ y2) + (73, y3) = (21 +22) + 23, (Y1 + ¥y2) + Y3 =
x4 (T2 +23), 01 + (Y2 + y3) = (21, 91) + [(2,92) + (23, 93)] = v + (v +w).
Portanto, (v +v) +w =u+ (v + w).

3. Seja 0 = (0,0) € R?. Entao,
04+u=1(0,0)+ (z1,41) = (0+ 21,04+ y1) = (z1,41) = u,
e
u+0=(z1,y1) + (0,0) = (x1 + 0,51 +0) = (z1,31) = u
Portanto, u +0 =0+ u = u.

4. Seja —u = (—x1, —y1) € R?, o simétrico do vetor u. Entao,
u+ (—u) = (z1,y1) + (=21, —y1) = (@1 + (=21), 1 + (—=y1)) = (0,0) = 0.
Por outro lado,
—u+u=(—x1,—y1) + (r1,11) = (=21 + 21, =1 + 11) = (0,0) = 0.
Portanto, u + (—u) = —u + u = 0.

5. (af)u = (af)(z1,y1) = (aB)z1, (aB)y2) =
= a(fx1), a(Bye) = a(Bu).
Portanto, (af)u = a(fu).

6. a(u+v)=a(z1, 1) + (22, 92)] = alxr + 22, y1 + y2) = (z1 + a2, Ay + ayo)
= (axy, ay) + (axg, ays) = a(z1,y1) + a(xg, y2) = au + aw.
Portanto, a(u +v) = au + av.

7. (a+ Blu= (o + B)(z1,y1) = ((a + )z, (a + B)yr) =
= (ax1 + fry, ayr + By1) = (awy, ayy) + (B, Byr) =
= a(r1,yy) + B(21,42) = au + Pv.
Portanto, (o + f)u = au + fu.

8. Seja 1 € R, tem-se 1lu = 1(x1,y1) = (1z1, lyn) = (z1,41) = u.
Portanto, 1u = .

Como as oito axiomas de espago vetorial sio satisfeitos, segue que (R?,+,-) é um

14



1.1. TOPICOS EM ALGEBRA LINEAR 15

espago vetorial sobre R.
Observacao 1.5. De forma andloga, tem-se R™, para qualquer n € N € espaco vetorial.

Exemplo 1.6. Seja V = M, (R) o conjunto das matrizes de ordem n x n munido das

operacoes:
@11 Q12 - Aip bin bz -0 bip
Ao Qg2 -+ G2q bor bay -+ Doy
A+ B = + _
Qp1 Qp2 " Qpp bnl an tee bnn
air +bin a2 +bip - ay + by
a1 +ba1 aga +bay -+ agy + bopy
an1 + bnl an2 + an Tt Ann + bnn
ou
A+ B = [aij + by
e
aix G2 - Ain aa;; @darz - Qg
Q21 G2 - d2p Qagy  Qdgy -+ QG2p
aA =« —
Ap1 Gp2 - App Qlp1 QApz - Qlpp
ou
aA = (aa;j).

Entao, (M,(R),+,-) é um espago vetorial sobre R.
Definigao 1.8. (Subespaco Vetorial) Seja V um espaco vetorial sobre R e W um subcon-
jgunto de V. Dizemos que W é um subespaco vetorial de V ou simplesmente subespaco de
V, se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(i) 0 € W,

(ii) u € W, para todo \ € R e todo uw € W;

(111) u+v € W, para todo u,v € W.
Exemplo 1.7. Seja W = {(z,0) : z € R} um subconjunto do R?. Vamos mostrar que W
¢ um subespaco do R?

Solucao. De fato,

15



1.1. TOPICOS EM ALGEBRA LINEAR 16

i) (0,0) € W;

ii) Sejam A € Re u = (z,0) € W. Entao, A\u = (Az,\0) = (\z,0) € W

iii) Sejam u = (a,0),v = (b,0) € W. Entao, u+v = (a,0) + (b,0) = (a + b,0) € W.
Portanto, de (i)-(iii), obtemos W ¢é um subespago do R?. Geometricamente W é o eixo
das abscissas.
Exemplo 1.8. Seja o conjunto W = {(1,y) : y € R} nao é um subespago do R?, pois,
basta notar que 0 = (0,0) ¢ W.
Teorema 1.4. Sejam V e W subespacos do espaco vetorial R%. Temos que R? =V + W
se, e somente se, todo vetor v em R? se escreve de modo tnico como v = v; + wy, onde
v €V ew € W.
Prova. A prova do Teorema encontra-se em HEFEZ, ABRAMO.[§]
Defini¢ao 1.9. (Combinagao Linear) Sejam V um espago vetorial real, v,...,v, €V e
ai,as,...,a, € R. Entao, o vetor:

V=V + -+ apty,
¢ um elemento de V ao qual chamamos de combinacao linear de vy, - ,v,.
Proposicao 1.2. Fizados os vetores vy, v, ...,v, € R, o conjunto W de todos os vetores
de V, que sao combinacao linear destes, o qual é denotado por
W =[v,vg,...,0] ={veV:iv=av1+...+a,0,:a; € R, 1 <i<n},
¢ um subespaco de V e W é chamado de subespago gerado por vy,...,v,.
Prova. (i) 0 € W, pois
0=0v,+...4+ O0v,.
(i) Sejam v = ajv1 + ...+ a,v, e w = bjvy + ...+ byv, € W. Entao, pelas propriedades
da associatividade e comutatividade em V, podemos escrever:
vw = (a1v1 4. ..+ apvy) + (o1 +. ..+ byvy) = (a1 +b)vr +. ..+ (an+by)v, €W

(iii) Sejam o € R e v =ayv; + -+ + a,v, € W. Entao,

av = alayv; + - + apvy) = (aay)vy + - - + (ay)v, € W

Portanto, de (I)-(III), segue [vy, - - ,v,| é um subespago de V.
Definigao 1.10. Sejam V um espago vetorial e A = {vy,---,v,} C V. O conjunto
A diz-se ser linearmente independente (LI) ou que os vetores vy,--- ,v, sdo LI caso a

equacao

16



1.1. TOPICOS EM ALGEBRA LINEAR 17

avy + -+ apv, =0
admita apenas a solugao trivial, isto €,
ar=ay=---=a, =0.
Se existir a; # 0, para algum i = 1,--- . n, diz-se que o conjunto A € linearmente depen-
dente(LD), ou que os vetores vy, -+ ,v,, sao LD.
Definigao 1.11. (Base de um FEspago Vetorial) Um conjunto B = {vy,--- ,v,} CV €
uma base para o espaco vetorial V' se :
i) B €LI;
ii) B gera V.
Teorema 1.5. Se § = {vy1, -+ ,v,} for uma base de um espago vetorial V', entdo todo

conjunto com mais de n vetores em V serd linearmente dependente.

Prova. A prova do Teorema encontra-se em LOUREDO, ALDO TRAJANO, 2015.[1]

Dimensao de um Espago Vetorial

Seja V um espaco vetorial sobre R.
e Se V possui uma base com n vetores, entao V tem dimensao n e anota-se dimV = n.
e Quando um espaco vetorial V admite uma base finita, dizemos que V é um espaco
vetorial de dimensao finita.
e Se V = {0}, convenciona-se que dimV = 0.
e Se V tem uma base com infinitos vetores, entao a dimensao de V ¢ infinita e anota-se
dimV = oo
Exemplo 1.9. dimR" = n, pois 5 = (1,0,---,0),---,(0,0,--- ,1) é base de R".
Exemplo 1.10. dimM(R) = 4, pois

8 0 0 0 1 0 0
oo/ \10/) \oo/) \o1
é base para o espago M>.
Proposicao 1.3. Sejam V um espago vetorial e B = {vy, -+ ,v,} um conjunto LI em V.

Se v ¢ [B], entdo o conjunto A ={vy,--- ,v,,v} € LI
Prova. Como v ¢ [] e v € A o conjunto A nao pode ser escrito como combinagao linear
de (3, logo o conjunto é LI.

Proposicao 1.4. Sejam V um espago vetorial com dimV = n e = {vy, -+ ,v,} um

17
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conjunto LI em V. Entdo, § ¢ um base de para V.

Prova. Se [ gerar V', entao [ é uma base para V. Se  nao gerar V, entao existe um

vetor v € V| tal que v ¢ [3]. Logo, pela Proposi¢ao 1.3, o conjunto A = {vy,--- ,v,,v} é

LI, o que contraria o Teorema 1.5, pois n(A) =n+1 > dimV = n.

Proposicao 1.5. Seja V um espaco vetorial com dimV = n e B um conjunto gerador

para V. Entdo,  pode ser reduzida a wma base 8 para V.

Prova. A prova da Proposicao encontra-se em LOUREDO, ALDO TRAJANO, 2015.[1]

Teorema 1.6. (Completamento) Qualquer conjunto de vetores LI de um espago vetorial

V' de dimensao finita pode ser completado de modo a formar uma base V.

Prova. A prova da Proposicao encontra-se em LOUREDO, ALDO TRAJANO, 2015.[1]

Proposigao 1.6. Seja V um espaco vetorial sobre R com dimV =mn e W € um subespaco

de V,

i) W € de dimensdo finita e dimW < dimV’;

ii) dimW = dimV se, somente se, W = V.

Prova. (i) Se W = {0}, entao dimW = 0 < n = dimV. Se W # {0},entao qualquer
base B para V gera W, pois W C V. Logo, pela Proposigaol.4, conjunto gerador
de W pode ser reduzida a uma base f para W, a qual tem no méximo n vetores.
Portanto, W é de dimensao finita e dimW < n = dimV.

(ii) («)Se W =V, é claro que dimV = dimWV.

(=) Suponha que dimW = dimV = n e seja f = {wy,--- ,w,} uma base de W.
Logo, [5] = W. Como W C V| esses n vetores sao LI em V e, pela Proposigao 1.6,
segue-se que [ é uma base para V. Portanto, V = [5] = W.

Retas em R?

Supondo W como subespaco de R?, tem-se pela proposicao 1.6 que dimW = 0,1 ou 2.
Sabendo que necessariamente o vetor {(0,0)} tem que estar no conjunto, pois é uma das
condicoes para que seja subespaco, vamos analisar W € R? no que se refere ao aspecto
geométrico, com isso:

e Se dimW =0, entao W = {(0,0)}

e Se dimW =1, entao W = r, em que r é uma reta que passa pela origem, como no

Exemplo 1.7.
e Se dimW = 2, entdo pela proposicao 1.6, W=R2.

18
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1.1.3 Transformacgao Linear

Definigao 1.12. (Transformagao Linear) Sejam V e W espagos vetoriais sobre R. Dize-
mos que uma aplicacao T -V — W € uma transformacdo linear se satisfaz as sequintes
condicoes:

i) T(aw),Va e R ev € V;

ii) T(v+u) =T(v) +T(u),Vu,v € V.

Exemplo 1.11. A aplicagao T : R? — M(R) definida por

T+ —x
T(x,y) = Y é uma transformacao linear.

rT—y Yy
Solugao. i) De fato, sejam a € Rev = (z,y) € R? Entao, av = a(z,y) = (ax,ay) €
R? e
ar+ay —(ax) rT+y —x

T(aw) = T(ax,ay) = =« = oT'(v);
ar — (ay) ay T—y y

ii) Sejam v = (z1,y1), w = (Tq,y2) € R% Entao, v +w = (z1 + 22,y1 + y2) € R? e

(1 4+ 22) + (1 +y2) —(x1 + 22)
T(v+w) =T(x1 + 22,51 +12) = =
1+ xe— (1 +) (1 + i)

T +y) —1 To+ Y2 —2X2
_ | () ; = T(v) + T(w).
T1— U1 n Toa — Y2 Y2

Portanto, de (i)-(ii), segue-se que T' é uma transformagao linear.

Matriz de uma Transformacao Linear

Sejam T : V' — W uma transformacao linear e § = {vy,vq,- -+ ,v,} ey = {wy, wa, - -+ ,wp}
bases ordenadas de V e W respectivamente. Entao,
T(v;) = ajwy + agjws + -+ - + Gy Wi,
para cada j, com 1 < j < n. A matriz de T relativa as bases ordenadas e v é a matriz

m x n com entradas em R, denotada por [T]7 é organizada na forma:
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a1 a12 ce Q1
a a Ce a
[T]B _ 21 22 2n
Y
m1 Am2 -~ Omn

1.1.4 Teorema do Nicleo e da Imagem

Defini¢ao 1.13. (Nicleo e Imagem de uma Transformagao Linear.) Sejam V e W dois

espacos vetoriais sobre R e T : V. — W wuma transformacao linear.

a) O congunto {v eV :T(v) =0} é chamado nicleo de T e é denotado por Ker(T);

b) O conjunto {w € W : Jv € V com T(v) = w} € chamado de imagem de T e serd
denotado por Im(T).

Observa-se que uma transformacao linear T : 'V — W € sobrejetora se, e somente se

Im(T) =W.

Proposicao 1.7. Seja T : V — W uma transformacao linear. Entao, T € injetiva se, e

somente se Ker(T) = {0}.

Prova. (=) Supondo que T é injetiva. Seja u € Ker(T'), entao, T'(u) = 0 = T(0) e como

T é injetiva, essa igualdade implica em u = 0. Portanto, Ker(T) = {0}.

(<) Agora, supondo que Ker(T) = {0} vamos mostrar que T é injetiva. Sejam u,v € V,

tais que T'(u) = T'(v). Entao, T'(u—v) = 0, o que implica em u—v € Ker(T) = {0}. Dai

obtém-se u — v = 0, e portanto u = v o que mostra que T é injetiva.

Proposicao 1.8. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre R e T : 'V — W uma

transformagao linear. Entao Ker(T) é um subespago vetorial de V e Im(T) é um subespago

vetorial de W.

Prova. Sejam v € Ker(T), isto é, T'(v) =0, e a € R, entdo: T(aw) = a7 (v) = a0 = 0,

logo av € Ker(T). Agora, se u,w € Ker(T), isto é, T(u) = 0 e T(w) = 0, entao:

Tv+w)=T()+T(w)=0+0=0, portanto v + w € Ker(T).Logo, o Ker(T) C V é

um subespaco de V.

Sejam A € R e w € Im(T). Entao, existe v € V, tal que T'(v) = w. Logo, \w =

AT'(v) = T(M\), o que implica Aw € Im(T). Agora, sejam wy,wy € Im(T). Entao,

existem vy, vy € V| tais que T'(v1) = wy e T'(ve) = we. Logo, wy + wy = T'(vy + vy). Dai,

obtém-se wy + wy € Im(T'). Portanto, Im(7T") é um subespaco de V.

Teorema 1.7. (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam V e W espagos vetoriais sobre
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ReT:V — W uma transformacao linear com dimV = n. Entdo,
dimV = dimKer(T) + dimIm(T).

Prova. Seja f = {uy, -+ ,u,} uma base do Ker(T). Como  é LI, entao 8 pode ser
completado pelo teorema 1.6 até formar uma base para V. Digamos que

v =AU, U Uy, U,
é uma base para V. Mostraremos que,

a = {T(trs1), -+, T(un)},
¢ uma base para Im(T). De fato, dado w € Im(T) existe u € V, tais que T'(u) = w.
Como u € V, entao existem escalares a; € R, 1 <1 < n, tais que
U= a1U; +  + QU + Qryp1Upp1 + -+ AUy,
Agora, usando o fato de que T'(u;) = 0, para 1 < i < r, pois u; € Ker(T), obtemos:
w="T(u)=T(a1us + - + Uy + Qry1Upy1 + -+ + ayiy)
=aT(uy) + -+ a,T(up) + an1 T (Upsr) + - - + an T (uy)

=1 T (Upy1) + -+ -+ ap, T (uy).
Dai, obtemos que w € [T(uy41),- -+, T (u,)] e, consequentemente,

Im(T) € [T(tren), -, T
Como [T'(upi1),- -+, T(u,)] C Im(T), resulta que Im(T) = [T(upy1), -+ ,T(uy,)]. Agora
vamos mostrar que,

a={T(up1), - ,T(u,)}, é LL
De fato, consideremos a combinacao linear a, 17 (u,41)+- - -+a, T (u,) = 0, o que implica,
T(ap1tpsq) + -+ T(ayuy,) = 0 que acarreta,

T(ar1tur1 + -+ ayuy,) = 0.
Dai, obtemos a, 41U, 41 + - - - + apu, € Ker(T). Logo escreve-se,

Qrp1Ups1 + -+ QuUy = AG1U7 + -+ + AUy,

donde segue,

ajug + -+ apty + (—app 1)Uy + o+ (—an)u, =0

Agora, usando o fato de que v = {uq, -+, Up, Upi1,- -+ , Uy}, ¢ uma base para V, obtém-se
a1 ="+ =0Qp = Qpy1 =+ = Qp = 0.
Portanto, & = {T(uy41), -+ , T(uy,)} é LI, e consequentemente um base para Im(T"). Logo,

dimV =n=r+ (n—r)=dimKer(T) + dimIm(T).
Corolario 1.1. SeT : V — W € uma transformacao linear e dimV = dimW , entao T é

injetora se, somente se, T é sobrejetora.
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Prova. («<)Por suposicao seja T injetora. Logo pela Proposicao 1.7 tem-se Ker(T) =
{0}. Portanto, dimKer(T) = 0 e usando o fato que dimV = dimW, pelo Teorema 1.7
obtemos,
dimV = dimKer(T) 4+ dimIm(T) logo, dimW = 0+ dimIm(T) = dimIm(T).
Como a Im(T) C W é um subespago de W e dimW = dimIm(T'), obtemos pela Propo-
sicao 1.6 item (ii) Im(T) = W, isto é, T é sobrejetora.
(=) Supondo que T é sobrejetora, isto é, Im(T") = W. Logo, dimIm(T) = dimW. Agora
usando a hipotese de que dimV = dimW , segue do Teorema do Ntcleo e da Imagem que,
dimV = dimKer(T) + dimIm(T) = dimW = dimKer(T) + dimIm(T) =
dimKer(T) =0
o que implica que Ker(T) = 0 e pela Proposigao 1.7, obtemos T é injetora.
Defini¢ao 1.14. (Isomorfismo) Seja T : V. — W uma transformacgao linear. Dizemos
que T € isomorfismo linear ou simplesmente um isomorfismo, se T € bijetora.
Quando T : V — W é isomorfismo, diz-se que os espacos V e W sao isomorfos.
Notacao: V~ W.
Dois espacos de dimensoes finitas isomorfos preservam dimensoes, isto é, dimV = dimW.
Agora, denotando o conjunto de todas as transformagoes lineares T : V- — W por L(V, W),
temos o seguinte Teorema:
Teorema 1.8. (Teorema da Representa¢ao Matricial) Sejam Ve W dois espagos vetoriais
sobre R e B e~ bases ordenadas de V e W, respectivamente, com #05 = n e #vy = m.
Entao, a aplicacao
¥ L(V.W) = Myyn(R)

T (1) = (1)
¢ um isomorfismo linear. Em particular, dimL(V,W) = dimV - dimW.
Prova. A prova da Proposicao encontra-se em LOUREDO, ALDO TRAJANO, 2015.[1]
Observagao 1.6. Seja A € My(R) do Teorema 1.5 podemos identificar A como uma
transformacao linear T : R? — R2. Se A € invertivel, seque que T é isomorfismo, portanto,
dimIm(T) = dimR?, assim € bijetora e ndo singular. Se A é nula entao dimKer(T) =2 e
dimIm(T) = 0, entao tem-se uma transformagdo linear nula. Agora se A é ndo invertivel
e nao nula, da proposicao 1.6, seque

1 <dimKer(T) <2,
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1 < dimIm(T) < 2.
Logo, comparando obtém-se dimKer(T) =1 e dimIm(T) =1 e, pelos comentdrios sobre

retas em R?, concluimos que Ker(T) e Im(T) sdo retas que passam pela origem.

1.2 Topicos em Teoria dos Numeros

Como o trabalho também se atenta a mostrar subconjuntos de elementos, nao inver-
tiveis, de Z, que formam um grupo sob a multiplicacao, precisamos, como no Tdépico
Anterior, de alguns conceitos de Teoria dos Nuimeros. Para essa secao, nos guiamos pelas
referéncias [7] e [6].

Definigao 1.15. (Divisibilidade) Dizemos que a divide b, em simbolos alb, se existir um
numero ¢, com ¢ € 7, tal que:

b=a.c

Neste caso, diremos também que a é divisivel por b, que b é um divisor de a ou ainda
que a é um multiplo de b. Assim,
bla < a = be, para algum ¢ € Z.
Teorema 1.9. (Algoritmo da Divisiao)Sejam a,b inteiros, com b > 0. Entdo, existem
unicos inteiros q e r tais que:
a=>bq+r, com0<r<b.

Prova. A prova do Teorema encontra-se em VIEIRA, VANDEBERG LOPES, 2015.[6]
Definigao 1.16. Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. Dizemos que d € N € mdximo
divisor comum de a e b quando as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(a) dla e d|b

(b) Se cla e c|b, entdo c|d.
Em outras palavras, o mazrimo divisor comum de a e b é um numero natural que os divide
e € divisivel por todo divisor comum de a e b.
Notagao: d = mdc(a,b)
Definicao 1.17. Dois inteiros a e b sao ditos primos entre si ou relativamente primos
quando o mdc(a,b) = 1.
Proposicao 1.9. Os inteiros a e b sao relativamente primos se, e somente se, existem
x,y € 7 tais que

l=azx+ by
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Prova. A prova da Proposigao encontra-se em VIEIRA, VANDEBERG LOPES, 2015.[6].
Proposicao 1.10. Todo numero natural a > 1 pode ser escrito de modo inico, a menos

da ordem dos fatores, na forma
— 12 Tk
a=Dpy Py Py (1.2)
em que pi, P, - -+ ,Pr S0 primos distintos e ri,ry, -+ ,TE SG0 nUMeros naturais.

A representagao de um inteiro a > 1 dada em (1.2) é sua fatoragdo ou decomposigao

primaria em fatores primos.

Propriedades Basicas da Congruéncia

Sejam m um numero natural e a e b inteiros quaisquer. Dizemos que a é congruente
a b modulo m, em simbolos,
a = b(modm),
quando m divide a — b. O nimero m ¢é chamado médulo da congruéncia.

Exemplo 1.12. Tem-se

4 = 1(mod3); 16 = —4(mod5); —7 = 5(mod2);

pois, 3|(4 — 1);5(16 +4) e 2|(—=7 — 5).
A notagao a = b(modm) significa afirmar que existe um inteiro k tal que:
a=>b+km.
Proposicao 1.11. Dados a e b inteiros, tem-se a = b(modm) se, somente se, a e b tem
0o mesmo resto quando divididos por m.
Prova. Se a = b(modm), entdao a = b+ km, com k inteiro. Pelo algoritimo da divisao ,
b=gm+r,com 0 <r <n.
Assim,
a=b+km=gm+r+km=(q+km+r,

ou seja, r também é o resto da divisao de a por m. Reciprocamente, suponha que

a=qgm+reb=gm-+r,emque0<r<m.
Logo,

a—b=(q+q)m,

de modo que m|(a — b), isto é, a = b(modm).
Definigao 1.18. (Relacao de Equivaléncia) Uma rela¢ao R em um conjunto A é chamado

de relagcdo de equivaléncia quando as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
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i) 2RaNVx € A. (R é reflexiva)
ii) Se xRy, entao yRx, Ya,y € A. (R € simétrica)
iii) Se xRy e yRz entio xRz Nz, y € A. (R é transitiva).
Quando uma relagao R em A for de equivaléncia, usaremos em geral a notagao ~ ao invés
de R.
Definicao 1.19. Seja ~ uma relacao de equivaléncia sobre o conjunto A. O conjunto dos
x tais que x ~ a € chamado de classe de equivaléncia de a e indicado por a, ou seja,
a={r€eA:x~a}l.
Um elemento b € a é dito um representante da classe a. O conjunto de todas as classes
de equivaléncia sequndo a relagao ~ € chamado conjunto quociente de A por ~ e indicado
por A/ ~. Assim,
Al ~={a:a€ A}.
Denotemos o conjunto quociente de Z pela relagao de congruéncia =, por L.
Proposicao 1.12. A congruéncia mddulo n( = (modn)) é uma relagao de equivaléncia.
Prova. Para provarmos que a congruéncia modulo n é uma relacao de equivaléncia, temos
que mostrar que ela é reflexiva, simétrica e transitiva.

Reflexiva: Para qualquer a € Z, temos que

a—a=0=0.n,

isto é, a = a(modn). Portanto = (modn) é reflexiva.
Simétrica: Para todo a, b € Z, se a = b(modn), entdo a — b = c.n, para algum ¢ € Z,
e, assim,

b—a=—(a—0b)=(—c)n

Logo, b = a(modn), o que implica que a relagao é simétrica.
Transitiva: Sejam a,b,c € Z, tais que a = b(modn) e b = ¢(modn), entdo a — b = e.n

eb—c= f.n, para algum e, f € Z. Logo,

a—c=a—-b+b—c=en+ fn=(e+f)n

Portanto, a = ¢(modn), o que implica que a relagao é transitiva.

Logo, tem-se que tal relagao é de equivaléncia.
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Conjunto Quociente 7,

Analisando o conjunto quociente de Z pela relagao de congruéncia modulo n
7, = {01, n—T}
formado por n classes de equivaléncia, cujos representantes sao possiveis restos obtidos da
divisao de inteiros por n. cada elemento 7 de Z,, com 0 < r < n, representa um conjunto
infinito de inteiros, a saber,
r={x €Z:x=r(modn)}
Proposicao 1.13. Seja n um nimero natural. Entao,
+ oy X Ly = Ly e i oy X Loy — Lo,
(@,b)—>a+b=a+b (@,b)—~a-b=a-b

definem duas operagoes de adicao e multiplicacdo sobre Z,,.
Prova. A prova da Proposigao encontra-se em VIEIRA, VANDEBERG LOPES, 2013.[6]
Teorema 1.10. A operacao ® multiplicacdo usual sobre Z,, tem as sequintes propriedades:

(1) a® (b®e)=(a®b) ®¢Va,b,c € Z, (® ¢ associativa);

(2) a®b=a®bVa,be Z,(® é comutativa);

(3) a®1,Ya € Z, (® tem elemento neutro);

(4) Dado a € Z,,existe b € Z,, com a®b = 1, se, e somente se, mdc(a,n) = 1(existéncia

do inverso sob ®)

Prova. (1) a0 (b®c)=a0bo0c=a0boc=(a®b)oc=(a®b) Oc.

(4) Para @ € Z,, suponhamos que existe b € Z, tal que @ -b = a-b = 1. Logo,
a-b = 1(modn) ou seja,
a-b+k-n=1,comk € Z.
Portanto, pela Proposicao 1.9, concluimos que o mdc(a,n) = 1. Reciprocamente,
seja a € Z, com mdc(a,n) = 1. Pela Proposicao 1.9, existem z,y € Z tais que
a-r+n-y=1. Assim,
ar+tn-y=lsarz+nyg=1loa-r+n-y=1a-z+n-y=1

ou seja, a- T = 1, de modo que a tem inverso multiplicativo.
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1.3 Topicos em Teoria dos Grupos

Como pretendemos estudar subconjuntos das matrizes singulares 2 x 2 e dos Z,, nao
invertiveis formam grupos sob a operacao de multiplicagao, nesta se¢ao sera apresentado
as definicoes de operacoes binarias, grupos, subgrupos, grupos ciclicos e homomorfismo
de grupos além de alguns exemplos e proposicoes que serao importantes para o desenvol-
vimento do trabalho.

Defini¢ao 1.20. (Operagiao bindria) Seja A um conjunto ndo vazio. Uma fungdo x :
A x A — A chama-se operacao bindria sobre A.
Definicao 1.21. Seja G um conjunto nao vazio munido com a opera¢ao bindria *. Di-
zemos que G € um grupo se satisfazer as sequintes condi¢oes:
i) * é associativa, ou seja,

a* (bxc) = (axb)*c para todo a,b,c € G;
ii) Existe um elemento neutro para x, ou seja,

de € G tal que a*xe = exa = a, para todo a € G;

iii) Todo elemento em G possui inverso em relacdo a *, ou seja,

para todo a € G, Ja’ € G tal que axa’ = e.

O elemento @ inverso de a sera denotado por a™*.
Indicaremos um grupo G munido da operagao * pela notacao: (G, ), ou, denota-se apenas
por G.
Exemplo 1.13. O conjunto Z, dotado da operagao de multiplicacao nao é um grupo,
pois 0 nao possui inverso. Embora 1 é neutro, mas
nao existe a € Z, tal que 0-a = 1

Exemplo 1.14. Tem-se o conjunto R* munido com a operacao de multiplicacao é um
grupo. De fato, o produto em R é associativo e sabemos que o nimero 1 é o neutro

! € R*. Logo, (R*,-) é

multiplicativo dos reais e dado a € R* dai ; ¢ o inverso de a ¢

Q=

grupo.

Exemplo 1.15. O conjunto GLy(R) = {X € My(R) : detX # 0} C G é um grupo
multiplicativo:

De fato,

1) X -Y-2)=(X-Y)-ZVX,Y,Z € GL(R).

(ii) Alem disso I a matriz identidade de ordem 2, é o elemento neutro do produto,pois,

X L=1I XVX €GLyR).
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(iii) Dados X,Y € GLy(R) tal que X - Y =Y - X = I, isso s6 é possivel pelo fato do

detX - detY # 0.
Assim, GLy(R) é fechado sob o produto, logo é um grupo.
Exemplo 1.16. Em geral, dado n < 2, o conjunto Z,, com a multiplicacao definida na
proposi¢ao 1.13 nao é um grupo, pois 0 nao possui inverso. Além disso, pelo item (4) do
teorema 1.10, dado a € Z,, existe b € Z,, tal que a- b = 1 se, somente se, mdc(a,n) = 1.
No entanto, pelo mesmo teorema, considerando o fato de a multiplicacao ser associativa,
segue que o subconjunto préprio U(Z,,) de Z,

U(Zy,) ={a € Z, : mdc(a,n) = 1},

¢ um grupo multiplicativo. Quando n for primo, entao é claro que

U(Z,) =1{1,2,-- ,n —1}.

1.3.1 Subgrupos

Definicao 1.22. Seja G um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G € um subgrupo de
G quando, munido com a operacao de G, também € um grupo. Para indicar que H é um
subgrupo de G, usaremos a sequinte notacao: H < G.
Exemplo 1.17. Seja G = Z,. Tem-se H = {0,2} é um subgrupo de G. De fato, note
que a soma é bem definida em H e como a soma em Z, é associativa, entao em H a soma
é associativa, pois H é um subconjunto de Z, para n = 4. Note também que 0 € H e
sabemos que 0 é o neutro de Z,, ademais temos que todos os elementos de H possuem
seus inversos em H, pois o inverso de 0 é o préprio e o inverso de 2 também é o préprio.
Logo, H também é um grupo, portanto por definicao H < G.
Exemplo 1.18. O conjunto SLy(R) = {A € GIlx(R) : detA = 1} é um subgrupo do
grupo(G Ly, -).De fato, dados A,B € SLy(R) tem-se detA = detB = 1. Por isso,
det(A- B) = detA-detB =1

isto é, A- B € SLy(R). Por outro lado,

detA™! = (detA)™ =1 = A7! € SLy(R).
Logo, SLy(R) < GL2(R).
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1.3.2 Grupos Ciclicos

Definicao 1.23. Um grupo G é dito ciclico quando existir a € G de maneira que

G = (a)
Exemplo 1.19. Para cada n € N, o grupo (Z,, +) é ciclico. De fato, dado a € Z,,

a=1+1+---+1=1+1+---+ 1(a vezes ),
ou seja, @ = al, de modo que a € (1). Isso mostra que Z, C (1), e como (1) C Z,, entao

(1) = Zy,,.

1.3.3 Homomorfismo de Grupos

Defini¢ao 1.24. Sejam (G1,*) e (Ga,-)dois grupos. Uma funcdo f : Gy — Go chama-se

homomorfismo de G1 em Gy quando

flaxb) = f(a)- f(b),Ya,be Gy

Observacao 1.7. Nas condicoes da definicao anterior, se ey e ex neutros de Gy e G,
respectivamente e a € G, entdo

(i) flex) = e

(ii) f(a) = f(a) ™.
Proposicao 1.14. Seja f : Gy — Gy um homomorfismo de grupos. Entao, Im(f) =
{f(a) : a € G1}¢é subgrupo de G, chamado de imagem de f.
Prova. Sendo f(e;) = ey, entdo Im(f) # &. Agora, dados z,y € Im(f), existem a,b € G
tais que f(a) =z e f(b) = y. Por isso,

vyt =fla)- f(O)7F = fla)- f(071) = fla-b7")

de maneira que z - y~! € Im(f) e Im(f) < Ga.
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Capitulo 2

Alguns Grupos Inesperados

No capitulo anterior, vimos no exemplo 1.15 que o conjunto GLy(R) é um grupo
com a multiplicagao, portanto, todos os elementos desse grupo sao invertiveis. Também
no exemplo 1.16 vimos que Z, \ {0}, com n primo é também um grupo. Nessa segio
pretendemos estender esses conceitos, ou seja, procurar outros subconjuntos de GLs e
de 7Z, que também sao grupos com o produto, mas que sao diferentes desses grupos
usuais. Ressaltamos que esse Capitulo refere-se a uma abordagem mais didatica do texto

"Unexpected Groups”, de autoria W. R. Brakes, encontrado na referéncia [3].

2.1 Grupos nao invertiveis em 7,

Seja n natural com n > 1 e nao primo e suponha que G é um subconjunto de Z,
que forma um grupo sob a multiplicacao. Suponha que G nao contenha 0 e que todos os
elementos sejam "nao invertiveis”, isto é, que tenham fatores em comum com n. Suponha
também que o elemento identidade de G seja e. Tem-se

e2=¢e-e=e,
isto é,
e? = e(modn),
logo,
e? —e=-e(e—1) = 0(modn).
Como e e e — 1 sao numeros consecutivos, ambos maiores que 1 e menores que n — 1

e e(e — 1) = kn, para algum k € Z , segue que tal elemento e s6 pode ocorrer como

correspondente a alguma fatoracao nao trivial de n, ou seja, considerando n = ab existe
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inteiros positivos A e u, tais que e = Aa e e — 1 = pub. Como consequeéncia,

Aa —pb=1 (2.1)

entao pela Proposicao 1.9 a e b s@o primos entre si (e assim devem ser A e b, a e u).
Agora, seja g um elemento de G, dai
ge =g,
isto é,
ge = g(modn) ou g(e — 1) = 0(modn),

dai

gub = 0(modn),
logo, lembrando que n = ab,

ab|gpb

e portanto a|gpu.
Assim, gu é multiplo de a. Como g e a sdo primos entre si, tem-se g multiplo de a.
Agora multiplicando por a a Equacao 2.1, tem-se
a = a*\—pba & a—a*\ = —pba & a = a*(modn) < a = Aa-a(modn) < a = ea(modn).
Assim, a é multiplo de e logo, todos os elementos de G sao multiplos de e, pois g € multiplo
de a. Como e = A\a e A e b primos entre si pela Equacao 2.1, tem-se be = ba\ = 0(modn)
dai, be é o menor multiplo positivo de e congruente a 0 modulo n.
Como

(70) (7e) = (D)@,
entdo, re = ye(modn) se, e somente se, © = y(modb). De fato,

ze = ye(modn)
se, e somente se, existe k € Z, tal que,

re — ye = kab
& xha — yda = kab

& A —y\ = kb,
como mdc(\, b) = 1, logo, Alk.
r—y=(5)b
& x = y(modb).

Assim, a busca por grupos com identidade € se reduz ao conjunto,
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{€,2¢,3e,--,(b—1)e}.
E esses conjuntos podem ser identificados como grupos multiplicativos com identidade 1
dentro do conjunto Z,.
Diante do exposto, vamos proceder para encontrar valores possiveis para e. Como ja
foi descrito para cada fatoracao de n, n = ab onde a e b sao primos entre si, buscamos

e = Aa de tal forma que existe um pu satisfazendo

Aa — pub = 1.
Para a,b e A nas condigoes acima, do algoritmo da divisao, existe g de tal forma que
A= Ao + kb,
logo,
Aa = Moa + kn,

portanto, A\a = Apa(modn). Assim, a escolha de tal € (como elemento de Z,) é tnica
(para a escolha de a e b). Dai, a quantidade desses possiveis € coincide precisamente com
o numero de maneiras pelas quais n pode ser decomposto nao trivialmente em um produto
ordenado de dois fatores primos entre si.

Se n = pt.pkt ... pFr & a fatoragao primdria de n, entdo o ntimero de tais escolhas
é 2" — 2. Agora, os critérios para decidir se um elemento de Z,, esta dentro de um grupo
multiplicativo, é a determinacao de seu inverso e que ele é tinico (se existir). A conclusao
é que um inteiro m (1 < m < n) tal que m estd dentro do grupo se, somente se, o seu
maior fator comum com n é d, onde n/d e d sdo primos entre si. Seja m escrito da forma

1

ze e o inverso é unicamente dado e denotado por z=' no grupo multiplicativo U(Z,), o

conjunto dos inteiros positivos menores que b e primos com b.
Exemplo 2.1. Considere n = 14 = 2 - 7. O par ordenado (a,b) é (2,7) ou (7,2). As

possibilidades para € sao 8 (pela equagao 2.1 tem-se 1 = da—pub < 4x2—-1x7=1) ou

7. Se € = 8, entao b = 7 e, portanto,

G = {e,2¢,3e,4¢e,5¢e, (T—1)e} & G = {8,2,10,4,12,6},

logo G é um grupo multiplicativo (isomorfo a {1,2,3,4,5,6} sob a multiplicacdo mo-

dulo 7) porque 7 é primo. Os subgrupos multiplicativos em Z; com identidade 1 sao

sao {8}, {8,6},{8,2,4} ¢ {8,2,10,4,12,6}, com & = 7 o tinico grupo é {7}, pois com & = 7

entao b = 2.

G={2-1e}&G={c} = G={T}
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Exemplo 2.2. Agora considere n = 60. Como 60 = 22.3.5, entao existem 6 opcoes para
o par ordenado (a,b):
(4,15),(3,20),(5,12),(15,4), (20, 3), (12, 5).
Em cada caso, os valores possiveis de €(mod60), sdo respectivamente
16,21, 25, 45, 40, 36.

Para e = 16, os multiplos nao nulos de é sao:

O procedimento é semelhante para as demais escolhas para e. Cada elemento sera in-

cluindo em um ou mais desses grupos.

2.2 Grupos de Matrizes singulares 2x2

Agora sera apresentado os grupos de matrizes singulares 2 x 2 sob a multiplicacao,
onde serd mostrado o porqué esse grupo G nao é subgrupo de G'Ly(R),uma vez que matriz
nula nao pertence a esse grupo, também serd mostrado as possiveis formas dos elementos
neutros desse grupo, e ainda que qualquer matriz 2 x 2 singular com A2 # 0 pertence a
um grupo do tipo que iremos discutir no Lema 2.9.

Teorema 2.1. Se G ¢ um grupo de matrizes singulares 2 X 2 que nao incluem a matriz

nula entio, G € um subgrupo (E) = {zE : x € R,x # 0}, onde E possui uma das formas

1 0 0 0 1 a —1
c 0 c 1 a—0b\ @ —b

Supondo que GG é um conjunto de matrizes 2 X 2 que formam um grupo sob a operacao
de multiplicacao. Denota-se o elemento identidade de G por E, e para qualquer elemento
A de G denota-se seu inverso por A7L.

Lema 2.1. Se G contém wma matriz nao singular entdo G € um subgrupo de GLy(R).

Prova. Seja A em G nao singular, entdao A € GLy(R) pois, o E que satisfaz AE = A e
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A-A"' = F é tnico dai, F = I,,. Agora, para qualquer B em G, tem-se, B-B~! = I, =
B™1. B, o que mostra que B nao singular com B~! seu inverso. Entao G é sub conjunto
de GLy(R), portanto um subgrupo de G Lo(R).

Como estamos procurando grupos que nao sejam subgrupos de GLo(R), daqui em
diante sera assumido que todos os elementos de G sao matrizes singulares.

Lema 2.2. Se G contem a matriz nula, entado G nao contém outros elementos.

Prova. Como 02 =0-0 = 0, se G contém 0, entdao 0 é o elemento identidade, mas para
qualquer elemento A em G, 0A = A enquanto também A0 = 0, assim A = 0, dai o tnico
elemento de G é a matriz nula.

Como esse também nao é um caso interessante é assumido daqui em diante que G
nao contém a matriz nula. Segundo a secao Retas em R? o elemento identidade E nao
sendo nem nulo nem nao singular, pode ser identificado como uma transformagao linear
T : R? — R?, que tem o ntcleo e imagem representados por retas que passam pela origem,
uma vez que ambos sao subespacos de dimensao 1 de R? que serao designadas por L; e
L, respectivamente.

Lema 2.3. F|L, =identidade, isto é, Fw = w para todo w € Lo

Prova. Como E? = E-E = FE, portanto F(Ev) = E(v) para qualquer v em R?. Dai, pela
definicao 1.13(b) qualquer w € Ly pode ser escrito como w = E(v), para algum v € R?
portanto, w = E(v) = E(Ev) = E(w).

Suponha agora que A é qualquer elemento de G. Por suposicoes ja feitas A nao é nem

singular nem matriz nula.

Lema 2.4. O nicleo de A € L. A imagem de A € L.

Prova. De AE = A, para qualquer v; € L; da Definigao 1.13 (a) obtém-se Av; =
AE(vy) = A(0) = 0, dai tem-se Av; = 0. Logo, o nicleo de A tem L; como um subcon-
junto. Como Lje o nicleo de A sdo retas que passam pela origem, segue que Ker(A) = L;.
Agora, EFA = A logo, para qualquer v € R?, Av = E(A(v)) que do lema anterior garante
que Av pertence a Ly = Im(FE). Portanto, a imagem de A estd contido em L,. Como a
imagem de A e Ly sdo retas que passam pela origem, tem-se Im(A) = Lo..

Dai, segue que A|Ly; é uma transformagdo linear nao singular em um espac¢o uni-
dimensional e assim A|Ls é simplesmente multiplicacdo por algum escalar t, ou seja,
Av =tv,Yv € Ls.

Lema 2.5. A =tF.
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Prova. Seja v € R?, escrevemos v da forma v + v, onde v; € Ly e vy € Ly. Assim,
E(w) = E(vy +vy) = E(vy) + E(vs)
como v; € Ly entao do Lema anterior, £ (v;) = 0 e mais, sendo vy € Ly entao E(vg) = vs,
dai
E(v1) 4+ E(ve) = 0+ vy = vy.
Ainda,
A(v) = A(vg + v2) = A(vy) + A(ve) = 0+ A(E(v2)) = tos.

Entao, Av = tEwv, para qualquer v € R?.

Recordemos do Exemplo 1.14 que R* é grupo dos nimeros reais diferentes de zero sob
a multiplicagao.

Lema 2.6. Para algum subgrupo H de R*
G={zE:z€ H}

Prova. Pelo Lema anterior os elementos A de G sao multiplos de E.
Seja x,y € H a funcao.
f:G—=R"
rE—x
¢ um homomorfismo, pois
rEyE = xyE? = vyFE
logo,
f@EYE) = f(ayE) = vy = f(zE) f(yE)
da Proposi¢ao 1.14 tomando H como imagem deste homomorfismo tem-se o resultado.
Se E é qualquer matriz 2 x 2 satisfazendo E? = F fica claro que o conjunto de todos os
multiplos nao nulos de E formam um grupo sob a multiplicagao de matrizes, pois, dados
a,b € A em que A é esse conjunto dos multiplos de E, entao a = zFE e b = yF.
(zE) - (yE) = (zy)E € A
) - (yE) = yE onde 1E é elemento neutro de A.

E

(L)E-(¢E) = (- 2)E=1E = (z- 2)E = (zE) - (2)E. Dai (3)E ¢ elemento inverso de
k.
denotamos esse grupo de (F), entdo, (F) = {z£ : x € R*}. Do lema 2.6 tem-se que o
grupo G do tipo que estamos buscando é um subgrupo de (F) para algum E.

Para completar a classificacao desses grupos em termos de subgrupos de R* resta
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identificar as possibilidades para E.
Lema 2.7. Temos E? = E se, somente se,

1 a —1 10 0 0
ou B = ou B = ,

a=b\ g —b c 0 c 1

com para a,b distintos, e a,b,c € R.

Prova. (<) Suponha

1 a —1 1 —1
B = - ¢ - F
a=b\ qp —b a=b\ qa —b
pois,
2
22— 1 a —1 _ 1 a —1 . 1 a —1
a=b\ g —p a=b\ g —p a=b\ 4 —p
1 a*—ab —a+b 1 ala—0b) —1(a—10)
(@02 \ 22— ab® —ab—1? (@=0*\ abla—b) —bla—0b)
1 a —1
= =F.
(@=0)\ ab —b
Agora para
10
E= ,
(c 0
tem-se
2
) 1 0 1 0 1 0 1-1+0-¢ 1-04+0-0
E - — . =
c 0 c 0 c 0 c-140-¢c ¢c-0+0-0
10
p— :E.
c 0
J4 na ultima formula
00
E= ,
c 1
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tem-se

0 0 0 0 0 0 0-040-¢c 0-0+0-1
c 1 c 1] \e1 c-0+1l-c ¢ 0+1-1

= = L.

(=) Sejam L; e Ly o nicleo e a imagem de E. Como ja mencionado L; e Ly sdo retas

que passam pela origem, digamos y = ax e y = bx, respectivamente. Se a,b # 0,

1 a —1
FE =
a=b\ ap —b
e v = (z,ax) € Ly, entdo
1 a -1 x 1 ar — ax 1 0 0
E(/U) - . = = =
a—=b\ g —b ax a—=b\ abr — abx a=b1\ g 0
dai segue que leva Ly para {0}. Agora, se u = (z,bx) € Lo, entao
1 a —1 x 1 ar — bx 1 x x
E(U,) - . = frmd =
a—=b\ ap —b bx a—b\ gbz— b2z a—b\ by bx

assim Lo é a identidade. No caso de L ser a reta x = 0, Ly ser a reta y = cx, ¢ # 0,

v=1(0,y), u=(v,cx) e

10
E = ,
c 0
tem-se
10 0 1-0+0-y 0
c 0 Y c-04+0-y 0 7
ou seja, leva Ly para {0}. Agora,
10 x l-2+0-cx 0
c 0 ‘ cT c-rx+0-cx cT ’
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que é a identidade Lo. Para o ultimo caso, isto é, L1 é areta x = —cx, ,c#0e Ly é a

reta z =0, v = (z,—cz),u=(x,0) e

0 0
E = ,
c 1
tem-se
00 x 0-2+40-(—cx) 0
c 1/ —cx c-x+1-(—cx) 0/
ou seja, leva L; em {0}
0 0 0 0-0+0-y 0
c 1 . Y c-04+1-y Y ’
que é a identidade em Ly. Agora, se
1 a —1
P = ,daf P71 = ,
b a a=b\ _p 1
logo,
1 0 . 11 10 1 a —1
P P = =
00 b a 00 a=b\ _p 1
1 a —1
a=0b\ gp —b
Assim,
10 L
E=P P~ simplifica para a primeira férmula.
0 0
Agora para as demais formulas, tem-se
10 ) 1 0
P = e P77 = ,
c 1 —c 1
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onde,

e, por fim, para a ultima féormula de F, tem-se

0 -1 . c 1
P = e P = ,
1 ¢ -1 0
onde,
10 . 0 -1 10 c 1 0 0
P Pi = =
0 0 1 ¢ 0 0 -1 0 c 1

O que prova o Teorema 2.1. Agora,

Teorema 2.2. a) Qualquer matriz 2 x 2 singular com A% # 0 pertence a um grupo do
tipo que iremos discutir nos lemas a sequir e tem inversa dada pela formula do Lema
2.9.

b) A matriz nula tem como inversa ela mesma.

c) As matrizes excepcionais A que satisfazem A # 0 e A? = 0 sao precisamente matrizes
singulares mas nao nulas que possuem traco zero, e assim a formula do Lema 2.9 é
1valida, estes nao pertencem a nenhum desses grupos.

Lema 2.8. Se A = 0, ele estd exatamente no grupo {0}, e assim tem um inverso, ou

seja, ela mesma.

Prova. Se A =0, entdao do Lema 2.2 o grupo tem apenas a matriz nula, logo sua inversa

¢ ela mesma.

Lema 2.9. Se L, # Ly entdo A tem uma inversa tinica, A™1 = tizA, onde t € o traco da

matriz A, t = Tr(A).

Prova. Como E é a matriz que restringe a transformagao identidade em Ls e a matriz nula

em L pelo lema 6 sabe-se que E sera o elemento identidade em qualquer grupo contendo

A. Assim, existe um ndmero real t, nao nulo, satisfazendo, A = tE como A-A™' = E

1

1 1 1
temos AA™! = ;A & ATTAATL = A‘lgA dai, A7t = ;E = t_QA’ onde t é um fator
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escalar da transformacao de A|Ly. Pela possivel forma de E no Lema 2.7, tem-se A = tF

10\ 1o\ . £ 0\
A=t |P Pl A= |Pt Pl ©A=|P P~
0 0 00 0 0
Logo,
Lo\ 0 1
Tr(A)=Tr |P P =Tr(P)Tr Tr(P™) =t
0 0 00

Lema 2.10. Se Ly = Ly, A nao esta em nenhum grupo de matrizes singulares.

Prova. Para essa matriz A e qualquer vetor v € R?, Av estd em Ly entao também estéd
em L, logo Av = 0. Portanto, A é a matriz nula, dai qualquer grupo multiplicativo
contendo A também conteria a matriz nula mas, pelo Lema 2.2 isto é impossivel.

Exemplo 2.3. Seja,

considere

&5

I
DO O | =
DO O | =

matriz singular de ordem 2 x 2, observe que

1 -1 -1 1 -1 -1
E: —
S s NS T A S |
que é um dos elementos no Lema 2.7, com a = —1 e b = 1. Nesse caso,
x T
(E)={2F:2€R"} = z € R*
x T

é um grupo com a multiplicacao, cujo elemento neutro é E. Ainda, o nicleo de E; pela
prova do Lema 2.7 é a reta y = ax e a imagem ¢ a reta y = bz, donde o ntcleo de F é a

reta, y = —x e a imagem ¢ a reta y = x.
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Consideracoes Finais

O estudo de alguns grupos inesperados nos propiciou um rico itinerario sobre a Teoria
dos Grupos, onde englobou varios conceitos de Algebra Linear e Teoria dos Numeros.
Vimos que nesse trabalho algo incomum do que vemos no curso de Estruturas Algébricas,
Alguns Grupos Inesperados, onde é possivel encontrar subconjuntos de matrizes 2 x 2 que
formam um grupo sob a multiplicacao, e também da classe de restos Z,, nao invertiveis

que também formam grupo sob a multiplicacao.
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