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RESUMO

Este trabalho de concluséo de curso (TCC) é decorréncia de pesquisas relacionadas
ao Teorema de Pitdgoras e algumas importantes descobertas matematica atribuidas
a ele. Aqui abordamos um pouco da histéria de Pitdgoras, além de algumas
demonstracdes e aplicac6es do famoso “Teorema de Pitagoras”. Nosso objetivo é que
esse trabalho sirva tanto para o enriguecimento do nosso conhecimento sobre o tema,
assim como também possa servir de auxilio as pessoas interessadas em conhecer
um pouco sobre este importante teorema e algumas de suas aplicacdes em diversas
areas do conhecimento, ou até mesmo que possa ser utilizado por professores em
sala de aula, de modo a despertar nos estudantes o interesse pela a matematica.
Sendo subdivido em capitulos e secdes, este trabalho se inicia com uma parte
histérica a respeito de Pitdgoras, seu teorema e a sua sociedade secreta. Em seguida,
sdo apresentas algumas demonstracées do Teorema de Pitdgoras, tanto no campo
geomeétrico, envolvendo comparacdes de areas, como no campo algébrico, baseadas
nas relacdes métricas do triangulo retangulo, as quais foram exibidas por inUmeras
pessoas ao longo da histéria. Por fim, traz algumas aplicacdes deste teorema no dia

a dia, em diversas areas.

Palavras-Chave: PitAgoras. Teorema. Demonstracdo. Aplicacao.



ABSTRACT

This course completion work (TCC) is the result of related research on Pythagoras,
and some mathematical findings attributed to it. Here we address a little of the history
of Pythagoras, in addition to some demonstrations and applications of the famous
“’Pythagoras Theorem”. Our goal is that this work does not serve only to enrich our
knowledge on the subject, but which can also help people interested in getting to know
a little about this important theorem and some of its applications in various areas of
knowledge, or even be used by teachers in the classroom, in order to arouse interest
in mathematics among students. Being subdivided into chapters and sections, this
paper begins with a historical part about Pythagoras, his theorem, and his secret
society. Following are some demonstrations of the Pythagorean Theorem, both in the
geometric field, involving comparisons of areas, as well as in the algebraic field, based
on the metric relationships of the right triangle, which have been exhibited by countless
people throughout history. Finally, it brings some applications of this theorem in

everyday life, in several areas.

Keywords: Pythagoras. Theorem. Demonstration. Application.
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1 INTRODUCAO

No ano de 2017 iniciamos uma jornada dupla, durante um ano inteiro. Assim
como muitos universitarios, estudava e trabalhava, cursava o 4° periodo do curso de
licenciatura em matematica pela manha e a noite ministrava aulas para quatro turmas
de EJA (Educacéao de Jovens e Adultos) de 6° a 9° Anos na Escola municipal de ensino
fundamental e médio Erasmo de Aradjo Souza — EMEFEAS, na cidade de Montadas.
Tal experiéncia foi de grande ajuda para a nossa formacéao, pois conseguia colocar
em pratica conhecimentos adquiridos nas aulas da universidade. Durante estas
atividades, um tema em especial despertou nossa atencgéo, qual seja, o Teorema de
Pitagoras, que ap0s estuda-lo em alguns livros didaticos verificamos que muitos deles
descrevem um pouco da histéria de Pitagoras apresentam uma demonstracdo do seu
teorema, a qual, muitas vezes, é feita usando semelhancas entre triangulos.

Entdo, conforme iamos lecionando para os alunos surgiram guestionamentos
e reflexdes que nos motivaram a pesquisar sobre o uso da histdria da matematica nas
aulas, tanto para atrair a atencdo dos alunos quanto para trabalhar com eles a
importancia da matematica ao longo da histdria, visto que de acordo com D’Ambrdésio
(1999):

As ideias mateméticas comparecem em toda a evolucdo da humanidade,
definindo estratégias de acdo para lidar com o ambiente, criando e
desenhando instrumentos para esse fim, e buscando explicacdes sobre os
fatos e fendbmenos da natureza e para a prépria existéncia. Em todos os
momentos da histéria e em todas as civilizagdes, as ideias matematicas estédo
presentes em todas as formas de fazer e de saber (p. 97).

Outra observacao foi a respeito da motivacao através da contextualizacao de
situacBes problemas envolvendo os contetdos das aulas com atividades realizadas
durante o dia a dia dos alunos em suas casas ou nos seus trabalhos que, ainda
segundo D’Ambrosio (2012, p. 29), “do ponto de vista de motivagado contextualizada,
a matematica que se ensina hoje nas escolas € morta”, logo a motivagdo € um elo
importante para a aprendizagem do aluno, em concordancia com Davydov (1988,
p.97), o qual defende que “a esfera das motivacdes e necessidades é o componente
essencial da atividade humana”.

Portanto, esse trabalho tem como proposito buscar aumentar NnosSsos
conhecimentos com base na histéria de Pitagoras, seu teorema, demonstracdes e

aplicacoes deste, de maneira que nos torne capazes de abordar de diversas formas o
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contetdo Teorema de Pitadgoras em sala de aula, buscando despertar o interesse e a
curiosidade dos alunos para uma melhor compreensdo do assunto. Além disso,
esperamos que esse trabalho possa também servir de fonte de pesquisa para as
pessoas interessadas em conhecer um pouco sobre Pitagoras e este importante
teorema, bem como algumas de suas aplicacdes em diversas areas do conhecimento.
Em especial, que possa ser til aos professores de mateméatica, motivando-os a
utilizarem a histéria da matematica em sala de aula, tornado suas aulas mais atrativas
e interessantes para os alunos.

Este trabalho se inicia com uma parte historica a respeito de Pitagoras e seu
teorema e a sua sociedade secreta, depois sao apresentas diversas demonstracoes
do Teorema de Pitdgoras que foram realizadas por inUmeras pessoas no decorrer
tempo. Algumas dessas demonstracfes podem ser encontradas no livro de Loomis
(1940), o qual apresenta 370 demonstracbes do Teorema de Pitagoras. Por fim,
veremos algumas aplicagfes de tal teorema em diversas areas, tanto da matematica
(geometria plana, geometria analitica, trigonometria, geometria espacial) quanto em
outras areas como: fisica, célculo diferencial, construcéo civil, circuitos eletrdnicos e

no calculo aproximado do raio da terra.
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2 UM POUCO DE HISTORIA

De acordo com relatos historicos a Matematica surgiu na Babildnia, da
necessidade de contar objetos. Com o passar dos anos, desenvolvida por grandes
nomes, esta tornou-se um poderoso instrumento intelectual que através da abstracédo
e formalizagéo sintetiza ideias. A matematica de ontem, hoje e de amanha sempre
sera de grande importancia para o ser humano, por estar representada em toda a
nossa volta, contribuindo de forma significativa para a melhoria das nossas vidas, pois
€ praticamente a linguagem utilizada para o desenvolvimento de novas tecnologias.

Tratando-se da matematica de ontem, ou melhor, da histéria da matemética,
segundo os PCN’s (Parametros Curriculares Nacionais) do Ensino Médio, as
competéncias e habilidades a serem desenvolvidas pela matematica devem conter
contextualizacéo sociocultural relacionando as etapas da histéria da Matematica com
a evolucdo da humanidade, ou seja, ela € o ponto essencial na aprendizagem dos
alunos, visto que, ainda conforme os PCNEM, a importancia da histéria da Matematica
tem muita relevancia para que o aprendizado transcenda a relacdo social, uma vez
que ilustra também o desenvolvimento e a evolugao dos conceitos aprendidos.

Se analisarmos a etimologia da palavra matematica, que conforme Mol (2013),
tem natureza grega: “Matemathike”. “Mathema” que significa: compreenséo,
explicacao, ciéncia, conhecimento, aprendizagem, e “thike” que significa arte, entao
teremos ela como a ciéncia ou arte de conhecer, entender, aprender e explicar os
nameros e calculos. Mesmo com sua etimologia sendo grega, a matematica esteve
presente desde o inicio das primeiras civilizacfes até os tempos atuais.

Homens das cavernas do periodo paleolitico, (comecou a cerca de 2,5 milhdes
de anos) que mesmo de forma irracional, a empregavam quando desenhavam nas
paredes das cavernas e na fabricacdo e utilizacdo das ferramentas de caca. Isso,
talvez, tenha comecado quando observam as formas geométricas tanto nos desenhos
qguanto nas armas de caca, verificando que alguns modelos seriam mais eficazes.
Entretanto, se voltarmos para o assunto cronologia da matematica teremos registros
matematicos de aproximadamente 2.500 a.C. encontrados na regido da mesopotamia
(tabuas de argilas com escritas cuneiformes) que, por muitos, € conhecida como o
berco da civilizagdo. Entre outros, também foram encontrados no Egito (o papiro de
Rhind) e em outras civilizagbes como: grega, hindu, &rabes e chinesas. Contudo,

todos tinham em comum resolucdes de problemas encontrados no dia a dia.
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Conforme a sociedade foi evoluindo suas duvidas e necessidades também
aumentaram. Isso contribuiu para o surgimento de grandes pensadores mateméaticos
0 que propiciou o enriguecimento da matematica que foi transformada em uma ciéncia
mais sistematizada através do desenvolvimento de conceitos, teorias e teoremas que
sdo utilizados até hoje. Quando se trata dos grandes génios da matemética temos que
falar de Pitagoras de Samos que foi um fildsofo grego do final do século VI a.C. sendo
considerado por muitos um dos mais importantes na histéria da matematica, gracas
ao teorema que leva seu nome “Teorema de Pitagoras”. “Pitagoras foi o interlocutor
da mateméatica geométrica, onde mobilizou todo conhecimento da antiguidade

classica (GARBI, 1997, p. 18)”. Strathern (1998) define Pitagoras:

Possivelmente foi o primeiro génio da cultura ocidental e quem Ihe deu o tom.
Foi com ele que se criou a combinacdo do grande intelecto num grande
lunético [...] O primeiro matemético, o primeiro filosofo e o primeiro a praticar
a metempsicose. E isso ndo por ter sido a primeira pessoa a usar nUmeros,
a primeira a buscar uma explicacdo racional para o mundo ou a primeira a
acreditar que numa vida anterior sua alma havia habitada uma planta, um
farad ou algo do género. Foi ele quem inventou ou usou pela primeira Vez as
palavras matematico, filosofo e metempsicose nos sentidos hoje aceitos e
logo as aplicou a si mesmo (p.07).

Dewdney (1999) também descreve Pitdgoras como sendo um grande

matematico:
Figurou entre os maiores matematicos do mundo, (as vezes o maior). Dois
de seus feitos mais importantes foram: a descoberta das magnitudes
imensuraveis e o Teorema de Pitdgoras, 0s quais desempenharam papeis
vitais nos alicerces da matematica (p.07).

2.1 Pitagoras

Sado poucos os indicios sobre a bibliografia do grego matematico e filosofo
“Pitdgoras de Samos”. Embora sua biografia seja marcada por diversas lendas e fatos
nao comprovados pela historia, varios mitos e mistérios e com isso impossiveis de
verificar a veracidade, temos dados e informagbes importantes sobre sua vida.
Segundo Strathern (1997) Pitdgoras nasceu por volta de 565 a.C. em uma ilha da
Grécia chamada de Samos e morreu 490 a.C. em Metaponto (regido sul da Italia),
filho de um rico artesdo e mercador local chamado de Mnesarcos, a ilha de Samos
fica préxima a Mileto, lugar onde nasceu o grande Filosofo e matematico Tales de
Mileto. Samos era considerada, em sua época, a ilha mais rica do Mar do Egeu e, por
conta de sua localidade proxima a Asia Menor, talvez tenha facilitado as viagens de

Pitagoras em busca de conhecimento.
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Figura 1. Representacdo de Pitagoras

Fonte:http://www.vanialima.blog.br/2014/01/pitagoras-de-samos.htm

Por ser um jovem excepcional para sua época, 0s mestres das grandes escolas
de Samos indicaram Pitdgoras a viajar para Mileto para estudar com o filosofo,
matematico e astrénomo Tales de Mileto a quem muitos atribuem a instituicdo da
filosofia Ocidental. Tales acreditava que 0 universo se originava de um Uanico
elemento: a 4gua. Quanto a matematica, existiam varios feitos atribuidos a ele, como
o teorema que leva seu nhome “Teorema de Tales”, o qual surgiu quando ele através
de um experimento, tentava determinar a altura de uma piramide Quéops, no Egito,
observando a sombra da piramide. O Teorema de Tales afirma que as intersecdes
entre duas retas paralelas e retas transversais formam segmentos que Ss&o
proporcionais.

De acordo com relatos histéricos, Pitagoras também havia estudado com
outros grandes fildsofos que passaram a ser seus professores como o geografo,
matematico, astronomo e filosofo Anaximandro, o qual era considerado o segundo
filosofo da escola de Mileto, “Anaximandro de Mileto, discipulo de Tales, que assim
como seu mestre, Anaximandro realizou algumas contribuicbes a filosofia e a
matematica. Ele também tentou explicar a origem do mundo através de uma Unica
substancia chamada “apeiron” e na matematica segundo Kirk; Raven; Schofield (1994,
p. 100), “foi o primeiro a descobrir o equindcio e os solsticios e os indicadores das
horas, e que a terra se encontra no centro” e “foi o primeiro que ousou desenhar o
mundo habitado numa tabua” (KIRK; RAVEN; SCHOFIELD, 1994, p.103),

Outro professor de Pitdgoras, enquanto ele esteve em Mileto, foi o filosofo

Ferécidas. Segundo o filosofo Aristoteles, Ferécidas foi um tedlogo que misturou
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filosofia e mitologia, talvez seja de onde o Pitdgoras tenha tirado as suas concepcdes
religiosas. Conforme Strathern (1997), muitos consideram como inventor da
metempsicose, ou seja, transmigracdo das almas. De inicio, Pitdgoras néo fez uso
dos ensinamentos de Ferécidas, mas sim dos conhecimentos de geometria e
aritméticas dos seus mestres Tales e Anaximandro. De acordo com TARTAGLIA
(2016):

Depois foi enviado para Mileto, uma cidade antiga do mundo grego, e la
estudou com Tales, o maior sabio da época, que impressionado com o
conhecimento do aluno, passou a estudar suas descobertas de Geometria e
Matematica. A fim de buscar novos conhecimentos, Pitdgoras viajou pela
Siria, Arabia, Caldeia, Pérsia, india e Egito. E foi no Egito, onde morou por
mais de vinte anos, que observando as pirdmides, desenvolveu o importante
“Teorema de Pitagoras”. (p.15).

Para aumentar seu conhecimento Pitagoras saiu em viagem, visto que, naquela
época, era considerada uma forma de adquirir ou ampliar seus conhecimentos, entédo
Pitagoras viajou para o Egito, que considerado por muitos, uma sociedade mais culta
gue a prépria Grécia, como diz a Aristoteles citado em Strathern (1997, p.17): “No
Egito tiveram inicio as ciéncias matematicas, pois |14 a nacdo dos sacerdotes gozava
de tempo livre”.

No Egito ele aprendeu muito sobre a aritmética e a geometria egipcia,
ocorrendo que essa geometria foi bastante importante para Pitdgoras. A palavra
geometria deriva dos termos gregos “geo” (terra) e “métron” (medir), ou seja, medir a
terra. Por volta de 600 a.C. apds as cheias do Rio Nilo, as marcacdes de terras
utilizadas para a agricultura eram apagadas e tinham de ser refeitas. Para isso, 0s
egipcios utilizavam-se de cordas com 12 nés (corda fechada) com 12 comprimentos
iguais, e com essas cordas com nos eles sabiam que se formava um tridangulo de
lados 3, 4 e 5 e por vez um angulo reto.

Conforme Strathern(1997), um escriba egipcio Ahmés escreveu por volta de
1650 a. C. afirmando que a area do circulo era igual ao quadrado de 8/9 do seu
diametro, ele ndo descobriu 0 n, mas essa constante utilizada por ele era de 3,165
gue se erra por aproximadamente 2%. Esse mesmo escriba é o autor de um
importante documento chamado de Papiro de Rhind ou Papiro de Ahmés, que foi
adquirido pelo egiptélogo escocés Alexander Henry Rhind em 1858 no Egito. Esse
documento descreve a solucdo de 85 problemas de aritmética, geometria, equacdes

de 1° grau, entre outros.
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Figura 2: Papiro de Ahmés.

Fonte: https://www.matematicaefacil.com.br/2015/11/papiros-matematica-egipcia-papiro-rhind-

ahmes.html

O préximo destino de viagem de Pitagoras depois do Egito foi a regido da
Babilonia. Os babilénios possuiam grandes conhecimentos sobre a matematica e a
astronomia. Eles conseguiam calcular os eclipses solares e lunares. Assim como 0s
egipcios, os babildnios deixaram grandes documentos que descrevem seus
conhecimentos mateméaticos. Hoje existem indmeros achados arqueoldgicos
chamados de tabuas da babilbnia, umas dessas tabuas, conhecida por “Plimpton
322,” chama a atencdo por ser umas das mais antigas e importantes em relagéo a
conhecimentos trigonométricos, tem idade aproximada de 3.700 anos com bastantes
conhecimentos trigonomeétricos, com escritas cuneiformes (escrita feitas com auxilio
de objetos em formato de cunha), apresentando varios ternos pitagoricos e a utilizacdo
do sistema sexagesimal (de base 60).

Figura 3: Plimpton 322.

Fonte: http://www.naturalhistorymag.com/samplings/033410/old-math
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Mesmo que ndo existam evidencias de que Pitagoras tenha visitado o Oriente,
vale destacar que existe um documento antigo Chinés chamado de “Chou Pei” com
idade aproximada de 1000 a. C. Outros documentos antigos mostram que na india,
bem antes da era Crista, sabia-se que os triangulos de lados 3, 4 e 50u 5, 12, 13 ou
12, 35, 37 sao retangulos (LIMA, 1991). Um famoso livro chinés, o Zhoubi Suanjing
do século 3 a.C. reuniu 246 problemas, um deles é o “Gou Gu”, o equivalente chinés
do Teorema de Pitagoras. Porém, ele ndo é uma prova do Teorema de Pitagoras e
sim apenas uma verificacdo dos ternos 3, 4 e 5 que corresponde proposicao.

Figura 4: Representacéo do Gou Gu.
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Fonte: https://worldhistorylisobe.wordpress.com/2013/11/11/the-gou-gu-xian-theorem/

(non)(y

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Chou_Pei_Suan_Ching

ApoOs essa longa viagem, Pitdgoras retorna a Samos depois de uma longa
busca por conhecimento, Pitdgoras comecou a ser reconhecido gracas a seus
conhecimentos, porém quando retornou a Samos, ela estava sendo governada por
Policrates. Strathern(1997) define Policrates como um homem de personalidade
astuta e cruel e que tinha o objetivo de diversificar os interesses comerciais de Samos,
e mais, ele descreve que Policrates tomou o poder de forma desleal enquanto o povo
festejavam em uma festa local. Por isso, Policrates adquiriu muitos inimigos entre eles
alguns intelectuais. Porém, Strathern (1997) cita que “ndo esté claro o papel que
Pitagoras desempenhou para Policrates em tudo isso, mas por Pitdgoras o considerar
superior a qualquer tirando ordinario”, e ser um homem culto e ndo aceita algumas
atitudes de Policrates, tais fatores, talvez, tenha sido o motivo do seu exilio em Samos,
entdo apods ser banido, Pithdgoras se estabelece em colénia chamada de Crotona que
fica na Itdlia a oeste de Samos, isso por volta de 529 a.C.

Apesar de os egipcios, babildnios e até outros povos ja fazerem uso do

“Teorema de Pitagoras,” mesmo que de modo informal, sendo utilizado no seu dia a
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dia, fica evidente que eles ndo conseguiram chegar a algo mais geral. Entretanto,
Pitadgoras ou algum Pitagorico (membro da sociedade secreta fundada por Pitagoras)
alcancou a tal feito, conseguindo demonstrar a relagéo entre os lados de um triangulo
retangulo, conforme (LIMA, 1991). Desta forma, acredita-se que Pitagoras foi o
primeiro a prova-lo (ou alguém de sua escola). A demonstracdo original ndo é
conhecida, porém os historiadores acreditam que deve ter sido alguma relacionada
com areas (LIMA, 1991), sendo a proposicao para o teorema a seguinte:

“Em qualquer triangulo retangulo, a area do quadrado, cujo lado tem medida
igual a hipotenusa desse triangulo, € igual a soma das areas dos quadrados que tém

como lados cada um dos catetos”.

Figura 5: Representacdo do gréafico do Teorema de Pitagoras

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/probleminha-repensando-o-teorema-de-pitagoras

A representacdo grafica acima do Teorema de Pitadgoras é dada por um
triangulo retangulo ABC: triangulo que possuem um angulo de 90 graus, com o lado
oposto ao angulo reto, chamado de hipotenusa (lado maior do triangulo retangulo), e
os demais lados séo chamados de catetos (lados menores do triangulo retangulo).

2.2 Sociedade secreta

Apoés seu banimento da cidade Samos pelo governante Policrates, Pitagoras
viaja a Crotona e la se estabelece. Como seu reconhecimento ja tinha se espalhado
por varias regides, Pitdgoras comecou a se definir como professor e fildsofo. Em
Crotona, Pitagoras fundou uma sociedade secreta cuja base era o estudo da

matematica e da filosofia.



21

A escola pitagorica tinha um codigo de conduta rigido, acreditava-se na
transmigracédo das almas e, portanto, que nao se devia matar ou comer um animal
porque ele poderia ser a moradia de um amigo morto. Os pitagéricos imaginavam que
0S numeros impares tinham atributos masculinos e os pares eram femininos. Eles
diziam, ainda, que o numero 1 é o gerador dos outros numeros e o niumero da razao.

Um outro fato incomum para aquela época era a aceitacdo de mulheres.

Figura 6: Representacdo da Escola Pitagorica.

Fonte: http://www.historiadasartes.com/sala-dos-professores/a-escola-de-atenas-rafael-sanzio/

A sociedade secreta, tinha esse nome por conta de suas reunides escondidas
e de segredos a respeito de seus estudos. Além disso, seus membros possuiam um
simbolo de um pentagrama em uma de suas maos, visto que 0 pentagrama era
considerado pelos babilénios como o simbolo da saude fisica e espiritual e tinha
propriedades relacionadas a divina proporgéo (mais tarde relacionada como Razao
de Ouro). Conforme cita Strathern(1997), seus encontros secretos eram voltados aos
estudos dos nameros, religido, filosofia e politica entres areas, tendo como lema “o
namero é tudo”. Chamados de iniciantes, aqueles eram novatos na escola pitagérica,
nao podiam falar com o mestre ou os alunos mais velhos da sociedade secreta, que
eram chamados de matematicos. Sendo que os aprendizes mais antigos podiam fazer
perguntas e até mesmo expor suas opinides em alguns casos.

Segundo Strathern (1997) e Monk (2000, p. 13) os pitagéricos conseguiram
realizar algumas atribuicbes para a matematica, como o primeiro nimero irracional a
raiz de 2:

Outra das grandes descobertas que resultaram do teorema de Pitagoras foi
a dos numeros irracionais|...] “Os pitag6ricos descobriram que o valor ndo
podia ser encontrado. Por maiores que fossem as unidades de medicéo
usadas e por mais precisas que fosse a régua, seu comprimento sempre
ficava deslocado em alguma parte entre dois pontos da escala (STRATHERN
1997, p. 32-33).
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Conforme Strathern (1997), as descobertas feitas por Pitagoras ou algum
membro da sociedade secreta ndo podiam ser relevadas, se algum Pitagorico
divulgasse alguma desses estudos secretos, esse discipulo poderia ser expulso e, em
alguns casos, como cita Strathern (1997) havendo até agressdes fisicas por parte dos
Pitagoricos a quem fez a revelacao. Pois, por trds de cada estudo ou descoberta tanto
existia muita matemética envolvida como também muito misticismo e crencas.
Exemplo disso foi a descoberta dos nimeros irracionais.

Como Pitagoras e os Pitagoéricos acreditavam que o mundo era, de certa forma,
formado por padrbes e harmonias, 0s numeros irracionais ndo podiam ser
apresentados por eles, ja que nao podiam ser inteiros, nem fracdes. Assim, eles
estavam fora dos padrées e ndo podiam fazer parte deste mundo de equilibrio. Monk
(2000), também descreve essa descoberta dos numeros Irracionais pelos Pitagoricos
através do Teorema de Pitagoras, que cairam em contradicdo com seus dogmas que
ensinavam que tudo sdo nameros, ou seja, pode ser medido e representado. Tudo

podia ser comensuravel (medido, finito).

De acordo com o Teorema de Pitagoras, o comprimento da hipotenusa de um
triangulo retangulo, no qual os outros dois lados possuem o comprimento de
uma unidade, serd igual a raiz quadrada de 2. O problema é que raiz
guadrada de 2 é incomensuravel, isto é, ela ndo pode ser expressa como
relacdo entre dois numeros, ou, para dizer de outro modo, ela € "irracional".
Segue-se que ha pelo menos uma coisa no mundo que ndo € a expressao de
uma relagdo numérica (MONK, 2000, p, 13).

Pitagoras descobriu o que hoje é chamado de harmonia musical. Para chegar
nessa harmonia, ele observou que existia um padrdo em relacdo ao comprimento de
uma corda e os sons gerados por ela, esse padrao gerava sons agradaveis, sendo
essa harmonia musical referente a notas musicais como do, ré, mi, fa, so, 14, si, criadas
a partir de uma proporgcdo, 0os experimentos que Pitagoras fazia, tinham o uso do

monocoérdio que € instrumento de uma corda, com seus experimentos Pitagoras

descobriu que se ele colocasse seu dedo sobre a corda de forma que a medida da

. . R 12 3
corda tivesse as seguintes divisbes >

4 ~ , .
5y € o entéo eram gerados sons agradaveis.

Alguns consideram Pitdgoras como o inventor deste instrumento.

Descobriu que a harmonia musical numa corda esticada que se fere (ou numa
coluna de ar, como na flauta) obedece a razées. Com efeito, as mais belas
(agradaveis) harmonias correspondiam as mais belas (mais simples) razdes.
Uma oitava corresponde a razdo de 2:1. Uma quinta corresponde a razao 3:2,
uma quarta a razdo 4:3(STRATHERN ,1998, p.35).
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Conforme Strathern (1998), Pitdgoras classificou os numeros em pares
(machos) e impares (fémeas), porém com essa ideia sugiram algumas dificuldades
do tipo: o niumero 1 ndo poderia ser o0 primeiro numero, por que era todo indivisivel e,
por outro lado, 2 ndo podia ser o primeiro numero, pois Pitdgoras e os Pitagoricos
consideravam ele como fémea. Entéo Pitagoras decidiu que 3 era o primeiro niumero,

pois tinha comecgo, meio e fim.

Os pitagéricos tiveram grandes influencia no misticismo dos nimeros, mas
ndo foram os Unicos a imaginar os numeros impares como sendo masculinos
e os pares femininos; afirmavam que os impares exerciam supremacia sobre
0s pares, pois a soma de dois impares gera um numero par e a de dois pares
sempre gera um namero par (CYRINO, 2006, p. 46).

Outra descoberta atribuida a Pitagoras foi a classificacdo dos nimeros em
nameros perfeitos, o nimero que eles tinham como perfeito era o 6. Nos Elementos
de Euclides, mais precisamente, no livro IX, na proposicao 36 que se refere a nimeros
perfeito, verifica-se como podem ser calculados os numeros perfeitos. De acordo com

Araujo H.; Garapa M.; Luiza R, a proposicao de 36 do livro IX de Euclides é:

Se tantos nimeros quantos se queira comecando a partir da unidade forem
dispostos continuamente huma propor¢éo duplicada até que a soma de todos
resulte num namero primo, e se a soma multiplicada pelo Gltimo origina algum
namero, entdo o produto sera um namero perfeito.

Se 2P — 1 € um ndmero primo, entdo n = (2P - 1).(2P"1) é um ndmero
perfeito (2005, p.37)".

Utilizando esta proposicao de Euclides mostraremos que o numero 6, como dito
por Pitdgoras, era de fato perfeito. Sejap = 2, temos
2P —1=22-1=4-1=3
Como 3 € primo, entdo para p = 2 é verdade, agora verifiguemos que:
n=02P-1).2PY)>n =(22-1).2%Y
n=4-1).2Y->n=03).2)>n =6
Até o séculos XV, s sabia-se a existéncia de 4 numeros perfeitos o 6, 28, 496
e 8128. Outra descoberta atribuida aos Pitagoricos foi que a soma dos angulos
internos de um triangulo é igual a 180°, conforme Guedj (1999, p.111).
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3 TEOREMA DE PITAGORAS

O Teorema de Pitagoras, como visto anteriormente, foi desenvolvido e
demonstrado por Pitdgoras ou por um de seus alunos, com base nos conhecimentos
obtidos com as viagens para outras regioes. Nesse resultado, ele expressa a relagéo
entre os comprimentos dos lados de um triangulo retadngulo. Lembrando que um
triangulo retangulo é uma figura geométrica formada por trés lados, que possui um
angulo interno reto, ou seja, um angulo de 90 graus, e os demais angulos agudos
(menores que 90 graus). Além disso, a soma dos angulos internos igual a 180 graus,
o lado maior que sempre fica oposto ao angulo reto é chamado de hipotenusa e 0s
outros lados menores do triangulo sdo chamados de catetos. Considerando o
angulo 8, como na figura, os catetos séo classificados como cateto oposto e cateto

adjacente a 6.

Figura 7: Triangulo Retangulo.

cateto oposto

90 P

C cateto adjacente

Fonte: https://matematicabasica.net/seno-cosseno-e-tangente/

A area do triangulo retangulo é igual a metade do produto de um lado pela altura
correspondente. Além disso, no tridangulo retangulo, sdo definidas as seguistes

relacdes trigonométricas.

cateto oposto
Seno (G) = '—p;
hipotensa

Cosseno (G) - cateto adjacente |

hipotenusa '’

cateto oposto

Tangente (a) =

cateto adjacente '’
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3.1 DEMONSTRACOES

Hoje a maioria dos livros didaticos apresentam a demonstracdo do Teorema de
Pitagoras por semelhanca de triangulos. Porém, existem inUmeras demonstracdes
para esse teorema. Por exemplo, um livro em que podemos encontrar essas diversas
demonstracdes € o livro que tem como titulo “The Phytagorean Proposition”
(A proposicéo Pitagorico), de autoria do professor de matematica Elisha Scott Loomis,
sua segunda edicdo foi publicada em 1940 pelo The National Coucil of Teachers of
Mathematics (O Conselho Nacional de Professores de Matemética), na série Classics
in Mathematics Education (Classicos em Educacdo Mateméatica), conforme se
encontra no prefacio do livro, o primeiro manuscrito desse trabalho foi preparado em
1907 e sua primeira edicdo € de 1927. A segunda edicéo foi publicada apds sua morte
com autorizacdo da familia. O livro de Loomis apresenta 370 provas, que sao
classificadas em quatro tipos: Provas algébricas, por relacdes lineares (109 provas),
provas geométricas (255 provas), provas baseadas em operacdes vetoriais (4 provas)

e provas dinamicas que sdo baseados em massa e velocidade, dinamica (2) encontra:

Em 1927 (quando j& era professor universitario), Loomis publicou A
proposicao pitagorica, livro contendo 230 provas; em 1940, entdo aos
87anos, Loomis publicou uma segunda edicédo, com 370 provas (LIMA, 1991).

[...] A ultima frase de sua segunda edi¢do e: “E ainda ndo chegamos ao fim”.
Loomis estava certo; ndo era o fim. O site Guinness World Records, sob o
titulo “Maior quantidade de provas do teorema de Pitagoras”, recentemente
apontou um grego que diz ter descoberto 520 provas distintas. (CREASE,
2011, p. 24 e 25) e (CASTRO, 2013).

3.1.1 Demonstracdo supostamente de Pitagoras

Como ja foi citado neste trabalho, ndo h& evidéncias de que a demonstracao a
seguir foi realizada por Pitagoras, pois ele ndo deixou trabalhos escritos, como cita
Roque (2012, p.112). No entanto, Eves (2011, p.103), assim como outros autores,

atribuem a ele a autoria desta demonstragéao.
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Figura 8: Demonstracéo de Pitdgoras. Figura 9: Demonstracéo de Pitagoras.

Fonte: http://www.rpm.org.br/cdrpm/74/6.html

A ideia dessa demonstracado é bem simples, classificada como geométrica sendo sua
prova por meio de comparacao das areas das figuras 8 e 9 que sdo quadrados de
lado a + b, sendo que na figura 8 temos um quadrado de lado c que corresponde a
hipotenusa dos triangulos retangulos presentes na figura 8. Ao retiramos esses 4
triangulos congruentes e reorganizando na figura 9 de forma dois a dois formaremos
dois retangulos de bases b e alturas a e sobrando assim dois quadrados de lados a e
b, respectivamente, onde a soma de suas areas corresponde a area do quadrado de
lado c. Assim temos ¢? = b? + aZ.

Também podemos provar esse Teorema de Pitdgoras através dessas figuras
de forma algébrica, isto, é:

a.b a.b ab

2y AP pab ab aby s 24 @b +ab)
2 T2 Tt o ra

4.a.b

c® + > = b? +a? +2ab

= b +

3.1.2 Demonstracao de Euclides

A demonstracdo de Euclides é considerada uma das mais famosas e uma das
mais antigas demonstra¢des do Teorema de Pitdgoras. Ela é encontrada no livro | na
proposicéo 47, da colegdo de 13 livros de titulo “Os Elementos” escritos por Euclides,
Loomis (1940, p. 119) também a apresenta na demonstracdo 33, figura 134, ela

também pode ser classificada como geométrica e pode ser realizada através de
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comparagdo de areas. De acordo com Frederico Commandino, a demonstragao
seguinte foi apresentada por Euclides.

Proposicao XLVII. Em todo o triangulo retangulo o quadrado feito sobre o lado
oposto ao angulo reto, é igual aos quadrados formados sobre os outros lados,
gque fazem o mesmo angulo reto (Fig. 69.). (Euclides, Elementos de
Geometria, Frederico Commandino, Sao Paulo, 1944, p. 28).
DEMONSTRACAO. Seja o triangulo retangulo ABC, cujo angulo reto seja
BAC. Digo que o quadrado feito sobre o lado BC é igual aos quadrados
descritos sobre os lados BA, AC, que formam o angulo reto BAC. Descreva-
se sobre BC o quadrado BDEC (Pr. 46.1.), e sobre BA, AC os quadrados GB,
HC. Pelo ponto A tirasse AL, paralela (Pr. 31.1.) a BD, ou CE, tirem-se
também as retas AD, FC. Porque os &ngulos BAC, BAG séo retos (Def. 30.),
as duas retas CA, AG estdo em direitura uma com outra (Pr. 14.1.). O mesmo
sera a respeito das duas AB, AH. Os angulos DBC, FBA, por serem retos,
sdo iguais. Ajunte-se Ihes o mesmo angulo ABC. Logo, o total DBA sera igual
ao total FBC (Ax. 2.). E sendo as duas AB, BD iguais as duas ELEMENTOS
DE GEOMETRIA 28 EUCLIDES FB, BC, cada uma a cada uma, e o angulo
DBA = FBC, seréa o triangulo ABD = FBC outro triangulo (Pr. 4.1.). Mas o
paralelogramo BL é o dobro (Pr. 41.1.) do triangulo ABD, porque esté sobre
a mesma base BD, e entre as mesmas paralelas BD, AL; e o quadrado GB é
o dobro do tridngulo FBC, porque tem a base comum FB, e estdo entre as
mesmas paralelas FB, GC. Logo, sendo iguais os dobros de quantidades
iguais (Ax. 6.), deve ser o paralelogramo BL igual ao quadrado GB. Do mesmo
modo, tiradas as retas AE, BK, se demonstra, que o paralelogramo CL é igual
ao quadrado HC. Logo, o quadrado inteiro BDEC, feito sobre o lado BC
oposto ao angulo reto BAC, é igual aos dois quadrados GB, HC formados
sobre os lados BA, AC, que fazem o mesmo angulo reto BAC. (Euclides,
Elementos de Geometria, Frederico Commandino, Sdo Paulo, 1944, p.28-
29).

A ideia da demonstracdo de Euclides traduzida por Federico Commandino
(1944) é a seguinte: consideremos o triangulo retangulo ABC, cujo angulo reto é BAC,
e agora construimos quadrados ABDE, ACGF e BCHJ sobre os lados AB,AC e BC
respectivamente. Os quadrados ABDE, ACGF e BCH] possuem lados medindo a,b e ¢
respectivamente, agora tracemos um segmento Al perpendicular & BC passando pelo

ponto K, conforme a figura abaixo.

Figura 10: Demonstragéo de Euclides.
—1 7

Pl F

B 73 c

Fonte: http://enciclotest.us.es/images/5/5c/Euclides. Teorema_de_Pit%c3%algoras.png
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Agora consideremos os triangulos DBC e ABJ, sabendo que BA = BD e BC = B],
sendo o angulo ABC = «a, logo 0 angulo DBC = DBA + ABC = 902 + « e mais o angulo
ABJ = CBJ + ABC = 902 + a, portanto os angulo a BDC e ABJ s&o congruentes, logo
pelo critério lado, angulo, lado os triangulos DBC e ABJ] sdo congruentes, sendo que a

area do triangulo DBC € descrita poré (DB.DE) e o triangulo ABJ tem area % (BJ .BA),

com isso temos que a area do quadrado ABDE é igual a 2 vezes a area do triangulo
DBC . Da mesma forma tem-se que a area do retangulo BKI] é igual a 2 vezes a area
do triangulo ABJ, sabendo que a area do quadrado ABDE é aentdo a area do retangulo
BKI]J é igual a2,

De forma analoga temos: considerando os triangulos BCG e ACH, sabendo que
CB=CH e CA=CG , sendo o angulo BCA=p , logo o angulo
BCG = BCA+ACG = B+90° e o angulo ACH = BCA + BCH = B + 902, portanto 0s
angulos a BCG e ACH sdo congruentes, logo pelo critério lado, angulo, lado os

triangulos BCG e ACH sdo congruentes, a area do triangulo BCG é descrita por
%(CG. GF) e o triangulo ACH tem érea%(CH.HI), com isso temos que a area do

guadrado ACGF é igual a 2 vezes a area do triangulo BCG . Da mesma forma, tem-se
gue a area do retangulo CKIH € igual a 2 vezes a area do triangulo ACH, sabendo que
a area do quadrado ACGF éb?, e, sabendo que os tridangulos BCG e ACH s&o
congruentes entdo suas areas também sao congruentes, por conseguinte a area do
retdngulo CKIH é igual ao do quadrado. Como o quadrado BCHJ possui lado medido c,
sua area é c?, porém ele é formado pelos retangulos BKI] e CKIH tendo area iguais a

a’ e b?. Portanto: c2 = a%? + b2,
3.1.3 Demonstracéo de Bhaskara

Bhaskara (1114 -1185), conhecido no Brasil por conta da férmula resolutiva das
equacdes do 2° grau. Poréem ha indicios de que as resolu¢des das equacdes ja
apareciam acerca 1000 a. C. nas tabuas babilbnicas. Foi um matematico hindu que
ensinou em Ujjain, um dos maiores centros de matematica e astronomia da época, a
demonstracao de Bhaskara para o Teorema de Pitagoras. Conforme destaca Barbosa

(1993), ele apresentou apenas a figura e uma palavra que tem significado “veja” ou
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“contemple A demonstracdo de Bhaskara também encontrada em Loomis
(1940, p. 50).

Alguns escritores dizem que a demonstracdo de Bhaskara é baseada Gou Gu,
(representacao chinesas do Teorema de Pitdgoras com base em relacfes de areas
das figuras), pois se assemelham por conta de as figuras utilizadas serem parecidas.
Diferenciando-se a medida que o Gou Gu utiliza medidas fixas, enquanto Bhaskara
faz uso de uma forma mais geral para demonstrar o Teorema de Pitdgoras. No Gou
Gu, o quadrado tem lado igual a 5 unidades, os triangulos retangulos possuem
medidas 3 e 4 unidades para seus catetos e sua hipotenusa mede 5. Além disso, no

centro do quadrado apresenta um quadrado de medida 1 unidade (ver na figura).

) . . . base alt ]
Sabendo que a area de cada triangulo retangulo é (M), logo a area de cada

triangulo retangulo corresponde a 6 unidades. Portanto o quadrado maior apresenta

(4.6) + 1 = 25.
Figura 11: Demonstracdo de Gou Gu. Figura 12: Representacéo de Bhaskara.
s Cc
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Fonte:https://pt.wikipedia.org/wiki/Chou_Pei_Suan_Ching Fonte: https://ca.wikipedia.org/wiki/Bhaskara_ll

J& na demonstracdo de Bhaskara, inicia-se com a figura de um quadrado de
lado ¢, com quatro triangulos retdngulos congruentes inscritos nele, as hipotenusa c e
catetos a e b e um quadrado de lado a - b, sendo que a area do quadrado de lado c é
igual a soma das areas dos quatro triangulos mais a area do quadrado central de lado

a-b. A area do quadrado de lado c é dada por c?, e a area do triangulo é:
4ba
c? = (a- b)z + (T)

c? = a%?- 2ba + b? + 2ba

c2 = a? + b?
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3.1.4 Demonstragéo de Leonardo da Vinci

O “grande” Leonardo da Vinci, foi e € um artista bastante conhecido até os
tempos atuais, muitos o conhecem de suas artes, por exemplo, a Ultima Ceia(1498)
ou a Mona Lisa (1503-1505), O Homem Vitruviano (1492), entre outras. Leonardo da
Vinci, viveu na época do Renascimento periodo entre a Idade Média e a Idade
Moderna, nasceu em 15 de abril de 1452 em uma vila da Italia chamada de Toscana,
considerado por muitos um homem que viveu a frente de seu tempo, devido ao estudo
nas mais diversas areas: anatomia humana, 6ptica, engenharia civil e matematica,
sendo responsavel por uma demonstracdo do Teorema de Pitdgoras, baseada na
figura abaixo.

Figura 13: Demonstracdo de Leonardo da Vinci.

Fonte: http://www.tikalon.com/blog/blog.php?article=2013/Leonardo_Pythagoras

Sua demonstracdo também pode ser encontrada no livro de Loomis
(1940, p.129), ela comeca a partir de um triangulo retangulo ABC com angulo reto em
BAC. Nos lados AC,AB e BC s&do formados quadrados ABDE,ACGF e BCML,
respectivamente, no lado do quadrado BCML é feito um tridngulo idéntico ao ABC e
depois traca-se um segmento entre os pontos EF também o formando um triangulo
congruente ao ABC, e em seguida, traga-se os segmentos DG e NA, formando assim
a figura acima.

Observando-se que os quadrilateros ABLN, ACMN, DBCG e DEFG, sao
congruentes, e que a area de ABLN 4+ ACMN é igual a area de DBCG + DEFG, e como
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ambos possuem dois triangulos iguais ao do triangulo ABC, entdo os hexagonos
CBDEFG e CABLNM tém a mesma area. Portanto, a area do quadrado BCML é igual a

soma das &reas dos quadrados ABDE e ACGF.
3.1.5 Demonstracéo do Presidente Garfield

O Presidente James A. Garfield (1831-1881), foi o vigésimo presidente dos
Estados Unidos em 1881, seu mandato durou apenas 4 meses daquele mesmo ano.
O presidente Garfield era um estudioso e gostava de matematica, em 1876 enquanto
estava em uma camara de representantes, rabiscou uma demonstra¢do do Teorema
de Pitagoras que foi publicada pelo New England Journal of Education. Tal
demonstracao pode ser encontrada em Loomis (1994, p. 231).

Inicialmente o presidente Garfield comecou por um triangulo retangulo EAB de
catetos a e b, e hipotenusa c, depois desenhou o mesmo triangulo retangulo que
chamaremos de EDC, como na figura 14, de modo que o cateto a ficou oposto ao
cateto b do segundo triangulo e, por fim, interligando os vértices dos triangulos forma-
se assim um novo triangulo CEB e um trapézio retangular ABCD de bases a + b,
conforme na figura 14.

Figura 14: Demonstracdo do Presidente Garfield.

i a €

Fonte: https://repositorio.ufsc.br/bitstream/handle/123456789/96613/Fernando.pdf?sequence=1

Observando que a e 8 sdo angulos complementares, ou seja, a soma € igual a
90 graus e mais seja a e 6 e B angulo cuja soma é igual a 180 graus, entdo 3 €

equivalente a 90 graus, logo o triangulo CEB é retangulo e possui angulo reto em CEB.

. ‘A A . base.altura . -
Sabendo que a area de um triangulo retangulo & ( — ) e a area de um trapézio
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é (base maior + base

> ).altura, agora temos que a soma das areas dos trés triangulos

retdngulos é igual a area do trapézio com bases a e b, e altura a + b, logo:

(30)+ (52)+ 5 - €20

2.ab + c?2=a?+ 2.a.b + b?
c®>=a?+ b%?+2.ab - 2.ab

c2=a?+ b?

Com isso fica demonstrado o Teorema de Pitagoras do mesmo modo que o

Presidente Garfield demonstrou.

3.1.6 Demonstracdo usando semicirculo

Da mesma forma que Euclides provou o Teorema de Pitagoras por meio da
comparacao de areas de quadrados, pode-se também demostrar o Teorema de
Pitdgoras através da comparacdo de areas de semicirculos. Tal demonstragcédo é
descrita também por Loomis (1940, p. 72-73).

Consideremos um triangulo retangulo ABC com catetos b e c, e hipotenusa a,
agora construindo semicirculos a partir dos lados dos triangulos formamos a figura 15
abaixo.

Figura 15: Demonstracdo usando semicirculo.

A B
w
Fonte:http://www.epsilones.com/paginas/problemas/problemas068lunulastriangulo.html#solucion

Sabemos que a area de um circulo é dada pela férmula m.r?, sendo r o raio da

circuferéncia e sabendo que o diametro € igual 2.r, temos que a area do semicirculo

2
€ dada por % Logo, se representarmos as areas dos semicirculos por S,,S;, € S,

temos:
ma’ mb? mc’
22 22 22
S, = 2§ =4 g =42
a 2 b 2 c 2
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Assim,
mta? mh? mtc?
7 i, 4 na®> mwb? N nc? o
= el = .
2 2 2 8 8 8

[ma? = nb? + nc? ]+ m > a? = b?+¢?
Portanto, através dos semicirculos, esta demostrada a relacédo do Teorema de

Pitagoras no triangulo retangulo.
3.1.7 Generalizacdo do Teorema de Pitagoras

Conforme visto neste trabalho na secdo 1.1 p. 20, o Teorema de Pitagoras
afirma que a area do quadrado construido a partir da hipotenusa é igual a soma das
areas dos quadrados construidos sobre os catetos. Vimos ainda, que esse teorema
pode ser demonstrado de diversas formas como, por exemplo, pela comparacéo de
areas de figuras (quadrados, triangulos, semicirculos e entre outros poligonos
regulares).

Conforme Wagner (2010, p.11-12) podemos generalizar o Teorema de
Pitagoras fazendo uso de qualquer figura semelhante, ou seja, “dado um triangulo
retangulo, a area da figura construida sobre sua hipotenusa é igual a soma das areas
das figuras construidas sobre seus catetos”.

Para demonstrar esta generalizacdo utilizaremos um triangulo retangulo de
catetos com medidas b e c, e hipotenusa medindo a, em seguida selecionaremos trés
figuras semelhantes A,B e C que séo construidas sobre a hipotenusa e os catetos,
respectivamente, conforme a figura 16.

Figura 16 : Generalizacdo do Teorema de Pitagoras

/\/\

Fonte:https://www.locus.ufv.br/bitstream/handle/123456789/5882/texto%20completo.pdf?sequence=1
&isAllowed=y
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Fazendo uso da propriedae que diz “a razdo das areas de duas figuras

semelhantes é igual ao quadrado da razdo de semelhanga”, temos:

. A az_)A B A 2_)A
OO,— = — _ = e — = — _ = —
9 B b2 a2 b2 C C a2 c?
_B _C 5 A_B _
Como, _2_§ ea—z—c—z,entao—z—ﬁ c_2
A B C B+C cant A B+C
ora, — = — = ortanto — = .
9 b2 c2 b2+ c2’ P a2 b2+ c2

Desse modo, A = B + C, e assim demonstrada uma generalizacdo do Teorema

de Pitagoras para figura semelhante.

3.1.8 Demonstracéo de Jack Oliver

Esta demonstracdo foi feita por Jack Oliver e publicada em uma revista
chamada The Mathematical Gazette de volume 81, p. 117-118, em marco de 1997.

A figura 16 representa o diagrama de Jack Oliver que € constituido de um
triangulo retangulo com uma circunferéncia de raio r inscrita neste triangulos, de
catetos a, b e hipotenusac, talque c = (a—r) + (b —r), 0ur = p — ¢, sendo

chamado de p o semiperimetro (medida da metade do perimetro de uma figura

L A A . . a.b.c
geométrica) do triangulo retangulo o qual € equivalente p = - -

Figura 17: Diagrama de Jack Oliver.

r a-r

Fonte: https://www.cut-the-knot.org/pythagoras/ index.shtml



A éarea do triangulo é calculada da seguinte forma:

a.b
p.(p—c)=7
a+b+ca+b—-c a.b
[ 2 2 27]2
(@+b+0c).(@a+b-0
5 = a.b

(@a+b+c(@+b-c =2ab
(a + b)2—c?= 2.a.b
a’ + 2ab + b%>—c? = 2.a.b
a’ + b2 —c%?= 2ab—2.a.b
a’+b?—-c¢c* =0

a’+b? = c?

3.1.9 Demonstrac6es Adam Rose
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Essa prova do Teorema de Pitagoras foi apresentada por Adam Rose (2004).

Figura 18: Diagrama de Adam Rose

C
a b \
B Ao D B~_& b E
a o B
\ :
oL
F

Fonte: https://lwww.cut-the-knot.org/pythagoras/

Adam comeca sua demonstracao pela construcdo do seu diagrama, ela esboca dois
tridngulos retangulos congruentes: ABC e AFE de catetos a,b e hipotenusa c, sendo
que ambos possuem o0 veértice A em comum, formado através da interseccdo dos
segmentos BE e CF. Logo, ap0s sao tracadas duas retas uma passando pelo vértice
C do triangulo retangulo ABC e intersectando o segmento AB no ponto D, tal que
BC = BD, ou seja, de comprimento a, e de forma analoga a segunda reta passa pelo
ponto vértice E do triangulo retangulo AFE e intersecta na extensdo do segmento AF
no ponto G de modo que, FG = EF = a, desta forma cria-se trés novos triangulos o
BCD, ACD e EFG.
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Os triangulos BCD e EFG séo isésceles, pois possuem dois lados iguais de

medida a, logo 0 angulo BCD = g - % Agora, o angulo ACD = g -G-3) = % . E mais,

como o angulo AFE é exterior ao triangulo EFG, entdo AFE = a = FEG + FGE que
sdo angulos da base do triangulo EFG que € isésceles, isso implica que os angulo FEG

e FGE séo iguais e valem % como os angulos AGE = FGE, portanto AGE = %

Agora temos duas retas que contém os segmentos, CD e EG, cruzadas por
segmento CG com dois angulos internos alternados, e como os angulos ACD e AGE
sao iguais. Conclui-se que o segmento CD € paralelo ao segmento EG. Dado que os
triangulos ACD e AGE possuem os angulos congruentes (na mesma ordem) logo séo

semelhantes entdo existe uma proporcdo entre seus lados:

AD  AE
AC ~— AG
b c+a

— = —. Assim temos,
c-a b

b2 = 2 _ga2

c2 = b? +a®
3.1.10 Demonstracfes Michelle Watkins

Esta prova é uma das trés demonstracdes feitas por Michelle Watkins, uma
estudante da Universidade do Norte da Florida, que foi pubicada na revista Math
Spectrum no ano de 1997/98, v.30, n. 3, p. 53-54, que se encontra disponivel em:
http://www.appliedprobability.org/data/files/MS%20issues/Vol30_No3.pdf

A demonstracéo inicia-se de forma similar a algumas outras, comecando pela
construcdo do diagrama, considere dois triangulo retangulo e congruentes sendo eles
ABC e DEF de tal forma que o vértice B do tridangulo esteja no segmento DE e os pontos
A, F, C, E sejam colineares (pertecem a mesma reta). E fazendo com que os segmentos
BC = EF = a,AC = DF = b,AB = DE = c¢. Obviamente, o segmento AB é
perpendicular ao segmento DE, agora tracando um segmento interligando os vertices
A do triangulo ABC com o vertice D do triangulo retangulo, construimos um novo

triangulo ADE.
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Fonte 19 : Diagrama de Michelle Watkins
D

B
| ]

Fonte: https://www.cut-the-knot.org/pythagoras/

Para o calculo da area do triangulos ADE existem dois modos distintos, a primeira

AB.DE _ c? , _ ..
S— = Qque chamaremos de i e a segunda maneira é igual

maneira é

DF.AE _ b. AE
2 2

segmento CE pode ser encontrado nos triangulos semelhantes BCE e DFE e

gue chamaremos ii. Sabendo AE = AC + CE = b + CE. Como 0

. 2 2

CE = BCD:E = % = %. lgualando i com ii, temos: % =245 substituindo AE por
2 2

b+ CE, tem-se: % = @, agora substituindo CE por a? :

2 2

2 b.b+Y) 2 el
S~ b Z _” b - c%2 =p%+qg?
2 2 2 2

3.1.11 Demonstrac¢éo de Larry Hoehn

Esta prova é das demonstracfes atribuidas a Larry Hoehn que foi publicada na
revista The Mathematics Teacher, 88 (1995), p. 168, disponivel em: http://www.cut-
the-knot.org/pythagoras/index.shtml.

Larry Hoehn inicia pela construgéo da figura 20 para facilitar a compreenséo.
Prolongue o segmento AC do triangulo retangulo ABC até o ponto D de modo que o
segmento AD = AB = ¢, como no diagrama, no ponto D desenhe uma perpendicular
ao segmento CD. No vértice A do triangulo retangulo desenhe uma bissetriz do angulo
BAD. Deixe as duas linhas se encontrarem com o ponto E de forma analoga construa
no ponto C uma perpendicular ao segmento CD. Finalmente, deixe EF ficar
perpendicular a CF. Por esta construgdo, os triangulos ABE e ADE tem o lado AE em
comum e possuem 0s outros dois lados iguais: AD = AB, bem como os angulos

formados por esses lados: BAE = DAE. Portanto, os triangulos ABE e ADE s&o
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congruentes pelo LAL (Lado, angulo, lado). Segue-se entdo que nos triangulos
retangulos ABC e BEF os angulos ABC e EBF somam 90 °.

Fonte 20: Demonstracéo de Larry Hoehn

E y D
<

X Y A
¥ b

F u E a C

Fonte: https://www.cut-the-knot.org/pythagoras/

Portanto ABC = BEF e BAC = EBF. Logo, os triangulos ABC e BEF sdo semelhantes,
agora sabendo que zz E = % . Mas, EF = CD, oux = b + ¢, que em combinacio

b(b+c) __c(b+c)
a ey = a

com a proporgdo acimada u= . Porém,y = u + a, onde,

c(b+c) b(b+c) cb+c?  b?+bc
= +a - =
a a a a
a(cb +c?) _a(b®+bo)
a

+a

+a.a—-cb+c? =b%?+bc+a?

c2= b?+a®
3.1.12 Demonstracf8es semelhancas entre triangulos

Essa demonstracéo € conhecida por muitos como sendo a tradicional, pois ela
€ encontrada em diversos livros didaticos que abordam o Teorema de Pitagoras e é
trabalhada de uma forma curta e simples. Vejamos.

Seja um triangulo retangulo ABC, de catetos b,c e hipotenusa a, e altura h.
Considere pé da perpendicular baixada do ponto A, como na figura abaixo. Com isso
temos o segmento AH, que divide o tridngulo retangulo em dois tridangulo retangulos o
AHB e o AHC que sdo semelhantes com o triangulo retangulo ABC pelo critério
AA(angulo, angulo) pois possuem dois pares de angulos correspondentes congruentes

(BAH = C, complemento de B,CAH = B, complemento de C ).
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Figura 21: Demonstragéo por semelhanga entre triangulos

A

T 4:[
B H C

2
4
1

} ¥

Fonte: http://www.blogviche.com.br/2006/12/15/semelhanca-entre-triangulos/

Agora sabendo que os triangulos retangulos AHB e AHC sdo semelhantes entéo

seus lados séo proporcionais, isto é:

E=E—> b2 =a.n (i)
a b
E=E—>02=a.m(ii)
a ¢

Somando (i) + (ii), temos,
b% + c¢? = (a.n) + (a.m)

Colocando a em evidéncia tem- se,
b% + ¢2 =a(n+ m)

Sabendo que a = n + m, resulta:
b2+ c?2=a.a - b?+ c2=a?

E assim fica demonstrado o Teorema e Pitagoras pelo método de semelhancas

entre triangulos.
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4 APLICACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

Sao inumeras as aplicacbes do Teorema de Pitdgoras. Dentre as classicas
encontradas nos livros didaticos destacamos:
e Geometria Plana (Calculo da diagonal de um quadrado e altura de um triangulo
equilatero);
e Geometria Analitica (Distancia entre dois pontos);
e Trigonometria (Célculo de senos, cossenos e tangentes de angulo notaveis);

e Geometria Espacial (Calculo da diagonal de um bloco retangular);

O Teorema de Pitagoras também ¢é aplicado em diversas areas como: fisica,
biologia, engenharias (civil, mecéanicas, producao etc.), logistica aeronautica e outras.
No cotidiano, € comum utilizarmos o Teorema de Pitagoras mesmo sem conhecé-lo
ou sem sabermos que estamos utilizando-o. Por exemplo, na construcéo civil, muitos
pedreiros (que as vezes nunca nem ouviram falar sobre esse teorema) fazem uso do
Teorema de Pitagoras, para o que eles chamam de “esquadrejar ou colocar no
esquadro” o que nada mais € do que tomar medidas de modo que nos cantos das

paredes formem angulos retos.

4.1 Aplicagédo na diagonal de um quadrado

Dado um quadrado ABCD (como na figura abaixo) de lado a, tracemos um
segmento AC de comprimento d que representa a diagonal do quadrado ABCD.Com
isso formamos dois triangulos retangulos o ADC e ABC.

Figura 22: Quadrado.

a
A B
a d a
D C
a

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo ADC, obtemos:
d? = a%? +a?
d? = 2.a%
d = av2

4.2 Aplicagédo na distancia entre dois pontos

Consideremos dois pontos A = (x4 ,ya) € B = (Xg,yg) ho plano cartesiano xy,
como na figura 23abaixo, apdés interligar os pontos A e B por um segmento que
chamaremos de AB. Note que distancia dAB, entre os pontos A e B é igual ao
comprimento do segmento AB. Além disso, de acordo com a figura 23 abaixo podemos
formar um triangulo retangulo, cujos catemos medem yg —y, € Xg —Xa € Sua

hipotenusa mede dAB.

Figura 23: representacdo da distancia entre dois pontos no plano (xy).

Y

o

Fonte: https://www.obaricentrodamente.com/2013/06/distancia-entre-dois-pontos-no-plano.htmi

Utilizando o Teorema de Pitagoras no triangulo retdngulo conseguimos calcular

a distancias entres os pontos A e B, da seguinte forma:
(dap)? = (xg — X2 )? +(yg — ya)?

dag = \/(XB_ Xp )2+ (yg — ya)?

4.3 Calculo de senos, cossenos e tangentes de angulos notaveis

Dado um triangulo retangulo, é possivel estabelecer relagdes trigonométricas

entre seus angulos internos e dois dos seus lados. Estas relagdes recebem os nomes
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de: seno, cosseno, tangente, cossecante, secante e cotangente. Por exemplo,

considerando o triangulo retangulo ABC de catetos b e c, e hipotenusa a, conforme a

figura abaixo, temos:
Figura 24: Triangulo retangulo

n ¢ 0)sodo 0jaje))

Cateto adjacente a o

Fonte:http://www.dmm.im.ufrj.br/projeto/rived/modulo_trigonometria2/teoria.htm

hipotenusa a

cateto oposto b
Seno(a) = ——— =— Cossecante (a) =

hipotenusa a

cateto oposto b

cateto adjacente c hipotenusa a
Cosseno(a) = —_— Secante(a) = .
hipotenusa a cateto adjacente c
cateto oposto b cateto adjacente c
Tangente(a) = e Cotangente(a) = R
cateto adjacente c cateto oposto b

Agora aplicando o Teorema de Pitdgoras demonstraremos uma das relagfes

fundamentais da trigonometria qual seja, seno(a) ? + cosseno(a)? = 1. De fato:

2(a) + .« _[b° N c? _b2+cz_a2_1
seno“(a) + cosseno”(a) = 7 )= —z- L

Novamente fazendo uso do Teorema de Pitdgoras, usaremos ele para

demonstra a Lei dos Cossenos, desta vez usaremos um triangulo qualquer ABC de

alturah e lados a,b e c.

Figura 25: Tridngulo ABC.
B

[

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/o-que-e/matematica/o-que-e-lei-dos-cossenos.htm
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J& de inicio utilizaremos o Teorema de Pitagoras,
a’? =y2+h? > h? =a? —y?, que chamaremos de (i);
c? =x?+h? > h? =c¢%—x?, que chamaremos de (ii);
igualando (i) com (ii), temos:
aZ —y2 = ¢2 — x?
comoy = b — x, tem-se
a?—(b—-x)2=c?-x?>a’+(-b+x)?=c?-x?
a’? —b? —2bx + x? = c? +x?
a? = c? +b% — 2bx + x? — x?
a? = c? 4+ b% — 2bx
entretanto x = c. cos a, logo
a? = ¢? + b%? — 2bc. cosa
De forma analoga pode -se demonstrar que
b? = ¢% + a? — 2ac. cosB

c? = a2 + b?% — 2ba. cosC

4.4 Aplicagéo na altura de um cone circular reto

Seja um cone circular reto de vértice T, geratriz s e altura h, observando a
representacdo do cone circular reto da figura 27 temos um triangulo retangulo
composto por catetos h (altura do cone) e r (raio da circunferéncia da base do cone)
e hipotenusa s (geratriz do cone). De forma bem simples fazendo uso do Teorema de

Pitagoras obtemos a altura do cone dada por:

s2 =h? + r?

h= s?2—-r2

Figura 27: Cone circular reto.
A 7

Fonte: https://www.todamateria.com.br/cone/
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4.5 Aplicagdo em Fisica

Este exemplo de aplicacdo do Teorema de Pitagoras € encontrado no livro
“Fundamentos de Fisica dos autores Halliday & Resnick (ed.92, v. 2, 2012, p. 8)”. Por
isso, o leitor interessado em um estudo detalhado sobre as propriedades fisicas
utilizadas neste exemplo, recomendamos a referéncia acima citada.

A Figura abaixo lado mostra um cofre, de massa M = 430 kg, pendurado por
uma corda presa a uma lanca de guindaste de dimensdes a = 9 metros eb =
2,5 metros. A lanca € composta por uma viga articulada e um cabo horizontal. A viga,
feita de material homogéneo, tem uma massa, m de 85 kg, as massas do cabo e da
corda sao despreziveis. Determine o modulo F da for¢a exercida pela dobradica sobre
aviga

Figura 28: Lanca de guindaste segurando cofre.

Fonte: Halliday & Resnick
(&) Um cofre esta pendurado em uma lancga de guindaste composta por uma viga uniforme e um cabo

de aco horizontal. (b) Diagrama de corpo livre da viga.

Resposta: No caso do equilibrio na horizontal, a for¢ca resultante € nula, por isso
escrevemos Fres. x = 0. Como: Fy, — Teapo = O, €, portanto, Fy, = Teapo = 6093 N.

No caso do equilibrio na vertical escrevemos F.s ,=0, como
F, — mg — Teorqa = 0. Substituindo T.,.qa pPOr Mg e explicitando Fv, obtemos
F, = (m + M)g = (85kg + 430kg).(9,8m/s?) = 5047 N.

De acordo com o Teorema de Pitagoras, temos:



45

F= |FZ+FZ =,/(6093 N)2 + (5047 N)2 = 7900 N.

(Resposta) Note que F é bem maior do que a soma dos pesos do cofre e da viga,

5000N, e que a tenséo do cabo horizontal, 6100 N.
4.6 Aplicacdo no Calculo Diferencial

As aplicacdes 4.6.1 e 4.6.2, a seguir, sdo exemplos de utiliza¢cées do Teorema
de Pitdgoras. Por se tratar de um conteldo que requer um pouco mais de
conhecimento especifico, ao leitor interessado em entender as propriedades do
calculo diferencial aqui utilizadas, recomendamos a referéncia: “Calculo do autor
James Stewart (ed. 72 norte americana, v.1, 2013, p. 221-222)".Este livro contém o0s

exemplos apresentados nas aplicacbes 4.6.1 e 4.6.2.
4.6.1 Aplicacdo em Calculo Diferencial - Exemplo 1

Uma escada com 5 metros de comprimento estd apoiada em uma parede
vertical. Se a base da escada desliza, afastando-se da parede a uma taxa de
1 ms(milisegundo), quéo rapido o topo da escada esta escorregando para baixo na
parede quando a base da escada esta a 3 metros da parede?

Figura 29 -30: Representacédo grafica do exemplo 1.

y 5 dy/dt=? y
\ X solo
X solo
dx/dt =1
Fonte: Elaborado pelo autor. Fonte: Elaborado pelo autor.

SOLUCAO: Primeiro desenhe um diagrama e coloque legendas, como na

Figura 29. Sejam x metros a distancia da base da escada a parede, e y metros a
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distancia do topo da escada ao solo. Observe que x e y sdo ambas funcdes de t

(tempo, medido em segundos).

dx

Foi-nos dado que -~ = 1m/s, e nos foi pedido para encontrar C;—yt quando
x = 3 metros (veja a Figura 30). Neste problema, a relacéo entre x e y € dada pelo
Teorema de Pitagoras:

x?+ y? = 25

Derivando cada lado em relac&o a t usando a Regra da Cadeia, obtemos:

a () ()= o
*\dt Y\ar) =

Agora isolando a taxa desejada, obtemos

dy (x> (dx>
dt — \y/ \dt
Quando, x = 3 o Teorema de Pitagoras fornece y = 4 e, portanto,

o d
substituindo esses valores e d—’: = 1, temos:

dy (3)1_ 3
at - \z)t T

O fato de % ser negativo indica que a distancia do topo da escada ao solo

P 3 p:
esta decrescendo a uma taxa de " m/s, em outras palavras, o topo da escada esta

. . 3
deslizando para baixo a uma taxa de " m/s .

4.6.2 Aplicacdo em Calculo Diferencial - Exemplo 2

O carro A esta se movimentando para o oeste a 90 km/h e o carro B esta se
movimentando para o norte a 100 km/h. Ambos vao em direcdo a intersec¢do de
duas estradas. Qual taxa os carros se aproximam um do outro quando o carro A esta
a 60 m e o carro B esta a 80 m da interseccao?

Figura 31: Representacéo grafica do exemplo 2.

C X A

Fonte: Elaborado pelo autor.
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SOLUCAO: Desenhamos a Figura 31, onde C é a interseccéo das estradas. Em
um dado instante t, seja x a distancia entre carro A e C, sejay a distancia do carro B a

C, e seja z a distancia entre os carros, em que x,y e z S&o medidos em quildmetros.

Foi-nos dado que % = —90km/h e % =- 100 km/h. (As derivadas sé&o

. ~ : : d
negativas porque x e y sao decrescentes.) Foi-nos pedido para encontrar d—i. A

equacao que relaciona x,y e z é dada pelo Teorema de Pitagoras:
72 = x? +y?

Derivando cada lado em relagéo a t, temos:

dz dx dy
2z. (E) = 2x. (E) + 2y. (E)
dz 1 dx dy
@@t 3
Quando x = 0,06 km ey = 0,08 km, o Teorema de Pitagoras nos da

z = 0,1 km, portanto:

42 _ 1 006(-90) + 0,08 (~100
dt_O,l[, ( ) ) ( )]

4 _  i34km/h
dt m/

Os carros aproximam-se um do outro a uma taxa de 134 km/h.
4.7 Aplicagdo na Construcgéao Civil

Em muitos momentos os alunos perguntam aos professores aonde podem
utilizar certas formulas matematicas e as vezes aplicacbes podem ser encontradas
em coisas simples do cotidiano e fazendo até mesmo parte da vida do aluno, um
exemplo disso € a utilizacdo do Teorema de Pitagoras na construcado civil pelo
pedreiros ou ajudantes de pedreiros que, por muitas vezes sem 0S mesmos nao
saberem que estdo utilizado de um conhecimento antigo e de grande contribuicéo
para matematica que € o Teorema de Pitagoras .

Mesmo sem ter muitos conhecimentos de matematica ou até mesmo ter
frequentado pouco a escola é fascinante o quanto de matematica é utilizada na
construgcdo civil por esses profissionais, sejam conhecimentos de geometria,
aritmética, trigonometria entre outras, um exemplo é o célculo de volume de

recipientes de agua(cisternas, piscinas) que sao construidos por esses trabalhadores
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que realizam os calculos de quantidades de matérias que serdo utilizados nas obras
e impressionante também que sem auxilio de ferramentas sofisticadas e fazendo o
uso de utensilios simples conseguem fazer atividades grandiosas, em exemplo disso
uso simples de uma mangueira transparente com agua para verificar o nivelamento
do solo ou piso.

A utilizacdo do Teorema de Pitdgoras na construcdo civil pode se dizer que
comeca desde o alicerce da obra ou demarcacéo da planta baixa até o acabamento,
que por eles, é considerado o fim da obra. O emprego do Teorema de Pitadgoras por
esses trabalhadores tem como funcdo conseguir um &angulo reto através da
construcdo de um tridangulo retangulo, que é chamado por eles de “deixar no
esquadro”, a obtencéo desse angulo reto vem por meio de construcdes de triangulos
retdngulos que na maioria das vezes apresenta as seguintes medidas: catetos de 30
e 40 cm(centimetros) e hipotenusa 50 cm(centimetro) ou catetos de 60 e
80 cm(centimetros) e hipotenusa 1 metro. Com essas medidas, muitos pedreiros
constroem seus préprios gabaritos de esquadro, feitos de madeira, aluminio ou ferro.

A aplicacdo no Teorema de Pitagoras para a demarcacdo do terreno para
deixad-lo com os cantos (quinas) com 902, eles procuram deixar cada canto
esquadrejado apenas, utilizando apenas, trés estacas e linhas para construcao e
ferramenta de medicdo trenas ou réguas. Plantando a primeira estaca na quina do
terreno, em seguida se amarra duas linhas, de modo que a verificagdo de quando elas
estdo perpendiculares uma com a outra é feita (mesmo sem saberem disso) utilizando
o Teorema de Pitdgoras, através da exigéncia de que a soma dos quadrados de dois
dos lados do triangulo seja igual ao quadrado da medida do terceiro lado deste mesmo
triangulo. Veja a figura abaixo

Figura 32: Alinhamento do terreno.

o 1= : ::1

/,..-—- alinhamanto da
frente ou funds

3,00m
0
g

|__alintamean fo

. /"‘_ hf@'l‘ﬂl
lin ha

= = =

Fonte: https://www.meiacolher.com/2014/07/aprenda-como-tirar-o-esquadro-de-um.html
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Essa mesma técnica pode ser utilizada na colocacao de porta, pisos, janelas
e telhado (colocacdo de estruturas de madeiras para telhados), esse modo de
utilizacdo do Teorema de Pitdgoras se assemelha ao usado pelos egipcios com o
auxilio da cordas de 12 nos (corda fechada) ou 13 nés (corda aberta) para demarcar

as terras cujas as marcacgoes eram desfeitas pelas enchentes do Rio Nilo.

4.8 Aplicacdo no Raio daterra

Como podemos medir o raio da terra? Essa € uma pergunta muito interessante
que ao longo do tempo tem chamado a aten¢do de muitos matematicos e astrbnomos.
Essa pergunta também pode ser feita em sala de aula para aumentar a curiosidade e
o interesse dos alunos quando o tema da aula for o Teorema de Pitagoras. Hoje
podemos encontrar diversas formas de se calcular o raio da terra, porém o método
que utiliza o Teorema de Pitdgoras para encontrar o raio € bastante simples e criativo,
podendo chamar a atencéo dos alunos.

De inicio, imagine-se na praia olhando para o horizonte (parte que parece o céu
tocar a terra ou 0 mar) supondo que a sua altura (até a altura dos olhos) em relacéo
ao nivel da praia seja de 2 metros . Suponha, ainda, que perpendicular a vocé tenha
uma barco saindo em direcdo ao horizonte. Supondo que a distancia entre vocé até o
barco sumir no horizonte seja de aproximadamente 5,048km.

Figura 33: Representagéo do céalculo do raio da terra

Fonte: http://rpm.org.br/rpm/img/conteudo/files/mc9.pdf

Agora, consideremos o raio da terra sendo R e a altura entre seus olhos e o
solo chamaremos de A . A distancia aproximada referente ao horizonte sera
representada por H. Para facilitar a compreensao, faremos a conversao de metros
para quildmetros, logo 2 metros equivalem 0,002 quilometros e agora fazendo uso do

Teorema de Pitdgoras temos:
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(R+0,002)2 = R? + H2
(R+0,002)2 = R% + 5,0482
R? + 0,004R + 0,000004 = R? + 25,482304
0,004R = 25,482304 — 0,000004 + R — R?
0,004R = 25,4823

25,4823
0,004

Métodos mais especificos indicam que o raio da Terra tem aproximadamente,

- R =6,.370,57 km

ou seja, esse procedimento utilizando o Teorema de Pitagoras é bastante preciso.

4.9 Aplicagdo em nameros complexos

Os numeros Complexos séo descritos na forma algébrica da seguinte maneira

z = a + bi, sendo a,b nimeros reais e i = v—1 a unidade imaginaria. Consideremos
“a” como sendo a parte “real” do numero complexo, representada por Re(z) e “b” a
parte “imaginaria” representada por Im(z), o conjunto dos numeros complexos e
indicado por C, talque C={a + i.b:a,b € R}.

O Plano de Argand-Gauss, € um plano cartesiano usado para representar
nameros complexos na forma algébrica z = a + bi para a forma geométrica atraves
de um ponto que neste caso, chamaremos de P = (a,b) € R2.

Figura 34: Representa grafica dos nimeros complexos.

‘-—‘. -y -

E
P
0 ol ,
O a @xo  red

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/plano-argand-gauss.htm

Em que a parte imaginaria de um numero complexo é representada pelo eixo
das ordenada e a parte real pelo eixo das abcissas, e 0 angulo 6 é denotado de
argumento de z.

A distancia do ponto P(a,b) & origem sera representada por p(R0) = |z|,
fazendo uso do Teorema de Pitdgoras temos que,

pz = |z|? = a? + b2
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p=|z| =+ a2+ b2
Agora a distancia representada por d, entre dois numeros complexos

z, = a; + bji e z, = a, + b, é dada por:

d(zy,2;) = |21 — 25| = \/(31 —ay)? + (b —by)?

4.10 Aplicagdo em circuitos eletrénicos

O exemplo a seguir de aplicacdo do Teorema de Pitagoras em circuitos
eletrdnicos € encontrado nas paginas 194-195 do documento chamado Eletricidade,
escrito pelo professor Evandro Carlos Ferreira para o curso profissionalizante em
manutencdo de aeronaves- Habilitacdo grupo de motopropulsor da instituicdo Aero
TD Escola de Aviacdo Civil, disponivel no endereco eletrbnico:
https://aerotd.com.br/decoleseufuturo/wp-content/uploads/2015/05/ELETRICIDADE-
B%c3%81SICA.pdf .

O autor inicia descrevendo alguns termos usados no texto para facilitar a
compreensao do assunto, depois ele apresenta um grafico com o triangulo retangulo
e descreve o Teorema de Pitdgoras para depois utiliza-lo nas aplicacdes.

Seja um circuito de corrente alternada (C.A.) ou seja um circuito que possui
corrente elétrica cujo sentido varia ao logo do tempo, ao contrario da corrente continua
cujo sentido permanece constante durante todo o tempo, quando ele contém
resisténcia "R" (grandeza que expressa o0 impedimento a passagem
da corrente elétrica) e também indutancia ou capacitancia, a impedancia, "Z" (é uma
funcdo da resisténcia, capacitancia e indutancia. Indutores e capacitores acumulam
tensdes que se opdem ao fluxo de corrente. Esta oposicdo, chamada reatancia, deve
ser combinada com a resisténcia para se encontrar a impedancia).

A impedancia € a oposicao total do circuito para o fluxo de corrente. Num
circuito de C.A., esta oposi¢cdo consiste de resisténcia e reatancia indutiva ou
capacitiva, ou elementos de ambas. A resisténcia e a reatdncia ndo podem ser
somadas diretamente, mas podem ser consideradas duas for¢as agindo em angulos
retos entre si. Assim sendo, a relacdo entre resisténcia, reatancia e impedancia pode
ser ilustrada por um triangulo retangulo. A féormula para achar a impedancia, ou total

oposicao ao fluxo de corrente num circuito de C.A. pode ser obtida pelo uso de lei dos
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tridangulos-retangulos, chamada de Teorema de Pitagoras, aplicavel a qualquer
triangulo retangulo.

Figura 35:Triangulo de Impedancia

Z

Impedancia

X Reatancia

R

R Resisténcia

Fonte: https://slideplayer.com.br/slide/11927729/

O autor utiliza de uma caracteristica do Teorema de Pitagoras para encontrar
o valor dos lados do tridngulo retangulo, “assim, o valor de qualquer lado de um
triangulo retangulo pode ser encontrado se os dois outros lados forem conhecidos”.
Se um circuito de C.A. contiver resisténcia e indutancia, como mostrado na figura, a
relacédo entre os lados pode ser determinada assim:
Z* = R* + X?
Z =+R?+ X2
Exemplo: Qual € a impedancia de um circuito em série, consistindo de um
capacitor com reatancia de 7 ohms, um indutor com uma reatancia de 10 ohms e um
resistor com resisténcia de 4 ohms?
Solucédo: Consideremos
Resistencia = R = 4 ohms;
Reatancia Capacitiva = Xc = 7ohms;
Reatancia Indutiva = Xl = 10 ohms;
X = Xl-Xc = 10— 7 = 3 ohms;

Agora fazendo uso do Teorema de Pitagoras para r a impedancia, obtemos:

Z=+JR2+X2 > Z=.42+32
Z=v16+9 - Z=+25 - Z=5o0hms

4.11 Aplicagdes encontradas em livros didaticos

A aplicagéo a seguir é encontrada como atividade para os alunos responderem

no livro didatico de matemética do 9° Ano voltado para Educacédo de Jovens e Adultos,
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EJA Educacdo de Jovens e Adultos, Colegcédo tempo de Aprender. 2. Ed. v. 4. Séo
Paulo. IBEP, 2009 nas paginas 193-194 dos autores: PACHI, Clarice G. da F.;
VALENTINI, Sonia M. F. Trata-se de um livro bastante educativo, contendo uma
grande diversidade de temas relacionados a conteddos de matematica utilizados no o
dia a dia do aluno. Neste livro, o Teorema de Pitagoras comeca a ser abordado pelo
um breve texto complementar a respeito da histéria de Pitagoras, depois este decorre
sobre triangulo retangulo (nomenclatura dos lados, area) e por fim demonstra o
Teorema de Pitagoras de forma simples, construindo quadrados subdivididos em
guadrados menores de 1 cm(centimetros) a partir dos lados de um triangulo retangulo,
onde as areas dos quadrados sdo 25 cm(centimetros) para o quadrado formado a
partir da hipotenusa igual 5 cm(centimetros) do triangulo retangulo e quadrados de
areas 9 e 16 cm(centimetros). Para os outros quadrados de lados iguais aos catetos
de 3 e 4 cm(centimetros) de lado. Concluindo que a area do quadrado maior de lado
igual a hipotenusa € igual soma das areas dos quadrados de lados iguais aos catetos,
52 =32 442,

As aplicagdes encontradas no livro citado sdo apresentadas em forma de
exercicios para os alunos, conforme os dois exemplos abaixo:

Exemplo 1: Uma torre vertical é presa por cabos de aco fixos no chdo, em um
terreno plano horizontal. Se o ponto A esta a 15 metros da base B da torre e o ponto
C estd a 20 metros de altura, entdo qual € comprimento do cabo AC?

Solucéo: Considerando que o poste forma um angulo de 90 graus com o solo
gue representa um dos catetos do triangulo retangulo e a medida do cabo de aco
corresponde a hipotenusa que serd representada por X, temos

X% =152 420% - X% =225+ 400
X% = 625 - X = V625 - X = 25 metros

Exemplo 2: Um certo avidao, voando a 60 metros de altitude, lanca uma carga,
e essa carga toca o solo somente 25 metros a frente. Qual € a distancia percorrida
pela carga desde que foi langada do avido até o momento em que tocou o0 solo?
Solucédo: Analisando o enunciado da questao tem-se que a distancia percorrida pela
carga € igual a hipotenusa do triangulo retangulo. Representando por h a hipotenusa
temos.

h? = 252 + 60?2 - h? =625 + 3600
h? = 4250 - h =+/4250 > h = 65,19 metros
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Fica evidente neste trabalho o quanto Pitagoras foi uma figura importante para
sua época e para 0s tempos atuais, tanto com relacdo as descobertas atribuidas a
eles ou aos Pitagoricos (alunos de Pitagoras), assim como a ideia que mesmo naquele
tempo dificil sem tecnologias, a educacgéo e a busca por novos conhecimentos com
auxilio de professores, mestres ou documentos antigo, como foi o caso de Pitagoras
viajando para outras regides em busca de conhecimento de outras civilizacGes e até
mesmo observacdes e experimentos como foi 0 caso dos nameros irracionais, das
notas musicais.

Tais fatos, serviram de impulso para a constru¢ao de sociedades melhores e,
através desses conhecimentos, também foi possivel obter avancos em diversas areas
do conhecimento cientifico.

Com relacéo as demonstracdes vemos que elas nos fizeram perceber o quanto
é fascinante a matematica e quanto foram criativas as pessoas autoras das
demonstracdes, tendo em vista as formas utilizadas para realiza-las. Verificamos
ainda, que a realizacdo deste trabalho contribuiu ricamente para nosso
amadurecimento e aprofundamento no estudo da histéria e da aplicacdo da
matematica, em especial do teorema de Pitagoras. Procuramos conduzir esse
trabalho, na perspectiva de este pudesse contribuir ndo apenas para 0 n0SSO
enriguecimento intelectual e profissional, mas que possa também servir de auxilio
como fonte de consulta para professores e estudantes de Matematica de modo que
estes se sintam motivados a desenvolver atividades educacionais e novas
investigacdes sobre as relacdes entre a historia e as aplicacdes dos conteudos desta

ciéncia tao fascinante que é a Matemaética.
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