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"A dlgebra € generosa: frequentemente ela dad
mais do que se lhe pediu.”.
Jean Le Rond d’Alembert



Resumo

Nesta Monografia obtém-se a forma da solucao fraca de um modelo matematico a qual
descreve as pequenas vibragoes transversais de uma corda. Para chegarmos ao nosso
resultado estuda-se inicialmente de forma sucinta os espacgos de Banach, os espacos de

Hilbert, a integral de Lebesgue e os espagos de Sobolev.

Palavras-chave: Corda Vibrante, Solucao Fraca, Pequenas Vibracoes.



Abstract

In this Monograph is obtained the form of the solution of a mathematical model which
describes the small transverse vibrations of a string. In order to obtain our result, first
we introduce in suscint form the Banach spaces, the Hilbert spaces, the Lebesgue integral

and the Sobolev spaces.

Key words: Vibrant String, Weak Solution, Small Vibrations.
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Introducao

A Analise Funcional é uma das maiores vertentes modernas da Matematica e de-
sempenha um papel fundamental nas aplicagoes. Ela ocupa-se do estudo do espaco de
fungoes. Por sua relagao com a Algebra, alguns autores da literatura matematica, costu-
mam definir a Analise Funcional como o estudo da Algebra Linear em espagos de dimensao
infinita. Isto porque, ambas trata-se de espagos vetoriais e transformacoes lineares, em
que sua diferenca estd na continuidade das transformacoes.

Na Algebra Linear, por tratar-se de espacos vetoriais de dimensao finita, as trans-
formagoes lineares sao continuas, enquanto que em espagos de dimensao infinita isto nem
sempre é verdade.

Por isso, a Anélise funcional estd interessada no estudo das transformacoes lineares
em espacos de dimensao infinita, que sejam continuas. Este estudo tem suas raizes em
problemas historicos como os de equagoes diferenciais e equagoes integrais, pois muitos
desses problemas possuem como solugao nao mais nimeros ou figuras geométricas e sim
funcoes. Portanto, devem-se procurar estas solugoes em espacos de fungoes. Um dos
problemas mais antigos e famosos é o problema da corda vibrante com extremos fixos.

Jean Le Rond d’Alembert (1717 — 1783) foi um matemadtico, filésofo e fisico francés,
que em 1747, concluiu que toda solugcao u do problema da corda vibrante satisfaz neces-
sariamente a equacao diferencial parcial

Pu  *u
EZRrT

onde u(x,t) representa o deslocamento vertical em relagdo a posigao de repouso, sofrido

=0,

pelo ponto de abscissa x no instante ¢. Além disso, concluiu também que fungoes do tipo
u(z,t) = flz+1t) + gz —1),

sao solucoes da equacao diferencial e entao sao candidatas a solugao do problema original.
Outros matematicos dedicaram-se a este problema, por exemplo, os primeiros re-
sultados sobre este sdo datados por Brook Taylor (1685-1731), além de Leonhard Euler
(1707-1783) e Jean Bernoulli (1667 - 1748).
O objetivo desta monografia é obter a forma da solucao fraca do modelo ma-

tematico que descreve as pequenas vibragoes transversais de uma corda elastica flexivel a
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qual esta presa nos seus extremos.

De inicio, usando o principio de Hamilton, deduz-se o modelo matematico do
fenomeno fisico descrito acima. A solucao deste modelo é denominada solucao fraca
do problema.

Para proporcionar um embasamento tedrico a nosso estudo, se introduz de forma
sucinta a teoria dos espagos de Banach, dos espacos de Hilbert, da integral de Lebesgue
e dos espacos de Sobolev. Nestes espacos é que habitam as solucoes fracas das equacoes
diferenciais parciais.

No final obtém-se a solugao como uma série de termos, onde cada soma finita é

uma solucao do problema num espaco de dimensao finita.



Capitulo 1
Resultados Preliminares

Neste capitulo, iremos considerar topicos béasicos relacionados ao estudos dos Espacos
Vetoriais, tendo como foco resultados que servirao para um melhor entendimento aos
Espacos de Hilbert e suas aplicagoes. Os tépicos que nos referenciamos serao métrica em
um espaco vetorial bem como conceitos de base, dimensao e norma. Ao leitor interessado

em mais detalhes sobre o estudo dos espagos vetoriais, indicamos as referéncias [5] e [6].

1.1 Espacos Vetoriais

Defini¢ao 1.1.1 (Espago Vetorial). Considere um conjunto nao vazio V- munido com

duas operagoes algébricas, uma de adigao (+) e outra de multiplica¢do por um escalar (-),
+: VXV >V

(u,v) —»u+v

S KxV =V
(o,u) — a-u

em que o corpo K € o corpo dos niumeros reais R. O conjunto V' definido acima chama-
se espago vetorial sobre R quando para todo u,v,w € V e todo a, A\ € R, satisfaz as

sequintes condigoes:
(i) u+v=uv+u (Adigio Comutativa);
(i) u+ (v+w) = (u+v)+w (Adicao Associativa);
(11i) 30 € Vital que u+ 0 = u (Vetor Nulo);
(iv) 3 (—u) € Vital que u+ (—u) =0 (Inverso Aditivo);

12



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 13

(v) (afB)u = a(fu) (Multiplicagao Associativa);

(vi) (a+ B)u = au+ Pu (Distributiva sob a adigdo de escalares);
(vii) a(u+ v) = au + av (Distributiva sob a adi¢do de vetores);
(viii) 31 € R tal que 1 - u = u (Identidade Multiplicativa do corpo R).

Como ja foi supracitado na introducao deste trabalho, o corpo K que iremos tra-
balhar é o corpo dos niimeros reais, ou seja, K = R e seus elementos sao nimeros reais.
O vetor nulo, e o inverso aditivo de um vetor u € V', expostos nas propriedades (iii) e
(iv) acima, sdo dnicos. Vamos demonstrar o primeiro caso e o outro segue em raciocinio

analogo. De fato, suponhamos que existem 0; e O, em V. Por definicao temos,
u+01:()1~|—u=u e u+02202+u:u

o que implica u 4+ 0; = u+ 05 e 0; = 05. Portanto, é tinico o vetor nulo do espaco vetorial
V.

Proposicao 1.1.1. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo real R. Entao sao satisfeitas

as sequintes propriedades:
(i) a0 =0,0€V eVa € R;
(i) (—a)u=—(au), Vu € V eVa € R.

Solucgao: De fato, Vu € V e Va € R temos,
(i) Usando o fato de que a soma ¢é associativa, temos
a0 =a(0+0) =a0+ a0 = —(al0) + al = —(a0) + [@0 + a0] = 0 = a0.
(ii) Por fim,
(—a+a)u=0= (—a)ut+aou=0= (—a)u = —(au)
como queriamos demonstrar.

Exemplo 1.1.1. Considere o Espa¢co FEuclidiano V = R" = {(z1,x9,...,2,) : @; €
R, 1 <i < n} em que cada elemento é uma sequéncia finita de nimeros reais munido

das operacoes:
u+v= (21, ) + (WY1, Yn) = (1 + Y1, e, T + Yn)
a1, .., xy) = (@1, ..., ay).

O espaco apresentado munido com as duas operagoes algébricas é um espago vetorial sobre
R.
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Exemplo 1.1.2. Considere um conjunto V' nao vazio, definido por
V= {(xl,azg, L)y € RV eEN: Z |z;|? < oo}.
i=1

Este conjunto ¢ um espaco vetorial chamado de espagco das sequéncias de quadrado
somdwvel, denotado por (*. Vamos mostrar que as operacgoes algébricas de adicdo e mul-

tiplicacao por um escalar estao bem definidas neste espaco.

Solucao: Consideremos dois elementos arbitrarios de ¢2, digamos, w,v € ¢?> com u =

oo o
(x1,x2,...) e v = (Y1, Y2, ...). Por definigdo temos Z |z:]* < oo e Z |lyi|* < co. Devemos

i=1 =1
provar que:

o0

> a4yl < oo (1.1)

=1

1
De fato, sabendo que |z;y;| = 5(:)&3 + y?), mostra-se

i+ yil? = 27 + 2wyi| +yf < @437+ oyl 4yl =2(a] +y)).

[e.9] o

Dai, obtemos Z |z +yil* < 2 Z |27 4+ y?| < co. Portanto, segue que (1.1) é verdadeira
i=1 i=1

em (%,

Por fim, vamos verificar que V = ¢? é fechado em relacao & multiplicacio por um

escalar do corpo R. Sejam A € R e u € 2, assim

o0 o oo
Yol =Y Pl = A Jxf* < oo
i=1 i=1 i=1

como queriamos provar.

Exemplo 1.1.3. Considere espaco formado por todos os polinémios com entradas
reais de grau menor ou igual a mn, denotado por P,(R). Sejam p(x) = ag + a1z +
ot apx” e q(x) =byg+bix + - -+ ba™ em Pr(R) com a € R. As operacoes de adigdo

e multiplicacdo por um escalar sao definidas como seque

p(z) 4+ q(x) = (ag + bo) + (a1 + b))z + (ag + b))z + - + (an + by)2"

n

ap(z) = (aag) + (aay)z + -+ - + (aay,)z".

Além disso, o vetor nulo é definido como: p(x) = 0+ 0z + 0z* + - - - + 0x™. Este
congunto, munido das operacoes de adicao e multiplicacao por um escalar, é um espago

vetorial sobre R.
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Definicao 1.1.2. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Um subespaco vetorial de V é
um subconjunto W nao vazio, no qual para quaisquer dois vetores wy e wy de W e todo
escalar a, A € R € verdade que A\w; + awy € W. Dois subespagos vetoriais especiais de

qualquer espaco vetorial V € o subespaco proprio, W =V | e o subespagco W = @.

1.2 Soma Direta

Nesta segao, trataremos o conceito de soma direta e também caracterizamos quando

um espago vetorial V' pode ser escrito como soma direta de n subespacos.

Definicao 1.2.1. Sejam V' um espago vetorial sobre R e U e W subespacos de V. Diremos

que V é soma direta de U e W, se as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(i) V=U+W;

(ii)) UNW = 0.

Denotamos a soma direta por: V. =U & W.

Exemplo 1.2.1. Considera-se V =R? e U = {(2,0) : z € R}, W = {(0,y) : y € R} dois
subespacos de V. Entao V =U & W.

Solucgao: Inicialmente é preciso provar que os conjuntos U e W sao, de fato, subespagos
de V. Este resultado fica como exercicio. Sobre as condicoes da Definicao 1.2.1 tem-se,

(i) Deve-se notar que a soma entre U e W é dada por:
U4+W={uvt+w:ueUeweW}

e, sendo assim, U + W C R? é um subespaco de R%. E suficiente provar que R? ¢ U + W.
De fato, seja (z,y) € R% Entao,

(z,9) = (z,0) + (0,y) e U+ W

o que implica R? C U + W. Portanto, como as inclusoes sao satisfeitas, concluimos que
RZ=U+W.

(ii) Para provar que U N W = {0}, considera-se (z,y) € U + W entao (z,y) € U e
(x,y) € W. De (z,y) € U temos y = 0 e de (z,y) € W temos z = 0. Logo (z,y) = (0,0)
e, portanto, U N W = {(0,0)}. Concluimos entdao que R? = U @& W.

Proposicao 1.2.1 (Caracterizagao da soma direta de dois subespacgos). Considere
V' um espaco vetorial sobre R e U, W subespacos de V. Entao, V =U&W se, e somente
se, todo elemento de v € V' se escreve de modo unico como uma soma v = u + w, onde

uelUewelW.
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Demonstracao: De fato, suponha que V= U @& W. Por definicao, v € V pode ser escrito
comov = u+w,ondeu € Uew € W. Considera-se v = u1+w; emqueu; € Uew; € W,
logo a igualdade u + w = u; + wy implica u — u; = w —wy. Dal, u —u; € UNW = {0},
ou seja, u = u;. Raciocinio andlogo para w = w;. Portanto, v € V se escreve de modo
Unico como uma soma u + w.

Reciprocamente, suponha que cada v € V' se escreve de maneira tinica como uma
soma de v +w em que u € U e w € W, ouseja, V= U + W. Agora, e suficiente
mostrar que U N W = {0}. De fato, por contradi¢ao, suponha que U N W # {0} e seja
c € UNW, com ¢ # 0.Consequentemente, ¢ € V e entdao podemos escrever ¢ = ¢ + 0
de modo que 0 € W. Entretanto, este fato contradiz a hipétese de que U N W # {0},
portanto UNW = {0} e V=Ua W.

[

O conceito de soma direta pode ser generalizado para n subespacos de um espaco
vetorial V' de dimensao finita. A caracterizacao da soma direta é véalida para n subespacos
de V', ou seja, se Wy, ..., W, sao subespacos de V', entao V é soma direta de W7y, ..., W, se,
e somente se, cada v € V for escrito de maneira tinica como uma soma w; + ws + - - - + w;

com w; € W; em que i = 1,2,.... Ao leitor interessado, indicamos a referéncia [5].

1.3 Base e Dimensao

O conceito de base e dimensao de um espago vetorial sao, sem duvidas, funda-
mentais para o estudo dos espagos vetoriais. Nesta secao, apresentamos os conceitos de
espacos de dimensao infinita e finita. Estes, por sua vez, dependem de outro conceito, o de
conjuntos linearmente dependentes o que nos garantem certa liberdade de interpretacao
geométrica e nos apresenta subconjuntos que contém elementos geradores de todo o espaco

estudado.

Definicao 1.3.1. Considere V um espaco vetorial sobre R com vy, - ,v, €V eA, -+ ;A\, €
R. Entao, o vetor

V=NV + -+ A Un (1.2)

¢ um elemento que pertence a V' ao qual chamamos combinacao linear de vy, --- ,v,.

Exemplo 1.3.1. Considere V. = My(R) o espago vetorial das matrizes quadradas de

ordem 2 com entradas reais. Entao, o vetor

1 3
A= (3 0) € My(R)
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¢ combinacao linear dos vetores

pois A = —2A, + 3A,.

Proposicao 1.3.1. Sejam vy, ..., v, vetores firos do espago vetorial V. Considere B o

conjunto denotado por
B=v,.,v,]={v eV iv=Nv, .. \u, - N € Rj1 <i<n}

que € formado pela combinacdo linear dos vetores fixos vy, ...,v,, € um subespaco de V.

Além disso, B € chamado de subespago gerado por vy, ..., v,.

Demonstracao: Por definicao de subespaco, deve-se provar que dado u,v € Be A, 5 € R,

entao Au+ v € B. De fato, sejam u = a,v;+...+a,v, e v = bjv; +...b,v, entao considere
AuA+Lv = Nayvi+...4+a,0,)+6(b1vy, ..., bvy) = AMayvr)++ - -+ anvy)+8(byv1)+- - -+8(bnvn)
da tltima igualdade, temos

(Aap)vy + -+ + (Aan)v, + (Bby)vr + - - - + (Bbp) v = (Aag + Bby)vy + - - - + (Aay, + Bby)vy,

como (Aa; + b;) € R para ¢ = 1,...,n. concluimos que A\u + fv € B como queriamos
mostrar. Portanto B, denotado acima, é um subespaco de V.

Definigao 1.3.2 (Dependéncia e Independéncia Linear). Sendo V um espaco ve-
torial sobre R e W = {vy,...,u,} C V. Considere v de (1.2) igual ao vetor nulo, ou
seja,

v=MAv1+ -+ A\, =0. (1.3)

O congunto W € dito Linearmente Independente (LI) ou que os vetores vy, ..., v,

sao LI caso (1.3) admita apenas a solu¢do trivial, ou seja,
A =X =---=)\,=0. (1.4)

Se ezistir \; # 0, para algum i = 1,...,n, entdo o conjunto W ¢ dito Linearmente

Dependente (LD ).

A motivacao das terminologias de Dependéncia e Independéncia Linear decorre do
fato que se W = {wy,v9,...,v,} é um conjunto LD entdo ao menos um vetor de W pode
ser escrito como uma combinacao linear dos outros. Também, utiliza desses conceitos

para definir um importante objeto de estudo: a dimensao de um espacgo vetorial.
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Defini¢ao 1.3.3 (Dimensao Finita e Infinita de um Espaco Vetorial). Um espaco
vetorial V' € dito de dimensao finita se existe um numero n > 0 tal que V' contém um
subconjunto LI de n vetores. O nimero n é chamado de dimensao de V', e escrevemos
dimV = n. Por outro lado, se V nao é de dimensao finita entao dizemos que V tem

dimensao infinita.

Definicao 1.3.4 (Base de Hamel). Um subconjunto B = {vy,vs,...,v,} C V € uma

base de Hamel ou base do espaco vetorial V quando
(i) B é LI;
(i) B deve gerar V.

Como podemos ver na Defini¢ao 1.3.3, se V = & entao V' é de dimensao finita e
denotamos por: dimV = 0. Na Definigao 1.3.4, se {ej, e, ...,e,} é uma base de V, entao
todo elemento de V' pode ser escrito, de forma tinica, como uma combinacao linear dos

vetores da base. Ou seja, dado v € V um elemento genérico tem-se
v =aqie; + ases + - + apey, coma; € R 1 <1< n.

Exemplo 1.3.2. O espaco Euclidiano n-dimensional R™ derivado do produto cartesiano
de n fatores iguais a R em que seus elementos sdo sequéncias de numeros reais, possui
uma base definida por: e; = (1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),....;e, = (0,...,1), que tém
uma unica coordenada nao-nula, constituem uma base para R™ e, ainda, esta é chamada

de base canonica de R™.

Exemplo 1.3.3. Seja [? 0 espaco das sequéncias de quadrado somdvel definida no Exem-

plo 1.1.2. Mostremos uma base para este espaco.

Solugao: Uma possivel base para este espaco, seria considerar B = {ej, e, ..., €,, ...} em
que e; = (1,0,...),e2 = (0,1,0,...) e etc. De fato, é suficiente provar que B é LI e gera
¢?. Considere um subconjunto A de B com um nimero finito de elementos, ou seja,

A = {e,...,e,}, e depois uma combinagao linear nula com os elementos de A,
ae; + ageg + -+ ane, =0
com «; € R parai=1,...,n. Assim,
ap(1,0,...,0,...) + -+ a,(0,...,1,...) =0 = (1, 9, ..., 0, 0, ..., 0, ...) =0

o que implica, pela igualdade de vetores, a; = ag = --- = «,, = 0. Portanto, A é LI,

generalizando esse processo para um indice n+ 1 a k com k > n em B, podemos verificar



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 19

que todo subconjunto de B com um ntimero finito de indices é LI. Entao, por definicao
segue que B é LI
Mostra-se que B gera 2. Para isto, escolheremos um elemento genérico do espaco
(? e verificamos que ele é combinacao linear dos elementos de B. Seja u € 2, entdo
oo
u = (x1,x9,...) em que z; € R para cada i = 1,..., além disso Z |z;]* < oo portanto

i=1
temos, (1, Tg, ..., Tp,...) = x1(1,0,...) +22(0,1,0,...)+- - -+2,(0,0, ..., 1,0, ...)+- - -, donde

conclui-se x1e1 + T9eg + -+ €, + - = E x;e;. Como u é um elemento genérico de
i=1
(%, para qualquer u € ¢* nao nulo tem-se que u ¢ gerado por B = {ey, s, ...}

1.4 Norma em um Espaco Vetorial

Nesta secao, trataremos conceitos basicos sobre a funcao norma definida em um
espaco vetorial. A norma é o conceito que relaciona propriedades algébricas e geométricas

e, por isso, é de grande importancia no estudos dos espacos de Hilbert.

Definigao 1.4.1 (Norma em um espago vetorial). Seja V' um espaco vetorial. Uma

norma em V' € uma aplicacdo ||| : V — R a qual satisfaz as sequintes propriedades:
(i) |lul| >0 e|ul|=0u=0, VYuelV;
(i) ||au|| = |af||ul|, Va € R e Vu € V;
(117) ||u+w| < |ull + |Jw||, Yu,w € V. (Desigualdade triangular)

Um espaco vetorial munido de uma norma é chamado de espaco vetorial normado,
ou simplesmente, espaco normado o qual denotamos este por (V.|| - ||). Mencionamos
também que, em particular, todo espaco normado é um espago métrico com a métrica

induzida por: d(u,w) = [ju — w||.

Exemplo 1.4.1. Considere o espaco euclidiano R™ apresentado anteriormente. Defini-

mos as sequintes aplicacoes neste espaco:

(i) lull: = ( Zm?) ;

n
(id) llull =) |l;
)
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(111) ||u|loo = max {|z;|; 1 < i < n}.

Cada uma das aplicagoes anteriores é uma norma em R™. FEstas sao descritas

como: norma euclidiana, norma da soma ¢ norma do mdximo, respectivamente.

Exemplo 1.4.2. Seja I = [a,b]. Considere o espago vetorial V.= C(I,R) das fungoes
f :]a,b] — R continuas munidas com a soma de fungdes e o produto de um escalar por

uma funcgao. Entdo cada uma das aplicagoes

b
1l = / f(2)|dz,

b /
Ifla= (| Payas)”
1/ lloc = max |f ()

define uma norma em C(I,R). Em particular, podemos associar cada fun¢ao f € C(I,R)

b
ao numero || f|l1 = / |f], que € igual a drea S da figura abaizo ou ao nimero ||f|l2 =
a

b 1/2
(/ f2> Vf eC(I,R).

Mostremos que a aplicacao ||ul|y definida em R™ é uma norma.

Lema 1.4.1. A aplicacao

n

1/2
lull = (322) ", = (a2 ) € R

=1

é uma norma em R"™.

Demonstragio: E necessario verificar as propriedades (i), (ii) e (iii) da Definicio 1.4.1.
() [lul| >0e |lul| =0 <= u=0;
Tem-se |ul| = /23 +---+ 22, como 2} + --- + 22 > 0, temos naturalmente |ul| > 0.

Além disso,
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Ou seja, |jul| =0 <= u = 0.
(@) laeul] = Jaf[Jull;

Logo,

||OéU|| = \/(Ole)2 +---+ ((IZE”)Q = \/azx% + e+ OZQI%

= \Ja2at+ - +a2) = [aly /et + -+ 22 = [aJul.

(222) [|u+ wl < flull + [Jw].
Para demonstrar este item utilizaremos uma desigualdade que sera apresentada e demons-

trada mais adiante - a desigualdade de Cauchy-Schwarzs

n
§ Z;Y;
i=1

n n
< D2 D e
=1 =1

Para quaisquer u,w € R", elevando o termo ||u + w|| ao quadrado, obtemos,

lu+wl* = (@ +9:)” = lull> + 2>z + lw]]* < [lull® + 2]ul{w]] + [lw].
i=1 i=1
Podemos escrever esta ultima desigualdade como (|Ju]| + ||w]|)?, de modo que ||u + w]| <
||| 4+ [Jw]||. Portanto, (R™, || -||) é um espago normado.

Proposicao 1.4.1. Seja || - || uma norma qualquer em um espago vetorial V.. Entao, para
todo u,w €'V, temos

[l[ull = fJwll] < {lu = wl]

Demonstracgao: Com efeito, considere

Jull = [[(u = w) + w|| < flu—w|| + |lwl]| = llu]| = lw]] < [[u—w].
Analogamente
Jwl] = [[(w =) + ul| < flw—ul +lul] = llw| = flu]| < [lw—ull
donde
—[lu —wl| < [Jul| = [[w].
Assim,
—[lu = wll < fJull = [Jwll < lull = lwll = llul] = [[w|] < [lu—wl].

Como queriamos demonstrar.
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Definicao 1.4.2. Uma funcao f : V — R ¢é dita uniformemente continua no
conjunto V' quando, para qualquer € > 0 dado, eziste § > 0 (onde § depende apenas de €)
tal que u,w €'V, ||lu—wl|| < § implica || f(u) — f(w)] < e.

Proposigao 1.4.2. Toda norma em um espago vetorial V' é uma funcdao uniformemente

continua.

Demonstracao: Para todo ¢ > 0, exite 6 = ¢ > 0 tal que ||u — w|| < & para todo

u,w € V. Assim, pela Proposicao anterior,
lull = fwll] < flu—w| <é=e.
[

Definigao 1.4.3. Seja V' um espago vetorial munido de uma norma e (u,) uma sequéncia

em V. Dizemos que a sequéncia (u,) converge parau € V', ou que u € o limite da sequéncia

(un), denotado por u, — u ou lim w, = u se, para todo € > 0 dado, existir ng € N de
n— o0

modo que n > ng implica ||u, —ul| < e.

Defini¢ao 1.4.4. Uma sequéncia (u,) em um espa¢o normado V € dita sequéncia de

Cauchy se, para todo € > 0 dado, existir ng € N tal que
m,n > ng = |[u, — unl| <e.

Definicao 1.4.5. Um espaco normado V é denominado um espago de Banach se ele

¢ completo, isto €, se toda sequéncia de Cauchy (u,) de V' converge para um vetor de V.

Definigao 1.4.6 (Normas equivalentes). Uma norma || - ||o de um espago vetorial V

¢ equivalente a norma || - ||y de V' se existem constantes positivas a, f tais que

all -l <1l flo < 81 - 1.

Teorema 1.4.1. Em um espaco vetorial normado de dimensao finita, todas as normas

sao equivalentes.

Demonstragao: Com efeito, mostra-se que toda norma ¢é equivalente a norma da soma.
Sendo assim, seja V' um espago vetorial normado n—dimensional e considere {ey, ...,¢e,}
uma base de V. Assim, para cada u € V exitem 1nicos Aq, Ag, ..., A, € R tais que u pode

ser escrito como
n
u=Me;+- -+ e, = E i€
i=1

Logo, vamos mostrar que qualquer norma |- |[o em V' é equivalente a norma ||ul|; =
n

> Il

=1
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Com efeito,

lullo =

n
E i€
i=1

em que = maxo<i<y, |zi]|. Portanto, ||ullo < B|u:-

n n
< z; Pilllesll < max flel] 2 [Ail = Bllulh,
1= 1=

Para outra desigualdade, suponha que nao existe a > 0 tal que «||ul|; < ||u|lo, para
todo u € V. Dal, para cada n € N, existe uma sequéncia u,, € V' em que ||u,|[1 > n/u,||o-
Unp

[[nl]1’
B(0,1) de centro zero e raio um de (V, ||-||1), o qual é um conjunto compacto (vamos definir

Defina uma sequéncia w, = de modo que ||w,|; = 1. Agora considere a bola

conjuntos compactos e esfera mais adiante). Logo, por defini¢ao, existe uma subsequéncia
(wp,) de (w,) que converge para um ponto w em (V, || - [|1).
Pela continuidade da norma, definida na Proposigao 1.4.2, temos ||wl|; = 1. Utili-

zando a desigualdade acima, obtemos

lwllo = llw = wn; + wn; llo < [lw —wn, llo + [lwn,llo < Bllw —wn, s + —.
J

Quando j — oo temos ||w|lp — 0, logo w = 0. Mas isto é uma contradicao,
pois ||w||; = 1. Portanto, o||ully < ||lullo,a > 0. Como a primeira norma é arbitraria, o
resultado é valido por transitividade.

Exemplo 1.4.3. As normas usuais definidas no espaco euclidiano R™ apresentadas no

FExemplo 1.4.1 sao equivalentes pelo teorema anterior.

Teorema 1.4.2 (Critério de Cauchy). Uma sequéncia em R™ converge se, e somente se,

¢ uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao: Considera-se uma sequéncia (u,) de Cauchy em R". Sendo ela limitada,

possui uma subsequéncia convergente (ug)wen. Seja lim w = a. Entao lim |up—al =0
k'EN k'eN

e lim |up — x| = 0. Portanto, |uy —a| < |ug — up| + |up — a| resulta lim |uy —al = 0,
kEN K/ EN/ kinN

ou seja, lim u, = a.
k—o00
Reciprocamente, se (uy) é convergente, digamos limy ., ux = a, entao de |uy —
u| < |ug — al + [ug — al, conclui-se que lim |uj, —up| = 0, como querfamos mostrar.
k,k'—o00



Capitulo 2

Espacos de Hilbert

Em um espaco normado podemos adicionar e multiplicar vetores como feito na
algebra de vetores elementar. A norma generaliza o conceito de comprimento de um vetor,
o que possibilita trabalharmos conceitos geométricos dos espagos vetoriais. No entanto, o
que precisa-se em um espaco normado é um produto que se assemelha ao produto escalar
estudado em um curso de geometria analitica. Este produto chama-se produto interno e
o representaremos por (-, -). E por meio do produto interno que definimos o conceito de
ortogonalidade e os Espacos de Hilbert.

Quando consideramos espacos com produto interno, estamos nos aproximando do
espaco euclidiano, pois estes espagos sao a generalizacao mais natural dos espagos eucli-
dianos. Sua teoria ¢é inicialmente estudada por David Hilbert em 1912, quando estudou
sobre equagoes integrais. Suas terminologias se assemelham muito aquelas vistas no espaco
euclidiano por isso nao se deve haver muita dificuldade na notacao.

Neste capitulo, estudaremos os espacos vetoriais que possuem definidos um produto

interno, assim como suas caracteristicas e aplicacoes.

2.1 Espacos com Produto Interno

Definicao 2.1.1. Seja V' um espacgo vetorial sobre R. Um produto interno em V € uma
aplicagao (-,-) : V. x V. — K o qual associa um par de elementos u,v € V ao produto

interno (-,) onde, para quaisquer u,v,w € V, as condigdes sao satisfeitas:
(Z) (u7v) = (U7U);
(i1) (u+ av,w) = (u, w) + a(v,w) com a € R
(iii) (u, u) >0 e (u,u) =0<=u=0

A propriedade (7) é conhecida como propriedade simétrica. Nela, se V' é um espago

24
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vetorial complexo (ou espago hermitiano) o produto interno em (i) (ou produto hermiti-

ano) é dado por:

(u,v) = (u,v).
Segue das propriedades (i) a (ii7) que o produto interno é linear no primeiro fator
(au+ fo,w) = afu,w) + B(v,w)

para todo u,v,w € Ve o, € R.
O par (E, (-, -)) é chamado de espago com produto interno. Neste caso, dizemos
que a funcao
-1 B — R, [Jul| = v/ (u, u) (2.1)

é a norma induzida pelo produto interno (-,-). Além disso, a métrica em F é definida por:
d(u,v) = |lu—v|| =V (u—v,u—0).
Consequentemente, espacos de produto interno sao espagos normados.

Proposicao 2.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um espago vetorial

real munido de um produto interno. Entao
|(u, 0)| < [[ul] - ]l
para quaisquer u,v € E.

Demonstracgao: Se u = 0 ou v = 0 entao o resultado é imediato. Suponhamos entao que

u# 0 e v # 0. Entao, para todo A € R é verdade que ||u + Av||? > 0 e, sendo assim,
0 < [Ju+ Av||? = (u+ M, u+ M) = (u,u) + Mu,v) + Av, u) + A (v,v)

esta ultima igualdade pode ser escrita como A?||v]|? + 2(u, v)A + |Jul|?, para todo A € R.
Considerando o trindmio f(A) = A?||v]|? + 2(u,v)\ + |Jul]?, tem-se f(A) > 0,VA € R.

Agora, note que ||v]| # 0 e isto ocorre apenas quando A < 0, o que implica
4(u,v)* = AflP[lul® < 0 <= (u,0)* < [l [lul
Por fim, considerando a raiz quadrada positiva de (u,v)? < (||v]|||u||)?, obtemos

|(uw, 0)| < lullllvll,  Vu,veE
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Proposicao 2.1.2. Seja E um espaco vetorial munido com um produto interno. Entao,
para quaisquer u,v € E, tem-se:
(i) (Lei do Paralelogramo)

lu+ ol + llu = vl* = 2([Jull® + [|v]]*).
(i) (Identidade de Polarizacao, caso real)
1 2 2
(u,v) = Z(lu+v]" = flu = vl")

Demonstragao:

(i) Com efeito,
lu+vl* + llu —vl* = (u+v,u+v) + (u—v,u—v) = 2(u,u) +2(v,v) = 2([[u]l* + [Jv]|*).

(ii) Caso anélogo ao anterior. No primeiro caso nés somamos, para o segundo caso, é
suficiente realizar a diferenca.
[
O nome lei do paralelogramo é sugerido da geometria elementar, basta lembrar-
mos que a norma generaliza o conceito de comprimento de um vetor. Podemos concluir
também, que se a norma nao satisfaz a lei do paralelogramo entao nao pode ser obtida a
partir de um produto interno. Ou seja, um espaco normado que nao satisfazer a lei do
paralelogramo nao é um espago de produto interno.
Concluimos também que todo espaco de produto interno é um espaco normado,
contudo, nem todo espago normado é um espago de produto interno. Um caso interessante
sobre a identidade de Polarizagao é que com ela podemos ”redescobrir” um produto interno

a partir da norma correspondente.

Proposicao 2.1.3. Seja E um espago de produto interno. Entao,um produto interno

sobre E define uma norma, para todo u € E, tal que

[ull = v/ (u, u).

Demonstracao: Com efeito, basta provar a desigualdade triangular da definicao de

norma. Assim, temos
lu+ol* = (u+v,u+tv) = (u,u) + (u,0) + (v,u) + (v,0)

= [[ull® + (w,v) + (v,u) + [lv]]*.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|(u, 0)| = [ (v, w)| < [lull]lv]];
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entao,
w4 vl* < Jlull® + 2[(w, 0)] + [[of|* < Jlull® + 2[full[[o]] + [Jv]|?
= (lull + [lv])).

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade, obtemos
lu+ ol < [lull + (o]
Portanto, a norma esta bem definida. [

Defini¢ao 2.1.2 (Espagos de Hilbert). Um espagco de Hilbert H é um espaco de

produto interno completo (completo na norma proveniente do produto interno).

Exemplo 2.1.1. O espaco euclidiano n—dimensional R" é um espaco de Hilbert com

produto interno definido por
(U, U) =T1Y1+ -+ Tl (*)

onde u = (x1,Tay ..., Tp) €V = (Y1,Y2,---,Yn). Também, definimos a norma proveniente do
produto interno como

lull = (u,u)'? = (23 + - - +27) "/

n

a partir disso, definimos também a métrica euclidiana por
1/2
d(u,v) = llu = vl = (w=v,u =) = (@ =) + -+ (@ —pa)*]
para todo u,v € R™. Vamos mostrar que R™ € um espaco de Hilbert. Com efeito, seja
u,v,w € R" e a € R, entao
(Z) (uav) =T1Y1 + -+ TpYn = Y1T1 T YnTy = (U>u);

(1i) Desenvolvendo (u + av,w) deve-se obter:
(z+ay,2) = (v1+ay)z + (T2 + ayz)ze + - + (Tn + QYn) 20

=T121 T Q21 + ToZo + QYozo + -+ TpZp + QYn 2y

n n n n
= E Tz + E QYizi = E Tizi + E Yizi
i=1 i=1 i=1 i=1

da ultima igualdade, obtemos (u + av,w) = (u, w) + a(v, w).
(i1i) Deve-se provar que (u,u) > 0 e (u,u) = 0 <= u = 0. Ora, (u,u) = Zx? > 0.
i=1

Além disso,
n
(u,u):Zaﬁ?:()<:>x$:0<:>x1:x2:~~~:xn:O.
i=1

Portanto, a aplica¢ao (u,v) definida por (x) é um produto interno. A sequnda parte da
demonstracao € garantida pelo Teorema 1.4.1. Conclui-se entdo que o espaco R™ é um

espaco de Hilbert.
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Antes de apresentarmos o proximo exemplo é importante conhecer uma desigual-
dade muito utilizada na Andlise Funcional e Teoria da Medida - a desigualdade de Holder.

1 1
Sejam 1 < p,q < oo tais que — + — = 1, entdo para todo u = (&) € P e v = (n;) € (* a
p g

série Z |&m;| é absolutamente convergente e tem-se a seguinte desigualdade

=1

o0 o0 l/p 00 l/q
> l&mi| < (Z |@-|p> (Z \m\p> .
=1 =1 =1

Esta desigualdade é chamada de desigualdade de Holder. Em particular quando p = 2,

esta desigualdade é denominada desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Exemplo 2.1.2. Seja (? o espaco das sequéncias de Hilbert. Este espaco, como seu

nome nos diz, ¢ um espaco de Hilbert com produto interno definido por
(u,0) = > & (2.2)
j=1

em que u = (&1,&,...) e v = (N1,M2,...) € sua norma € definida por

. 1/2
lull = (u,w)'’* = (Z |€j!2> :
j=1

A convergéncia da série dada em (2.2) € garantida pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.

De fato, sendo u,v € (% entdo

o0 o0
Z\Sj!2<00 e Z\Uj\2<00
j=1 =1

logo, pelas desigualdades citadas,

00 00 1/2 0o 1/2
> lgml < (Z !§j|2> (Z |77j\2> <0
=1 j=1 j=1

Portanto, (* é um espaco de Hilbert.
Este espaco € um espaco particular do espaco das sequéncias p-somdveis definidas
anteriormente (P, 1 < p < co. Contudo, para p # 2 este espago nao de Hilbert, pois nao

verifica a lei do paralelogramo. Com efeito, seja u = (1,1,0,0...) e v = (1,—1,0,0,...) €

02, entdo
lull = (u,w)"/? = 27 = (v,0)7 = |Jv]]
e
lu+ ol = [lu — o] =2
ou seja,

lw+ vl + flu = wl* # 2([[ull® + [lv]*).

Portanto, para p # 2 o espaco (* nio é um espago de Hilbert.
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Exemplo 2.1.3. Considere L*(a,b) como a classe de todas as fungdes reais mensurdveis
u, definidas em (a,b), tal que a integral de Lebesque de |u|* sobre (a,b) existe e € finito.

Neste espaco, definimos a norma por

b
Jull = ( / u(t)?dt)

o qual € obtido a partir do produto interno

1/2

(u, v) = / (o ()dt.

Os elementos deste espago sdo classes de equivaléncia, onde u € equivalente a v se a
integral de Lebesgque de |u — v|* sobre (a,b) é zero. Este espag¢o com o produto interno
definido acima é um espaco de Hilbert e vamos estudd-lo com maior clareza no proximo

capitulo.

Proposicao 2.1.4. Sejam E um espago de produto interno com (u,) e (v,) duas sequéncias

em E. Seu, — u e (v,) — v € E, entao (uy,v,) — (u,v).
Demonstracgao: Com efeito, inicialmente temos
| (tn, vn) = (u, 0)] = [(un, vn) = (un, v) + (un, v) = (w,0)].
Utilizando a desigualdade triangular na equagao acima, obtemos
|ty vn) = (u, V)| < [(un, vn) = (un, V)] + [ (un, v) = (u, v)|.
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
0 < [(tn, vn) = (w,0)] < [lunl[llon = vl + [lun = ulf[lv]l

Como, por hipétese, u, — u e v, — v, entao (u, —u) — 0 e (v, —v) — 0 quando

n — 00, logo pelo Teorema do Confronto, tem-se
(U, Uy) — (u,v)] —> 0

quando n — oo. Assim, (u,,v,) — (u,v). Portanto, o produto interno é continuo.

Definicao 2.1.3. Um tsomorfismo T de um espaco de produto interno E em um espaco
de produto interno E sobre o mesmo corpo € uma transformacao linear bijetora T : B —

E que preserva o produto interno. Ou seja, para todo u,v € E, temos
(T'(u), T(v))p = (u,0)p.

Quando isto acontece, dizemos que os espacos E e E sao isomorfos e denotamos
por E = FE.
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Teorema 2.1.1 (Completamento). Seja E um espago de produto interno qualquer.
Entao, existe um espaco de Hilbert H e um isomorfismo T de E em um subespago denso

W CH. O espago H € unico exceto por isomorfismo.

Demonstragao: Ver [6].

Definicao 2.1.4. Um subespaco F' de um espaco de produto interno E € definido como
sendo um subespaco vetorial de E considerando o produto interno de E restrito ao carte-

siano F' x F.

2.2 Ortogonalidade

Dizemos que o produto interno é a ferramenta para ”geometrizar”os espagos ve-
toriais pois é por meio dele que relacionam-se o comprimento de um vetor e define a
ortogonalidade entre vetores. Ao cursarmos um primeiro curso de Algebra Linear, nos

deparamos com a situagao de dois vetores, u = (x1,22) e v = (y1, y2), com
T Y1+ x2 Y2 =0

e, por isso, os vetores u e v sao ortogonais. A reciproca também é valida, se u e v
sao ortogonais, o produto interno entre eles é igual a 0. Nesta secao, iremos apresentar
resultados sobre a ortogonalidade e suas aplicagoes aos espacos de Hilbert, bem como o

principal resultado desta secao: o Teorema da Projecao Ortogonal.

Definigao 2.2.1 (Ortogonalidade). Seja E um espago vetorial munido de um produto
interno. Diremos que dois vetores u e v em E sdo ortogonais quando (u,v) = 0. Para

denotar que dois vetores sao ortogonais, escrevemos u 1 v.

Analogamente, para subconjuntos A, B C FE, nés escrevemos v L A se u L a,
Va € A, e A L Bsea 1L b, Va € AeVb e B. Para introduzirmos o leitor a ideia

geométrica, por exemplo, vamos demonstrar o Teorema de Pitagoras.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Pitagoras). Seja V' um espaco vetorial munido de um

produto interno. Dado dois vetores u e v em E ortogonais, entao
2
lu+v]|” = Jlul* + o] (2.3)

Demonstracao: Usando a hipétese de que os vetores u e v sao ortogonais, ¢ suficiente

desenvolver o lado esquerdo da equagao (2.3). Temos,

Ju+v]]? = (u+v,u+v) = (u,u) + (v,u) + (u,v) + (v,v) = ||Jul]* + [Jv]]?
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Portanto,
lz +yll* = ll=l* + [yl

[
Suponhamos um espago vetorial V' e um subconjunto nao vazio M C V. Dado

u €V, digamos que queremos saber a distancia de v a M. Definimos esta distancia por
dist(u, |x|) = inf{||u — 0||;0 € M} (2.4)

em que v € M e a ultima igualdade s6 é valida em espacos normados. Note que este é
um problema de existéncia e unicidade pois devemos analisar se ha um v € M que seja o
mais proximo de u, como existe é inico. Este é um problema importante e bem complexo

em determinados espagos.

Definicao 2.2.2. Seja V' um espaco normado e F' um subconjunto de V. Diz-se que F' é

fechado se qualquer sequéncia convergente (u,) de F possuir seu limite em F.

Exemplo 2.2.1. Seja Sy = {(x,y) € R* 22 +y? = 1} o conjunto dos pontos que formam

o circulo unitdario do plano.

Demonstracao: Como 0 € R?, temos

dist(0,S;) = inf{||j;9 € Sy} = 1.

Ou seja, para todo g € S; temos 6 = inf d(0,S;) = 1. Note que estes sao infinitos.
[
A partir do exemplo, nosso trabalho é encontrar um vy € M, que é o vetor que
minimiza a distancia entre u € V e M, que satisfaga (2.4). Para isso vamos precisar da

definicao de complemento ortogonal. Neste sentido, definamos

Definicao 2.2.3. Seja V' um espaco vetorial sobre R com u,v € V. O segmento de u a

vemV € definido como o conjunto de todos w € V tal que
w=aou+(l—a)y (eeR0<a<])

Definicao 2.2.4. Seja V' um espago vetorial sobre R. Dado M C V', dizemos que M é

convexo quando, para todo u,v € M, o segmento de u a v esteja contido em M.

Estamos em condicoes de apresentar o teorema da melhor aproximagao de u € E

por vetores de M comentado anteriormente.

Teorema 2.2.2. Seja E um espaco com produto interno e M # & wum subconjunto

convexo completo. Entao para todo uw € E existe um unico p € M de modo que
5 = l[u—pl = inf u— o] (2.5)

Neste caso escreve-se p = projy; (projecao ortogonal de u sobre M) e § = dist(u, M).
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Demonstracao: Inicialmente, demonstra-se sua existéncia. Chamamos de § = dist(u, M ).
Pela definicao de infimo, dado ¢ = % existe uma sequéncia (v,) € M tal que

1

0 <Jlu—wv,|| <d+ —.

n

Fazendo n — oo, obtemos
lu — v,|| = 0, — 4.

Vamos mostrar que (v,) é uma sequéncia de Cauchy. Com efeito, colocando v,, — u = z,,

tem-se ||z, || = ||vn, — u|| = 6, e para n,m € N, obtemos

Up + Um
||Zn +Zm|| = ||(Un - u) + (Um _U)H =2

—Uu

> 26 (2.6)

pois ””*% € M e M é convexo. Além disso, v,, — u = z, implica v, — Uy, = 2, — Zm.

Como ||z,|| = 0p, de (2.4) e pela lei do paralelogramo, temos
[vn = vm |l = [120 = 2mll* = 2([|20l” + N2m]1?) = 120 + 2> < 2(0)
. Up T+ Uy , . . .
pois € M e M é convexo.E ainda, v,, = u = z, implica v, — v,, = 2, — Z;,. Como

|znll = 0, de (2.4) e pela lei do paralelogramo, temos
[ = vmll® = 120 = 2ml1* = 2([|2all* + 12 1) = llz0 + 2ell* < 2((30)° + (6m)*) — (20)

Onde 2((6,)% + (6m)?) — (20)? tende a zero quando m,n — oco. Ou seja, (v,) é uma
sequeéncia de Cauchy. Como M é completo, existe vy € M tal que v,, — vyg.

Pela definigao de d, temos que ||u — vo|| > 0. Usando disto, segue que:
0 < lu—woll = llu = v+ vm = voll < flu = wvnll + [lvn = voll = 0 + [[on — w0

Como 6,, —> 0 e ||v, — vg|| — 0 quando n — o0, a desigualdade acima ocorre de forma

que
0 <||lu—wl <9
ou seja,
lu = wol| =&
Por fim,

d =inf ||u —v|| = |Ju — vo|

onde v € M. Provaremos sua unicidade. Suponha que vy, v € M e satisfacam
lu = vol| = deflu— vl =&
Utilizando a lei do paralelogramo

lv—vo||* = llu—vo+v—ull* = [|(v=1u)—(vo—u)|* = 2(]| (v—w)[I*+[vo—u]|*) — [lv—utvo—u]*
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Assim,
2
20w — ull? + 2o — ul* = (0 — u) + (u — w)|]* = 46* — 4| T
Como M é convexo segue que v+t eMe
2
v+ Vg
— >4
5 >
Entao )
o — w2 = 46% — 4| L2 _ ol <482 —45? =0

Portanto,

||U—U0||2:0:>U:U0

Lema 2.2.1. Com as hipéteses do teorema anterior, seja F um espaco de produto interno

e considere Y # & um subespago fechado de E. Entdo x = u—p € ortogonal a' Y, em que

p = projy.
Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que z L Y nao seja verdade. Ou seja, existe
vy € Y tal que

(.T, Ul) - 6 # 0.
Naturalmente, v; # 0 pois caso contrario (z,0) = 0. Além disso, para qualquer a@ € R
temos

|z — avi|]* = (z — avy,z — avy) = (z,7) + (2, —avy) + (—avy, z) + (—avy, —avy)

= (z,x) — a(x,v;) — a(vy, z) + aa(vy, vy)

= (z,z) —af — off — a(vy, v1)].

Como v # 0, escrevemos a = b , logo
(vlavl)
3 3 2
T — QU 2::17,x— b -« -« G U1,V = (x,x) — Wl
o — aw | = (z,2) ((017111))5 [@ (Wm (01, 00)| = (2.2) = =0
Pelo Teorema (2.2.2), 6 = ||u — vo|| = ||=||. Assim,
2 2
||$ —O./U1H2 _ ”xHQ - |ﬁ| — 52 ‘B| < 52

[[on |2 [[on[[?
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Portanto,

|z —av|* < 8 <= ||z — av|| < 6

contudo, isto é impossivel, visto que
T=QUu =Uu—1U; onde V9 =v+av €Y

e como 0 = inf [[u — v|| = ||lu — vo|| = ||z||, com v € M, segue que ||z — av|| > 0.
Logo isto é uma contradicao e assim, para todo v; € Y temos x L Y.
[
O lema apresentado é conhecido como lema da ortogonalidade. Nosso objetivo
agora ¢ buscar uma representacao de um espaco de Hilbert como uma soma direta de um
subespaco Y fechado e um complemento ortogonal. Para isto, definimos o complemento

ortogonal.

Definigao 2.2.5 (Complemento Ortogonal). Seja E um espaco com produto interno

e M C E nao vazio. Entao, o subconjunto
M*={veE;(u,v)=0 Yuc M}
¢ denominado de complemento ortogonal de M.

Definicao 2.2.6 (Soma Direta). Um espago vetorial V' é chamado de soma direta de

dois subespacgos de V', digamos 'Y e Z, e escreve-se
V=Ya&Zz
se cada v € V' tem unica representacao
v=u+w , ueYewée”

Neste caso, Z ¢é chamado de complemento algébrico de’ Y em V e Y ¢é chamado de com-

plemento algébrico de Z em V.

Considere V' = R? ¢ Y = R. Naturalmente, Y tem uma infinidade de comple-
mentares em R? onde todos sdo uma reta real. Contudo, o interessante ¢ buscarmos um
complementar que seja ortogonal a Y. Quando V é de dimensao finita e Y é um subespaco
de V, sempre podemos escrever V =Y @ Y. Se tratando de um espaco de Hilbert H,
o subconjunto que nos gera maior interesse é o complemento ortogonal de um subespaco

fechado de H. Desse modo, apresentamos o Teorema da Projegao.

Teorema 2.2.3. Seja H um espacgo de Hilbert e Y C H um subespaco fechado. Entao

H=Y®X onde X=Y*t
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Demonstracgao: Primeiramente, mostremos sua existéncia. Seja H um espaco de Hilbert,
entao H é completo e sendo Y um subespago fechado de H, segue que Y é completo e
convexo pelo Teorema 1.2.1.

Pelo Teorema (2.2.2) e o Lema (2.2.1), para cada u € H existe vy € Y tal que
u=vy+x onde x€X=Y" (2.7)

o que mostra que C =Y + X. Agora, mostraremos sua unicidade. Suponha que existem

vo, V1 €Y e xg,x; € X tais que:
U = vy + T e U =7v + I
Logo,
Vg +2Tog =01 +T1 <= Vg — V] =T — Lo

Agora, vy —v; € Y assim como x; — 29 € X = Y*. Entéo,
vo—v =11 —x9 €Y NYTL
Se existir k € H tal que k € Y NY+ entao (k, k) = 0, ou seja, k = 0. Logo
v—v1=0=vw=v1 ¢ x1—290=0= 21 =212

Portanto, H =Y & X.
[
Na equagao (2.7) anterior, o vetor vy € Y chama-se projecao ortogonal de u em
Y. Esta projegao define uma aplicagdo P : H — Y tal que vy = P(u). Analogamente,

o vetor w € Y+ é a projecao ortogonal de u em Y+ o qual define Q : H — Y+ tal que

w = Q(u).

Exemplo 2.2.2. Seja H =R? comY = eizo —x e Y+ = cizo—y entio H =Y &Y.
Como Y ¢é completo, seque que € um subespaco fechado. Assim, podemos manusear o vetor
h = (&,&) e projetar qualquer h sobre o eizo-x =Y tal que P(h) = y. Esta proje¢ao é
dada por y = P(h) = (&,0).

Quando trabalha-se com subconjunto M de um espaco de produto interno F,
M # @, seu complementar M+ é um subespaco fechado de £ mesmo M nao sendo um

subespaco. Com efeito, o complementar de M é dado por
M*={uc Ejul M}={uc E;(u,m)=0,Ymec M}.
Assim, dados u,v € M+, para quaisquer m € M e escalares o, 3 € N tem-se

(au+ pv,m) = a(u,m) + B(v,m) =0+0=0,
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ou seja, au + fv € M+, o que mostra que M é um subespaco. Agora, vamos mostrar
que M é fechado. Com efeito, seja u, € M* uma sequéncia convergente, digamos,

Uy — v € E. Sendo u,, € M+ tem-se para todo m € M
(u,m) = (U — Uy, + Uy, M) = (U — Uy, M) + (Upy, M).
Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:
0 < [[(w, m) || = [[(w = v, m)|| < [ — [ m]].
Fazendo m — oo tem-se ||u — u,,|| — 0 o que implica
0 < |[(u,m)| <0= (u,m) =0, Vm e M

logo u € M+ e portanto M+ é fechado. Uma outra observacao a ser feita é o fato de que
M c (M+)t = M*+. Com efeito, u € M = u L M+ = u € M*+. Isso nos da motivo

suficiente para o proximo lema.
Lema 2.2.2. Se M ¢ um subespaco fechado de um espaco de Hilbert H, entdo M = M++

Demonstracao: Como vimos, M C M++. E suficiente mostrar o caso contrario, ou seja,
M+ c M. Com efeito, seja u € M1+, pelo Teorema (2.2.3), para cada u € H existe
vo € M C M+ tais que

u =1+ w onde w e M™. (2.8)
Como M=+ é um subespaco vetorial e u € M+, temos
w=u—uvy € M+
e pelo Lema (2.2.1),
w L M*.

Note que w € M+ e w L M*, segue que w L w, ou seja, (w,w) = 0 <= w = 0. De
(2.8), o elemento u € M pois u = vy portanto M > M++. Conclui-se que M = M++.

Lema 2.2.3. Dado M # & um subconjunto de um espaco de Hilbert H. O subespaco

vetorial gerado por M € denso em H se, e somente se, M+ =0

Demonstrag¢ao: Suponha um subespago gerado por M denso em H, ou seja, [M] =H e
considere u € M~*. Assim, u € H = [M], logo existe uma sequéncia (u,) € [M] tal que

u, — u, n € N. Daif, como M+ L [M] eu € M*, temos

(Un,u) =0
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pela continuidade de produto interno, Proposi¢ao 2.1.4., (u,,u) — (u,u) quando n —
0. Desse modo, (u,u) = ||ul|*> = 0 = u = 0. Portanto, M+ = 0.

Reciprocamente, suponha M+ = 0. Se u L [M]. Entao, u L M, ou seja, u € M+ =
u = 0. Pelo Teorema 2.2.3.,

—_— =

H=[M]®[M]

Como ML = 0, concluimos que H = [M].

2.3 Conjuntos e Sequéncias Ortonormais

Sabemos do fato que todo espaco vetorial possui uma base e isso nos garante que
todo elemento deste espago pode ser escrito como uma combinacao linear dos elementos
da base, como vimos na secao 1.3. Entretanto, em espacos de dimensao infinita esta
representacao nao tem, em geral, muita utilidade. Nesta se¢ao, iremos apresentar uma

forma mais 1til de representar vetores em espagos de Hilbert.

Definicao 2.3.1. Seja M um conjunto ortogonal em um espago de produto interno E,
ou seja, os elementos de M sao, dois a dois, ortogonais. Um conjunto ortonormal
M C E é um conjunto ortogonal em E onde seus elementos possuem norma 1, isto €,
para todo u,v € M
0, se u#w
(u,v) = ¢ (2.9)
1, se u=w

Se um conjunto ortonormal ou ortogonal M é enumeravel, podemos arranjar (or-
ganizar) uma sequéncia (u,) e chama-lo de sequéncia ortonormal.

Mais geralmente, um conjunto organizado ou familia, (u,) com « € I, é chamado
de ortogonal se u, L ug para todo o, 5 € I e a # . A familia é chamado de ortonormal
se for ortogonal e todo u, tem norma 1, assim para todo «, 5 € I temos

0, se a#p

(Ua, Up) = dap = (2.10)
1, se a=p

onde 0,4 ¢ o delta de Kronecker.

Exemplo 2.3.1. Considere R™ com o produto interno canoénico definido no FExemplo
2.1.1., entao os vetores e; = (1,0,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1) formam

um conjunto ortonormal em R™.

Exemplo 2.3.2. Considere o espaco das sequéncias das sequéncias de quadrado somavel
I>. Entao e; = (1,0,0,...),ea = (0,1,0,...),e3 = (0,0,1,0,...) e assim por diante. Dai,

uma sequéncia (e,), com n € N, é um conjunto ortonormal em (2.
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Exemplo 2.3.3. Seja E o espago das fungdes continuas de valores reais em [0, 27|, ou

seja, E = C([0,27],R), com produto interno definido por:

(f.9) = / " F(0)gt) dt (2.11)

Considere (x,) uma sequéncia em E definida por:
z,(t) = cos(nt), n €N

Vamos construir uma sequéncia ortonormal em E a partir desta sequéncia. Sendo assim,

temos o o
(T, Tn) = / T () (t) dt = / cos(nt) cos(mt) dt
0 0

para n,m € N. Agora, analisaremos

Sem =n =0, entao

2m 2m 2m
/ cos(nt) cos(mt) dt = / cos(0) cos(0) dt = / dt = 2.
0 0 0

Sem=n=1,2,3,..., entdo

2w 27 1 2 1 2mn 1 2
/ cos(nt) cos(mt) dt = / cos?(nt) dt = —/ cos?(u) du = _/ - Cgs( u) du
0 0 0 0

n

onde utilizamos o método da substitui¢do e depois a identidade trigonométrica de cos®(u).

Dai, da ultima igualdade obtemos

1 2mn 1 1 2mn 1 2mn 1
- “du+ = 2u) du = — du+ —
”/o 5 u+n/0 cos(2u) du o, u—|—2n

1 2mn
=50, -

De modo que esta ultima iqualdade € 1gual a 7, concluimos que

2mn

2 sen(?u)]

0

2T
/ cos(nt) cos(mt) dt =« quando n=m.
0

Por fim, se m # n, entao

2 2 2
1 1
/ cos(nt) cos(mt) dt = 5/ cos((n —m)t) dt + 5/ cos((n + m)t) dt
0 0 0
o qual utilizamos a identidade trigonométrica: 2 cos x cosy = cos(x —y)+cos(z+y). Além
disso, como n,m € N, chamemos n —m = p e n+m = q, assim da ultima igualdade
obtemos com as substituicoes

2mp 0 2mq
= — cos(u) du + — cos(v) dv
2p Jo ( ) 2q J1 ( )

1 2m 1 2w
—/ cos(pt) dt + —/ cos(qt) dt
2.Jo 2.Jo
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T

Ou seja,
27
/ cos(nt) cos(mt) dt =0 para Mm% n.
0
Portanto, analisado as condig¢oes necessarias, sintetizamos nossos resultados da sequinte

forma

) 0, se m#n
(T, T) = / cos(nt)cos(mt) dt = ¢ 7, se m=n=1,2,..
0
2, se m=n=

Assim, uma sequéncia ortonormal € definida (e,) como

eolt) = xo(t)  cos(0t) 1

"l ~ Vzo,me)  Vor

paran =0. Quandon =1,2,3,... temos,

_ xn(t) _ cos(nt) _ cos(nt)
lzall  (@n, 2y VT

Aplicando a definicdo de produto interno e norma definidos em E, observamos que:

en(t)

0, se n#m
(enaem) =

1, se n=m

onde também ||e,|| = 1, para n = 0,1,2,.... De forma andlogo, considere (y,) = sen(nt)
e construa uma sequéncia ortonormal é,. Ou seja, analisaremos paran #m en =m =

1,2, ... tal que
2m
(Yns Ym) =/ sen(nt) sen(mt) dt
0

e constate que

0, se n#m
(Yns Ym) =
T, se m=n=12,..

Logo, a sequéncia e, € definida por

_ ya(t)  sen(nt)

el =l = 7

e, portanto,

0, se n#m

1, se n=m
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Sendo assim, (e,) e (€,) sdo sequéncias ortonormais

com ||é,]] =1 paran = 1,2,3,....
em E. Além disso, € interessante observar que x, L y,, Ym,n € N. De fato,

21 1 2w
= / cos(nt) sen(mt) dt = 3 / sen(nt —mt) + sen(nt + mt) dt
0 0

(T Ym) =
1 21
=3 / sen((n —m)t) + sen((n +m)t) dt
0
chamando n —m =p en +m = q, entdo
1 2 1 2w 1 2w
—/ sen(pt) + sen(qt) dt = —/ sen(pt) dt + —/ sen(qt) dt
2 Jo 2 Jo 2 Jo
chamando pt = u e qt = v, temos
L et s = [ sento) o= eost] = Lot
— sen(u) du + — sen(v) dv = —— | cos(u — — | cos(v =
2p Jo 2q Jo 2p , .
1 1
———[1-1-—[1—1]=0.
2p 2q
Portanto,
(Tn, Ym) =0 Vn,m € N.

Em geral, considere E = C([0, L];R) munido do produto interno

(f.9)= /0 f(t)g(t)dt.

21t) de vetores de E, resulta

Para a sequéncia (sen o
( nnt mwt) 0, se n 7’é m
sen —,sen — | =
L’ L L _
5 se n=m

Assim a sequéncia (e,) onde

/2
n = — t 5 :1,2,...
(& Lsenmr n

€ uma sequéncia ortonormal em E.
Mencionamos na secao anterior que o Teorema e Pitagoras era vélido para dois

vetores ortogonais, o mesmo acontece com conjuntos ortonormais finitos. De fato, seja

X =uq,...,u, um conjunto ortonormal, entao

lu + - * = ]+ [l

Com efeito, por definicdo, (u;,u;) =0 se i # j, assim

> = (Z Zuj) = 30> ) = Y

i=1 j=1
como queriamos mostrar.

1=
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Lema 2.3.1. Um conjunto ortonormal é linearmente independente.

Demonstragao: Considere S = {ey, ..., e,} um conjunto ortonormal e seja a combinagao
linear igual a zero,

are; + -+ age, = 0. (2.12)

Note que (e;,e;) = 0 para i # j, entdo multiplicando por um escalar fixo, digamos ej,

temos

n n
erone; + -+ epane; =0 = (Zakek,ej) =0<= Zak(ek,ej) =0<<=
k=1 k=1

<> aj(ej,e;) =a; =0.

Portanto todo escalar é igual a zero o que mostra que S é linearmente independente. O
mesmo resultado é véalido para S infinito e a demonstracao é analoga.

[

Considere E um espago de produto interno e (eq, e, ...) uma sequéncia ortonormal

de E. Seja u € [ey, ..., €,] entdo, podemos escrever u como

u = Z ke (2.13)
k=1

onde oy, ¢ um escalar para k = 1,2, ...,n. Multiplicando por um e; fixo, obtemos

n n
(u, €5) = (Zakek,ej> = apler ) = a;
k=1 k=1

de modo que (2.13) torna-se

u= Z(u, ex)er. (2.14)

k=1

Vimos no Teorema 2.2.2., que se M C E um subespaco fechado, entao todo vetor de FE
admite uma tnica melhor aproximagao. Agora, a partir de (2.14), vamos fornecer um
resultado dessa melhor aproximacao para um subespaco de dimensao finita de um espaco
de Hilbert.

Proposicao 2.3.1. Seja H um espaco de Hilbert e eq, ..., e, um conjunto ortonormal em
E. Se M = ey, ...,e,| eu € H, entdo

n

u=> e

j=1

= dist(u, M) (2.15)

Demonstracgao: Com efeito, pelo Teorema 2.2.2. e o Teorema 2.2.3. da secao anterior,

podemos tomar p € M e ¢ € M~ tal que

u=p+q e |u-—pl|=dist(u,M)=20
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como p € M, existem escalares aq, ..., a,, de modo que
p=0aiey + -+ Qpep = Zajej
j=1

como u —p=q € M=*, temos (u—p) Le;, j=1,..,n assim
(u—=p,q) =0 (u,¢;) = (p,&;) = 0= (u,¢;) = (p, ;) <= u=p.

Dai, p = u € H o que nos leva a equagao

n

u— Z(u, ex)ex

k=1

= dist(u, M)

como queriamos provar.
[
Como este resultado provado, vamos mostrar uma desigualdade essencial motivada
pela identidade (2.14): a desigualdade de Bessel (1784 - 1846). Vale observar que nosso
objetivo é mostrar que todo vetor em um espaco de Hilbert pode ser escrito como uma
soma de multiplos de vetores de um sistema ortonormal completo. Entretanto, geral-
mente, essa soma nao é finita, sendo assim, precisaremos de alguns resultados auxiliares,

principalmente o que concerne a séries.

Teorema 2.3.1 ((Desigualdade de Bessel)). Considere (ey)ren uma sequéncia orto-

normal em um espaco com produto interno E. Entao, para todo u € E

>l en)? < Jull®

k=1

Demonstracao: Com efeito, considere a equagao dada em (2.14) comu € Fev €Y, =
le1, ..., €,] tal que v seja definido por

n

v= Z(u, er)ex (2.16)

k=1

onde n ¢é fixo. Defina z € ' como u = v + 2, ou seja, z = u — v, logo z L v. De fato, por
(2.16) temos

[v]|* = ( (u, ex)er, Y (u, ek)ek) = (ewen)(uex)(u ) = > [l(u, ex)]”

Ou seja,

Ioll* = lI(u, ex)lI” (2.17)
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Logo,

=S lwen(uer) = ll(u,e)|* =0,

k=1
de modo que z L v, assim pelo Teorema de Pitdgoras,

Iz +olI* = JolI* + [l21* <= [lull* = [Jo]* + [|=]|*

ou
1211 = Nlull® = [lv]f?
de
(2.17)
, obtemos
0 < 121> = llull® = > II(u, ex)|)”
k=1
isto é,

D en)l? < lull® (2.18)

Por fim, note que esta série nao possui termos nao negativos e ainda forma uma sequéncia
St te e limitad 2, portant te. C é énci
monoétona crescente e limitada por ||u||?, portanto convergente. Como é uma sequéncia

de somas parciais convergentes de uma série infinita (2.18) implica

Dl en)l® < Jlull® (2.19)

como queriamos demonstrar.

Definigao 2.3.2. Seja (u,)22, uma sequéncia em um espago normado E. Diremos que

a série E u, € convergente se existe u € E tal que a sequéncia das somas parciais

n=1

n oo
( E uj> converge para w. Nesse caso dizemos que u € a soma da Série e escrevemos
=1

n=1

)
u = E U, -
n=1

o

Diz-se também que a série E u, € incondicionalmente convergente se para toda fun¢ao

n=1
%)

bijetora o : N — N a série Zug(n) € convergente.

n=1
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Na desigualdade (2.19), quando ocorre a igualdade, isto é,

oo
Dl en))? = ful?
k=1

chamamos de identidade de Parseval(1755 - 1836), o somatdrio serd finito se o espago for

de dimensao finita e serd infinito caso contrario.

Lema 2.3.2. Seja S = {e;;i € I} um conjunto ortonormal em um espago de Hilbert H.

Entao, para cada vetor de H diferente do vetor nulo, o conjunto
J={iel;(ue)#0}
€ finito ou enumerdvel.

Demonstracao: Para cada k € N defina,

. 1
Je={iel:|we)l > 2}

o0

para obter J = U Ji. Ou seja, mostremos que cada J, é finito. Com efeito, pela
k=1
desigualdade de Bessel sabemos que para todo subconjunto finito J, é verdade que

Dl w) P < Jull®

i€Jg
Em particular, dado um ntmero finito de elementos i1, ..., %, de J,, temos

n 1 1
Bt < eI e )P <

consequentemente, n < k?|lul[?>. Portanto, o ntiimero de elementos de qualquer subcon-
junto finito de J;, nao excede k?||ul|*>. Logo, Ji é finito.

[

Caminharemos para a parte principal desta segao, o qual é apresentar que se {e; :

i € I} é um sistema ortonormal completo em um espaco de Hilbert #, entao todo vetor

de H pode ser escrito como

u= 5 (u,e;)e;, ue H
iel
fato este que demonstra a importancia de trabalharmos com sistemas ortonormais com-
pletos. Como vimos no lema anterior, {i € I : (z,¢;) # 0} ¢ finito ou enumerdvel, ou
seja, a série acima denota que o somatoério é finito ou o somatoério é sobre um conjunto

enumeravel. A convergéncia da série pode ser verificada em [1].
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Teorema 2.3.2. Seja S = {e;;i € I} um congunto ortonormal em um espaco de Hilbert

H. Entao, para cada u € H, u € escrito como
U = E :('LL, ei)ei
icl
se, e somente se, S for um sistema ortonormal completo.

Demonstragao: E suficiente provar que St = {0}. Com efeito, suponha u € S+, como

(u,e;) = 0 para todo i € I, tem-se
u= Z(u, e)e; = Z(O)ei = 0.
i€l el
Sendo assim, Vu € S+ segue que u = 0. Conclufmos entiao que S+ = {0}.

Reciprocamente, suponha que S é um sistema ortonormal completo. Defina J = {i € I :

(u,e;) # 0} infinito com u € H. Seja {iy, s, -+ } uma enumeracao qualquer de J.
Do Lema 2.3.2., obtemos

Z(% ei)ei = Z(U; €i;)€i,

il j=1

agora analisemos. Seja ¢ € I, se ¢ ¢ J entao

(u — Z(u, eij)eij,ei> = 0.

j=1

Se i € J entao existe k € N tal que ¢ = 7. Neste caso, como (eij,eij) = 0i,i,, = Ojk, segue

que

o [e.e] [e.e]
u— E (u,e,)e,, e | = E u, €;;)eq;, €, (u,e;,) — E u, €;;)eq;, e, | = 0.
J=1 J=1

J=1

sendo S completo, temos

o
u— Z:(u7 ei)e; =u— Z(u, ei;)ei; = 0.
jel j=1
Portanto,
u= Z(u, €i)e;.

i€l
]

Lema 2.3.3. Nas condigoes do teorema anterior com S = {e; : i € I} um conjunto

ortonormal no espaco de Hilbert H, entao

[S] = .



CAPITULO 2. ESPACOS DE HILBERT 46

Demonstracao: Com efeito, vamos denotar M por m Como S é um subconjunto
de M entdo M+ é subespaco de S+ = 0, logo M+ = 0. Agora, pelo Teorema 2.2.3.

H =M ® M+, donde concluimos que H = M = [S].

Teorema 2.3.3 (Identidade de Parseval). Seja S = {e; : i € I} um conjunto orto-

normal completo no espaco de Hilbert H. Entao, para cada w em H, temos

lall® =l u, eI

i€l
Demonstragao: Com efeito, sejam u € H e ¢ > 0. Pelo Lema 2.2.3. existe v. € [9]
tal que [|[u — v.|| < e. Como v. € [5], existem um subconjunto finito J. de I e escalares

(a;)icy. tais que v, = Zaiei. Da Proposicao 2.3.1 sabemos que Z(u,ei)ei ¢ a melhor
icJe i€J.
aproximacao de u em [e; : ¢ € J.], logo

u— Z(u, ei)e;

1€Je

<

u — E a;e;

1€Je

=llu—v <e

como {e; : i € J} ¢ ortonormal,

lall® =Yl e)l® = {u— > (uedesu— (u, ei)6i> =

1€Je 1€Je 1€Je

2

< &2

= ' u— Z(u, €i)e;

1€Je

Da desigualdade de Bessel, obtemos
lull® <D M)l + e <> ll(uen)|® +* < lul® + &
icJ. icl
Fazendo ¢ — 0", obtemos
ull® <>l el <l w, e)” < [lul)?
i€l iel

Portanto,

lal® = ll(w, €)1
iel
]
Defini¢ao 2.3.3. Seja (ex) uma sequéncia ortonormal em um espago E munido de um
produto interno. Para todo u € E, os produtos internos (u, ex) (na desigualdade de Bessel)

sGo chamadas de coeficientes de Fourier de u em relagdo a sequéncia ortonormal (ey).
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Quando consideramos um espaco vetorial £ munido com um produto interno e
consideramos o conjunto {ey, ..., €,} ortonormal em E com u € E entao

n

w=u-— Z(u, e;)e;

j=1
é ortogonal a cada e; com 1 < k < n. De fato,

n

(w,ex) = (U - zn:(%ej)ej, €k> = (u,ex) = Y (u,e;)(es,en)

= (u,ex) — (u, ex)(ex, ex) = (u,ex) — (u,ex) = 0.

Sendo assim, o vetor w acima é ortogonal a cada ey, portanto ele é ortogonal ao

subespaco gerado por {eq, ..., e, }.

Definicao 2.3.4. Seja H um espaco de Hilbert. Diz-se que H € um espaco separdvel se

possuir um subconjunto denso e enumerdvel.

Teorema 2.3.4. Um espacgo de Hilbert H de dimensao infinita é separdvel se, e somente

se, existe em H um sistema ortonormal completo enumerdvel.

Demonstragao: Suponha que S = {e,;n € N} seja um sistema ortonormal completo em

‘H. Pelo Teorema 2.3.2., todo u € H pode ser escrito como

u= Z(u, €i)e;

i=1
e pelo Lema 2.3.3., [S] é denso em H. A separabilidade é garantida pois um espago
normado E é separdavel se existir um subconjunto enumerdvel A C E tal que [A] é denso
em E. Nesse contexto, o subconjunto enumeravel é S = {e,;n € N}.

Reciprocamente, suponha H separavel. Seja £ = {e,;n € N} um subconjunto enumerdvel
denso em H. Entao podemos extrair de E uma base B, finita. Digamos B = {vy,--- ,v,}.
Assim, como [E] é denso em H (note que [E] C E) e também subespago de dimensao

finita de espacos completos sao fechados, temos

H=[E]=lor, - va] = [1, -, 0.
Entretanto, isto é um absurdo pois ‘H tem dimensdo infinita, logo B de [E] é infinita.
Além disso, E é enumeravel, logo B também o é. Digamos B = {v, : n € N}. Entao,
pelo processo de Gram-Schmidt, existe um conjunto ortonormal S em H tal que [S] =
[v, : n € N|. Assim,

[S]=[m:neN=[E]=H

e, pelo Teorema 2.3.2., concluimos que S é um sistema ortonormal completo.
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[
A existéncia de um sistema ortonormal completo enumeravel para um espaco de

Hilbert de dimensao infinita garante a separabilidade do mesmo.

Teorema 2.3.5 (Teorema de Riez-Fischer). Todo espaco de Hilbert separdvel de di-

mensdo infinita é isometricamente isomorfo a (2.

Demonstracgao: Seja H um espaco de Hilbert separdavel de dimensao infinita. Do Teo-
rema 2.3.4., existe um sistema ortonormal completo enumeravel S = {e;;j € N} em H.

Defina o operador

T:H— 2 T(u) = ((u,un))s .

Da desigualdade de Bessel sabemos que, para todo v € H, ((u,u,))>, € £* de modo que

T esta bem definida. Além disso, pelo Teorema 2.3.2., todo u € H pode ser escrito como

u = Z(u, €i)e;.
i=1
Utilizando a identidade de Perseval, temos ||7'(u)|| = ||u||. Ou seja, T é injetora. Vamos

provar a sobrejetividade. Para isso, seja (a;)32, € (. Primeiramente, mostra-se que a
[e'S) k

série E a;ju; converge para H. De fato, escrevendo para cada k € N, 5, = E a;u; e
=1 j=1

utilizando o Teorema de Pitagoras para n > m, temos

n 2 n n
1S = Sull* = || D aju, > Ml =Y fay.
j=m-+1 j=m+1 j=m+l1

o0
Como a série E |a;|? é convergente tem-se (S,)%°, de Cauchy em H portanto convergente.
Jj=1

Logo u := Z aju; € H estd bem definido e de (u;, u,) = 0;, segue que
j=1

T(u) = (a;)52

=1

como queriamos provar.

Definigao 2.3.5. Um conjunto total (ou fundamental) em um espago de produto
mterno E € um subconjunto N cujo subespaco gerado é denso em E. Em outros palavras, o
subconjunto N € total em E se, e somente se, m = FE. Consequentemente, um conjunto
ortonormal (ou sequéncia ou familia) no espago E que seja total em E € chamado de

conjunto ortonormal total em E.
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Definicao 2.3.6. Uma base ortonormal em um espaco de Hilbert H € um conjunto

ortonormal total.
Teorema 2.3.6. Em todo espago de Hilbert H # {0} eziste uma base ortonormal.

Demonstragao: Ver [1] e [6].
[
Todas as bases ortonormais em um espaco de Hilbert possuem a mesma cardinali-
dade. Este conceito de cardinalidade é o mesmo visto em cursos de Teoria dos Nimeros
e Andlise Real e esta diretamente relacionado com a dimensao do espaco de Hilbert. Se
H < oo, entao a dimensao de Hilbert é o sentido algébrico, ou seja, a dimensao é o niimero

de elementos da base.

Definicao 2.3.7. A dimensdo de um espaco de Hilbert, chamada dimensao hilberti-

ana, ¢ a cardinalidade de uma base ortonormal desse espaco.

Teorema 2.3.7. Seja N um subconjunto de um espago com produto interno E. Entao:
(i) Se N € um subconjunto total em E, com u € E, temosu L. N = u = 0.

(ii) Se E é um espago de Hilbert H, a condi¢ao (i) também € suficiente para totalidade
de N em E="H.

Demonstracgao: (i) Pelo Teorema do Completamento, existe um espaco de Hilbert H que
¢ o completamento de E. Assim, sendo £ C ‘H, E' ¢ dendo em H. Como N ¢ total em F,
entao pela definicao de conjunto total, o subespaco gerado por N é dendo em F, ou seja,
W = F. Assim, por E ser denso em H, segue W = H. Pelo Lema 2.2.3, se W =H
entao o completamento ortogonal de N em H ¢ o conjunto nulo N+ = 0, portanto, se
u € E com v L N implica u = 0.

(ii) Se E = H satisfazendo N+ = 0, pelo Lema 2.2.3., tem-se W = H, isto é, o conjunto
gerado por N é denso em H. Portanto, pela definicao de conjunto total resulta que N é
total em E.

Um conjunto ortonormal completo N = {ey, es, ...} de um espaco de Hilbert ‘H é denomi-

nado uma base de Hilbert de H. m

Teorema 2.3.8. Um conjunto ortonormal N C H € total em H se, e somente se, todo

u € H satisfaz a relacao de Perseval.

Demonstracgao: Suponha que N seja total em um H espaco de Hilbert. Considera-
se qualquer u € H e seus coeficientes de Fourier nao nulos dispostos na sequéncia
(u,e1), (u,es), ..., ou escrita de forma definitiva para uma quantidade finita de termos.

Defina v € H como

v = Z(u, ek)exk (2.20)
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o qual é convergente para uma série infinita. Afirmamos que o vetor u — v é ortogonal a

N. Com efeito, para cada e; em (2.20) usando a ortonormalidade segue que

(1= .65) = (eg) = (v15) = (1,65) = ( Dwsenlenres) =

= (u,€5) — Z(%ek)(ek, e;) = (u,e;) — (u,e;) = 0.

k
Seja ¢ € N distinto de todo (e), entdo (u,c) = 0, de modo que

(u—v,c) = (u,c) — (v,c) = (u,c)—(Zek,c) =

= (u,0) = Y (u,ex)(ex,c) =0—0=0.

k
Assim, u —v L N, ouseja,n—v € N*t. Como N é total em H o conjunto gerado por N

¢ denso em H, e pelo Lema 2.2.3, temos N+ = {0}, resultando que u —v =0 = u = v.

u = Z(u, ex)er.

k

Logo,

Usando a ortonormalidade, temos

lull? = () = (s e)ens D (ueer) =

k k

= >l eo)P(eren) = 3 (. ex)P

k
ou seja, u satisfaz a relagao Perseval.

Reciprocamente, suponha que N nao ¢ total. Pelo Teorema 2.4.5 existe um
elemento nao nulo v € H tal que u L N em H. Como u L N, deve-se ter que

(u,ex) = 0,Vk € N utilizando a desigualdade de Bessel. Assim, na relacdo de Perse-

> (e =0.

Por outro lado, como u # 0, segue que ||ul|*> # 0 logo

D l(uen)| # [lul?,
k

val,

Entretanto, este fato contradiz a relacao de Perseval. Portanto, para
Z ‘<u7€k)’2 = Hqu> Vu e H
k

entao N ¢ total em H.



Capitulo 3
A Integral de Lebesgue

Nesta capitulo iremos introduzir o leitor num dos mais importantes teoria da analise
matematica: a integral de Lebesgue. A parte que apresentamos nesta pesquisa é uma in-
troducao a integral de Lebesgue e sugerimos uma leitura mais aprofundada nas referéncias
[3] e [6]. O método utilizado para a construcao da integral de Lebesgue foi idealizado por
Fyodorov Riesz (1880-1956) e nele, considera-se o espago vetorial das fungoes escada no
qual se define uma nocao de integral, e entao considera-se a classe das sucessoes crescentes
de funcgoes escada cujas integrais sao limitadas. Define uma nova cole¢ao de fungoes limi-
tes de sucessoes nas condigoes anteriores. Estende-se a nogao de integral a esta colecao
de funcoes e pela diferenca de seus elementos, a nova colecao é ampliada fazendo-se as-
sim uma extensao nova da nocao de integral. A classe que iremos obter é a das funcoes

integraveis a Lebesgue e a integral obtida nesta classe ¢ denominada a de Lebesgue.

3.1 Conjuntos de Medida Nula

Definicao 3.1.1. Fizamos o conjunto R. Diremos que um subconjunto E de R tem
medida nula quando para todo € > 0 existe uma familia enumerdvel de intervalos abertos
{Ii }ren satisfazendo as condigoes:

o0

(i) E C U Iy, ou seja, {I;}rex € um recobrimento de E;
k=1

(i1) Z amp(Iy) < e.
k=1

Nesta definigdo, amp(l) é a amplitude do intervalo I, ou seja, o valor absoluto
da diferenca entre os extremos do intervalo. Decorre também da definicao que todo

subconjunto de um conjunto de medida nula possui medida nula.

Exemplo 3.1.1. Considere o conjunto dos numeros racionais Q. Sabemos que este con-

Junto € um subconjunto enumerdvel da reta real. Seja Q = {x1, 9, ...,Tn, ...} €, para cara

51
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<zr<x,+

. . €
e > 0, considere os intervalos I,, = {:U eR;x,— oniT ot paran =1,2,....

A familia {1, }nen € um recobrimento enumerdvel de Q e ainda, a amplitude de cada I,

¢ dada por:
o=+ a) (-3 -
logo, N . N
> ampln) =3 5 << g =
n=1 n=1 n—1

Portanto concluimos que Q possui medida nula. Em geral, subconjuntos enumerdveis da

reta real R possuem medida nula.

Proposicao 3.1.1. A uniao de uma familia enumerdvel de conjuntos de medida nula

também possui medida nula.

Demonstragao: Seja {E,},eny uma familia enumerdvel de conjuntos de medida nula.
Para cada ¢ > 0 e para n € N existe um recobrimento enumeravel de E,, por intervalos
abertos {I} }ren, tal que:
o
S amp(I}) < 2% (3.1)
k=1
Logo, a familia de intervalos {I}'}x ,en que é enumerdvel é um recobrimento do conjunto
o0

E = U E} e por (3.1) tem-se
k=1

Mg
2| o
[

> D amp(l) <
k=1 n=1

Portanto, F possui medida nula como queriamos demonstrar.

k=1

[

O conceito de medida nula de um conjunto é uma formalizagdo matematica de um
conjunto que nao ¢ importante em um sentido topoldgico. Quando uma propriedade p é
verdadeira em um conjunto F exceto em um subconjunto de £ com medida nula, diremos

que a propriedade vale quase sempre em F

3.2 Funcoes Escada

Seja (a,b) um intervalo aberto e limitado de R. Toda colegao finita {zo, ..., %} de
pontos de R tais que a = z¢p < ;1 < --- < x; = b determina k subintervalos, sendo eles
I = (zg,x1), I = (x1,29), ..., I, = (g_1, xx) de (a,b). Dizemos que a colegao {Iy, ..., Iy} é
uma decomposicao de (a, b) pelos pontos g, ..., Tx € que g, ..., Tx $20 os pontos de divisdo

dessa decomposicao.
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Sejam D; e Dy duas decomposi¢oes de um intervalo limitado (a, b), representamos

por Dy + Dy a decomposicao cujos pontos de divisao sao os de Dy e os de Ds.

Defini¢ao 3.2.1. Dizemos que u : (a,b) — R ¢ uma funcdo escada, quando existe
uma decomposicao D do intervalo (a,b) tal que u € constante em cada subintervalo I, =
(xgp_1,2%) comk =1,2,....n de D. A decomposi¢ao D diz-se associada a fung¢ao escada

u. A decomposicao nao € univocamente determinada por u.

Lema 3.2.1. Sejam u e v fungoes escada definidas em (a,b). Entdo existe uma decom-

posicao de (a,b) associada, simultaneamente, a u e v.

Demonstragao: Consideremos Dy e Dy decomposicoes de (a,b) associadas a u e v, res-

pectivamente. A decomposicao Dy + Dy pode ser obtida pelo acréscimo a D; dos pontos

referentes de Dy como por acréscimo a Dy dos pontos de D;.Portanto, D + Dy tanto
pode ser associada a u como a v.

[

A partir do Lema 3.2.1 podemos enxergar que a classe das fungoes escadas definidas

em (a,b) é um espago vetorial real. Representaremos este novo espaco por Sy(a, b) ou Sy,

quando nao houver ambiguidade no intervalo o qual estamos trabalhando. Definimos de

maneira natural a integral em Sy como segue:

Definicao 3.2.2. Seja u € Sy e D uma decomposi¢ao associada a u. Denotaremos por
Cy o walor constante assumido pela fung¢ao u no intervalo Iy = (xp_1,x) de D com

k=1,...,k. Entao, o numero real

n
Z Cr(wp — Tg-1)
k=1
denomina-se integral da fungdo u no intervalo (a,b) e o representaremos por fab u(z)dx

ou apenas [u. Ou seja,

/u - /abu(x)dx - zn:C'k(xk _—

k=1

Proposicao 3.2.1. Seu € Sy entdo a integral de u em (a,b) nao depende da decomposi¢do

D de (a,b) associada a u.

Demonstracao: Com efeito, consideremos uma funcao u € Sy e duas decomposigoes, Dy

e Dy, associadas a ela tais que sejam obtidas, respectivamente, pelos pontos a = xy <

<~ <zrp=bea=yy <y <--- <y, =>b. Entao, pela Definicao 3.2.2. a integral
n

de u com a particao D, ¢é dada por Ip; = ZC’k(xk — Tp_1) assim como a integral de
k=1
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u com a particao Dy é dada por Ipy = ZFk(yk — Yk—1), onde Cy e F sdo os valores

k=1
constantes de u em (ry — 2x—1) € (Yr — Yr—1), respectivamente. Facamos D = Dy + Dy em
cada intervalo (zy_1, k). A partir de Dy é possivel encontrar pontos de Dy de maneira
que Tp_1 = z§ < zf < .- < 2F . = x; observando que a diferenca de intervalos é

n(k)
Tp — Tp1 = (zﬁ(k) - zﬁ(k) )+ (2F = 2b) para k =1,2,.... Logo

fDlZZCk(l’k—l’kl chzck —Zpl —ID
k=1

Analogamente, mostra-se que Ip, = Ip. Ou seja, Ip; = Ips e conclui-se que a integral
nao depende da decomposicao.

[

Observamos que a integral de uma fun¢ao escada nao depende dos pontos de divisao

de uma decomposicao associada a ela, depende apenas dos valores assumidos nos extremos

dos intervalos de decomposi¢ao. Também, quando temos u < v, entendemos que existem

decomposicoes Dy e Dy de (a,b), associados a u e a v respectivamente, tal que u(z) < v(x)

para todo x € (a,b) distintos dos pontos de divisao de Dy + Ds.
Defini¢ao 3.2.3. Seja E um subconjunto de um dado intervalo (a,b). Definimos a

funcgdo caracteristica de E, Xg : (a,b) — R, como

1, sex e F
Xp(z) =
0, sex & E.

Também definimos, para cada v € Sy,

b
E a

Em particular, se u = Xg € Sy, entao

be:i)mMQy

O nimero [, Xg chama-se amplitude de E e denota-se por amp(E).

Proposigao 3.2.2. Considere u,v € Sy e A\, B € R. Afirmamos que

/Mu+&0:A/u+5/u

Demonstracao: Com efeito, por definicao obtemos

(/Qwﬂ%%:L%M+Bmwﬂx:ZﬂMﬂ@Mm+LQ&M@Mh:
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:Alummm+ﬁl%M@M:A/u+ﬁ/u

Esta proposi¢ao nos diz que a aplicacao u —» f u que a cada u € Sy associa um

, b, . . .
ndamero real fa u ¢ um funcional linear sobre o espago vetorial Sy. Iremos apresentar agora
os dois lemas fundamentais o qual se baseia a definicao da integral de Lebesgue proposta

por F. Riesz.

Proposicao 3.2.3. (Primeiro Lema Fundamental): Seja (uy) uma sucessio decres-

cente de fungoes escada nao negativas em (a,b). Se klim ur = 0 quase sempre em (a,b)
— 00
b

entao lim u = 0.
k—oo [,

Demonstracgao: Seja Ei, k € N, o conjunto dos pontos de descontinuidade da funcao

uy em [a,b]. Por hipdtese, uj € Sy entdo Ej é finito, portanto F = U E). é enumeravel.

k=1
Assim, E possui medida nula.

Seja F' o conjunto de pontos de [a,b] nos quais as sucessoes (u) nao convergem
para 0. Por hipotese, F' possui medida nula. Se G = F U F, entao G possui medida nula.
Ou seja, para cada € > 0, existe um recobrimento enumeravel de G por intervalos abertos,
cuja soma das amplitudes é menor que ﬁ onde M > sup{ui(x);x € (a,b)}.

Denotamos por J; o citado recobrimento. Se p € [a,b] — G, entdo, por hipétese,

klim uk(p) = 0. Logo, existe m € N (dependendo de p e ¢) tal que
— 00

3

0o (3.2)

U (p) <

Como p ¢ G, u,, é continua em p e ainda, u,, ¢ uma fungao escada, sendo assim, existe

um intervalo aberto I(p) contido em (a,b) que contém p, tal que Vo € I(p) tem-se

3

m Py 3.3
) < 37 (3.3
Sendo uy, decrescente, (3.3) é valido para k > m e todo = € I(p), isto é,

u(z) < m, Vk >meVx € I(p). (3.4)

Quando p varia em [a, b] — G, obtemos uma cole¢ao de intervalos abertos Jo = {I(p);p €
[a,b] — G}, nos quais vale (3.4). A unido J; U Jy é portanto um recobrimento do inter-
valo compacto [a, b] por intervalos abertos. Pelo teorema de Borel-Lebesgue, existe uma

subfamilia finita de J; U J; que ainda é um recobrimento de [a, b] ¢ o representaremos por:

B = {51.52, R (Sr, [(pl), I(pQ)a ) I<ps)}
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onde §; € Jy e I(p;) € Ja.
Para cada intervalo I(p;), j = 1,2,...,s de B, existe m; € N tal que

2(b—a)

u(z) < , Yk >mjeVx € I(p;).

Seja mx = max{my,ma, ..., ms}, entao

u(z) < , VxEKZO](pj)

J=1

£
2(b—a)

e todo k > mx*. Agora, K pode ser escrito como unido de um numero finito de subin-

tervalos de [a,b] dois a dois sem ponto interior em comum. Logo, para todo k > msx,

o L= [ (s )= (=) [

da tltima igualdade, temos

19 b g g
(2(b—a)>/a A = 2(b—a)/KXK— 2(b—a)amp(K) =

s

Considerando agora a parte correspondente aos ¢;, seja & = U(SZ» e seja S = 0 N la,bl.
i=1

Entao, S pode ser escrito como uma uniao de um numero finito de subintervalos de [a, b]

tem-se

. (3.5)

Do ™

dois a dois sem ponto interior em comum. Portanto, para Vk € N tem-se

b b b
/ukZ/uszﬁ/meﬁ/XS:M/Xs
S a a a S

Ou seja,
M/ Xs = Mamp(S) < g (3.6)
s
uma vez que amp(S) < ﬁ.De (3.5) e (3.6) podemos concluir que Yk > msx
b b b b b
0 < / Up = / ukX(a,b) < / uk<Xs + XK) = / ung +/ uka =
/ +/ < c + c 3
= UL Uk - — = ¢&.
g K 2 2
Pelo teorema do sanduiche, segue o resultado.
[

Proposicao 3.2.4. (Segundo Lema Fundamental): Seja (uy) uma sucessao de fungoes
escada em (a,b), crescente e tal que a sucessio das integrais tenha um majorante finito,
isto é, existe M € R tal que ([ uy) < M,Vk € N. Entdo a sucessao (uy) converge para

um limite finito u quase sempre em (a,b).
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Demonstracao: Consideramos (ux) uma sequéncia positiva, ou seja, uj(x) < ug(x) <
- < u(x). Dai, asequéncia (uy) = ug—uy € positiva. Seja Ey = {x € (a,b); limg_,o0 ug ()
+oo}. E suficiente mostrar que Ey possui medida nula pois nos pontos onde (uy) ela ndo
tende ao infinito ela é limitada e como é mondtona, é convergente.

Por hipGtese, exite M > 0 tal que [uy < M para todo k € N. Dado ¢ > 0, para

cada natural k € N, considere o conjunto E. j, definido como

E.\.= {:U € (a,b);uk(z) > %}

Variando k € N, obtém-se uma sucessao de conjuntos (E; ;)ken, crescente, pois a sucessao

(o]
(ug) é crescente. Além disso, E.3 C E.o C --- C E.x e ainda Ey C U E. i.. Represente-

k=1
mos por mej a soma das amplitudes destes intervalos. Para cada k € N tem-se

b (k)
M > / U = Z Ch(ah — 2k _y) (3.7)
a =1

sendo le; o valor de uy no intervalo (xf_l, xf) de uma decomposicao associada a ug. Se

E. # @, entao é possivel separar a soma do segundo membro de (3.7) em duas outras,
!/ " . ! s ",

> e ", definidas da forma: ) ' é a soma dos termos em que Cf > M/e e 3" é a soma

dos termos restantes. Dai, concluimos que:

!/ " 1
M=)+ > %m&k%—z > %ma,k,

[o.¢]
portanto m. < e.Entao, se £, = U E. j, o conjunto E. ¢ uma uniao de familia enu-

k=1
meravel de intervalos cuja soma das amplitudes é menor que €. Logo, Ey possui medida

nula e fica demonstrado o resultado.
]
Representaremos por S (a, b) ou S a classe de todas as fungoes u : (a,b) — R que
sao limites quase sempre de sucessoes crescentes de funcoes de Sy, satisfazendo o Segundo
Lema Fundamental. Isto é, u € S; se, e somente se, exite uma sucessao crescente (uy)
de fungoes de Sy tal que a sucessdo das integrais ([ u;) tenha um majorante finito e

klim uk(x) = u(x) quase sempre em (a, b). Diz-se que a sucessao define u.
— 00

Exemplo 3.2.1. Seja u uma fung¢ao nula em (a,b) exceto possivelmente nos pontos de
um conjunto E de medida nula. Entdo, u € Sy pois a sucessio (u,), onde u, €, para todo
n, a funcao identicamente nula, satisfaz as condicoes do Sequndo Lema Fundamental e

CONverge quase sempre para u.
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Defini¢ao 3.2.4. Seja u € Sy. Entdo definimos a integral de w em (a,b) como sendo,

b b
/ u(z)dr = lim | wg(x)dz.
a k—oo [,

Em que as integrais f; ug sao aqueles definidas para Sy.

Esta é uma nocao de integral bem natural, estendida a partir da integral definida
em Sp. Se considerarmos u € Sy e (uy) uma sucessao de fungoes em Sy, satisfazendo o
Segundo Lema Fundamental, convergindo para u quase sempre em (a,b), entdo sendo a
sucessao (uy,) crescente temos ([ uy) também crescente e como [ uy < M ela é convergente.
Portanto, exite e é finito o ]}Lrgo / ug. Sugerimos o leitor verificar que, de fato, esta nocao
de integral estd bem definida em S;. Para isso, basta verificar que:
(i): [ nao depende da sucessao (uy) de Sy, satisfazendo o Segundo Lema Fundamental;
(ii): Quando a integral de S, restrita aos elementos de Sy, coincide com a integral definida

em Sy.

Definig¢ao 3.2.5. Dada duas fungoes reais u e w definidas em [a,b], definimos as fun¢oes

uVw, uAw e |ul como
(uVw)(r) = max{u(x),w(x)};

(u A w)(x) = min{u(z), w(z)};
ul(x) = [u(z)|.

Também, dada uma func¢ao u : (a,b) — R, definimos as fungoes u™ e u™, chamadas

respectivamente de parte positiva de u e parte negativa de u, como:
ut =uVvO;

u” = (—u)ANO,
onde O € a fungao nula.

Proposicao 3.2.5. Sejam u,v € Sy definidas, respectivamente, pelas sucessoes (uy) e
(vg) de So, satisfazendo as hipdteses do Sequndo Lema Fundamental. Entdo, se u < v
quase sempre em (a,b), temos

lim [ u, < lim [ vy.
k—o00 k—o0

Demonstragao: Com efeito, sejam u, v fungoes de S; definidas, respectivamente, pelas
sucessoes (uy) e (vy) de fungoes de Sp. Fixemos uma funcao w,, de (uy). Logo, a sucessao
(U — Vg )ken serd decrescente e convergindo quase sempre em (a, b), para (u,, —v). Além
disso, temos

Uy — V< u—v <0
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quase sempre em (a,b). Portanto, [(um, — vg)lken — [(Um — v)] = 0 quase sempre em
(a,b). Ou seja, temos uma sucessao ([u,, —ux]™)ren decrescente convergindo quase sempre

em (a,b) para 0, pelo Primeiro Lema Fundamental,

/([u +m — u] gen — 0.

Contudo, para todo k € N, obtemos u,, — vy < [u,, — v|T e assim

=0 < [l = u

Passando o limite quando k — oo e lembrando que o segundo membro converge para 0,
temos:
fruo =t [ g [ =00 < i flum =0l —0
ou seja,
/um—lim vk§02>/um§klim Vg.

k—o0 —00
Como esta tultima desigualdade ¢é valida para todo m € N, concluimos que:
lim [ w, < lim [ .
k—o00 k—o0

Corolario 3.2.1. Seu € Sy € limite de (uy) e (vg) de Sy, nas hipdteses do Sequndo Lema

Fundamental, entao lim [ u, = lim | vg.
k—o0 k—oco

Corolario 3.2.2. A restri¢ao da integral definida em Sy a classe de fungoes de Sy, coin-

cide com a integral definida em Sy.
Concluimos que a integral em S estd bem definida, em virtude do Corolério 3.2.1.

Definicao 3.2.6. Dizemos que um subconjunto C' de um espaco vetorial V € um cone
se u € C,Yu e C eV > 0. Diz-se também que, um cone C é um cone convexo se C

€ um cone eu+v € C, Yu,v € C.

Proposicao 3.2.6. A classe de fun¢oes Si € um cone convero. Além disso, [Au= X [u
e [(u+v)=[u+ [

Demonstragao: Sejam u, v € Sj e as sucessoes (ug), (vg) € Sp com A € RT| satisfazendo o
Segundo Lema Fundamental. Ou seja, (uy) e (vg) definem u e v, em Sy, respectivamente.
Vejamos que A > 0 entdao (Aug) estd nas condigoes do Segundo Lema Fundamental e

portanto, definem a funcao A\u. Logo, Au € Sy, obtendo-se

/)\u—lim Aup = lim [)\/uk]—)\/u
k—o0 k—o0
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pois f AUy = )\fuk uma vez que ug € Sg. De forma andloga, as sucessoes (uy + vi) esta

nas condigoes do Segundo Lema Fundamental e definem u + v. Dad,

/(u—i—v):hm (ug +v) = lim [ w4+ lim vk:/u—l—/v.
k—o0 k—o00 k—o0
[
Seja V' um espago vetorial. Considere W como sendo o subespago de V' gerado por

um cone convexo C'. Sendo W gerado por um cone convexo, cada elemento de W é uma

combinagao linear de uma familia finita de elementos de C, i.e., se w € W, entao:
w=ANwi+ -+ \w,, w;€eC,\;eR,i=1,...,n.

Agora definindo u e v como sendo as somas, respectivamente, dos termos para os quais
A >0e )\ <0, temos w = u —v com u,v € C. Reciprocamente, se u,v € C e
w = u — v, entao w € W. Portanto, W é o conjunto dos elementos de V' da forma u — v,
onde u,v 3 C. O espaco gerado pelo cone convexo S; é o espaco vetorial das fungoes

integrdveis a Lebesgue, o qual sera estudado mais adiante.

3.3 Integral a Lebesgue-Riesz

Vamos denotar o subespaco das fungoes reais em (a, b) gerado pelo cone convexo
Si(a,b) por L(a,b). Pelo que foi supracitado, w € L(a,b) se, e somente se, w = u — v
onde u,v € S7. O conceito que iremos apresentar é o de integral de Lebesgue no qual é

uma integral mais geral que a de Riemann.

Definigao 3.3.1. Seja w € L(a,b) e escrevamos w = u — v onde u,v € Sy. Definimos a

integral de w em L(a,b) como sendo

Jo=fo=]n
onde as integrais do sequndo membro sao aquelas definidas em Sy.

Proposicao 3.3.1. Seja w € L(a,b). A integral de w nao depende da escolha da repre-

senta¢ao de w como diferenga de fungoes de Si.

Demonstragao: De fato, suponhamos w = v — v = u; — vy, sendo w,v,uy,v; € Sy.
Resulta dai,

U—V=U — V] = U+v =u +v

como u; + v e u+ vy € Sy, obtemos:

Jut [o=[us [u
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Jurfo=fu o= ]

logo a integral de w esta bem definida. [

portanto,

Definigao 3.3.2. O espago L(a,b) é o espagco vetorial das funcgoes integrdveis a

Lebesgue. A integral definida em L(a,b) denomina-se integral de Lebesgue.
Proposicao 3.3.2. Seja w € L(a,b) com w > 0 quase sempre em (a,b), entao [w > 0.

Demonstracao: Seja w € L(a,b) com w > 0 quase sempre em (a,b). Escrevamos
w=wu—vcom u,v €S;. Comow >0 entdo u > v quase sempre e assim [u > [v pela
Proposigao 3.2.5, donde conclui-se que [w= [u— [v>0.

Proposicao 3.3.3. Consideremos w € L(a,b). Entdo existe uma sucessao (Wy)nen de

fungoes escada em (a,b) tal que klim w, = w quase sempre em (a,b).
—00

Demonstragao: Com efeito, consideremos w € L(a,b), entao escrevamos w = u — v com
u,v € S1. Entao, existem sucessoes (u,,) e (v,,) de fungoes escada, satisfazendo o Segundo
lema Fundamental, convergindo quase sempre para u e v, respectivamente. Sendo assim,
considerando a sucessao (w,) onde para cada n € N, w, = u,, — v,. Portanto, w, é uma

funcao escada e lim w, = w quase sempre. [
n—oo

Proposicao 3.3.4. Consideremos w € L(a,b). Nas hipdteses da proposicio anterior,

temos
lim /|wn —w| =0.
n—oo

Demonstragao: Com efeito,

O§/|wn—w|:/|un—vn—u+v|§

< [lu=uwl+ [lo-ul-
:/(u—un)—l—/(v—vn),

visto que u > w,, € v > v,. Passando o limite quando n — oo, obtemos [(u—u,)+ [(v—
v,) — 0 resultando,

lim [ |w, —w|=0.
n—oo

Defini¢ao 3.3.3. Dizemos que uma fungio u : (a,b) — R é mensurdvel quando u é

limite quase sempre de uma sucessao de fungoes escada.
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Exemplo 3.3.1. Seja u uma fun¢do nula definida em (a,b) exceto nos pontos de um
conjunto de medida nula E. Entdo, uw é mensurdvel pois € limite da sucessio (u,) onde,
para cada n, (u,) € a fung¢ao identicamente nula convergindo quase sempre para u. De

modo geral, as fungoes constantes sao mensurdveis.

Proposicao 3.3.5 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (u,) uma
sequéncia de L(a,b) tal que

(i) lim w,(z) = u(x) quase sempre em (a,b)
n—oo

(i1) ezistew € L(a,b) tal que |u,(x)| < w(x) quase sempre em (a,b) entdou € L(a,b)

e

lim / lun () — u(a)|dz = 0.

n—o0 a

Demonstragao: Ver [3].

Exemplo 3.3.2. Pela Proposi¢cio 3.5.3, se w € L(a,b) entdo eziste uma sucessao (Un)nen

de fungoes escada em (a,b) tal que khm w, = w quase sempre. Portanto, conclui-se que
—00

toda fungao integrdvel a Lebesque € mensurdvel. A reciproca nao é verdadeira. Com efeito,

seja w definida em (0,1) por w(z) = 1/x. A fungdo w € mensurdvel pois € limite quase

n

sempre da sucessio de fungoes escada (wy,),n = 1,2, ..., definida em (0, 1) por w,(x) = z
k—1

se <x < —, k=1,...n. No entanto, esta funcao nao ¢ integravel. Para isso,

conszder’e a fungao para cada n definida em (a,b) por:

0, sex>1/n
up(x) =
n, se0 <z <1/n.

Entao, cada u, € integravel e lim u, = 0. Além disso,
n—oo

para todo n. Sendo assim, se w € integravel, pelo teorema de Lebesgue, temos

1
lim/ Uy = / hmun—/ 0=0.
n—oo 0 n—o0o
1
/ u, = 1.
0

Portanto, w é mensuravel mas nao € integrdavel.

Contudo, para n temos:

Proposicao 3.3.6. Seja (u,) uma sucessio de fungoes mensurdveis convergente quase

sempre para funcao u. Entao, u é mensuravel.
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Demonstracao: Com efeito, considere u,, > 0 para todo n. E, para cada n seja v, =
1

14w, X .
Como lim u, = u quase sempre em (a, b) segue que hm v, = lim =

n—00 n—oo 1 4+ Uy, 14+u
quase sempre. Além disso, as funcoes de v,, sao quoelentes de duas funcoes mensuraveis

e 0 < v, <1 para todo n, logo v, é mensuravel, limitadas em (a,b) com amplitude finita,
portanto as fungoes de v,, sdo integraveis. Agora, considere v, integravel em (a, b) tal que

|1| < wg. Pelo teorema de Lebesgue (Ver[4]), temos

b1
lim Uy, = / lim v, = /
n—oo n—o00 a 1 +u

é uma funcao integravel e, pelo Exemplo 3.3.2, mensuravel.

Assim, v =

u

3.4 O espaco L*(a,b)

Nesta se¢ao, apresentaremos algumas carateristicas do espaco L?(a, b) que irdo nos

dar suporte tedrico para o proximo capitulo.

Definigao 3.4.1. Representaremos por L*(a,b) a classe de todas as fungoes reais u, de-

nidas em (a,b), u mensurdveis em (a,b) tal que |u|? € integrdvel.
g

Os elementos do espaco L?*(a,b) sao classes de equivaléncia tais que u € L*(a,b)
é equivalente a v se a integral de Lebesgue de |u — v|? sobre (a,b) é zero. Pois, em
L(a,b), identifica-se as fung¢oes que definem apenas por um conjunto de medida nula, isto

é, diremos que u = v quando u(x) = v(z) quase sempre em (a,b), visto que

U =UeV =V=—>U +1V1 =u+7v

uy=ueX € R=— lu; = \u.

Com isso. surge um novo espacgo denotado por L!(a,b) e, sendo assim, seus elementos sao
classes de equivaléncia. Contudo, é usual utilizarmos elementos do espago L'(a,b) como
fungoes de L(a,b) tomando os cuidados necessdrios. De modo geral, define-se LP(a,b)

como a classe de fungoes reais mensurdveis em (a,b) que possuem |u|P integravel.

Definigao 3.4.2. Seja L*(a,b) a classe de todas as funcoes reais u, u mensurdveis em
(a,b) e que possuem quadrado integrdveis em (a,b). Define-se em L*(a,b) uma norma

| - [l2 que a cada w associa o nimero real

1/2
Jull: = ( / uuu?) 33)
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o qual satisfaz:
(1) llulla >0, Yu € L? e ||lul|a = 0 se, e somente se, u =0 em que u(x) = 0;

(i) |Mullz = [A|llu]l2, YA € R, Vu € L?;

(iti) lu+oll < lull2 + [[v]l2, Yu,v € L2
Demonstraremos, mais adiante, que a norma || - || apresentada em (3.8) é, de fato,

uma norma neste espaco. Entretanto, apresentaremos algumas desigualdades importantes

que servirao como amparo tedrico para a demonstracao deste fato.
Definimos uma métrica em L?(a, b) proveniente da norma || - ||; o qual é formulada

como
|u—vll2, Vu,v € L*(a,b).

Sendo L? um espaco métrico, dizemos que uma sucessao (u;) de fungoes de L? converge

para u se
lim ||u —ul| = 0.
k—o00

Chamamos esta convergéncia de convergéncia forte em L? ou convergéncia na

norma de L? ou convergéncia média de ordem 2.

Chamaremos de indice conjugado de p o nimero que sera denotado por g,
p —

para cada p > 1. Desta forma, temos

Vamos utilizar neste trabalho o caso p = ¢ = 2.

Proposicao 3.4.1. (Desigualdade de Young): Se a,b € R nao negativos, entao
pe LY
ab < — + —.
- 2 2

Demonstragao: Com efeito, seja a,b € R ndo negativos e considere (a —b)? > 0. Desen-
volvendo, obtemos
2 b2
(a—b)?>0=a>—2ab+b*>0= ab< S

como queriamos demonstrar.
[

Proposigao 3.4.2. (Desigualdade de Holder): Se u,v € L* entdo uv € L' e tem-se a

desigualdade:
/ o] < ulalfo]la (3.9)
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Demonstracao: Para fins de simplificacdo iremos usar || - || ao invés de || - ||2. Seja
t t
m = |lu|| e n = ||v|| com a(t) = Jut)] e b(t) = M Pela desigualdade de Young, temos
m n
2 62
b< —+ —.
=5y

Entao, para cada ¢, substituindo a(t) e b(t) na desigualdade, obtemos:

(@) + 2o = PO Ly Do) =

mn 2 2
— JHOL Yk [ 0t) =

— — [l < 5 (= lal)) 5 (el
— [ |uw| < = —||u —| —lv =
mn —2\m 2\n

1 1

2 2

sao integraveis e uv é mensuravel logo uv é integravel e portanto |uv| é

a(t)b(t) <

N | —

pois |ul? e |v|?

integravel. Concluimos a partir da iltima desigualdade que

&/wm$nmmw.

Proposigao 3.4.3. Seja L?*(a,b) a classe de funcgoes reais mensurdveis com o quadrado

integrdvel. Entao, a aplica¢io definida em (3.8) é uma norma em L*(a,b).

Demonstracao: Com efeito, devemos verificar os itens da Definicao 3.4.2.. Entao para

todo A € R e u,v € L*(a,b) tem-se

1/2 1/2
(i) ||ull2 = (f |u|2> >0, e |ulls = <f |u|2) =0se [|u|* =0 ou seja, u = 0 quase
sempre em (a,b). Confef/ig o Teorema de BeIi%O Levi em [2].
(i1) [Aull2 = | [ | ul? — (!)\|2f\u|2> = |\|]|Jul|. Como querfamos provar.
(iii) Com efeito, deve-se lembrar que verifica-se a desigualdade triangular |u+v| < |u|+|v].

1 1
Suponha p = 2 tal que 5—1—— = 1, ouseja, ¢ = 2. Escrevamos p = ¢(p—1) e ¢ = p(¢—1)(a).
q

Aplicando a desigualdade triangular, obtemos
lu+ v = |u+vl|lu+v| < |ul|lu+v|+ |v]|u+ o] (3.10)

Como L? é um espago vetorial entdo u + v € L? e [|u+ v|*> < co. Isto implica que
[ lu+v| € L'(a,b) sabendo que |u + v| € L'. Aplicando a integral e a desigualdade de

Holder, obtemos:

@ ul(u+ o) < Jullle -+ vl = el S+ of?)

1/2
;
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) S ol (o) < foll (S e+ o) "

Integrando a desigualdade dada em (3.10) e substituindo (i)’ e (ii)”, obtemos:

/|u+v|2s/|u||u+v|+/|u||u+v|

/ [+ o < Jullllu+ ol + [ollllw+ vl = (lull + Jol)]lw+ vl

1/2
dividindo esta tltima desigualdade por ( [ lu+ U|2) , concluimos que:
|u+ v < [Jul| + ||v|| Yu,v € L2

=
Em L?(a,b) o item (iii) da Proposi¢ao 3.4.3. é conhecido como Desigualdade de

Minkowski, logo a demonstracao deste item é a prova para da proposicao seguinte.

Proposigao 3.4.4. (Desigualdade de Minkowski). Se u,v € L*(a,b) entdo
[u+oll2 < flullz + [v]]2- (3.11)

Definicao 3.4.3. Seja V = L? o espaco vetorial das classes de funcoes reais mensurdveis
que possuem quadrado integrdvel. Define-se um produto interno sobre L?(a,b) como

uma aplicagdo (-,-) que associa u,v € L? ao mimero real

(u,v) = /uv. (3.12)
O nimero (u,v) € dito produto interno de u por v e satisfaz as sequintes condigdes:
(1) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w), Yu,v,w € L?;
(ii) (Au,v) = Mu,v), Yu,v € L? e A € R;
(iii) (u,v) = (v,u), Yu,v € L?;
() (u,u) >0. u=0<= (u,u) =0.

Note que o produto interno dado em (3.12) é proveniente da férmula dada no

1/2

Capitulo 2: |lu|| = (u,u)"?. Vamos mostrar que o espago L*(a,b) é um espaco de Hilbert.

Para isso, devemos provar que toda sucessao de Cauchy é convergente neste espaco.

Teorema 3.4.1. (Riesz-Fischer). Se (ug) € uma sucessao de Cauchy em L* entao (uy)

é convergente em L*.
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Demonstragao: Com efeito, seja (u;) de Cauchy em L?. Existe um indice k; tal que
|lur — us]| < 3 para todo k,s > ki. Pela mesma razao, existe outro indice ks, de modo
que ki < ko, tal que |Jup — ugl| < % para todo k,s > ks e assim por diante, obtemos uma
sucessao de indices (k,) tais que k,41 > k, e ||up — us|| < 57 para cadan = 0,1,... e todo
ks> k,.

Deste modo, temos uma subsucessao (uy, ) de (uy) tal que para cadan =0, 1,2, ...,

tem-se:

(3.13)

||ukn+1 — Uk, || < 2_n
Se £ C R é um intervalo onde (u;) C F, seja I C E um intervalo com amplitude finita.

Entao por Holder,

1/2
[ = ] = [ = w0 < (amp(n) sy =)
I I

De (3.13), tem-se

/2 1
/|u;m+1 —uy, | < (amp([)> o (3.14)
I

Do Teorema de Beppo Levi (Conferir [3]) e (3.14) conclui-se que Z \ug, . — Uk, € con-
n=0
vergente quase sempre em I. Como o intervalo F é uma uniao enumeravel de intervalos

com amplitudes finitas, entdo (uy, ) converge quase sempre em E. Portanto, para cada k,
a sucessao (u,), onde w, = |u, — uy, | converge quase sempre em E para |uy — ug, |>. Se

r € N, quando k£ > k, e n > r obtemos, pela prépria construcao de k,, que

/wn:/|uk—uk 1?2 = |lup — ug, || < <i>2:i
n nll — 27‘ 227‘

Utilizando o Lema de Fatou (Conferir [2]) & sucessao (w,) tem-se |uj, — u|?, integrando

obtemos

Portanto (u — u) € L? e consequentemente u = up — (ux — u) € L?. Quando k — oo
em (3.15) temos lim ||luy — ulls = 0.
k—ro00
]

Pelo Teorema de Riesz-Fischer, o espaco L?(a, b) é completo e portanto é um espago
de Hilbert.



Capitulo 4
Aplicacoes

O presente capitulo tem como objetivo apresentar uma solucao dita fraca para
uma equacao diferencial parcial. Escolhemos o problema que modelamos das pequenas
vibracoes de uma corda elastica. Iremos deduzir o modelo através do Principio de Hamil-
ton o qual nos permite caracterizar os deslocamentos de uma corda elastica por meio de
uma identidade integral. Antes de obter nosso objetivo, vamos apresentar alguns resulta-
dos que nos servirao como suporte tedrico, sao eles, distribuicao de Schwartz e Espacos
de Sobolev.

4.1 Vibracoes Transversais de uma Corda Elastica

Suponha uma corda elastica, estendida ao londo do eixo Ox de um sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais xQy, perfeitamente flexivel. Esta corda possui com-
primento L com extremos fixos em x = 0 e x = L, contudo com uma tensao 7 constante
ao longo da corda. Denomina-se esta situacao por configuracao de equilibrio ou repousa
da corda.

Suponha entao que a configuracao de equilibrio esta alterada permitindo-a vibrar
livremente no plano xOy, em que cada particula da corda mova-se sobre uma reta per-
pendicular ao eixo Ox. Considera-se a amplitude das vibragoes pequenas de modo que
sua inclinacao, relativa ao eixo Oz, seja pequena comparada a configuracao de repouso.

Representaremos por u(z,t) o deslocamento transversal, no instante t, de um ponto
da corda cuja abscissa é x no intervalo [0, L] e, para cada t, u(x, t) descreve as deformagoes
da corda no plano xOy. Variando x em [0, L] e t em [0,7T], u = u(x,t) representa uma
familia de curvas planas passando por x = 0 e x = L, e que suporemos serem regulares.
Também, iremos representar por g—z(x, t) a inclina¢ao da corda no instante ¢, no ponto de

ou

abcissa x e F(7,t) a velocidade com que o ponto de abcissa x se desloca verticalmente.

Com a hipétese de extremos fixos temos u(0,t) = u(L,t) = 0, para todo t.

68
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Quando supomos uma corda flexivel a tnica forca atuante na corda é a tensao 7
e entdo a energia potencial da corda na configuracao u(z,t), no instante t, é o trabalho
realizado pela tensao durante a deformacao a partir da configuragao de repouso até a
posigao u(zx,t). Portanto, quando o segmento dz deforma-se no arco ds, no instante ¢, a

energia potencial de ds é dada por:
dV(t) = 7(ds — dz).

Pelo desenvolvimento do Binomio de Newton, consideramos a seguinte aproximagao:

3 291/2 (o 2
u u
Logo,
Ou\ 2 1 /0u\?2 1 /0u\2
av(t)=r <1+<%> >d:v—dx] = 1+§<?> lsmT—de: 1+§<%> —1]d$7

1 2
Donde, pela ultima igualdade, —T(?—“) . Por fim obtemos a energia potencial da corda
2 T

V(t) = % /OL T(%)le‘.

Iremos supor agora que a densidade da corda é dada por p(z) continua, estritamente

integrando, ou seja,

positiva, 0 < z < L, logo a massa do segmento dz serd p(z)dz e portanto, sua energia
cinética é dada por:
dU(t) = L p(x)d (8“)2
= —p(x)de|—) .
2" ot

Integrando obtemos a energia cinética da configuragao u(z,t) no instante ¢, por:

U(t) = %/OL mw(%)zdm

Consideramos agora t; < ty e definimos a integral

/ ’ [U(t) — V(¢)]dt (4.1)

t1

como a acao do sistema constituido pela corda entre os instantes t; e t. Esta integral
é um funcional sobre a classe de funcdes reais u(z,t), definidos no dominio Q = [o, L] x
[0,T], T > 0, continuamente derivdveis em @ =]0, L[x]0,T[ nulos em z =0 e x = L, com
o quadrado das derivadas integraveis em (). Esta familia de fun¢oes denomina-se classe
das configuragoes admissiveis em ().

O principio de Hamilton ou principio da acao estacionaria, afirmar que: entre as

configuracoes admissiveis, as que representam vibragoes transversais da corda elastica
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sdo as que tornam (4.1) estaciondria. Partindo deste propdsito, vamos deduzir um mo-
delo matematico, por meio do principio de Hamilton (1834), que representa as pequenas
vibragoes em uma corda elastica com extremos fixos.

Considere t; = 0 e ty =T e escrevamos (4.1) da forma:

1 (T L
J(u):§/0 /0 <pu?—7ui>dwdt

_ ou _ o
onde u; = Gt e u, = 5.

Assim, segundo o principio de Hamilton, as configuracoes que representam vi-
bragoes da corda elastica presa, nos extremos, sao representadas pelas fungoes admissiveis
que anulam a derivada de J(u). Seja A > 0 e v admissiveis, entao pela derivada de Gdeaux,

temos:

T L A2 [T L
J(u+ ) — J(u) = )\/ / <putvt - Tumvz)dxdt + = / / (pvf — Tvi)dxdt
o Jo 2 Jo Jo

dividindo-se 0os membros desta igualdade por A e passando o limite A — 0, obtemos a
expressao de derivada de J em w na diregao v. Logo, as u que representam vibracoes da

corda devem anular esta derivada, para todo v admissivel, isto é,

T L
/ / <putvt — Tuxvm)dxdt =0, (4.2)
0o Jo

para todo v admissivel em (). Concluimos dizendo que as fungoes u((x,t)) admissiveis em
@, representando vibragoes transversais de uma corda eldstica flexivel, presa nos extremos,

sao as solugoes de (4.2). Desse modo, modelamos nosso fenémeno fisico da forma

Tt /ouo  Oudu
/0 /O <E§ - %E)dm ~0 (4.3)
para todo v admissivel. wu(z,0) = ug(x);u(z,0) = ui(z) em |0, L[ e ainda u(0,t) =
u(L,t) =0em ]0,T]. O qual estamos supondo p = 7 = 1. Tem-se que ug é a configuragao
inicial da corda e u; sua velocidade no instante no instante observado.

O objetivo do presente trabalho é estudar e apresentar uma solucao fraca apro-
ximada para a equagao diferencial parcial proposto em (4.3). Entretanto, é necessario
apresentar uma analise matematica da no¢ao de uma derivada mais geral introduzida por
S. Sobolev (1936) e L. Schwartz (1945).

O fenomeno fisico aqui proposto também possuem outras modelagens, a modela-
gem cldssica (por sua vez, a solucao classica) ¢ deduzida pelo modelo de d’Alembert (1717
- 1783), o qual é suposto uma classe admissivel mais regular, ou seja, duas vezes conti-
nuamente derivaveis em (), com derivadas primeiras de quadrado integravel em @), nulas

em r =0 e x =L e uma igualdade pontual em (). E conhecida sua solu¢ao, chamada de
férmula de d’Alembert desde 1743. Ver [2].
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4.2 Nocao de Distribuicoes e Espacos de Sobolev

Nesta secao estudaremos o conceitos de Distribuicao e conheceremos o espago em
que as solucoes fracas das equagoes parciais habitam: os espacos de Sobolev. A nocao de
distribuicao é uma generalizacao do que conhecemos por funcao. Vamos familiarizarmos

com a nomeclatura.
Definicao 4.2.1. Define-se suporte de uma fungcao wu por:
supp(u) = fecho em ]a,b| de {x €la,b[;u(zx) # 0}.

Definicao 4.2.2. Seja V' o espaco vetorial das funcgoes reais com derivadas continuas
em todas as ordens definidas em ]a,b[ com suporte compacto em ]a,b[. Denotaremos este

espago por C°(a,b).
Exemplo 4.2.1. Considere a fun¢ao definida em C*(a,b), por:

e 1/ sex > 0;
0(x) =
0, sex < 0.
donde 6 € C=Y mas ndo pertence a C$°(a,b) pois ndo possui suporte compacto em |a, b|
visto que supp(0) = [0, 4+00). Agora considere as fungoes @1 e po definidos abaizo o qual

sao translacao da funcao 6.

etz sex > —1;
pi(z) =
0, sex < —1.
e
e~ 1/1-w sex < 1;
p2(x) =
0, sex > 1.

1/2
Definidas as fungoes p1 e o acima, definiremos a fung¢ao p tal que p(x) = (901<p2> )
Dat,

-2 \1/2
(elfﬁ) , se x| < 1;

pla) =
0, se |x| > 1.

E, portanto, supp(p) = [—1,1] que é compacto em |a,b|. Logo, p € C3°(a,b) o que prova
que C§°(a,b) # 0.

Proposicao 4.2.1. Sejam dois subconjuntos de (a,b), denotamos por K e F, sendo o
primeiro compacto e o sequndo fechado, disjuntos, respectivamente. Entdo existe u €

Ci(a,b) satisfazendo a condi¢ao

u=1lem K, u=0emFeOl<u<l.
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Demonstracao: Ver [2].
[
O espago apresentado é de grande interesse para o estudo das derivadas fracas.

Para isso, vamos definir uma nogao de convergéncia neste espago proposta por Schwartz.

Definicao 4.2.3. Dizemos que uma sucessao (u,)nen converge para u € C§°(a,b), quando

forem satisfeitas as sequintes condigoes:
(i) todas as u, possuem suportes contidos em um compacto fizo K de |a,b[;

(71) a sucessao (uy,)nen converge para u uniformemente em K, juntamente com suas
derivadas de todas as ordens.

O espago C§° com esta nogao de convergéncia serd denotado por D(a,b).

Denomina-se distribuigao sobre |a,b[, a toda forma T : D(a,b) — R, satisfa-

zendo:
(i) T(ou+ pv) = aT(u) + BT (v), para todo o, f € R e u,v € D(a,b);

(ii) T é continua, isto é, se (u,),en converge para u em D(a,b) entao (T(un)>n€N
converge para T'(u) em R.
Vamos denotar o valor da distribuicao em u por <T , u>
Considere o espago vetorial de todas as distribuigoes sobre (a,b). Dizemos que a
sucessao T,, — T, quando a sucessao ((Ty,, u))nen — (T, u) em R, para todo u € D(a,b).

Denotamos este espago por D'(a,b) com esta no¢ao de convergéncia.

Exemplo 4.2.2. Seja L}, (a,b) o espaco vetorial das classes de funcoes u : (a,b) — R
tal que a restrigio de u a qualquer compacto K de (a,b) € integrdvel a Lebesque em K.

Considere u € L, .(a,b) e T em D(a,b) por:

loc

<ﬂ¢%i/u@M@MLV¢€DMﬁ) (4.4)

Vamos mostrar que T € uma distribuicao.

Solugao: Para mostrar que (4.4) é linear, basta desenvolver o valor (T, cu+fv), Vo, 5 € R
e u,v € D(a,b). Note que a integral definida em (4.4) existe pois ¢ € D(a,b) possui

suporte compacto K contido em (a, b). Devemos provar entao que 7' é continua. Temos,

((T, <pn>)n€N ) = / x)dr — /b u(z)p(x)dr =

:/a w(@)[pn(z) — da:</ (@) ||pn(2) — p(2)|dz <
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< max\go(x)]/ |u(z)|dx — 0.
zeK K

Ou seja, quando (¢, )nen converge para zero em D(a,b), todas as ¢, possuem suportes
em um compacto K e convergem para zero em K. Logo,((T, v,))nen converge para zero

provando que 7' é uma distribuicao.

Exemplo 4.2.3. Seja o funcional 6y definido em D(a,b) por

<607 (70> = 90(0)7

¢ uma distribuicao sobre (a,b), denominada de medida de Dirac concentrada no ponto

ZEero.

1
loc

Proposicao 4.2.2 (Lema de Du Bois Raymond). Seja u € L, .(a,b) tal que

b
/ u(z)p(z)de =0, para toda ¢ € D(a,b).
Entao uw =0 quase sempre em (a,b).

Demonstragao: Com efeito, seja u € Ly .1(a,b), entdo para cada ¢ > 0 existe v €

Ci°(a,b) tal que
b
/ lu —v|dx < ¢,

(a,b). Desta ultima desigualdade obtemos,
b
/ (u —v)pdz

Considere dois subconjuntos compactos e disjuntos de |a, b[, digamos

pois C5°(a, b) é denso em L]

loc
b
/ vpdx
a

para todo ¢ € D(a,b).

< < emax |p|, (4.5)

/ab(ugo —vp)dx

Ky ={x €la,b[;v(x) > e} e Ky={z€la,bf;v(zr) <e}
Pela Proposicao 4.2.1, existem 1, ¢ € C3°(a,b) tal que

pr=1 em K, 1 =0 em K, , 0<¢p <1

po=1 em Kj, po=0 em K, , 0<p <1

Agora, seja 1) = p; — @9, entao

Yv=1 em Kj, Yv=-1 em K, , —1<y <1
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Logo,
b
/ vipdr = / vipdx +/ vipde, K =K, UK. (4.6)
a la,b[\K K

De (4.6) e aplicando (4.5), obtemos

\ [ v

como 1 = @1 — g € |v| < € em Ja, b[\K,

/ lv|de = / vipdr < e+ (b—a)e.
K K

<e+(b—a)

Por fim, tem-se

b b
/ |u|dx§/ |u—v|dx+/ |v|dx+/ lv|dz < 2e +2(b— a)e.
a a K la,b\K

Fazendo ¢ tender a zero, conclui-se que u = 0 quase sempre em |a, b|.

E importante observar que a distribuicdo dada em (4.4) é determinada univoca-

1

loe(@, b), entdo aplicando a distribui¢ao tem-se

mente por u. De fato, suponha u,v € L

T = [ u@e@de e (T4)= [ oaplais

Dali,
b b b
[ u@ewis = [ o@iete) = [ ful) - vla)lpta)de = 0.
Do Lema de Du Bois Raymond concluimos que u = v quase sempre em (a,b). Por esta

particularidade que as distribuicoes possuem, dizemos que u identifica-se a distribuicdo

por ela definida, dizendo a distribuicao u de L} (a,b).

loc

Exemplo 4.2.4. O funcional oy definido no Exemplo 4.2.3., nao é uma fun¢ao localmente

integravel em (a,b) e ainda é uma distribuicao. Ver [2].

Exemplo 4.2.5. Seja u continuamente derivivel em R no sentido Newton-Leibniz. Entado,

para toda ¢ € D(a,b), integrando por parte, temos

b b
/ up'dr = —/ u'pdx. (4.7)

1
loc

b b
/ucp’dw:—/ hpdx (4.8)

~ . . du __
para toda ¢ € D(a,b). A fungio h denomina-se derivada fraca de u e denota-se T+ = h.

Sequndo Sobolev, w € L} possui derivada fraca, quando existe um h € L} tal que:

loc
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A nocao de derivada fraca permite obter solucdes fracas das equacdes diferenciais
parciais. Note que se T € D'(a,b) define-se % € D'(a,b) por

<%’¢> _ <T, fl_i>’ Yo € D(a,b).

Esta derivada é denominada derivada no sentido das distribuicoes. SeT € L} (a,b)

entdo sua derivada fraca quando existe € igual a derivada de T no sentido das distribuicoes.

Definigao 4.2.4 (Espagos de Sobolev). Definimos como espac¢o de Sobolev de ordem

m sobre (a,b), como o espago vetorial das u € L*(a,b) tais que as derivadas no sentido

d"u
dx? ’

das distribuicoes v =1,2,....m pertencam a L*(a,b). Este espago é denotado por

H™(a,b).

O espago de Sobolev H™(a, b) ¢ munido do seguinte produto interno e norma:
b moap
d’u d’v
V) = d
((u,v)) /a uw :B—I—vzl/a T v

b mo 2
d"u
2o [de+ Y d
[|u| /a u x+U:1/a (dx”) x

Para o espaco L? iremos utilizar as seguintes notacoes:

b
u,v) = uvdx
) /a (4.10)

b
|u|2:/ u?dz.
a

Proposicao 4.2.3. O espago vetorial H™(a,b), com o produto interno apresentado, é um

(4.9)

espaco de Hilbert.

Demonstracao: E suficiente mostrar que toda sucessao de Cauchy em H™(a,b) converge.

Com efeito, considera-se a sucessao (u,)neny de Cauchy em H™(a,b). Entao, (%)ve\!
é de Cauchy em L*(a,b). Sendo L? completo, Teorema de Riesz-Fishcer, tem-se que a
sucessao u, € L? é convergente em L2

Quando v = 0, tem-se:

lim u, =uy em L*(a,b)
n—oo

e portanto, em D’'(a,b). Dai,
d’ dv
lim — =290 oy D'(a,b).

n—oo dax¥  dav

Sendo v = 1,2, ..., m, tem-se:

=u, em L2
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dvUO . dUUQ
TR ou seja, drb

Portant D'(a,b). E, u, =
ortanto em D'(a,b). E, u o

€ > parav=1,...,meuy € H™(a,b).

Além disso,

lim w, =uy € H™(a,b)

n—o0

0 que prova sua completeza.

Definicao 4.2.5. Sejam V, H espagos de Hilbert de modo que V € H. Diz-se que V estd

continuamente imerso em H quando
lvlg < Cllvllv, YveV, ¢>0.
Proposicao 4.2.4. Tem-se que H'(a,b) estd continuamente imerso em C°([a,b]).

Demonstragao: Ver [2].
]
Diz-se, com certo abuso de linguagem, que fungoes de H'(a,b) sao continuas em
[a,b], por consequéncia da Proposi¢io 4.2.4. Denotaremos por Hj(a,b) o espago das
fungoes u € H' tais que u(a) = u(b) = 0. Sendo assim, H}(a,b) é um subespago de

H'(a,b). Mostra-se que u € Hy(a,b) vale a desigualdade

/bUde < C’/b (2—2)2@5

o qual é conhecida como desiqualdade de Poincaré-Friedrichs. E devido a esta desigual-

dade que

b b rdu2 b rdu?
i = [“utsras + [ (G5) as < o [ (5) as vae e

Em outras palavras, para todo u € H}(a,b), existe uma constante C' > 0 tal que

) .\ 2 b s 1/2
</ <%) ds> < ] SC(/a (Z—S) ds) | (4.11)

b

dun2  71/2 ,

Isto é, ||ul| e [/ <d—> ds] sdo normas equivalentes em H{(a,b). E por este motivo
. \ds

que denotaremos em H_(a,b) o produto escalar por

b du dv
(o) = [ Goeds

Jul = ( A (%)st> "

e com norma induzida,
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4.3 Retornando a Equacao de Vibracoes de uma Corda

Elastica

Nesta se¢ao, vamos retomar ao estudo da equacao de vibragoes de uma corda
elastica e apresentar sua solugao fraca por meio do método de separacao de varidveis.

Antes, porém, vamos apresentar alguns resultados sobre a sucessao

( 2 ) 1/2 UTTX
7 sen 7 ,
veN

para deixar a exposicao de conceitos mais clara visto que esta sucessao participa de modo
direto na solucao apresentada.

Devemos lembrar do estudo introdutoério feito no Capitulo 2 deste trabalho sobre
os Espagos de Hilbert que uma condicao necessaria e suficiente para que uma sucessao

(wy)yen de vetores ortonormais de H seja completa é a validade da identidade de Parseval,

o
o3 = Z [ (v, w) 2], Vv € H.
v=1

Neste sentido, apresentamos a proposicao seguinte.

Proposicao 4.3.1 (Identidade de Parseval-Vitali). Uma condi¢ao necessdria e sufi-
ciente para que uma sucessao (Wy,)ven, ortonormal em L?(a,b), seja completa é que seja

valida a identidade .

x—azZ(/jwv(s)ds)Q, (4.12)

v=1

para cada x €)a, b].

Demonstragao: Condi¢io necessdria: Seja x €la,b] e Xj,,[ a funcdo caracteristica de
[a,z[. Suponha (w,),eny uma sucessao ortonormal e completo em L?(a,b). Aplica-se a
identidade de Perseval a funcao carateristica, entao

) ; (/ wy(5) A0, 8[(s)ds>

‘X[a,x[

o que implica
2

x—azi(/jwv(s)d8> |

v=1
Condigao suficiente: Considere (4.12) acima. Entao, por contradigao, suponha a sucessao
(wy)ven Na0 seja completa. Neste caso, existe uma funcao w € L2, diferente da fungao

nula, tal que seja perpendicular a w, em L?, paran € N. Fazendo-se ﬁ, resulta a sucessao
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W1, Wy, ..., Wy, ... ortonormal em L? por definicao. Utilizando a Desigualdade de Bessel,

obtemos:

ou seja,

> ( A wv<s>ds>

v=1

Utilizando (4.12) nesta ultima desigualdade, tem-se:

> (/jwv<s>ds>2+ (/:w(s)ds>2 cr-a=y (/ijs)ds)

v=1 v=1

> ( / mwv<s>ds)2 n ( / mw(s)ds>2 < fj ( I wv(S)d8>2

v=1

2

2

</xw(5)ds> <0, Vz € (a,b).

Portanto, w(s) = 0 quase sempre em (a,b) o que é uma contradigao. Portanto, (w,)yen €

completa. -

Exemplo 4.3.1. Demonstremos que a sucessio (wy)yen definida em por

2\1/2
wy(s) = (Z) sen? (4.13)

com x €0, L[ é completa. E suficiente verificar (4.12) para todo x € (0, L), isto €,

([ @t

2
2 * mrsd <L>22 (1 . Smrx)2 2L (1 o v7r:r>2
— —_— =(—) =(1— —) =—(1l—-cos—) =
L\ ) " )L ST 2 L

2L VL 1 1 2umx
:—[1—2COS—+<—+—COS )}:

2 L 2 2 L
:%<§i_2cos%+1200821’%)
72 \2 9?2 v2 4 2 ’
Note que
. 2cosv\ N2 w2
Yo =5 T, 0<a<o

v=1
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=1 s

— =
—v 6

Fazendo-se \ = ”L—’““ eN= 2’”” , temos

2L<3 1 _QCOSU)\+12COS"U>\>
2V2 v2 4 2 )

Realizando as contas, tem-se

> 2cosvA  12cosv) 3L A2 2 1712 2
;;[(%T'v2+2 R e ) B
L 3L \2 2 3L 1 \2 2 L 3L) 3L\
=5 =5 g ey =y St L=

Portanto, o resultado € verificado. Além disso, pela Proposicao 4.53.2. e o Exemplo 4.5.1.,

a sucessdo (Wwy)pen € uma base de Hilbert de L*(a,b).

Quando modelamos o problema e o apresentamos por meio do Principio de Hamil-
ton no inicio do capitulo, verificou-se que as vibragoes u foram caracterizadas por fungoes

reais definidas em @ = {(z,%);0 <2 < L,0 <t < T} que satisfazem:

T /L
Oudv  Oudv
—— — —— |dxdt = 0. 4.14
/0 /0 <8t8t aw;) (4.14)
para todo v admissivel em ). Agora, definindo uma fungao 6(t)v(x), sendo 6 € D(0,7T)

e
v € H0, L), tem-se que 0(t)v(z) é admissivel em Q. Sendo assim, substituindo (¢)v(z)

em (4.14) e integrando por partes, obtemos

/0 {%(u’(t), o) + ((u(t),v)) bo()dudt = 0, (4.15)

observa-se que (u/(t),v) é o produto escalar em L? e ((u(t),v)) é o produto escalar em
H}(0,L). Portanto, estendemos como solugao uma fungao que satisfaz a identidade (4.15)
para toda v € H}(0, L) e todo 6 € D(0,T). Além disso, a identidade (4.15) em D’'(0,T)
é equivalente a

SO0, 0)+ (ul) ) =0, Vo€ H(0,L).

Sendo assim, por todas as informacoes supracitadas, vamos buscar uma solucao para o

problema abaixo:

%(m,t)—(:?%(x,t)zo, O<z<L,t>0.
w(0,t) =0, u(L,t)=0, t>0. (4.16)

L
u(z,0) = u’(z), (z,0) = u'(z), 0<z<L.
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Para facilitar a notacgao, utilizaremos ¢ = 1. A estratégia utilizada para a solucao

de (4.16) é o método de separacao de varidveis. Suponha que u pode ser escrito como
u(z,t) = X(x)T'(t) #0

em que X depende apenas de z e T apenas de t. Substituindo esta fungao em (4.16),
obtemos

X (z)T"(t) — X"(z)T(t) = 0.
em que X'(x) e T'(t) representam suas respectivas derivadas. Assim,

X”(l’) B T”(t) -
X)) 1w o A0

e X(0) =0 = X(L). O valor de A acima é chamado de constante de separa¢ao. Com a

hipétese dos extremos fixos, podemos escrever (4.16) da forma:

X"(z)+ XX (z) =0, 0<z<lL;

(4.17)
X(0)=0, X(L)=0.
e
{1ty + a1y =0, t>0; (4.18)
Como A > 0, a solugdo X (x) de (4.17) tem a seguinte forma:
X (z) = ¢; cos V Az + casen VAz
com ¢ e ¢y constantes. Utilizando as respectivas condicoes de fronteira, obtemos
X(0) = ¢1c0s VA0 + ¢z 8en VAO = 0
de modo que ¢; =0 e X (L) =sen VAL = 0, o que nos leva a denotar:
VAL = n, n=1,2,..
\/_:%, n=12,..
Portanto, as solugoes de (4.17) para X (z) s@o da forma:
X, (x) = sen nrr (4.19)
L
em que n = 1,2, .... As solugoes para (4.18) de T'(t) sao da forma:
t t
T, (t) = ki, cos % + ko, sen %, n=12,.. (4.20)

onde k; e ko s@o constantes. A partir de (4.19) e (4.20) podemos escrever u,(z,t) da

forma

nmt nmt nmwx
up(z,t) = | k1, cos T + ko, sen A sen <
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Logo, uma possivel solu¢ao u(z,t) de (4.17) tem a forma:

—i k cosn—m—i—k; senn—m sen@
— 1n L 2n L L

Agora, analisando as condigoes iniciais, temos

u(z,0) Z(k1n> sen@:uo(m), O<z<lL

t t
(x,t) = Z ( km senn%—i-kgnn; cos n%) sen?

ou seja,
ou = nmw nwx 1
E(LO): E kop—sen — =u'(z), 0<z <L

L L
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(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

1/2
Sabemos que a sucesao <<2> sen m) = (w,) é uma base de Hilbert em L*(0,L).

Considerando-se u’, u* € L*(0, L), podemos escrever u°

a série de Fourier, logo:

0

U = (uoa wn)L2(O,L)wn

WE

n=1

3

8
I

(ula U)n>L2 (0,L)Wn-

n=

1
Comparando-se (4.21), (4.22), (4.24) e (4.25) obtemos,

o

nmwx
E u’ , Wy )W, E klnsen—
n=1

e
oo o0
Z( 1 ) ]{; nm nmTx
U, Wy )Wy = E on—— Sen ——
’ L L
n=1 n=1
ou seja,

Substituindo estas duas ultimas igualdades em (4.21), encontra-se

L nt

i [ U, Wy ) £2(a,p) COS nmt + —(ut, W) £2(a,p) SEN —— | Wy ()
L nm L

n=1

como possivel solugao do problema proposto em (4.16).

Solucao classica para (4.16): Mostra-se em [7], que se

u’ € C*([0,L]) com u(0)=u(L)=0 e o' eC]0,L])

e u' da forma abaixo considerando

(4.25)

(4.26)
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entao u(x,t) dado por (4.26) é uma solucao cléssica de (4.16), isto é, u(z,t) satisfaz (4.16)
para cada (z,t) € (0,L) x (0, 00).

Solugao fraca de (4.16): Mostra-se em [2] que se
u’ € Hy(0,L) e u'e L*0,L)

entao u(z,t) dado por (4.26) é solucao fraca de (4.16), isto é, uma solugao de (4.16) no

sentido de Hamilton.
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