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Resumo

No presente trabalho estudamos conceitos relativos ao Célculo Diferencial,
especificamente, traremos uma breve explanacao sobre a construcao histérica da
descoberta do célculo diferencial, com enfoque nos embates de Isaac Newton e Gottfried
Leibniz, momento este que ficou conhecido como a Guerra do Célculo. Exploraremos
ainda o conceito da derivada, suas regras de derivagao e ideias principais. Realizamos
também um estudo sobre Teoremas famosos a respeito da Derivada, suas consequéncias

e aplicacao em diversas areas.

Palavras-chave: Calculo, Derivada, regras, aplicagoes.



Abstract

In the present work we study concepts related to Differential Calculus, specifically,
we will give a brief explanation about the historical construction of the differential
calculus, focusing on the attacks of Isaac Newton and Gottfried Leibniz, which was
known as the War of Calculus. We will also explore the concept of the derivative, its
rules of derivation, and main ideas. We also carried out a study on famous Theorems

about the Derivative, its consequences and application in several areas.

Keywords: Calculus, Derivatives, rules, applications.
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Introducao

O Célculo Diferencial e Integral foi construido a partir da necessidade que alguns
matematicos da antiguidade encontravam para resolver certos tipos de problemas, como
por exemplo, tragar retas tangentes em determinados pontos de uma curva, calcular
areas de figuras planas ou volumes de solidos. O primeiro registro de um problema onde
é capaz de se enxergar o uso de ideias primitivas do Calculo foi datado aproximadamente
no ano de 1850 a.C., e se trata do Papiro de Golonishev, onde apresenta o calculo do
volume de um tronco de piramide quadrada, sendo este o primeiro calculo de um volume

de um soélido ja registrado.

Para se chegar a totalidade desse conceito foi necessario um longo periodo de
desenvolvimento, levaram-se séculos para que os termos que conhecemos hoje fossem
formulados. Naturalmente varios matemaéticos voltaram suas forcas e deram suas
contribuigoes para este desenvolvimento, mas credita-se a Sir Isaac Newton e Gottfried
Wilhelm Leibniz a estruturacao necessaria para a criacao do Célculo Diferencial e

Integral.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte maneira: no Capitulo 1, sera
abordado todo o desenrolar da parte histérica por tras do Calculo. No Capitulo 2,
desenvolveremos a base tedrica sobre o estudo da Derivada. No Capitulo 3, estudaremos

algums teoremas e suas consequeéncias.

Apo6s a abordagem histérica, apresentaremos a definicico da Derivada, um
dos conceitos mais importantes desse trabalho. FEm seguida, mostraremos suas
particularidades, propriedades e algumas aplicacoes. Através dessas aplicagoes,
veremos o quao ¢ vasto o campo de trabalho desse conceito. Por fim, faremos a
exibicao de alguns teoremas importantes relacionados ao Calculo Diferencial, como

por exemplo, o Teorema de Rolle, atribuido ao matematico francés Michel Rolle (1652



2 Sumaério

- 1719), o Teorema do Valor Médio, atribuido a Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813),
o Teorema do Valor Médio de Cauchy, que é a versao generalizada do Teorema criado
por Lagrange, que resultara na Regra de L’Hopital que recebe esse nome gracas ao seu
criador Guillaume Frangois Antoine, Marqués de L’Hopital (1661 - 1704) e o Teorema
de Taylor que recebe seu nome do matematico britanico Brook Taylor, quem o enunciou

em 1712.



Capitulo 1

Abordagem Histoérica

O conceito de limite é a base do chamado calculo infinitesimal, que ao surgir era
constituido de duas partes: o Célculo Diferencial e o Céalculo Integral. O calculo sempre
se mostrou como uma das técnicas mais poderosas da matematica, sendo estudado por
varios séculos pelos melhores cientistas até que acontecesse sua formalizacao.

A primeira datacao do calculo se da por volta de 1850 a.C. por meio do Papiro
Egipcio de Moscou ou Papiro Golonishev, em forma de tira, medindo 5,5 cm de
comprimento por 8 cm de largura, onde apresenta 25 problemas matemaéticos, entre
eles, em especial, o calculo do volume do tronco de uma piramide, o que se assemelha
a funcao basica do calculo integral de calcular volumes e areas.

Ja na idade média, mais especificamente no século XII, o mateméatico indiano
Bhaskaracharya, desenvolveu uma derivada prematura representando uma mudanca
infinitesimal, e também o que seria uma forma primitiva do “Teorema de Rolle”.

O alemao Johannes Kepler (1571- 1630) foi um dos primeiros mateméticos modernos
a desenvolver trabalhos sobre o calculo. Usando ideias de integracao em seus trabalhos
relacionados a Lei dos Movimentos Planetdrios. Pierre de Fermat (1601-1665),
matematico franceés, foi quem primeiro desenvolveu trabalhos usando claramente a
ideia de derivada. Com base nos trabalhos de Kepler, Fermat desenvolveu um método
que é conhecido como o Método de Fermat para determinar maximos e minimos, este
por sua vez é incompleto, pois nao considera quando a derivada é nula.

Até hoje é possivel encontrar controvérsias sobre seu descobrimento, a mais aceita
é a chamada “Guerra do Calculo”.

No inicio do século XVIII, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 1716) e Sir Isaac

3



4 Abordagem Histérica

Figura 1.1: Papiro Golonishev.

Newton (1642-1726) estavam a ponto de entrar em guerra. Por mais de dez anos,
até o final de suas vidas, estas duas brilhantes figuras estavam empenhadas no direito
de reivindicar a autoria do Célculo. Entre os anos de 1665 e 1666 Newton era um
estudante da Universidade de Cambridge e estava em sua época mais criativa, mas
teve que ficar recluso em sua cidade natal por conta da peste negra que se alastrava
por Londres. Entre tantas descobertas nesse tempo, Newton descobriu o calculo e
o chamou de “Método de fluxos e fluentes”. Mas manteve seu trabalho em segredo
durante a maior parte de sua vida, mostrando apenas para amigos mais préximos e
nunca publicou coisa alguma de seu trabalho. Posteriormente, usando diferenciacao,
Newton produziu métodos que resolviam problemas do calculo de area, tangentes,

comprimento de curvas e maximos e minimos de funcoes.

Dez anos depois, Leibniz firmou seus estudos no Célculo quando estudava na

Franca, e durante dez anos pode aperfeicoar seus trabalhos. Ao contrario de Newton,



Leibniz publicou suas descobertas, e criou um sistema totalmente original de simbolos
e representagoes graficas. Com isso, Leibniz reivindicou seus direitos intitulando-se
como o inventor do Calculo, o que fez com que ficasse reconhecido por muitos anos na
Europa, como o maior mateméatico vivo. Newton por sua vez, nao admitia que alguém
levasse os créditos por uma descoberta feita por ele anos antes. As duas primeiras
décadas do século XVIII presenciaram a deflagracao das guerras do Calculo.

Leibniz havia visto alguma coisa do trabalho inicial e inédito de Newton em uma
viagem a Londres em 1673, o que foi o suficiente para dar a entender a este que Leibniz
era um ladrao. Uma vez convencido disto, Newton passou decisivamente a ofensiva
e utilizou sua influéncia, ele sabia que havia sido o primeiro a inventar o Calculo — e
podia prova-lo. Newton nao agiu por malicia ou ciiime, mas pela firme convic¢ao de
que Leibniz era um ladrao. Também nao houve recuo da parte de Leibniz, ele reagiu
com a ajuda de partidarios que afirmavam que fora Newton quem se apropriara das
ideias de Leibniz. Além disto, Leibniz atuou sobre a comunidade de intelectuais da
Europa, e fez a disputa chegar aos mais altos niveis do governo, até mesmo ao rei da
Inglaterra.

Apés adoecer e ficar em sua cama por, aproximadamente, quatro meses, Gottfried
Leibniz faleceu em novembro de 1716 na Alemanha, sua terra natal. Mesmo com
sua morte, Isaac Newton continuou a publicar artigos em sua defesa, e conseguiu o
respeito e a certeza de todos de que havia descoberto o Célculo antes de Leibniz. Apds
sua morte, em 1727, toda a Inglaterra acreditava na veracidade de seus documentos e
atribufam a ele a descoberta. Atualmente é creditada aos dois a descoberta do calculo.
Isso tudo mostra o quao humano podem ser duas mentes brilhantes quando estda em

jogo a disputa de apropriacao intelectual.



Capitulo 2

Derivada

Inicialmente usaremos os conceitos de taxa de variacao e de reta tangente a uma
curva para definirmos a derivada de uma fung¢ao como um caso particular de limite.
Posteriormente, apresentaremos e demonstraremos algumas Regras de Derivacao que

serao de suma importancia em nossas aplicagoes.

2.1 Taxa de variacao

A taxa de variacao média de y em relagao a x quando = varia de x; para x; é dada

pela razao

%: 2=y flxa) — f(z1)

Ar 19— 1 To — T

Como Ax = 1y — o1, temos 1y = 1 + Ax. Assim,

Ay flai+A) - f(@)

Ax Azx

Se a taxa de variacao média de y em relacao a x se aproxima de um valor limitado
quando Ax tende a zero, obtemos a taxa de variacao instantanea de y em relacao a x.
Se y = f(z), a taxa de variacdo instantanea de y em rela¢do a = no instante x = z;

¢ dada por
flzy + Az) — f(21)

Az—0 AL Az—0 Ax

Se esse limite existir, passaremos a chamé-lo de derivada da fungao f no ponto x;.

Agora, vamos calcular algumas taxas de variacdo nos exemplos seguintes

Exemplo 2.1 Uma particula se move de modo que no instante t a distancia percorrida

é dada por s(t) =3 — 2t + 1.



] Derivada

a) Qual a velocidade da particula no instante ¢t = 157

b) Em que instante a aceleragao ¢ igual a 6m/s*?

Solugao: a) Sendo s(t) =t — 2t + 1, a velocidade quando ¢t = 1s é dada por

S+ At) — f(1)

3 _ M3 o,
lim _ gy (A A 201+ A 1) - [1P—2-1 4 1]

A0 At At—0 At
. [AP+3AP+3AE+1—2—-2At+1] -0
= lim
At—0 At
o AP F3A + AL
= lim
At—0 At
= lim (A#* +3At +1)
At—0
= 1m/s.

2

S
b) Sabemos que a aceleragdo de uma particula é dada por A Portanto, sendo
2

A
s(t) =3 — 2t + 1, segue que a = A_tj =6t e, dai 6t = 6 ou t = 1s.
JAN
Exemplo 2.2 Um quadrado se expande de modo que seu lado varia a razao de bem/s.

Ache a taxa de variacao de sua drea no instante em que seu lado mede 15cm de

comprimento.

Solugao: Seja x o lado do quadrado. Logo, Az/At = 5cm/s e A = x2. Dali,
AA Ar  AA

Ao NIRAN, 5em - bem/s = 150em” /s

JAN

Exemplo 2.3 A equacao horéaria de um corpo em movimento é dada por s(t) = 3.
Calcule a velocidade do corpo num instante ¢ qualquer. Qual é a velocidade no instante

t = 4s7?

Solugao: Sendo s(t) = t3, vamos calcular a velocidade do corpo em um instante ¢

qualquer.
As = s(t+ At) —s(t)

= (t+ At -t

= 3t2At + 3tAL? + A3,
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No intervalo [¢,t + At], temos

As
— =3t + 3tAt + A#?
Ay OU AT
e, portanto,
Loo8as 2 2\ _ ay2
Alir_rgo N Al}tr_%(iﬂt + 3tAt + At?) = 3t°.

Quando t = 4s, a velocidade é v = 3 - 16 = 48 unidades de espago por segundo. A

2.1.1 Reta Tangente

Seja y = f(x) uma curva definida no intervalo (a, b), como na figura a seguir:

Figura 2.1: Reta Tangente.

Sejam P(x1,y1) e Q(z2,y2) dois pontos distintos da curva y = f(z). Agora, seja
s a reta secante que passa pelos pontos P e (). Levando em consideragao o triangulo

PMQ@), verificamos que a inclinacao « da reta s é

Y2 — W :%
r9—x1 Az’

ms = tana =

em que myg é o coeficiente angular da reta s.
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Supondo o ponto P fixo e o ponto () se deslocando sobre a curva em direcao a P.
Consequentemente, a reta secante s tende a coincidir com a reta t tangente a curva no

ponto P. A inclinagdo o da reta tangente a curva no ponto P é

lim f(za) — f(1)

T2—T] To — I

my =

quando o limite existir. Observe que m; ¢ o limite da Taxa de Variagao. Fazendo

Ty = 11 + Az, obtemos

i S0+ A — f)
Az—0 Azx

Assim, a derivada de uma funcao f no ponto z; é igual ao coeficiente angular da reta

tangente ao grafico de f no ponto de abcissa .

Equacao da reta tangente

Se a funcdo f é continua em z1,entao a reta tangente a curva y = f(x) em P(xy, f(21))

é:

i) A reta que passa por P tendo inclinagao

T A = f()
Az—0 Az

Se este limite existe, tem-se a equacao
y— f(@1) =m(z —z1)

ii) A reta x =z se
lim flxr + Azx) — f(x1) — o
Az—0 Ax

Exemplo 2.4 Mostre que a tangente & pardbola y = x? no ponto (zg, o), diferente

Loge . . Zo
do vértice, corta o eixo das abcissas no ponto x = 3

Solugao: Seja (xg, ) o ponto de tangéncia. Assim, a equagao da reta tangente nesse

ponto seria:
t(x) = f(wo) + f'(z0)(x — z0).

Como f'(xg) = 2xg e f(x0) = z2, segue que

t(z) = 22 + 220 - ( — 20)
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Quando uma fungao qualquer corta o eixo x seu valor é zero, ou seja, t(x) = 0. Assim,

T34 2x0-(r—x9) = 0
= 2xor = —xi+ 212
& 2o =
Lo
-~ T = —
2

A

Exemplo 2.5 Encontre a inclinacao da reta tangente a curva y = 22 — 2z +1 no ponto

(951, yl)-

Solugao: Se f(z) = 2* — 2z + 1, entao

flx1+Az) = (21 + Az)® = 2(z; + Az) + 1 &

=27 4+ 21,Az + (Az)? — 22, — 2A2 + 1.

Fazendo uso da definicao da inclinacao da reta tangente, vem:

f(z1 + Az) — f(z1)

m(zy) = lim

Ax—0 AJI
— im 22 4 20 Ax + (Ax)? — 211 — 280 + 1 — (22 — 221 + 1)
Az—0 Ax
. 2m Az + (Az)? — 2Ax
= lim
Axz—0 Aaj
Azx(2 Ax —2
_ g ACmtAr=2) o
Az—0 Az

Portanto, a inclinagao da reta tangente a curva y = 2 — 2z + 1 no ponto (x1,;) é
m(xy) = 2z — 2.

A

Exemplo 2.6 Encontre a equacao da reta tangente & curva y = 222 4 3 no ponto cuja

abscissa é 2.
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Solugao: O ponto da curva y = 2z% + 3, cuja abscissa é 2, é o ponto P(2, f(2)) =
(2,11).
Vamos encontrar a inclina¢do dessa curva no ponto P(2,11).  Para isso,

encontraremos primeiro a inclini¢do da curva num ponto (z1,y;). Temos,

f(z1 + Az) — f(z1)

m(z;) = lim

Az—0 Az
— lim 2(x1 + Ax)* +3— (227 + 3)
Az—0 Ax
.20 +4An Ar +2(Az)? + 3 — 222 — 3
= lim
Az—0 Ax
. Az - (4z + 2Ax)
= lim
Az—0 Ax
= Alglgrilo(4x1 + 2Ax)
= 4512'1

Como m(z1) = 4x1,Vz; € R entao m(2) = 4-2 = 8. Logo, a equacao da reta tangente

a curva y = 22° + 3 em P(2,11) é dada por

y—flxz) = mz—x)
& y—11 = 8(z—2)
& 8r—y—5 = 0

2.2 Derivada de uma funcao

Seja y = f(x) uma fungao real e seja o € Dy NR. Consideremos o quociente

f@) = flzo)

, T F# X
r — 29
Tal quociente é conhecido como coeficiente de Newton. Quando
f(@) — f(xo)

lim
T—T0 T — xo

existe, dizemos que f é derivdvel em zy e o denotamos por f’(xy). Assim, temos

e — i L@ = T0)

T—x0 r — X9

y & 7£ Lo
se fizermos x — xg = h obtemos

(o) = hmf(xo +h) — f(xo)

h—0 h
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2.2.1 Notacoes da Derivada

A derivada foi criada independentemente por Isaac Newton e Gottfried Leibniz no
século XVII. Com o passar do tempo surgiram novas notagdes para representar a

mesma. As mais usadas sao:

dy Ay

/

=, —, D.,f.
f7 d_jE’ A,Qj’ f

Veremos agora, alguns exemplos da aplicacao desta definigao

Exemplo 2.7 Verifique se a fungdao f(z) = 2% — 2z é derivdvel em 25 = 1. Em caso

afirmativo determine f'(zy).

Solugao: Utilizando a definicao ja apresentada de derivada, tem-se

f’(l) — linlf<x) — f(l)

r—1 1‘—1

(2?2 —22) — (12 —=2-1)

= lim

rx—1 €T — ]_
Cor?—2r—1+2
= lim
rx—1 €T —1
—1)?
= lim—(x )
x—1 1 — ]_
= }:ILI%(JJ —1)=0.
como f'(1) =0, f é derivavel em zy = 1. A

O Calculo Diferencial ¢ largamente utilizado na Fisica, vejamos uma aplicacao da
derivada no Movimento Uniforme (MU) e no Movimento Uiformemente Variado.
Seja s a funcao que determina a posicao de um objeto em um determinado instante
t, de modo que
s=sy+v-t
Assim,

_ds
o dt

v =(s9) +(v-t) =04+v=0v=cte

Calculando a aceleracao deste objeto, segue que

dv
—%—O.

a
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Portanto, como a velocidade é constante e a aceleragao é nula, o movimento é uniforme.

Agora, considere a funcao

1 2
s=s8) + vo-t + §~a-t

Dai,
d 1 ’
v = d—j = (s0)" + (vo - )" + <§-a~t2) =v+a-t.
Portanto,
d
d—: = (vo) + (a-t) = a = cte.

Como a velocidade varia uniformemente no decorrer do tempo e a aceleracao é
constante, o movimento é uniformemente variado. Em cada ponto z, a tangente a
reta y = max + b coincide com a prépria reta e, portanto, todas as retas tangentes tem
a inclinacao m. Isso sugere geometricamente que se f(z) = mz + b, entao f'(z) =m

para todo x. De fato,

flx+h) - fx)

, L
Pl ==
— lim [m(z + h) + b] — [mx + 0]
h—0 h
.. m .
= lim— = limm = m.
h—0 h h—0

Em outras palavras, a taxa de variacao de y em relacao a z ao longo da reta y = mz+b

é constante, e essa constante é m.
Proposicao 2.1 Se f € derivdvel em xq, entao f é continua em xq .

Demonstragao: Consideremos a igualdade

fwo + 1) — flxo)

- h.
h

f(zo+h) — f(xo) =

Calculando o limite quando h — 0 e sendo f derivavel em zy temos :

f(zo + h) — f(z0)

ti [+ 1) = f(ao)] = fim L) h
. f(l‘ —|—h)—f($) : _ _
I A

Portanto, ’lbing)f(xg +h) — f(xg) = 0. Logo, }llirr(ljf(mo +h) = f(xo), ou seja, f é continua
— —

€em XIo.
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Observe que a reciproca dessa proposicao nao é verdadeira. Para comprovarmos
isso, seja f(z) = |z|, x € R. Nosso objetivo é mostrar que f nao possui derivada no

ponto xo = 0. Calculando as derivadas laterais de f em x = 0, obtemos

JO+R=f©) _ J0) B

/ T o LY _ n_
f4(0) = hlggl+ h N hlg(r)l+ h ho0t h h—0+ h L
e
. J(0O+h) = f(0) _ f(h) _|h] . —h
! = = _— _— - = —
J-0) = hlg(?f h B hlir(r)l* h hlgé{ h hlgé{ h !

f(0+h) — £(0)

Como [ (0) # f(0), consequentemente, }lbir%
"

nao ¢é derivavel em x = 0. A

nao existe. Logo, f(x)

2.2.2 Regras de Derivacgao

Uma fungao f é dita diferencidvel ou derivdavel em x, quando f’(z) existir. As regras
de derivacao permitem determinar as derivadas das fungoes sem o uso do cédlculo do

limite presente na definigao. Vejamos algumas delas.

1) Funcao Constante: Se f(x) =c com c € R,Vx € Dy , entdao f'(x) = 0. De fato,
aplicando a defini¢ao da derivada, segue que
flz+h) - f(z) L c—¢

I\ — 1 — — lim= =
flo = = R TR

2) Funcao Identidade: Se f(z) = z,Vx € Dy , entao f'(x) = 1. Aplicando a
definicao da derivada, segue que
flx+h)— f(x) r+h—x

h
/ _ . _ . _ . o . —
f (ZL‘) Ilzl—>0 h - 1111—>0 h ilzl—>0 h }IL1—>01

3) Se f(x) =a™ com n € R*Vx € Dy , entio f'(z) =n-a""'. De fato, se f(x) = z"
com n € R*, entdo f(z + h) = (x + h)". Assim,
fle+h) - f(x)

/ . . . .
)= Jim h =

(x + h)" —z"
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Expandindo (z 4+ h)"™ pelo Teorema Binomial com n € N, obtemos

-1
{x" +na" th+ —n(n2 )x”’2h2 + .. +nxhv 4+ h"} — "
! — 1
f'(x) lim -
-1
nz" 1h + %x"%z + ...+ nzh™ 4+ p»
= 1
hli% h
. o onn—1) o, -2 -1 -1
= lim |nz" "+ ——Z22"*h+ ...+ nzh"* + A" = nx" .
h—0 2

4) Se g é uma fungdo definida por g(x) = c¢- f(x) com ¢ € R¥Vx € Dy entdo

g (x) =c- f'(x), Vo € Dy. Aplicando a definigdo de derivada, segue que

gle +h) —g(x)

g(xr) = lim

o) —cf(@)
h—0 h

e [L )= S

fle+h) - f(x)
h

= cf'(x)

= ¢ lim
h—0

AB) 5) Se f e g sao derivdveis em x, entdo [f(x) + g(x)] = f'(x) + ¢ (x) .

Utilizando novamente a definicao de derivada, obtemos

[f(x+h)+g(z+h)] = [f(2) + g()]

[f(@)+g(=)] = lim .
— lim [f(x+h) = fl@)]+g(x+h) —g(x)
h—0 h
Cfet ) = f@)] [ et h) — g)
G h } ’ [flzli% h
= [fllz)+4(z)

A3) 6) Regra do Produto: Se f e g sdo derivdveis em z, entdo
[f(z) - g(x)] = f'(z) - g(x) + f(z) - ¢'(x)
De fato,

) g@)) = tim L@ g+ )] = [f(x) - g(w)

h—0 h
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Adicionando e subtraindo ao numerador a expressao f(z + h) - g(x), obtemos

fle+h)gle+h) - fle+h)glx) + fle+h)g(x) — flx)g(x)

[f(z) - g(2)] = lim

h—0 h
o Fa gl +h) = g(@)] + g(@)[f (e + h) = f(@)]
h—0 h

= [imsce o] - i ford) /)

g(z + h})l - g(x)] N [}B})g(x)} : [}Lg%

= [limf@+h)] - g(2)+ [lmg(@)| - f'(@) = fi(2) - g(2) + f(2) - ' ()
—0 h—0
7) Regra da Inversa Aritmética: Seja g uma funcdo diferencidvel em x e suponha
que g(x) # 0Nz € D,. Seja h uma funcao definida por h(z) = 1/g(x), Vo € D,.

Entao, h ¢é diferencidvel em x e

W) - 9@
T Twr
Note que,
: _ (1Y
o) = (g(fv)
[ 1 1
o M(:ﬁ—i—h) @(:v)]
h—0 h

= h
) gl h)
h—0h - g(x) - g(x + h)
L geth—g@) 1
n h o) g )
. gle+h)—g(=z) 1
- ilng(l) B h } . LlLlE(l)g(x) gz +h)
9'(x)

8) Regra do Quociente: Se f e g sao derivdveis em x, entao

[f(l’)]' _ ['@) -g(x) = fz) - g'(2)
lg(x)]”

, com g(z) #0.
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f@) _ x) - 1'aoaicarmosa egra do Produto e a Regra da Inversa
Comog(x)_f()g(x)’ pl Regra do Produt Regra da 1
Aritmética, temos

1@~ T LT

[d@} N V()ﬂ@
— "1 L T '_g/(fm
BT AT
_ P@ege) @)@

[9(2)]* [9(2)]*
_ fw) - g(x) — f(z) - g'(x)
[9(2)]*

9) Se f(r) =a" (a >0 e a#1), entao f'(xr) = a” - Ina . Aplicando a defini¢ao da

derivada em f(z) = a*, obtemos

. Cah—1
= [hma”:] - | im
h—0 h—0 h,

= a*-lna

2.2.3 Regra da Cadeia

Uma das féormulas mais uteis do Calculo Diferencial é a Regra da Cadeia, usada para
calcular a derivada da composta de uma fungao com outra. Para determina-la vamos
inicialmente provar o seguinte resultado.

Lema 1: Se f derivavel em u, entao existe uma fungao ¢ continua em 0 tal que:
flu+k)— f(u) =kf'(u)+ kp(k),Vk € R.
Demonstracgao: Como f’(u) existe, podemos definir a fungao ¢(k) da seguinte forma:

flutk) = f(u)

p(k) ={ k
0Ose k=0

— fl(u)se k#0

Assim,

k) —
et = gt
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e vale a igualdade:
ko(k) = f(u+k) = f(u) = kf'(u)
ou seja,

flu+k)— flu) =kf'(u)+ ko(k),Vk € R

A

Teorema 2.1 Sejam f e g fungoes tais que f'(g(x)) e ¢'(x) existem. Entdo (fog) (x)

existe e

(fog)(z) = f(g(x)) - g'(x)

Obs: Na notacao de Leibniz, se y = f(u) e u = g(x) forem fungoes derivaveis, entao

dy _dy du

dr  du dr
Demonstracao: Sejam u = g(z) e k = g(x+ h) — g(x). Notemos que, quando h — 0,
temos k — 0 pois g é continua em z. Fazendo uso do Lema 1 e os valores de u e de k

no quociente de Newton, apresentado na definicao da derivada, para f o g, temos

(fog)lwx+h)—(fog)x)  flg(x+h))— flg(x))

h h
_ flut k)~ fw)
h
_ Rf'() + ke(R)
h
Agora, tomando limite quando A — 0, obtemos
oy o (feg)l@+h) = (feg)(z)
(fog)(z) = lim .
_ [}Lgég(x_’_h]i_g(x) f’(u)} + |:g(x+h]z_g(x) go(k)]
= [g(@) f'(w]+7g(x) 0= f(g(x))g'()
A

Nos exemplos a seguir, veremos algumas maneiras de utilizar a definicao da Regra

da Cadeia.
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Exemplo 2.8 Uma particula estd em um movimento harmonico simples. Se a equagao
do seu movimento é dada pela férmula s(t) = A - cos(wt + ) com A, w e d constantes,

determine a equacao da velocidade dessa particula.

Solugao: Como v(t) = ds/dt e s(t) = A - cos(wt + 0), pela Regra da Cadeia, temos:

ds

= A-[—sen(wt+0)]-w

= —A-w-sen(wt+9)

Exemplo 2.9 Mostre que:

a) a derivada de uma fungao diferencidvel par é uma func¢ao {mpar.

b) a derivada de uma fungao diferencidvel impar ¢ uma fungao par.

Solugdo: a) Seja f uma funcio par, ou seja, f(z) = f(~z),Vz € Dy. Se h(z) =
—z,Vx € Dy, entio
f(z) = (f oh)(z),Vz € Dy
Logo,
f(z) = (foh)(z)
= ['(h(z)) I(z)
= o) (-1)
= —/(-a)
para todo € D;. Logo, f' é uma funcdo fmpar.

b) Seja g uma fungao impar, ou seja, g(x) = —g(—z),Vo € D,. Se h(z) = —x,Vx € D,

entao
9(x) = —(g o h)(z),Vz € D,
Logo,
g(x) = —(goh)(z)
= ¢'(-x)

para todo x € D,. Logo, ¢’ é uma funcgao par. A
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2.2.4 Derivadas das Fungoes Trigonométricas

Agora, apresentaremos e, em seguida demonstraremos, a derivada de das principais
funcgoes trigonométricas.

1) Se f(z) = senx, entdo f'(x) = cosz . Usando a defini¢ao de derivada, temos

sen(z + h) — senx

I — 1
f'(x) lim .
. senx-cosh+senh-cosx —senx
= lim
h—0 h
. [senh senz - (cosh — 1)
= lim -cosx +
=0 | h h
. senh . cosh—1
= cosz- |lim +senzx - | im——
h—0 h h—0 h
= cosz-1+senx-0
= COSZ
. .. .. senh , . . sen
Obs: Como limite lim ¢ um limite fundamental tal que lim—— = 1, temos que
h—0 h—0 h
-1 —1 1
lim (cosh —1) — bm (cosh—1) (cosh+1)
h—0 h h—0 h (cosh+1)

i cos’h —1
= lim————
h—0h - (cosh + 1)

Como sen?h + cos? h = 1, temos cos? h = 1— sen’h

y cos®h — 1 i 1 —sen?h —1
m— = lm—
h—0h - (cosh + 1) h—0h - (cosh + 1)
h —senh
= m T lim—— e = 1.0 =0
h—0 h h—0cos h + 1
2) Se f(x) = cosx, entio f'(x) = —senx. Como f(z) = cosz = sen(% —a:), ao

aplicarmos a Regra da Cadeia, temos

f'(xr) = cos <g — x) <g — $>/
= (cosg - COS T + seng : Senl‘) : (—1)

= (0-cosz+1-senz)-(—1) = —senx

3) Se f(x) =tanz, entao f'(x) =sec’*x . Como tg x = ; ao aplicarmos a Regra
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do Quociente, obtemos

senx\’
() = (tanz) = < )
file) = Ganay = (322
_cos z-(sen x) —sen x-(cos x)
B cos? x
1
= =sec’ ¥
cos? T
4) Se f(x) = cot z, entdo f'(x) = —csc* x . Como cot z = ; utilizando a Regra

do Quociente, obtemos

f'(z)

5) Se f(x) =sec x, entdo f'(x) = secx -tanz . Sabemos que secz =

tan x

!
, 1 0-tanx —1- (tanx)
(cotx) = = 5
tan x tan® x
sec? x 1 cos?
tan? x cos?x senx
1

- = csc? x

sen?x

, usando
cos T

este fato e a Regra do Quociente, temos

1 /!
() = (secx) =
Pl = ooy = (1)
~ 0-cosw—1-(cosz)  senx
B cos? x " cos?x
1 senw
= . =secx -tanw
COS T COS T
6) Se f(x)=cscz, entdo f'(x) = —cscx-cotx . Como cscx = ; fazendo uso da

senT

Regra do Quociente, temos

/(@)

1
senx

j

(csca) = (

~ O-senz —1-(senz)  cos x

- sen?x  sen2zx
Ccos T 1

= - . = — . t
senx senw esc(x) - cot()

2.3 Derivacao Implicita

Até agora vimos equacoes em termos de apenas uma variavel, seja ela x ou y. Veremos

agora equacoes com uma relacao implicita entre as variaveis x e .

Considere a equagao F(z,y) = ¢, onde ¢ é uma constante e F' é uma fungao.

Dizemos que a funcao y

= f(x) é definida implicitamente por essa equagao, se ao
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substituirmos y por f(z) a mesma se transformar numa identidade, ou seja,

F(z, f(x)) = ¢,Va.

Agora em algumas aplicacoes de diferentes ramos, faremos uso desta definicao para

resolver as situacoes problemas.

Exemplo 2.10 Uma escada de 5m de comprimento esta apoiada em uma parede. A
base da escada escorrega, afastando-se da parede a uma taxa (velocidade) de 2cm/seg.
Com que velocidade cai o topo da escada, no momento em que a base da escada esta

a 3m da parede?

Solugao: Sejam x e y as distancias da base e do topo da escada a base da parede,

respectivamente. Como mostra a Figura 2.2.

escada vista
de perfil

T

Figura 2.2: Escada Relativa ao Problema.

Temos,

— =2 cm/seg

dt
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Usando o Teorema de Pitdgoras, obtemos 22 + 3? = 25. Derivando implicitamente em

relacao a t, segue que

dx dy
O 2 Loy 2
Ta T

dy —xzdr

0= %= @

Observe que quando x = 3 e m = 300 cm, temos y = 4 e m = 400 ¢m. Dali,

d -3
d_?L{ = T-Zz —1,5 em/seg
Neste instante, a velocidade com que o topo da escada cai é 1,5 cm/seg. A

Exemplo 2.11 Dois carros se deslocam em estradas perpendiculares, um para o norte
com velocidade média de 48 km/h e o outro para o leste, com velocidade média de
60 km/h. O segundo carro passou pelo cruzamento das estradas 2 horas depois do
primeiro. Determine a taxa de variacao da distancia entre os carros 3 horas apods o

segundo carro passar pelo cruzamento.

Solucgao: Sejam y a distancia do carro A, que vai para o norte, ao ponto de cruzamento
O e z a distancia do carro B, que vai para leste, ao ponto de cruzamento O. Seja z a
distancia entre os carros. Trés horas apds o segundo carro passar pelo cruzamento, o
primeiro tera se deslocado 5 horas apoés passar por O. Logo a distancia de A até O é

dada por

y=1uv4-At =48-5 =240 km

Neste mesmo instante, o carro B tera se deslocado por 3 horas apds passar pelo

cruzamento, assim, a distancia de B até O é

xr=uvg-At=060-3 =180 km

2

Pelo Teorema de Pitdgoras, segue que 2% = 22+ 32, onde z é a distancia entre os carros.

No instante em que x = 180 e y = 240, o valor de z ¢é igual a

22 = 180% + 240% = 90000 = z = 300
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d
Derivando a equacao z? = 22 +y? e substituindo os valores de z, x, ¥, d_:zlfj e d—g;, obtemos
2 = g4
dz dx dy
ST S TIR T
o dz 1 dx n dy
. e _ . €T — .2
dt 2 at Y a
dz
& — = T4 km/h.
dt m/
A

Exemplo 2.12 A que taxa cresce o volume de uma bola de neve esférica, sabendo que

o raio cresce a razao de 5 cm/s, no instante em que ele mede 10 cm?

3

~ 4 , . r
Solugao: Sabemos que V = 3 -m-r° é o volume da esfera de raio r e que — = bem/s

dt
Fazendo uso da Regra da Cadeia, segue que
v (4 2\
7o (be)
4 dr
=3 T 3r2. =
Assim,
Cfi_‘t/“:lo = 4r-10%- %
= 47-100-5
= 20007
Portanto, o volume da esfera cresce a 2000w cm?/s . A

Exemplo 2.13 Um balao esférico perde ar por um furo de tal forma que seu raio
diminui a uma taxa de 2cm/ min. Qual a taxa de diminui¢ao do volume, quando o raio

do baldo for de 50em ?

Solucao: Consideremos r o raio e V' o volume do balao. Como o balao é esférico seu

volume ¢é dado por
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Dali,
av 4 )
a3
av
= % = 47'(' . 7”2
Usando a Regra da Cadeia e substituindo r = 50cm e d_z = —2, segue que
av..dV dr
. —  dr dt
= 47 - (50cm)® - (=2)
= 4m-2500-(—2)
= —200007
Portanto, a taxa de diminui¢ao do volume ¢ de 200007 ¢m?*/ min . A

Exemplo 2.14 Uma mancha de 6leo expande-se em forma de circulo onde a area
cresce a uma taxa constante de 26 km?/h. Com que rapidez estar variando o raio da

mancha quando a drea for de 9 km??

Solucao: Sejam r e A oraio e a drea da mancha em questao, respectivamente. Sabemos
que

A=m-r?
Dai, derivando implicitamente, obtemos

dA:W-Qr-ﬁ

dr dt

dA
Ja nos foi dado que - 26 km?/h, mas ainda precisamos do valor do raio para
r

substitutuir. Sendo assim,

T

< mﬂlw ©
I
R
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Substituindo os valores, segue que

dA B 5 dr
T w
3 dr
26 = ) P
< 0 TR @
dr
2 = o —_—
& 26y /T 67 o

ﬁ 26/ B 137
dt om 3

Portanto, o raio da mancha varia a

2.4 Derivadas Sucessivas

Seja f’ a derivada de f. Se calcularmos a fungao derivada de f’, nos pontos em que ela
exista, chamaremos de derivada segunda de f a essa funcéo e a indicamos por f . De
modo andlogo, podemos definir a derivada terceira, quarta, etc. A derivada de ordem
n ou n-ésima derivada de f em x, representada por f(™(x), é obtida derivando-se a

derivada de ordem n — 1 de f em z.



Capitulo 3

Teoremas Importantes do Calculo

Diferencial

Inicialmente, introduziremos alguns conceitos e resultados que serao de suma

importancia na demonstracao desses teoremas.

Defini¢ao 3.1 Uma funcgio f definida em um intervalo fechado |a,b] € continua neste

intervalo se f € continua em (a,b) e se

lim f(r) = f(a) e lim f(z) = f(b)

z—at z—b—

Definicao 3.2 Sejam f uma funcao definida em um conjunto S de numeros reais e ¢

um numero em S. Dizemos que

i) f(c) € o valor mazimo de f em S se f(c) > f(x) Yz €S ;

ii) f(c) € o valor minimo de f em S se f(c) < f(z) Ve eS.

Teorema 3.1 Se f é uma fung¢ao continua em um intervalo fechado [a,b] e assume
seu valor mdzimo ou minimo em um ponto ¢ € (a,b), entdao ou f'(c) =0 ou f'(c) nao

existe.

Demonstragao: Suponha que f tem um valor méaximo ou minimo em z = ¢. Se
f'(¢) nao existe, entao o teorema esté provado. Se f’(c) existe, entdo podemos ter uma

dessas seguintes possibilidades:

D) fi(c) >0

29
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Chegaremos a iii) provando que nem i) nem ii) podem ocorrer. Assim, supondo que

o) = il @ =10

r—c Tr — C

> 0,

entao pelas propriedades de limite de uma funcado, existe um intervalo aberto (a’,b’)

contendo ¢ tal que
f(z) — f(c)

Tr —cC

>0 Vz e (d,V)ex#c
Assim,

f(z)— f(c) >0 sempre quex —c >0 = f(c) < f(x) sempre que x > ¢
ou
f(x) = f(c) <Osempre quez —c <0 = f(c) > f(x) sempre que = < ¢
Isso quer dizer que f nao possui valor maximo e nem minimo, o que contradiz nossa

hipétese, consequentemente, i) ndo pode ocorrer.

Agora, suponha que

flle) = lim—f(m)_f(c) < 0

Tr—cC Tr — C

Logo, existe um intervalo aberto (a’,0’) contendo ¢ tal que

M<0Vxe(a’,b’)ea:#6-

xr—c
Assim,
f(z) — f(c) >0 sempre que t —c <0 = f(c) < f(x) sempre que x < ¢
ou

f(z)— f(c) <0 sempre que x —c >0 = f(c) > f(z) sempre que = > ¢
ou seja, numa vizinhanca de ¢, f(x) < f(c) < f(x) e ent@ao f(c) nao é valor méximo
nem minimo, consequentemente, ii) ndo pode ocorrer. Portanto, f’(¢) = 0. A
Agora, ja dispomos de informagoes suficientes para provarmos um dos teoremas
mais importantes do Célculo Diferencial. Geometricamente, este teorema nos diz que
se uma curva diferencidvel toca ou corta o eixo x em dois pontos, entao deve haver
pelo menos um ponto sobre a curva entre esses pontos em que a tangente é horizontal.

Isso é mostrado claramente na figura abaixo
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Y

Figura 3.1: Teorema de Rolle.

3.1 Teorema de Rolle

Se f é uma funcao continua em um intervalo fechado [a,b] e diferencidavel no intervalo
aberto (a,b) e se f(a) = f(b), entdo existe pelo menos ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracgao: Dividiremos nossa prova em trées etapas:

Etapa 1 Se f(z) = f(a) = f(b) V = € (a,b), entdo f é uma funcao constante, e dai,
f'(x) = 0 para todo x;

Etapa 2 Se existir z € (a,b) tal que f(z) > f(a) = f(b), entdo o valor maximo de f
em [a,b] serd obtido em algum ¢ € (a,b) e como f é diferenciavel em (a,b),

concluimos, pelo Teorema 2, que f'(c) =0 .

Etapa 3 Se existir x € (a,b) tal que f(z) < f(a) = f(b), entdo o valor minimo de f em
[a, b] serd obtido em algum ¢ € (a,b). De modo anélogo a etapa anterior, segue

que f'(c) = 0. A

O préximo teorema geometricamente nos diz que entre dois pontos P e () sobre a
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curva de uma funcao diferenciavel existe pelo menos um ponto em que a reta tangente

a curva é paralela a corda que liga P e (), como mostra a figura a seguir.

Y

Figura 3.2: Paralelismo entre a Reta Tangente e a Corda PQ.

3.2 Teorema do Valor Médio

Se f é uma fungao continua em um intervalo fechado [a,b] e diferencidvel no intervalo

aberto (a,b), entdo existe pelo menos um nimero ¢ € (a,b), tal que

f) = fla) = [f(c)-(b—=a)

Demonstragao: A equacao da reta s é dada por

Y — Yo = m-(x—xo)
& y—fla) = Y. (3 q)

Fazendo y = h(x), obtemos
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o) = [FE=2 o - ] 4 100

Como h é uma funcao polinomial, h é continua e derivavel em R. Considere a funcao
g(x) = f(x) — h(x),Vr. Assim,

o) = 1) - |25 o - 0] - 1)

Observe que a funcao ¢ satisfaz as hipoteses do Teorema de Rolle. De fato, g é continua

em [a, b] e diferencidvel em (a,b) pois f e h o sdo. Além disso, g (a) = g (b) = 0 pois

ofa) = f(@) ~ TOIO (o) pay =
g(b) = JO) = H=E (0 - 0) - fla)
=)~ 1) + f0) ~ fla)
= 0

Portanto, existe pelo menos um nimero ¢ € (a, b), tal que ¢’(c) = 0. Assim, temos

Dai, segue que
70y = O py @) = r10)- - a)

JAN
Agora, apresentaremos algumas aplicagoes do Teorema do Valor Médio e
inicialmente mostraremos sua importancia na construcao de graficos de fungoes ao

determinar os intervalos onde uma curva y = f(z) é crescente ou decrescente.
Teorema 3.2 Seja f uma fungdo continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b) .

i) Se f'(xr) >0 Yz € (a,b), entdo f € crescente em |a,b).

ii) Se f'(r) <0 Vx € (a,b), entao f € decrescente em |a,b].
Demonstracao: Sejam quaisquer xi, x5 € [a,b] com x; < 23 (29 — 1 > 0). Como f
¢ continua em [z, x5 e diferencidvel em (xy, z3), pelo Teorema do Valor Médio, existe

¢ € (x1,x9), tal que:

f(@2) = flay) = f(c) - (w2 — 1) (%)
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i) Suponha f’(z) > 0V x € (a,b). Assim, f'(c) > 0 e como x5 — z; > 0, concluimos,

analisando a igualdade (%), que

f(x2) = f(z1) > 0= f(21) < f(22)

Portanto, f é crescente em |[a, b].ii) Suponha f'(z) <0V x € (a,b). Dai, f'(c) <0

e como xs — 1 > 0, concluimos, analisando a igualdade (%), que

f@2) = fa1) <0 = fla1) > f(z2)

Portanto, f é decrescente em |[a, b]. A

Exemplo 3.1 Seja a fungao f(z) = 3z + 42® — 3622 + 29. Determine os intervalos

em que f é crescente ou decrescente.

Solucgao:Calculando a derivada de f em x € R, obtemos

(z) = 32t + 423 — 3627 +29
() = 12234122 — T2z

& fl(r) = 12z-(2*+2—06)
() = 12z-(x+3)-(x—2)

Resolvendo a equagao f'(x) = 0, segue que
R2z-(x+3)-(x—2)<2z=0 ou z=-3 ou z=2.

Agora, basta analisar individualmente os sinais de cada fator e multiplica-los. Assim

sendo, temos quatro casos a serem analisados.
Caso 1 :x < —3
Substituindo x = —4 na fungao f’(z), obtemos
f[(=4)=12-(=4)- (=4 +3)- (=4 —2) = (—48) - (—1) - (—6) = —288
Como o sinal de f’(z) é negativo, entao f é decrescente.

Caso 2 (=3 <z <0
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Tomemos z = —1. Dali,
(=) =12(-1)(-1+3)(-1-2)=—-12-2- -3 ="T72.
Como o sinal de f’(z) é positivo, entao f é crescente.
Caso 3 0 <x <2
Tomando x = 1. Temos,
f()=12H)(1+3)(1—-2)=12-4- -1 = —48.
Note que o sinal de f'(x) é negativo, logo f é decrescente.
Caso 4 x> 2
Tomemos z = 3. Dali,
1'(3)=12(3)(3+3)(3—2)=36-6-1=216.

Como o sinal de f’(z) é positivo, entdao f é crescente. A

A seguir, veremos algumas aplicacoes do Teorema do Valor Médio.

Exemplo 3.2 Foram necessarios 14 s para que um termometro de mercurio subisse
de —19°C' para 100°C'" ap6s ser retirado do congelador e colocado em agua fervente.

Demonstre que em algum ponto a coluna de merciirio subia a 8,5°C'/s.

Solugao: Seja T'(t) a temperatura do termometro no tempo ¢, entdo 7(0) = —19°C' e
T(14) = 100°C.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢y com 0 < ty < 14, tal que

T(14) -~ T(0) = T'(t) (14 —0)
- T = S
o T - WS,

A

Exemplo 3.3 Um caminhoneiro apresentou um bilhete na cabine do pedagio que
mostrava que em 2 horas ele havia percorrido 159 milhas em um estrada cujo limite de

velocidade era de 65 milhas/hora. Ele foi multado por excesso de velocidade. Por qué?
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Solugao: Pelo Teorema do Valor Médio,

V(2)-V(0) = V'-(2-0)

V(2) = V(0)
= v = 297V
(2-0)
159 -0
ro_
& Vo= 50
159
Vo= 2
< >
& V' = 79,5 milhas.

O calculo feito acima retrata a velocidade média do caminhao, e pelo Teorema do
Valor Médio, podemos concluir que ele deve ter ido nessa velocidade ao menos uma

vez durante o trajeto. A

Exemplo 3.4 Sabendo que a média geométrica de dois niimeros positivos a e b é o
nimero vab. Mostre que o valor de ¢ na conclusao do Teorema do Valor Médio para

f(z) = 1/x em um intervalo de nimeros positivos [a,b] é ¢ = Vab.

Solugao: Pelo Teorema do Valor Médio, segue que f(b) — f(a) = f'(¢) - (b — a).

Aplicando-o na funcao f(z) = 1/z, obtemos

b ()

S =

A

Exemplo 3.5 Sabendo que a média aritmétrica de dois nimeros a e b é (a + b)/2.
Mostre que o valor de ¢ na conclusio do Teorema do Valor Médio para f(z) = x? em

qualquer intervalo [a,b] é ¢ = (a +b)/2 .
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Solugao: Pelo Teorema do Valor Médio, segue que f(b) — f(a) = f'(c) - (b — a).

Aplicando-o a funcao f(z) = 2%, obtemos

v —a* = 2c-(b—a)
b2_a2
2c = (b—a)
0e (b—a)-(b+a)
(b—a)
2¢c = b+a
_a+b
© T T

A

Corolério 3.1 Se f'(x) = 0 em todos os pontos de um intervalo I, entdao f(z) = ¢

para qualquer z em I, onde ¢ é uma constante.

Prova: Sejam quaisquer zi,xo € I, tal que x5 > x1, ou seja, 9 — 7 > 0. Para
provarmos que f é uma fungao constante em I, basta mostrarmos que f(z1) = f(x2).
Como f é diferenciavel em (z1,x9) e consequentemente continua neste intervalo, pelo

Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (z1,x5), tal que

fxa) = fx1) = f(c) (22 — 1)

Como f (z) =0 ao longo de I, temos

f(x2) = f(z1) = 0= f(22) = [ (11)

JAN

Se f'(¢) = 0 ou f’(c) ndo existe, entdo x = ¢ é chamado de ponto critico de f e f(c)

pode ser um minimo local, méximo local ou nenhum dos dois. Agora que relacionamos

crescimento e decrescimento do grafico de uma fungao com o sinal da derivada, podemos

usar esta para, dado um ponto z = ¢ tal que f'(c), dizer em quais das trés opgoes ele
se enquadra.

Os méaximos e minimos locais acontecem exatamente quando ha mudanca de sinal

em f’. Essa busca por esses resultados é chamada Teste da Derivada Primeira.

Proposicao 3.1 Sejam uma funcdo f : [a,b] — R continua e derivdvel em (a,b), e ¢

um ponto critico de f.
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i) Se [’ passa de positiva para negativa em c, entdo f tem mdximo local em c.
ii) Se f' passa de negativa para positiva em c, entdo f em minimo local em c.

iii) Se f’ ndo muda o sinal em ¢, entdo f ndo tem mdzimo e nem minimo local em

C.

Agora, usaremos o Teorema de Rolle para provarmos uma extensao técnica do

Teorema do Valor Médio que sera necesséaria para estabelecer a Regra de L’ Hopital.

3.3 Teorema do Valor Médio de Cauchy

Se f e g sao duas fungoes continuas em |a,b], derivdveis em (a,b) e se ¢’ (x) # 0V

€ (a,b), entao existe pelo menos um nimero z € (a,b), tal que

fb) = fla) _ [ (2)
g)—g(a) g2
9(

b), entdo, pelo Teorema de Rolle, ¢’ se anula

Demonstragao: Note que se g (a) =
em algum ponto entre a e b, o que contradiz a hipé6tese.. Logo g (a) # g (b).

Agora, considere a funcao

f(b) = f(a)
g(b) —g(a)

e observe que h satisfaz as hipoteses do Teorema de Rolle. De fato, h é continua em

bo) =)~ £ @) - | | o) - g0

[a,b] e diferencidvel em (a,b), pois f e g o sd@o. Além disso, h(a) = h(b) = 0, isso

porque,
ho) = 7@ = o) - [T g - g a1 =0
ho) = f(b) = fla) = LA [ (b) - g (o)
= )~ Fla) = f )+ (a)
= 0

Portanto, existe pelo menos um numero z € (a,b) tal que A’ (z) = 0. Derivando h

)
wo-ra- (4]

logo
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Mas ¢’ (z) # 0. Dai, segue que

A

Coroléario 3.2 Se f'(z) = ¢'(x) em todo ponto de um intervalo I, entdo existe uma

constante ¢ tal que

para qualquer x em I.
Prova: Em cada ponto = de I, a derivada da fungao h = f — g é
W(z)=f(z) —g'(z) =0
Assim, pelo Corolario 4.2.7, h(z) = ¢, onde ¢ é uma fungao constante. Isto é,
f@)—g(@)=c
em I, entao f (z) =g (z) +c. A
Corolario 3.3 Seja f: I — R derivavel no intervalo I. Se existe K € R tal que
(@) <KVYzel,

entao

fly) —f@)|<K-(y—z) Va,yel.

Prova: Sejam quaisquer x,y € I com z < y. Como f ¢ continua no intervalo fechado

[z,y] e diferencidvel em (z,y), pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (x,y) tal que

Assim,

f) —f@I=1f (- y—2) =) ly—z[<K-|y -zl

A
Diante do que ja foi explorado, podemos enunciar uma regra para resolver problemas
o : .0 o0 : , :
que contenham limites indeterminados do tipo 0 e —. Tal mecanismo é conhecido
00

como a Regra de L’Hopital.
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3.3.1 Regra de L’Hopital

Sejam [ e g duas funcoes derivaveis em um intervalo aberto I, exceto possivelmente

em um ponto a € I. Se limf(z) = 0, limg(x) = 0, ¢'(z) # 0 para © € I \ {a} e
a r—a

£(x) f(x)

lim =~ existe ou lim = = Z4o00, entao
z—a g (1) z—a g (1)
!/
limM = lim f/(x)
z—a () z—a g'(x)

Obs: O mesmo vale se a for substituido por a™,a™, 0o, —00, ou seja, o mesmo vale para
limites laterais no infinito. No caso de limites no infinito o intervalo I deve ser

do tipo (b, o0) para x — 0o e do tipo (—00,b) para x — —oc.

Demonstragao: Inicialmente, faremos a demonstracao para limites laterais a direita

xr—at.

!/
Suponha entao que lim f(z) = 0 e lim g(z) = 0, e que lim f'(z) exista. Nosso

z—at z—at z—at g (;U)

objetivo é provarmos que
/
lim _f(x) = lim —f (z)

z—at g(x) z—at g’(:t)
Considere as fungoes F' e G definida em I por

F(x):{f(x) sex #a eG@):{g(x) se x #a

Osex=a Osex=a

Seja x € I, com x > a. Como f e g sdo derivaveis em I \ {a}, entao as fungoes F' e G
sao derivaveis no intervalo (a, z| e, portanto, continuas em (a,z]. Mas F' e G também

sao continuas em x = a pois

lim F(z) = limf(z) = 0 = F(a)
z—a’t z—a™t

e
lim+G(w) = lim+g(9c) = 0 = Gla)

Assim, F' e G sao continuas em [a, z|, derivaveis em (a,z) e vale que G/(x) # 0 em
(a,b). Como essas hipdteses atendem as condi¢oes do Teorema do Valor Médio de

Cauchy, existe um ¢, € (a,x) tal que
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Mas F(a) = G(a) =0, F'(c;) = f'(cz) e G'(x) = ¢'(c,) para ¢, € (a,z). Portanto,

Fazendo agora o limite quando z — a' em (%), como ¢, € (a,x), temos que

ce — at, o que resulta em

tim L) gy L) gy, SG) gy S@)

z—at g(l‘) z—a™t g/(Cw) ce—a™t g/(Cz) r—a™t g/({[') ’

o que conclui a prova para o limite lateral & direita + — a™. A demonstracao para
o limite a esquerda é analoga e podemos assim considerar provado o caso dos limites
r—at,r—a ex—a.

Provaremos agora a Regra de L’Hopital para limites no infinito x — 4o00. Faremos
para o caso r — 00. A prova do caso xr — —oo é analoga.

Sejam f e g fungoes derivaveis no intervalo (b, c0) tais que IILIQO f(x)=0, xhjgo g(z) =

/
0 e ¢'(z) # 0 para todo = € (b, 00) e suponha que exista lim f/gl’))
z—o0 g/ (1

. Provaremos que

f ()

. N )
M) T R )

1 1
Fazendot:—para:z:>b,temos()<t<gparab<x<ooet—>0+sex—>oo.
x

1
Usaremos a mudancga de variavel ¢ = — para reduzir ao caso ja provado da Regra de
x
L’Hopital.
1
Sejam as funcoes F, G : <O, 5) — R definidas por

Entao,
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60 =5 ()

Fazendo uso da parte que ja demonstramos da Regra de L’Hopital, temos

iy = mahy
Portanto,
(5)
JL‘&% = }i%ig(i) = tll%i%: 333%58
t

Os exemplos a seguir mostram o vasto ramo de aplicabilidade da derivada.

Exemplo 3.6 Uma rede de dgua potéavel ligard uma central de abastecimento situada
na margem de um rio de 500 metros de largura a um conjunto habitacional situado na
outra margem do rio, 2000 metros abaixo da central. O custo da obra através do rio
é de R$ 640,00 por metro, enquanto, em terra, custa R$ 312,00. Qual é a forma mais

economica de se instalar a rede de dgua potavel?

Solucao: Nossa funcao é
f(z) = (2000 — z) - 312 + Va2 + 5002 - 640

Nosso objetivo é calcular o minimo absoluto dessa fungao para 0 < x < 2000. Assim,

640x

") = -3124 ——
J@) Va2 + 5002

Fazendo f'(z) = 0, obtemos

g9 4 0407 —
Va2 + 5002

640z — 312 - V22 + 500> = 0
8- (80z —39-vxz%+5002) = 0
80z —39- Va2 +5002 = 0

r = 279,17 metros.

r ¢ T 3
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Agora, calculando f”(z) fazendo uso da Regra do Soma e da Regra do Quociente,

temos
640z !
") = =312+ —)
/() ( V2 + 5002
640x !
_ (319) ¢ (—)
( ) Va2 + 5002
B ( 640z )’
V2% 1 5002
. P VAP0 — o - (Va? £ 500%)
(Va? +5002)”
VL5002 — g
— 640 V2 + 5002
(Va? + 5002)°
VEZXH00? — g
_ 610 V12 + 5002
2 + 5002
(V2% +5002) - (Vz% +500%) — z*
— 640 Va2 + 5002
2 4+ 5002
22 4+ 5002 — 22
— 640 V2 + 5002
2 + 5002
640 5002 1
B V2 + 5002 22 + 5002
640 - 5002
(22 + 5002)7
640 - 5002
Logo, f"(z) = ————.
(22 4 5002)2

Como f"(279,17) > 0, temos x = 279, 17 um ponto minimo relativo.

Restando saber se este minimo é absoluto no intervalo 0 < z < 2000. Como o
tnico ponto critico de f em (0,2000) é z = 279, 17, este ponto é minimo absoluto neste
intervalo. Portanto f(0) > f(279,17) e f(2000) > f(279,17). Concluimos que a obra

podera ser realizada com o menor custo possivel se a canalizagao alcancar o outro lado

do rio 279,17 m abaixo da central. A

Exemplo 3.7 Encontre a area do maior retangulo que pode ser inscrito em um

semicirculo de raio r.
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Solucao: Consideremos o semicirculo como a metade superior do circulo z2 + 3% = r?

com o centro na origem. Pelo problema dado, sabemos que o retangulo tem dois vértices
sobre o semicirculo e dois sobre o eixo x.
Seja (z,y) o vértice que estd no primeiro quadrante. Logo o retangulo tem lados

de comprimento 2z e y, e sua area é
A =2xy
Como (z,v) esta sobre o circulo 22 + y? = 2, entdo y = v/r2 — 22. Assim
A=22Vr?— a2

O dominio dessa funcao é 0 < x < r e sua derivada

222 2(r? — 22?)
A =2vr2 — x2. =
V2 — a2 \r2 g2

que é zero quando

roV2 V2

22 =% ouseja, r = —=  ~—— = ——
: V2 V2 2
uma vez que x > 0. Esse valor de x d4 um valor méximo de A, visto que A(0) =0 e

A(r) = 0. Portanto, a drea do maior retangulo inscrito é

2
A<_T\/§> :2._T\/§.,/7~2_T_
2 2 2

r 2

3.

=r

>

A

Exemplo 3.8 Uma caixa retangular deve ser fabricada com uma folha de papelao
de 15x30 cm, recortando no quatro cantos e depois dobrando a folha nas linha
determinadas pelos cortes. Existe alguma medida do corte que produza uma caixa

com volume maximo?

Solugao: Seja x o lado do quadrado que é cortado nos cantos da caixa. A caixa tera
como base um retangulo de lados 30 — 12z e 15 — 2z e altura x. Assim, calculando seu

volume, obtemos
V(z) = x-(30—12z)- (15— 22)
V(z) = 4a%— 9022 + 450z
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15 . , .
Observe que devemos ter 0 < r < 5 para que seja possivel fazer o corte do retangulo.

Derivando V' (z) duas vezes, obtemos
Vi(z) = (1222 =180z 4450) e  V"(z) = 24z — 180

Determinando os pontos criticos de V(x), segue que

15 + 5v/3
V’(x):():>12x2—180x+450:02>x:T\/_.
15 + 5v/3 15 — 5v/3
g:l:%\/_gn,z% ou xzzT\/_gw

15
Observe que z; sera desprezado por estar fora do intervalo (0, 3) . Aplicando o Teste

da Derivada Segunda em x5, obtemos
V"(z) = 24wy — 180 = —103,9 < 0,

o que mostra que o ponto é de maximo.Portanto, obteremos uma caixa de volume

maximo para um corte quadrado de lado quando = = 3,2 . JAN

Exemplo 3.9 Uma fazenda produz laranjas e ocupa uma certa area com 50 laranjeiras.
Cada laranjeira produz 600 laranjas por ano. Verificou-se que para cada nava laranjeira
plantada nesta area a producao por arvore diminui de 10 laranjas. Quantas laranjeiras

devem ser plantadas no pomar de forma a maximizar a producao?

Solucao: Seja x as novas arvores plantadas, o nimero total de arvores passa a ser
50+ z mas a producao individual passa a ser 600 — 10x laranjas por arvore, totalizando

uma produgao anual de
P(z) = (50+x)- (600 — 10x)
= 30000 + 100z — 102

Para que x > 0, devemos ter
600 — 10z > 0 = x < 60
Assim,
P'(z) =100 — 20z e P"(z) = —20.
Logo, ha um ponto critico em

100 =202 =0= 2 =5

Este ponto serd de maximo, pois P”(z) < 0 para todo « € R. Portanto, deve-se plantar

cinco novas arvores para maximizar a producao. A
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3.4 Teorema de Taylor

Seja f: I — R uma funcao n + 1 vezes derivavel em a € I. Dado b € I, supondo que
f seja n 4+ 1 vezes derivavel no intervalo aberto e continua no intervalo fechado entre
a e b, entao existe c entre a e b tal que

["(a) f™(a)
2

n!

S (e) 1
e

Demonstragao: Suponha que b > a. Seja a funcao g : [a,b] — R definida por

f"(=) M

R P 3

f(b) = f(a)+ f'(a)(b—a) + (b—a)*+..+ (b—a)"+

(b— )™ (x)

g(x) = f(0) = f(z) = fl(@)(b—2) — ... —
em que M € R é escolhida de forma que g(a) = 0.
Temos g continua em [a,b] e derivdavel em (a,b). Além disso, pela escolha de M,
g(a) = 0 e, substituindo = b em (%), vemos que g(b) = 0. Portanto, podemos aplicar
o Teorema de Rolle e concluir que existe um ¢ € (a, b) tal que ¢’(c) = 0. Mas a derivada

de g em x é
f///(x)

J) = 1w - (@00 - ) - (500 - - o)
(n+1) (5 () (4
- <—f (@) ( _ gy = S >(b—:c)”‘1>+%(b—x)”

n! (n—1)! n!

_ f£(n+1)

Como ¢'(¢) = 0 entdo M = f™+Y(¢). Substituindo = por a em (x) e lembrando que

g(a) = 0, resulta em:

() (4 (n+1) (.
f ()(b—a)n—I—f ()(b_a)n+1'

f(b) = f(a)+ f'(a)(b—a) + ... + o 1)

JAN
Através do Teorema de Taylor, definiremos uma Série de Taylor, com o objetivo de

podermos representar algumas fungoes através de uma Série de Poténcias.

3.4.1 Série de Taylor

Seja f : I — R uma funcao cuja n-ésima derivada em [ existe, para todo n € N e seja

a € I. A série infinita

flz) = fla)+ fla)(z —a)+
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é chamada Série de Taylor da fungao f no ponto = = a.
Exemplo 3.10 Calcule o valor de sen 47° com precisao de quatro casas decimais.
Solugao: A Série de Taylor para f(x) = sen x em = = a é dada por

sen x = sen a + (cosa)(x —a)—

(x —a)?
2l

(cosa)% + ...

— (sen a)
Para tornar x — a pequeno devemos escolher um valor de a préximo do valor de x para
o qual a funcao esteja sendo calculada. O seno e o cosseno desse valor também devem

1
ser conhecidos. Assim sendo, fazendo a = —7T obtemos

1 1
Sen r = sen 47T + (cos 477) (x - —7T)

L 1\?
X 4 X 471'
— | sen 7T cos 7r T+

Como 47° lent d + L d, d v _ A
o1mo e equlva ente a 1807T rad ou 47'(' 907'(' Tra s essa Serie com r = 1807’(’,
segue que

47 S| 1/1 \?

== —r— = V2 (=

BT f \/_ W ‘/_ (90 ) 7V2 6(907T> i

o 5\/5 (14 0,03490 — 0,00061 — 0,000002 + ...)
Substituindo v/2 = 1,41421 e usando os trés primeiros termos da série, obtemos
7 s =~ (0,70711) - (1,03429)
sen 18O7T ,
=~ (,73136

Arredondando para quatro casas decimais, obtemos sen 47° 0,7314. O erro

~
. . e~ o , 47
introduzido com a utilizacao dos trés primeiros termos é Ry | —7 | , entao

47 (iﬂ)g
Ry [ ——r )| < 22071~ 00001
2(180”)‘ =3 ’

O resultado, entao, esta entre 0,73136 - 0,00001 e 0,73136 + 0,00001, isto é, o

resultado estd entre 0,73135 e 0,73137. Assim, para uma precisdo de quatro casas

decimais, temos

47
— ) ~0,7314
sen (180 ) 0,73



Consideracoes Finais

Nesse trabalho percebemos que toda teoria em volta do Célculo Diferencial que
conhecemos hoje é fruto de um processo que levou muitos anos para ser concretizado,
e que teve a contribuicao de diversos génios em diferentes épocas da histéria.

Um breve estudo foi realizado a respeito do conceito da derivada e de suas aplicagoes.
Enunciamos e demonstramos alguns resultados, que consideramos de fundamental
importancia para o entendimento do contetido abordado. Buscamos expor o contetdo
com clareza e dinamismo para facilitar a compreensao do leitor desse trabalho.

Através dos problemas de otimizacao, podemos constatar o vasto ramo de
aplicabilidade da derivada, principalmente. Vimos que o significado do Teorema de
Rolle e do Teorema do Valor Médio esta nao em si mesmo, mas em suas consequéncias.
Neste trabalho mostramos a necessidade desses resultados para a obtencao da Regra
de L’Hopital., bastante usada no calculo de limites.

Outra aplicagao do Teorema do Valor Médio foi determinar os intervalos onde uma
curva ¢é crescente ou decrescente. Este teorema, juntamente com outros resultados
apresentados no trabalho, fornecem o caminho para o Calculo Integral. Com isso,
comprovamos a importancia da Derivada como ferramenta de suma importancia para
a formacao académica e para resolucao de problemas ja existentes, e que ainda estao

por vir, em varios campos das ciéncias.
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