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RESUMO

O presente trabalho teve como objetivo apresentar o desenvolvimento de um simulador
para o movimento de corpos imersos em um fluido estatico. O modelo matematico foi
desenvolvido a partir da realizacdo de um balango das forgas atuantes (peso, empuxo e
arrasto) em um corpo imerso que se desloca em um fluido estatico. O modelo de forca de
arrasto se baseou na Lei de Stokes, que deve ser aplicada para escoamentos com niimero de
Reynolds inferiores a 1. Em seguida aplicou-se a Segunda Lei de Newton para a obtencao da
Equacao Diferencial Ordinaria que modela o movimento. A solucao foi numérica, obtida por
meio do método explicito de Euler. O simulador foi implementado em linguagem Python.
A simulagao é apresentada na forma de uma animagao 3D criada a partir da biblioteca
VPython para tornar a visualizacao dos resultados mais intuitiva. Foram testados trés
casos distintos: no primeiro, o corpo permanece em equilibrio, no segundo, o corpo flutua
e no terceiro, o corpo submerge. Nos trés casos a simulacao deu os resultados esperados.
Para verificar a precisao da solugao, comparamos o valor da velocidade terminal calculada
analiticamente com o valor numérico apresentado pelo simulador. O erro relativo total foi

de cerca de 1,4 %, indicando boa proximidade entre os valores.

Palavras-chave: Principio de Arquimedes. Modelagem mateméatica. Método de Euler.



ABSTRACT

The present work presents the development of a simulator for the movement of bodies
immersed in a static fluid. The mathematical model was developed from the balance of
forces on the body. The drag force was modeled by Stokes Law, which must be applied to
Reynolds smaller than one. The Ordinary Differential Equation was obtained by applying
Newton’s Second Law and its numerical solution was given by Euler’s explicit method.
The simulator was implemented in Python. Simulation results are presented as a 3D
animation created with the textit VPython library to make viewing results more intuitive.
Three different cases were tested: in the first, the body remains static, in the second, the
body floats, and in the third, the body submerges. In all three cases the results were as
expected. To verify the accuracy of the solution, we compared the analytical value of
terminal velocity with the numerical value generated by the simulator. The total relative

error was about 1.4 %, indicating good proximity between the values.

Key-words: Archimedes Principle. Mathematical modeling. Euler’s method.
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1 INTRODUCAO

A partir das discussoes recentes acerca de possibilidades metodolégicas, a educagao
passou a ser pensada de forma mais critica, buscando-se por inovagoes no ensino com
a finalidade de mudar o conceito mecanizado ou tradicionalista de passar os contetidos.
Segundo Onuchic (1999, p.200), “[...] discussées no campo da Educac¢do Matemética no
Brasil e no mundo, mostram a necessidade de se adequar o trabalho escolar as novas
tendéncias [...]”. A autora argumenta que, a partir do século XX no Brasil, surgiram alguns
movimentos de reorientagao curricular que nao se sobressairam muito bem em relagao a
mudanca de postura do professor e na pratica docente regida pelo processo mecanizado de
ensino em sala de aula, movimentos estes que queriam colocar fim neste pensar mecanizado

e, assim, dar maior qualidade ao ensino.

Assim, teve inicio algumas reflexoes acerca da educagao e do processo de ensino
e aprendizagem do aluno além de possibilidades para envolvé-la em uma nova dinamica.
Com isso, foram discutidas alternativas para a insercao de aparatos tecnolégicos, de forma
especifica, as Tecnologias de Informacdo e Comunicacao (TIC), fruto da modernizagao de
nossa sociedade. Assim, as TIC passaram a serem vistas como forte tendéncia metodologica,
onde o computador tornou-se um dos principais mecanismos para o ensino, possibilitando,

se usado adequadamente, a construgao do conhecimento pelos alunos.

A necessidade de inserir as TIC na educagao provocou, inicialmente, certa resisténcia
por parte dos professores, por acharem dificil de manusear, ter um custo elevado, ou mesmo
pela falta de espacos adequados, além de outros fatores socioeconémicos. Contudo, com
a ascensao tecnoldgica advinda do século XXI, essa realidade precisou, aos poucos, ser
mudada, pois como argumenta Borba (2000, p.23) as institui¢oes devem “ajustar e/ou
eliminar praticas e regras ja existentes e concentrar esforcos na criacao de situagoes novas”,
para que haja progresso nos ensinamentos a partir das tecnologias informaticas. Neste
sentido, cabe aos docentes adquirirem a incumbéncia de se responsabilizar pelo espaco de
aprendizado dos alunos de acordo com os fatores que lhe sao submetidos, o que na maioria

das vezes pode tira-los de uma “zona de conforto” e coloca-los em uma “zona de risco”.

De acordo com Valente (1995) o professor deve estabelecer uma altera¢ao da sua
postura; ter um olhar diferenciado para o ensino através da informéatica com o uso do
computador; e repensar os métodos utilizados para passar o contetido para seus alunos,
orientando-o na construgdo do seu proprio saber, para que posteriormente possa usar seus
conhecimentos em outras atividades, a exemplo, na resolucao de problemas. A utilizacao
das tecnologias em sala de aula nao implica na substituicao do professor pela maquina,
como se acreditava anteriormente, uma vez que o professor é o grande mediador entre o

aluno e o saber, sendo o computador uma ferramenta para subsidiar esse processo. Com
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isto, é necessario que o professor esteja em continua formacao, se capacitando para aprender
e ensinar através das Tecnologias de Informacao e Comunicacao que se modernizam dia a

dia em meio ao cenario atual.

Com o avango das tecnologias informaticas, Fiolhais e Trindade (2003) argumentam
que os computadores tendem a possuir cada vez mais capacidade de tratamento de dados e
de representacao, além passar por melhorias nas interfaces, fazendo surgir novas e oportunas
formas de auxiliar na educacao e concretizar outros meios de aprendizagens. Além disso,
os autores ressaltam que o computador oferece grandes possibilidades para se resolver
problemas concretos, decorrentes do ensino das ciéncias. Concomitante isso, Valente (2008)
afirma que o computador pode ser usado como uma poderosa ferramenta educacional
com a qual o aluno pode desenvolver algo e aprender pelo fato de estar executando uma
tarefa subsidiada pelo uso do computador, a exemplo, na resolucdo de problemas com a

representacao da solucao a partir de uma linguagem de programacao.

As linguagens de programagao podem desempenhar importante papel na educacao,
pelo fato de despertar os saberes cognitivos do aluno através do raciocinio logico, fazendo-o
pensar para desenvolver o seu proprio algoritmo, ou seja, uma sequéncia finita de passos
que deve ser seguida para realizacdo de uma tarefa ou solucao de um problema especifico.
Um fato importante argumentado por Garlet, Bigolin e Silveira (2016, p.2) é que “no meio
em que vivemos cada vez é maior a necessidade de saber programar para que nao sejamos

apenas consumidores de tecnologias, mas sim que saibamos produzi-las”.

A partir de uma linguagem de programacao, pode-se criar, por exemplo, programas
de simulacao que, segundo Valente (2008), podem ser usados com fins pedagdgicos. De
acordo com o autor, a simulagao ¢ a criacao de modelos dindmicos que podem representar
fendomenos do mundo real permitindo ao aluno desenvolver e testar hipoteses, averiguar seus
resultados e delimitar conceitos. Os testes e as validagoes de resultados apés a criacao do

algoritmo do simulador sao importantes para que o aluno possa construir o conhecimento.

Simulagoes podem ser usadas em diversas areas do conhecimento, inclusive para
fins didaticos. Oliveira e Freira (2014) enfatizam que o ensino de conceitos fisicos pode
ser mediado através de simulac¢oes, o que aumenta o grau de interesse dos alunos para o
aprendizado. Com isso, segundo os autores, ao fazer uso de simuladores ou de experimentos
o aluno tem a oportunidade de manusear o que aprendeu em sala de aula, desenvolvendo

com eficacia novas “competéncias e habilidades”.

Como os problemas fisicos sdo modelados a partir de equagdes matematicas, torna-se

imprescindivel estudar o problema de um ponto de vista de modelagem matematica:

Modelagem Matemética é um processo dindmico utilizado para a obten-
cdo e validacdo de modelos matematicos. E uma forma de abstracio e
generalizacdo com a finalidade de previsao de tendéncias. A modelagem
consiste, essencialmente, na arte de transformar situacdes da realidade
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em problemas matematicos cujas solugdes devem ser interpretadas na
linguagem usual (BASSANEZI, 2002, p. 24).

Assim, a modelagem matematica faz com que os problemas fisicos de uma situagao
real estejam conectados com a matematica por intermédio do modelo. Esta concepgao é

baseada nas palavras de autores como Biembengut e Hein (2002).

Para Biembengut e Hein (2002) o processo de obtenc¢ao de um modelo depende
exclusivamente do conhecimento matematico que cada individuo possui. Se o conhecimento
é restrito a “matematica elementar”, o modelo pode estabelecer limites. Quanto maior for
o conhecimento matematico, maior sera a possibilidade de resolver situacoes complexas.
Entretanto, os autores ressaltam que o valor do modelo nao esta restrito a sofisticacao
matematica. Neste sentido, Fiolhais e Trindade (2003, p. 263) chamam de “modeliza¢ao” a
programacao de um modelo e afirmam que, “ao permitir realizar ‘experiéncias conceituais’,
a modelagao/simulacao estd muito proxima de uma forma de aprendizagem designada por

‘descoberta’”

Sabe-se que a matematica aplicada é mais intuitiva, pois, além de aplicar-se ao
mundo real, é mais pratica, dindmica podendo gerar um maior grau de interesse pelos
alunos. Além disso, o simples fato de inovar o ensino através de novas metodologias na
educacgao, podem tornar as aulas mais participativas. Neste sentido, este trabalho se
justifica pela possibilidade de desenvolver uma ferramenta digital que pode ser usada em

sala de aula para um estudo interdisciplinar, envolvendo matematica aplicada e fisica.

O presente trabalho visa estudar o problema fisico dos corpos flutuantes e, por meio
da aplicacao das Leis de Newton, obter a equacao diferencial que modela o movimento
destes corpos. Em seguida, a partir de solugoes numéricas feitas a partir de um programa
de computador, realizar simulagoes e realizar analises experimentais de corpos diversos

imersos em um fuido.

Como este trabalho faz um estudo acerca dos corpos flutuantes, podemos separar

seus objetivos especificos através dos seguintes pontos:

e Trazer uma breve reflexdo acerca do principio de Arquimedes e de como o problema

fisico de corpos flutuantes se aplica na resolugao de situagoes do mundo real;

e Estudar o problema fisico dos corpos flutuantes através da aplicagao do principio de

Arquimedes e das Leis de Newton;

e Averiguar através de uma analise, as principais forcas que agem no corpo que sera

colocado em um fluido, aplicando-as nas equagoes diferenciais do movimento;
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e Apresentar os métodos numéricos como ferramenta de solu¢ao para modelos fisicos-

matematicos mais complexos, o qual possibilita a solu¢ao de Equacgoes Diferenciais

Ordinérias (EDO);

e Desenvolver um programa de computador capaz de ser utilizado para simulacoes de

problemas com corpos flutuantes;
e Estudar as Equagoes Diferenciais por meio de uma abordagem teorica e pratica;

e Apresentar o computador como poderoso meio para a investigacao cientifica;

Este trabalho esta de acordo com a metodologia de ensino conhecida como STEM
que, no inglés representa as iniciais de Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica,
propoe trabalhar simultaneamente com conhecimentos dessas quatro areas, tornando mais
pratica as atividades em sala de aula. Esta metodologia estéa sendo bastante discutida por
educadores mateméaticos como fundamental para o processo de ensino aprendizagem. De
acordo com Caron (2017), o STEM ¢ capaz de incentivar a interdisciplinaridade com foco
na participagao pratica do aprendizado, podendo preparar os alunos para o mercado de
trabalho.

Além disso, o presente trabalho esta alinhado com as competéncias gerais da edu-

cacao basica enumeradas pela BNCC!, mais especificamente as seguintes que gostariamos
de destacar:

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexdo, a analise critica, a imagina-
¢ao e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipoteses,
formular e resolver problemas e criar solugoes (inclusive tecnolégicas)
com base nos conhecimentos das diferentes areas.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e
comunicacao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diver-
sas praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar
e disseminar informagoes, produzir conhecimentos, resolver problemas
e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva (BRASIL,
2018).

O trabalho esta organizado em cinco capitulos. No Capitulo 2 falaremos sobre
a lenda de Arquimedes, em seguida, conheceremos um pouco mais sobre a fisica dos
corpos flutuantes, das propriedades dos fluidos e das leis de Newton do movimento. O
capitulo ainda trata de equagoes diferenciais ordinarias, de como se da a solugdo numérica
e finalmente, serd discutido acerca da modelagem 3D e da biblioteca VPython. No Capitulo
3, iremos fazer o balango de forgas e mostrar como, a partir da aplicagdo da Segunda Lei
de Newton é possivel obter o modelo matematico do problema em questao. O capitulo

ainda mostra como obter a solu¢ao via método de Euler, como foi modelado o volume

1 Base Nacional Comum Curricular
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submerso da esfera, além da modelagem 3D do simulador criado no Visual Python. Em
seguida, serao apresentados e discutidos os resultados obtidos a partir do simulador. Serao
tratados trés casos distintos. No tltimo capitulo sao feitas as consideragoes finais. Logo

ap0s, encontram-se as referéncias que auxiliaram em todas as etapas da pesquisa.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, sera apresentada a famosa e curiosa lenda de Arquimedes. Em
seguida sera discutido acerca da fisica dos corpos flutuantes, através de uma anélise de
forcas que atuam nos mesmos e das Leis de Newton do movimento, que serao importantes
para o desenvolvimento deste trabalho. Definiremos o que é uma Equacao Diferencial
Ordinaria e como podem ser solucionadas por meio de métodos numéricos. Por fim,

trataremos sucintamente do uso da modelagem 3D VPython usando a biblioteca VPython.

2.1 A LENDA DE ARQUIMEDES

O principio de Arquimedes nasce provavelmente através de uma situagdo problema,
onde o rei Hieron de Siracusa fica indignado apds saber por rumores que a sua coroa, a
qual era para ter sido feita com ouro, possuia uma certa quantidade de prata misturada.
Com isto, pediu para Arquimedes de Siracusa (282-212 a.C.) solucionar um possivel caso
de fraude, conforme descreve Vitruvius (1969 apud MARTINS, 2000, p. 117-118):

Quanto a Arquimedes, ele certamente fez descobertas admiraveis em
muitos dominios, mas aquela que vou expor testemunha, entre muitas
outras, um engenho extremo. Hieron de Siracusa, tendo chegado ao poder
real, decidiu colocar em um templo, por causa de seus sucessos, uma coroa
de ouro que havia prometido aos deuses imortais. Ofereceu assim um
prémio pela execugao do trabalho e forneceu ao vencedor a quantidade
de ouro necessaria, devidamente pesada. Este, depois do tempo previsto,
submeteu seu trabalho, finalmente manufaturado, & aprovacao do rei
e, com uma balanca, fez uma prova do peso da coroa. Quando Hieron
soube, através de uma dentincia, que certa quantidade de ouro havia sido
retirada e substituida pelo equivalente em prata, incorporada ao objeto
votivo, furioso por haver sido enganado, mas nao encontrando nenhum
modo de evidenciar a fraude, pediu a Arquimedes que refletisse sobre
isso [...] (VITRUVIUS, 1969 apud MARTINS, 2000, p. 117-118).

De acordo com Vitruvius (1969 apud MARTINS, 2000), Arquimedes ficou com
esta preocupacao em mente. Por ironia do destino, o acaso fez com que ele percebesse algo
no momento em que entrou em sua banheira, como ilustrado na Figura 1. Relatos contam
que ele notou que escorria para fora da banheira uma quantidade de agua equivalente
ao volume do seu corpo. Através, dessa observacao, ele teve ideia que poderia ajudar a
resolver o problema proposto pelo rei Hieron, algo que deixou Arquimedes em clima de

muita alegria:

[...] sem demora, ele saltou cheio de alegria para fora da banheira e
completamente nu, tomou o caminho de sua casa, manifestando em
voz alta para todos que havia encontrado o que procurava. Pois em
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Figura 1 — Arquimedes em seu banho.
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Fonte: Dantas (2010).

sua corrida ele nao cessava de gritar, em grego: “Encontrei, encontrei!”.
(VITRUVIUS, 1969 apud MARTINS, 2000, p. 117-118).

Ainda segundo Vitruvius (1969 apud MARTINS, 2000), Arquimedes decidiu cons-
truir dois blocos de pesos iguais ao da coroa fabricada pelo artesao, sendo um bloco de
ouro e o outro bloco de prata. Experimentos feitos com os blocos e a coroa fizeram com

que Arquimedes descobrisse a verdade, decretando fraude do artesdao. Para chegar a este
resultado, continua descrevendo Vitruvius (1969 apud MARTINS, 2000, p. 117-118):

[...] Feito isso, encheu de dgua até a borda um grande vaso, no qual
mergulhou o bloco de prata. Escoou-se uma quantidade de dgua igual ao
volume imerso no vaso. Assim, depois de retirado o corpo, ele colocou
de volta a dgua que faltava, medindo-a com um sextarius!, de tal modo
que o nivel voltou a borda, como inicialmente. Ele encontrou assim o
peso de prata correspondente a uma quantidade determinada de dgua.
Feita essa experiéncia, ele mergulhou, entdo, da mesma forma o corpo de
ouro no vaso cheio, e depois de retira-lo fez entdo sua medida seguindo
um método semelhante: partindo da quantidade de dgua necessaria, que
nao era igual e sim menor, encontrou em que propor¢ao o corpo de ouro
era menos volumoso do que o de prata, quando tinham pesos iguais. Em
seguida, depois de ter enchido o vaso e mergulhado desta vez a coroa
na mesma agua, descobriu que havia escoado mais dgua para a coroa
do que para o bloco de ouro de mesmo peso, e assim, partindo do fato
de que flufa mais 4gua no caso da coroa do que no do bloco, inferiu por
seu raciocinio a mistura de prata ao ouro e tornou manifesto o furto do
artesdo [...] (VITRUVIUS, 1969 apud MARTINS, 2000, p. 117-118).

De acordo com Roque (2012) esta histéria é considerada uma lenda, pelo fato de ser
constituida por informacoes de terceiros. Mas, o que realmente nos interessa ao conhecé-la,
é simplesmente o fato de como se aplica o Principio de Arquimedes em problemas ou

modelos fisicos do mundo real.

1 Antiga unidade de medida dos romanos
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2.2 A FISICA DOS CORPOS FLUTUANTES

Segundo Nussenzveig (2018), um corpo em seu estado sélido possui volume e forma
como caracteristicas definidas e s6 se altera, possivelmente, através de forcas externas. Ja o
liquido de acordo com o autor possui volume definido, mas, a sua forma nao. Assim, quando
o liquido é colocado em um recipiente, ele se amolda a forma do recipiente, mas conserva
o seu volume. Ja o gas nao possui nem forma e nem volume bem definidos, podendo se
expandir enquanto ha espago fisico para isso. “Liquidos e Gases tém em comum, gragas a
facilidade de deformagéao, a propriedade de poderem se escoar ou fluir facilmente, donde o
nome de fluidos” (NUSSENZVEIG, 2018, p. 11). O presente trabalho terd como objeto de

estudo apenas fluidos em seu estado liquido.

2.2.1 Peso aparente

De acordo com Halliday, Resnick e Walker (2009), se pegarmos uma pedra e
colocarmos ela sobre uma balanca calibrada, a leitura feita pela balanga expressara o peso
da pedra. Ao repetir a mesma experiéncia, s6 que debaixo d’agua, a forca de empuxo sobre
a pedra diminui a leitura da balanca. Assim, a nova leitura passa a ser um peso aparente.
Segundo os autores, 0 peso aparente de um corpo imerso em um fluido, esta relacionado
ao peso do corpo e a forga de empuxo (que serd vista com mais detalhes na Secao 2.2.3),

de acordo com a seguinte equacao:

Peso aparente = Peso real - Empuxo. (2.1)

Os autores ressaltam que em um dado teste de forca, se tivéssemos que levantar uma
pedra, seria mais facil levanta-la dentro da agua, Nesta situacao, a for¢ga que aplicariamos
na pedra teria que ser maior do que o peso aparente e nao maior do que o peso real, pois,
a forca de empuxo faria com que o peso levantado fosse amortecido, como pode ser visto

na Figura 2.

Considerando-se um corpo que flutua, Halliday, Resnick e Walker (2009) argumen-
tam que o modulo da for¢ca de empuxo é igual ao peso do corpo. Essa afirmacoes ja sao
bem evidentes, mas, o que nos interessa em saber é que, ao pesarmos este corpo com uma
balanca, a leitura feita seria nula, simplesmente pelo fato do corpo estar flutuando e a forca
aparente ser totalmente nula. Um exemplo basico dessa aplicagao para Halliday, Resnick
e Walker (2009, pg. 70) é “Quando os astronautas se preparam para realizar uma tarefa
complexa no espaco, usam uma piscina para praticar, pois na agua o seu peso aparente é

nulo, como no espago”.
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Figura 2 — Medida de um dinamometro: peso aparente.

Fonte: Silva (S.d.).

2.2.2 Propriedades dos fluidos

Devemos introduzir algumas propriedades importantes dos fluidos que serao uteis

no decorrer deste trabalho.

2.2.2.1 Densidade ou massa especifica

Conforme afirmam Halliday, Resnick e Walker (2009, p. 60) “para determinar a
massa especifica de um fluido em um ponto do espago, isolamos um pequeno elemento de
volume AV em torno do ponto e medimos a massa Am do fluido contido nesse elemento

de volume”. Assim, a massa especifica é dada por:

Am

NG (2.2)

Para os autores, em uma de suas hipdteses por teoria, a massa especifica de um
ponto qualquer do fluido, é descrita pelo limite dessa razao quando o elemento de volume
AV em torno desse ponto tende a zero. Através desta hipdtese, definimos densidade de
um corpo ou de um fluido, geralmente representada por p, como sendo o quociente entre a

massa do corpo m e o seu volume V:
= —. 2.3
P % (2.3)

No S.I.%, a densidade tem como unidade kg/m?. Nota-se que a densidade indica a

quantidade de massa existente em uma unidade de volume.

2 Sistema Internacional de Unidades
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2.2.2.2 Viscosidade

Podemos observar a diferenca de viscosidade entre dois fluidos quando emborcamos
uma garrafa com agua e outra com mel, por exemplo. O comportamento do escoamento
de ambos é bastante diferente. Enquanto a agua parece fluir com mais facilidade o mel
leva mais tempo. Como escreve Newman (2010), “podemos pensar na viscosidade como
uma medida da resisténcia que um liquido pode ter ao escoamento”. Nos fluidos ha forgas
atrativas internas entre as moléculas, de modo que qualquer movimento relativo entre elas
resulta em forgas de atrito ou arrasto (NEWMAN;, 2010). E daf que surge o conceito de
viscosidade. Quanto maiores forem estas forgas, mais viscoso sera o fluido e mais lento

serd o seu escoamento. A unidade de viscosidade no S.I. é dada em kg/ms.

2.2.3 Uma analise de corpos imersos e o principio de Arquime-
des

Considere uma simples experiéncia. Ao tentar fazer uma bola de praia afundar
ou ficar submersa em um liquido, é possivel observar que, quanto mais empurra-se a
bola para dentro, maior sera a forca de resisténcia contraria a forca aplicada, tornando
mais dificil fazer com que a bola seja submersa. Pode-se concluir que existe uma forca
resultante para cima, o que explica por que é tao dificil segurar a bola embaixo da agua,
(SERWAY; JEWETT, 2014). Uma outra situacao diferente da mencionada pelos autores,
seria a de conduzirmos a bola para o fundo do fluido e depois solta-la. Observariamos que,
rapidamente, a bola subiria para a superficie, como pode ser observado na Figura 3. Este
fenémeno se déa pelo fato do liquido exercer uma forga vertical sobre a bola, que ocorre de

baixo para cima, a qual denomina-se empuxo, que podemos representar por £ ou por F,.

Figura 3 — Uma bola tende a flutuar apos ser imersa na agua.

©

¢

Fonte: E-fisica (2017).

O empuxo representa a forca que o liquido exerce sobre a bola e como ¢é diretamente
proporcional a pressao, sera maior onde a pressao for maior, um fato que ocorre em maiores
profundidades. Logo, as forgas que atuam na parte de baixo da bola e empurram a bola

pra cima sao maiores do que as forgcas que empurram a bola para baixo, como podemos
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ver na Figura 4. Desde que o liquido nao esteja em movimento, a soma de todas as forcas

presentes na bola tem direcao vertical e sentido para cima.

Figura 4 — Corpo imerso no liquido.

Fonte: Adaptado de Sites (S.d.).

Serway e Jewett (2014) argumentam que, a partir do momento em que um corpo

esta submerso, o volume do liquido deslocado ¢é igual ao volume real do corpo, ou seja:

‘/liquido deslocado — ‘/real do corpo- (24)

Nesta andlise, caso o corpo esteja flutuando na superficie do liquido, somente a
parte submersa terd influéncia no volume do liquido deslocado (SERWAY; JEWETT,
2014).

Para um corpo mergulhado em um fluido, ha duas forcas agindo: o peso, dado
por P, e o empuxo, expresso por E. Contudo, a forma como essas forgas se equilibram se

distingue em trés casos:
Caso 1: corpo em equilibrio

No primeiro caso, imaginemos um corpo que fica em equilibrio em qualquer posicao
onde seja colocado no fluido. O médulo do empuxo é igual ao peso do corpo, como mostra

a Figura 5, logo:

P=E, (2.5)
Mog = Myg. (2.6)

Em termos da massa especifica descrita na Equagao (2.3), podemos reescrever a

Equagao (2.6) como sendo:

PogV = pygV, (2.7)
Po = Pf, (28)
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onde, g representa a gravidade, p é a densidade e V' é o volume do corpo e os subindices o

e f representam, respectivamente o objeto (corpo) e o fluido.

Figura 5 — Caso 1: P = E.

By

-1

Fonte: FisicaNet (S.d.).

Caso 2: corpo submerge

No segundo caso, supomos que uma pedra ¢ solta e afunda na agua. Neste caso,
o modulo P do peso que age sobre a pedra ¢ maior que o moédulo £ do empuxo, o que
faz com que a pedra acelere para baixo, como pode ser visto na Figura 6. Para este caso,

tiramos a seguinte expressao:

P>FE, (2.9)
Mog > Myg. (2.10)

De modo similar ao caso anterior, podem ser escritas:

PogV > prgV, (2.11)
Po > Py- (2.12)

Caso 3: corpo flutua

Para o terceiro caso, vamos imaginar que um pedaco de madeira é solto na agua e,
como o médulo P do peso que age sobre o mesmo é menor que o moédulo £ do empuxo,
ele acelera para cima e acaba flutuando sobre a superficie, como mostra a Figura 7. A

expressao que define esse caso é:

P<E, (2.13)
meg < Mmyg, (2.14)
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Figura 6 — Caso 2: P > E.

Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2009, p.69).

ou,

pogV < psgV, (2.15)
Po < py- (2.16)

Figura 7 — Caso 3: P < E.

Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2009, p.69).

Foi a partir de Arquimedes de Siracusa que se descobriu o meio ou a forma de como
se calcular o empuxo. O principio de Arquimedes, conforme define Halliday, Resnick
e Walker (2009, p.68), afirma que “Quando um corpo esté total ou parcialmente submerso
em um fluido, uma forga de empuxo F exercida pelo fluido age sobre o corpo. A forga é

dirigida para cima e tem um moédulo igual ao peso my.g do fluido deslocado pelo corpo”.

De acordo com o principio de Arquimedes, o médulo da forca de empuxo é expresso

por:

E =myg. (2.17)

Esta equacao sera usada posteriormente, quando realizaremos o balanco de forgas
para a criacao do modelo matematico a ser utilizado no presente trabalho. Também sera

necessario compreender e aplicar algumas das Leis de Newton do Movimento.
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2.2.4 Movimento unidimensional

Toda esta se¢ao é baseada na teoria disponivel em Serway, Beichner e Jewett (2000).
Ao considerar o movimento vertical y de uma particula, a partir de uma posigao inicial y;

até uma posicao final yy, estabelece-se o seguinte deslocamento:

Ay =y —y;. (2.18)

A velocidade média de uma particula durante um determinado intervalo de tempo é
a razao entre o deslocamento Ay e a variagao de tempo At, durante o qual esse deslocamento

ocorreu, ou seja:

_ Ay

= —. 2.1
/Uy At ( 9)

A velocidade de uma particula é tida como instantanea, quando é definida pelo
limite da razao Ay/At a medida que At se aproxima de zero. Matematicamente, este

limite ¢ igual a derivada de x em relacao a t, ou a taxa de variacdo temporal da posicao:

Ay dy

y = lim = (2.20)

(%

A aceleragao média de uma particula é descrita como sendo o quociente entre a
mudanca de sua velocidade Av, e o intervalo de tempo At durante o qual essa alteracao

ocorreu.

- Avy, — vyp — vy,
= = 2.21
W="Ad tp—t; (2:21)

onde os indices f e ¢ desta equacao, indicam o momento final e inicial de uma particula

em movimento vertical.

De modo similar, a aceleragao instantanea é igual ao limite da razdo Av,/At a
medida que At tende a zero. Por definicao, este limite ¢ igual a derivada de v, em relagao

a t, ou a taxa de variacao temporal da velocidade:

- Av,  dv,
“ a0 At dt (222)

Qy
2.2.5 As leis de Newton do Movimento
2.2.5.1 Primeira Lei de Newton

Segundo Halliday, Resnick e Walker (1996), antes das leis da mecénica de Newton,

pensava-se que, para um corpo estar em movimento, alguma influéncia ou forca deveria
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atuar sobre ele, para que seu movimento permanecesse em velocidade constante, senao o

mesmo pararia.

Para definirmos a primeira lei de Newton, podemos pensar em um objeto deslizando
sobre o gelo com velocidade constante, de modo que sua velocidade nao aumente e nem

diminua.

Observando uma situacao como esta é que surge a Primeira Lei de Newton
ou Lei da Inércia, a qual diz: considere um corpo sobre o qual ndo atue forca resultante
alguma. Se o corpo estd em repouso, ele permanece em repouso. Se o corpo estd em

movimento com velocidade constante, ele permanecera assim indefinidamente.

2.2.5.2 Segunda Lei de Newton

A Segunda Lei de Newton ou principio da dindmica, de acordo com Halli-
day, Resnick e Walker (1996, pg. 99), diz que “a forga resultante que age sobre um corpo é
igual ao produto da massa do corpo pela sua aceleragao”. Escrevendo matematicamente,

temos:

S F = ma. (2.23)

Vemos que as grandezas massa e forca se relacionam por meio desta equacao. Neste

sentido, serao analisadas com mais detalhes cada uma delas logo a seguir:

2.2.5.2.1 Forca

Para Halliday, Resnick e Walker (1996), a forga pode ser definida em termos da
aceleracao fornecida a um corpo-padrao de referéncia. Utilizando o quilograma-padrao
como corpo-padrao, podemos considerar um exemplo de um corpo com massa de 1 kg
colocado sobre uma mesa na horizontal e sem atrito, o qual ao ser puxado para direita
adquira eventualmente uma aceleragao de 1m/s?. Por defini¢do exercemos sobre este corpo

uma forg¢a de 1N (ou 1 Newton).

Pode-se observar que estando um corpo submetido a uma aceleragao a, existe uma
forga atuante F (em Newtons) sobre ele, a qual possui médulo igual ao da aceleragdo em

m/s®. Além da aceleracio as forgas sdo vetores que possuem moédulo, direcao e sentido.

2.2.5.2.2 Massa

De acordo com Halliday, Resnick e Walker (1996), considere o lancamento de duas
bolas, uma de boliche e a outra de beisebol onde, sobre cada uma delas, é aplicada uma
mesma for¢a que produz aceleracoes diferenciadas. Esta aceleracao diferenciada é causada

pela massa que cada uma possui. Por isso, a aceleracao da bola de beisebol sera maior que



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 28

a de boliche. Mas o que é massa? Podemos dizer que a massa de um corpo ¢ a caracteristica
que relaciona a forca a ele aplicada com a aceleracao resultante. A tinica ocasiao em que

percebemos fisicamente a massa é quando tentamos acelerar um corpo.

Para utilizarmos a equagao (2.23), devemos estar cientes de todas as forgas que
atuam sobre o corpo e quais as forcas que atuam sobre o mesmo. Assim, a Equagdo (2.23)
deve ser escrita como a soma vetorial ou forga resultante de todas forcas que atuam sobre

0 corpo.

A equacao vetorial Equacao (2.23) é equivalente a trés equagoes escalares, dadas

por:

ZFI = ma,, ZFy = may, € ZFZ = ma,. (2.24)

Essas trés equagoes relacionam as trés componentes da forga resultante sobre um

corpo com as trés componentes da aceleracao desse corpo.

Halliday, Resnick e Walker (1996) discorrem que a Primeira Lei de Newton é um
caso especial da Segunda Lei, mas, isto ndo torna a primeira lei irrelevante, pois, se nao
existe forca atuando sobre determinado corpo, diz-se que a aceleragao é nula, ou seja,
a=0.

A Segunda Lei de Newton em unidades do S.I. pode ser expressa, como exemplo,
da seguinte forma: 1N = (1kg).(1 5) = 1 kg. 5.

Argumentam Halliday, Resnick e Walker (1996) que, para resolvermos os problemas
que englobam a segunda lei de Newton, se possivel, é necessario desenhar o diagrama
de corpo livre. Nesse diagrama, desenha-se as forcas presentes no corpo e calcula-se a
soma das forcas, ou forca resultante. Apds isto, aplica-se a forca resultante de acordo com
a Equagao (2.23).

2.2.5.3 Terceira Lei de Newton

Se um corpo A exerce uma forca Fpg, sobre o corpo B; a experiéncia revela que o
corpo B, exerce uma forca F 4 sobre o corpo A. Estas duas forcas tem o mesmo modulo e

sentidos contrarios, tal que:

Fap=-Fpa. (2.25)

Contudo a equagao permanece valida e nao importa se os corpos estao parados ou
em movimento. Isto define a Terceira Leit de Newton para o movimento que, segundo
Halliday, Resnick e Walker (2016, p. 258), afirmam que “Quando dois corpos interagem,

as forcas que cada corpo exerce sobre o outro sao sempre iguais em médulo e tém sentidos



Capitulo 2. Fundamentacio Teorica 29

opostos”, uma dessas forcas é chamada forgca de acgdo, e a outra é chamada de forca

de reacao.

2.3 EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA

De acordo com Bassanezi (2012), uma equagao diferencial é composta por fungoes
incognitas e suas derivadas. Conclui-se que uma equagdo diferencial é classificada como
ordindria (EDO) se a sua fungao incégnita depende de apenas uma varidvel. Portanto,

uma EDO é uma equagao da forma:

dy & d"
vy 1 =o. (2.26)

Flx 7 T 90 -
Y iz da? dy*

A Equagao (2.26) envolve uma fungao incognita y = % = y(z) e suas derivadas
denotadas por ¥, na qual k indica a ordem da derivada dessa funcdo. Além disso, z é a

variavel independente e y ¢é a variavel dependente.

Uma EDO ¢ dita de primeira ordem, quando a ordem da variavel dependente v,
¢é primeira em relagao a variavel independente x, ou seja, podemos escrevé-la da seguinte

forma:

Y= f). (2.27)

Solucionar uma EDO ¢é achar a funcao incégnita que satisfaca a equagao, como
mostra o exemplo a seguir:

Exemplo: Determine a solugao analitica da seguinte EDO:

Z?;(:c +1)=y. (2.28)

Isolando a derivada na forma y'(z), obtemos:

@y
de  x+1

(2.29)

Para solucionar a EDO da Equagao (2.29), iremos utilizar o método das equagoes

separaveis, para isso devemos reescrevé-la como:

dy _ f(z)

e ol (2.30)
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O motivo pelo qual estamos utilizando este método é, segundo Sodré (2003), que é
possivel separar as fungoes de forma com que cada membro da igualdade tenha apenas

uma fung¢do com uma unica varidvel. Logo, separando a Equacgao (2.29), temos;

dy dx
) = a1 (2.31)

Para obtermos a solucao analitica da Equacao (2.31), devemos integra-la em ambos

os lados:

/CZ/:/xcfl' (2:52)

Antes de prosseguirmos com a solucao da equacao citada, precisamos da seguinte

regra de integracao:

d
/Zu:ln|u|+c. (2.33)

Aplicando a regra de integragao acima na Equagao (2.32), obtemos;

In|y|4+a =n|z+1|+c. (2.34)

Agora, aplicar-se-a o inverso da fungao logaritmo natural (In) que é a exponencial,

da seguinte forma:

e Inlylter — o Inlz+lives (2.35)
dai, temos;
et = (z + 1)e, (2.36)
ou ainda:
c2
y(r) = (x+ 1) (2.37)

Portanto a solugao geral dessa EDO é expressa da forma:

y(x) = (z+ 1)e". (2.38)

A constante ¢ é conhecida como constante de integragao e indica que existem

diversas fungoes que satisfazem a EDO através da solugcdo geral.
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Para casos onde devemos determinar somente um unico elemento das diversas
familias de solugoes que existem em uma equacao diferencial, precisamos estabelecer as
condigOes iniciais. Especifica-se um valor para variavel independente e obtém-se o valor
particular da solucao geral da EDO. Pode-se representar uma EDO com sua condigao

inicial da seguinte forma:

d
d—y = f(z,y),com a condicao inicial: y(z1) = y;. (2.39)
x

2.3.1 Solucao via métodos numéricos

Segundo definem Gilat e Subramaniam (2009), entende-se por Métodos Numéri-
cos um conjunto de procedimentos usados para solucionar problemas matematicos que nao
podem ser resolvidos facilmente via solucao analitica. Uma solugao analitica ¢ uma resposta
exata de uma equacao diferencial na forma de uma expressao matematica escrita em termos
das variaveis do problema que esta sendo resolvido. Uma solu¢ao numérica fornece um
valor aproximado como solugao. Um fato importante acerca das solugdes numéricas é que

elas, mesmo se aproximando da solugao analitica, podem ser muito precisas.

De acordo com Gilat e Subramaniam (2009), a solu¢ao numérica de uma EDO do
tipo mostrado na Equacao (2.39) é uma técnica pela qual obtém-se uma aproximacao da
solucao real ou analitica da equacao, associando-a a um conjunto de pontos discretos que
representam a fungao y(x). Por ser um método descrito por passos, sua solugao é definida
através de um processo incremental. Supondo que o ponto inicial ja é dado, obtém-se em
sequéncia a solugao do segundo ponto aproximado, utilizando a solu¢ao do primeiro ponto.
Depois, utilizamos a solu¢cao do segundo ponto para obtermos a solucao do terceiro ponto
e assim por diante. Este processo serda melhor compreendido através de uma abordagem

de passo simples, que é o método explicito de Euler, o qual serd apresentado na Secao
2.3.1.1.1.

2.3.1.1 Métodos explicitos de passo simples

Quando um método ¢ tratado como método explicito de passo simples, como mostra
a Figura 8, pode-se observar que a solu¢do numérica (x;,1,y;1+1) é desenvolvida por meio

da solugao conhecida no ponto (x;,y;), fazendo uso das seguintes expressoes:

Yir1 = y; + inclinacdo h, (2.41)

onde o indice ¢ indica o valor antecessor que ja é conhecido no ponto, o indice ¢ + 1

representa o valor posterior, h é a largura do passo de integracao e a inclinagao, ¢ uma
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constante que estipula a aproximacao do valor de % no intervalo de z; a x;,1(GILAT;
SUBRAMANIAM, 2009).

Figura 8 — Método explicito de passo simples.

1 y(x)\

Solucao

exata \

M| e %

Fonte: Gilat e Subramaniam (2009, p.331).

Para solucionar uma EDO via método explicito de passo simples, iniciamos pelo
ponto onde o primeiro valor ja é de conhecimento e que por sua vez, é equivalente a
primeira iteracdo ¢ = 1 no ponto (z1,y;). Em sequéncia, o indice i que é posterior ao
antigo alterna-se para i = 2, e a solugdo no ponto seguinte, (xs,y2), é calculada através
das Equagoes (2.40) e (2.41). Esse processo continua de forma andloga ao indice anterior,
com i = 3, 1 = 4, e, assim sucessivamente, até que os pontos satisfacam todo o dominio da

solucao.

Os autores afirmam que muitos sdo os métodos explicitos de passo simples que
fazem uso das Equacoes (2.40) e (2.41). A tnica diferenga entre os métodos estd no valor

utilizado para constante de Inclinagido que se faz presente na Equagao (2.41).

2.3.1.1.1 O Método Ezplicito de Fuler

De acordo com Gilat e Subramaniam (2009) o Método de Euler é o meio ou forma
procedimental mais simples de resolver uma EDO de primeira ordem na forma da Equacao
(2.39). O método de Euler pode ser usado de forma explicita ou implicita. Neste trabalho,

vamos abordar somente o método de Euler na sua forma explicita.

Segundo (GILAT; SUBRAMANIAM, 2009) o método explicito de Euler, conhecido
também como método de Euler progressivo, é um procedimento numérico de passo simples
utilizado para para solucionar EDOs de primeira ordem no formato da Equacao (2.27).
Esse método faz uso das Equagdes (2.40) e (2.41), onde a constante de inclina¢ao da

Equagao (2.41) é a inclinagao de y(x) no ponto (z;,y;), como podemos observar na Figura
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9. Calcula-se essa inclinacao através da seguinte equacao diferencial:

d
Inclinacao = d—y = f(zi, ). (2.42)
T

Figura 9 — Método explicito de Euler.

y
) —/

Solugdo /
exata \ / Solucio

I//numérica
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Fonte: Gilat e Subramaniam (2009, p.332).

Os autores ressaltam que o método de Euler apropria-se que, a partir de uma
pequena distancia h que se refere ao tamanho de passo na vizinhanga de (z;,y;), a fungao
y(x) possui inclinacao constante e igual a inclinagdo do ponto (z;,y;). De acordo com esté

hip6tese, o ponto posterior da solugdo numérica (41, ;1) é calculado pelas expressoes:

Tip1 =T +h (2.43)

e
Yir1 = Yi + f (25, y:) b (2.44)
Para melhor compreendermos o método explicito de Euler, iremos aplicid-lo para
resolver a EDO % =—1,2y+7e7%% de x =0 a & = 2,5 com a condicdo inicial y = 3 em

x = 0 e tamanho de passo h = 0, 5.

Solugao manual: O primeiro ponto da solucao é (0, 3), que corresponde a condigao
inicial. No primeiro ponto, i = 1. Os valores de = e y sao x1 = 0 e y; = 3. O restante da
solugdo é determinado usando as Equagoes (2.43) e (2.44). Neste problema, essas equagoes

tém a forma:

Tiv1 = T4 + h= T; + O, 5, (245)
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vir =i+ f (@90 b=y + (=1, 2y + 77" 0,5. (2.46)

As Equagoes (2.45) e (2.46) sao aplicadas cinco vezes, com i = 1,2, 3,4, e 5.

Primeiro passo: No primeiro passo,i = 1 . As Equagoes (2.45) e (2.46) fornecem:
xo=21+0,5=04+0,5=0,5,

Yo =1y + (—1,2y; + 77 %31)0,5 =3+ (=1,2-3+ 7 %39)0,5 =4, 7.

O segundo ponto é (0,5;4,7).

Segundo passo: No segundo passo, i = 2. As Equagoes (2.45) e (2.46) fornecem:
r3=22+0,5=0,5+0,5=1,0,

ys = yo + (=1,2y0 + 779322) 0,5 = 4,7+ (—1,2- 4,7+ 7e79395) 0,5 = 4,893.

O terceiro ponto ¢é (1,0;4,893).

Terceiro passo: No terceiro passo, i = 3 . As Equacoes (2.45) e (2.46) fornecem:
rzs=23+0,5=1,0+0,5=1,5,

ys = y3 + (=1,2ys + 7e793%3) 0,5 = 4,893 + (—1,2 - 4,893 + Te %310) 0, 5 = 4, 550.
O quarto ponto é (1, 5;4,550).

Quarto passo: No quarto passo, i =4 . As Equagoes (2.45) e (2.46) fornecem:
x5 =1x4+0,5=1,540,5=2,0,

ys = ya + (=1, 2ys + Te031) 0,5 = 4,550 + (—1,2 - 4,550 + 7e~0315) 0, 5 = 4, 052.
O quinto ponto é (2,0;4,052).

Quinto passo: No quinto passo, i = 5. As Equagoes (2.45) e (2.46) fornecem:

re =25+0,6=2,0+0,5=2,5,

ve = Ys + (—1,2ys + 7e793%5) 0,5 = 4,052 + (—1,2 - 4,052 + 7e"93%0) 0,5 = 3, 542.
O sexto ponto é (2, 5; 3,542).

A Figura 10 mostra a solugdo numérica da EDO marcada em pontos e a solucao

analitica em uma linha continua.

Figura 10 — Solucao numérica da EDO.

Fonte: Gilat e Subramaniam (2009, p.335).
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Ainda, é possivel observar na Figura 11, os valores das solu¢oes numérica e analitica,

e o erro que ¢ a diferenca entre as duas.

Figura 11 — Valores solugao numérica e analitica da EDO.

i 1 2 3 4 5 6

£ 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25

y; (numérica) 3,0 4.70 4.893 4,55 4,052 3,542
y; (exata) 3,0 4,072 4323 4,170 3,835 3,436
Erro 0,0 -0,6277 -0,5696 03803 -0,2165 -0,1054

Fonte: Gilat e Subramaniam (2009, p.335).

2.3.1.2 FErros em solugoes via métodos numéricos

De acordo com Chapra e Canale (2011), erros sao produzidos quando sdo usadas
aproximagcoes para representar operacoes e quantidades matematicas exatas. Neles incluem-

se os erros de truncamento e os erros de arredondamento.

Ainda conforme escrevem Chapra e Canale (2011), os erros de arredondamento ocor-
rem devido ao fato dos computadores armazenarem apenas um numero fixo de algarismos
significativos durante os calculos. Alguns valores numéricos, como 7 e v/7, por exemplo,
nao podem ser representados por um numero fixo de algarismos significativos. Logo, estes
valores nao podem ser representados de forma exata por um computador. Além do mais,
computadores usam uma representacao na base 2 e ndo podem expressar precisamente
certos numeros exatos na base 10. Portanto, os autores definem a discrepancia introduzida

por essa omissao de algarismos significativos como sendo um erro de arredondamento.

J& os erros de truncamento sao intrinsecos aos métodos numéricos, uma vez que
os mesmos, representam formulagoes matematicas exatas por meio de aproximacgoes. De
acordo com Gilat e Subramaniam (2009, p. 33) “o erro de truncamento é dependente do
método numérico especifico ou do algoritmo usado na solugao do problema”. Ainda pode-se
ressaltar que o erro de truncamento nao depende do erro de arredondamento, pois sua
existéncia ocorre mesmo quando as operagoes matematicas sao exatas. Juntos, os erros
de truncamento e arredondamento resultam no erro numérico total da solu¢ao numérica

(GILAT; SUBRAMANIAM, 2009).

O erro total ou erro real, é expresso pela diferenca entre a solucao verdadeira

(exata) e a solugdo numérica, como pode ser vista na Figura 12. Com isto, tem-se que:

Erro Real = Solugao Exata - Solucao Numérica. (2.47)
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O erro relativo real, é calculado pelo valor absoluto da razao entre o erro real e a

solucao exata:

Frro Relativo Real — Solucao Exata - Solugdo Numérica .

2.48
Solucao Exata ( )

Gilat e Subramaniam (2009) descrevem que além de ser uma grandeza adimensional

e independente de escalas, nela indica-se o tamanho do erro em relagao a solucao exata.

O tnico impedimento que existe ao utilizarmos o erro real e o erro relativo total
visto nas Equagoes (2.47) e (2.48), é quando eles ndo podem ser de fato determinados em
problemas que requerem o uso de solugoes via métodos numéricos, pelo fato da solucao

exata nao ser conhecida.

Figura 12 — Erro no método de Euler.

, Previsto
| }erro

|
, Verdadeiro
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Fonte: Chapra e Canale (2011, p.588).

2.4 MODELAGEM 3D

A modelagem 3D é uma forma eficiente de fazer com que o aluno compreenda
aspectos tridimensionais de determinados modelos, seja na Fisica, na Quimica, na Matema-
tica e em outras areas do conhecimento. Para Fiolhais e Trindade (2003 apud HARRISON;
JAQUES, 1996, pg. 267) a realidade virtual é vista como “o conjunto de tecnologias que
permitem fornecer ao homem a mais convincente ilusao possivel de que este estd noutra
realidade; essa realidade (ambiente virtual) apenas existe no formato digital na meméria

de um computador”. Um exemplo de realidade virtual pode ser vista pela Figura 13.

Este tipo de ambiente é bastante interativo e auxiliador, pois, a medida que o aluno

interage com o computador, constréi-se com maior possibilidade, o desenvolvimento de
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aprendizagem do mesmo, o que também pode fazé-lo compreender melhor, determinados
conteudos. Além disso, este tipo de ambiente possui um conjunto de caracteristicas que

tornam-a imprescindivel, e sao estas:

A realidade virtual é uma poderosa ferramenta de visualizacdo para
estudar situagdes tridimensionais complexas.

- O aluno ¢ livre para interagir diretamente com os objetos virtuais,
realizando experiéncias na primeira pessoa.

- Os ambientes virtuais permitem situagoes de aprendizagem por tentativa
e erro que podem encorajar os alunos a explorar uma larga escolha de
possibilidades.

- O ambiente virtual pode oferecer feedbacks adequados, permitindo aos
alunos centrar a sua atencdo em problemas especificos.

- Um sistema de realidade virtual pode adquirir e mostrar graficamente
dados em tempo real. (FIOLHAIS; TRINDADE, 2003 apud HARRISON;
JAQUES, 1996, pg. 268)

2.5 VPYTHON

Uma ferramenta gratuita e multiplataforma que pode ser usada com bastante
facilidade para o desenvolvimento de simulagoes envolvendo animagoes em 3D ¢é a biblioteca
VPython ou Visual Python.

O VPython torna incomumente ficil escrever programas que geram
animacgoes 3D em tempo real navegaveis. Baseia-se na linguagem de
programacao Python, que é amplamente utilizada em cursos introdutérios

Figura 13 - Exemplo de realidade virtual.

Fonte: Fiolhais e Trindade (2003, p.268).
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de programagao, gragas ao seu design limpo, e também é amplamente
usada em ciéncia e negdcios (CHABAY; SCHERER; SHERWOOD, S.d.).

Para utilizar os recursos do Visual Python é necessario saber programar? A resposta
é nao, pois, um exemplo que podemos dar é a propria plataforma GlowScript que disponi-
biliza diversos exemplos de programas desenvolvidos em VPython. E possivel utilizar os
codigos ja implementados e interagir com o ambiente, como podemos ver na Figura 14.
Mas, se o usuario pretende realizar mudancas no coédigo e fazer algo diferente dentro
ou fora da plataforma, é de fundamental importancia possuir conhecimentos prévios de
programacao. Na Figura 15 podemos observar um exemplo de um cédigo VPython e a

cena com a modelagem 3D obtida a partir dele.

Saber programar nos torna aptos a conhecer melhor as novas tecnologias, ficar
mais intimos. Além disso, aprendendo uma linguagem de programacao, nos tornarmos
independentes dos softwares e programas que estdao no mercado, além de fortalecermos a

nossa competitividade internacional.

Em 1999, a Academia Nacional de Ciéncias, em seu relatério “Ser fluente
com a tecnologia da informagcao”, defendia que todos os estudantes univer-
sitarios deveriam aprender a programar. O conhecimento rudimentar de
codificacdo para todos os alunos foi apontado como prioridade nacional
no recente discurso sobre o Estado da Unido, pois fortalece a competitivi-
dade internacional do pais em uma era da informacio (KORTEMEYER,
S.d.).
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Figura 14 — Vpython em glowscript.

Right button drag or Ctrl-drag to rotate "camera" to view scene.

To zoom, drag with middle button or Alt/Option depressed, or use scroll wheel.
0On a two-button mouse, middle is left + right.

Shift-drag to pan left/right and up/down.

Touch screen: pinch/extend to zoom, swipe or two-finger rotate.

Fonte: Chabay, Scherer e Sherwood (S.d.).

Figura 15 — Cédigo vpython.

soena. kb.kays:
a=scene.kb.getkey()
(s £

L ]
L ]

VPython £
accelerator .pos.y<s:

accelerator.pos.y+=0.2
(mm=i )
accelerator.pos.y>=-8:
accelerator.pos.y-=0.2
(8m=x")z
makeparticle((8,accelerator.pos.y,0), (speed,0,0))

ive charge,

plate=box(pos=(-10,0,0), size=(0.2,15,15), color=color.yellow)
accelerator=box(pos=(10,0,0), size=(5,1.5,4), color=color.white)

scene.autoscaless
True:
rata{100)
listenkeys()
thisparticle particles:
acceleration = vector(0,0,0)
charge charges:
difference = thisparticle.pos-charge.pos
acceleration+=strength*charge.charge/mag{difference)**3+difference
thisparticle.velocity+=acealerationvdt
thisparticle.pos.x<==10:
thisparticle.velocity.x=0

Fonte: Kortemeyer (S.d.).
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3 METODOLOGIA

3.1 MODELAGEM MATEMATICA E COMPUTACIONAL

O primeiro passo para obter o modelo matematico relacionado ao problema fisico
em questao é analisar as forgas que atuam sobre o corpo. Em seguida devemos fazer uso
da Segunda Lei de Newton. Antes disso, serao feitas algumas consideragdes a respeito das

simplificagoes do modelo matematico com o qual visamos trabalhar:

1. O corpo s6 se move na dire¢ao vertical, logo nao ha nenhuma componente horizontal
envolvida;

2. O corpo nao sofre rotacao;

3. Perturbagoes na superficie do fluido nao sao consideradas;

4. O fluido é estatico e incompressivel.

3.1.1 Balanco de forcas para corpos submersos

A Figura 16 mostra o balanco de forgas atuando em um corpo submerso que serd
considerado no presente trabalho para duas situagoes: o corpo subindo e descendo. Para

cada situagao o balango de forcas é mostrado a seguir.

Corpo descendo:

> F,=E—-P+F, (3.1)

Corpo subindo:

S F,=E—P—F, (3.2)

onde (E) é o médulo do empuxo, (P) é o médulo da forca peso e (F;,) é o médulo da forga

de Arrasto. Estas forgas sao definidas sucintamente na Secao 3.1.1.1.

3.1.1.1 Forca peso (P)

A forga peso é a forga com a qual os astros atraem os corpos. Se analisarmos, no
momento em que soltamos um corpo nas proximidades do solo, a velocidade sofre uma
variagao e o corpo ¢ atraido em direcao ao centro da terra. Esta variacao da velocidade é o

que chamamos de aceleracao da gravidade. No nosso problema, a aceleragao da gravidade



Capitulo 3. Metodologia 41

Figura 16 — Forcas atuantes em uma esfera.
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\
\|, Fa
A

P

Descendo Subindo

Fonte: construcao nossa.

seréd considerada constante pois estamos tratando de variacoes de altitudes muito pequenas,
quase despreziveis. O modulo do peso do objeto é proporcional a massa do corpo e a ao

modulo da gravidade, isto é:

P =myg, (3.3)

onde (m) é a massa e (g) é o médulo da aceleragao da gravidade que pode ser estabelecido

como sendo aproximadamente 9,81 m/s%.

—

3.1.1.2  Forga de empuxo (E)

Fazendo mencao ao que ja foi descrito no capitulo anterior, quando tratamos do
principio de Arquimedes, podemos representar matematicamente a forca de empuxo como

sendo:

E =P, (3.4)

onde F ¢ o médulo do empuxo e Py é o peso do fluido deslocado. Combinando esta equagao

com a Equagao (3.3), podemos obter:

E = myyg. (3.5)

Pode-se encontrar, a partir da Equagao (2.3), uma expressao para massa do fluido

deslocado em termos da sua densidade e do volume submerso (V) do corpo:

my = psVs. (3.6)
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Substituindo a Equagao (3.6) na Equagao (3.5), obtém-se finalmente:

E = psVyg. (3.7)

—

3.1.1.3 Forga de arrasto (Fy)

Quando um corpo se desloca em um fluido, existe uma forca chamada de arrasto
(F,) ou forga retardadora que se opde ao movimento. A mesma é responsavel por reduzir
a velocidade dos objetos, uma vez que ¢é exercida no sentido contrario ao sentido do

movimento.

A equacao que descreve a forca de arrasto depende de inimeros fatores, como a
viscosidade do fluido, a velocidade de deslocamento, as dimensoes do objeto, e outras
propriedades dos fluidos. Segundo Kroetz (2013), quando a velocidade é pequena e/ou

viscosidade é muito alta, podemos calcular a forca de arrasto da seguinte forma:

F.(v) =bv, (3.8)

onde b’ é o coeficiente de arrasto linear e v é a velocidade da particula.

Para o caso de uma esfera, o coeficiente de arrasto linear é dado por:

b = 6. (3.9)

Combinando as Equagoes (3.8) e (3.9), tem-se:

Fo(v) = 6nsmro, (3.10)

onde 7y é a viscosidade dindmica do fluido e r é o raio da esfera.

A Equagao (3.10) é conhecida como a Lei de Stokes e da resultados mais precisos
para escoamentos com nimeros de Reynolds baixos, da ordem de R, < 1 (FULFORD et
al., 1997). O nimero de Reynolds é uma grandeza adimensional que relaciona algumas

propriedades do fluido e do objeto. Para o caso da esfera, é calculado como:

2
R, =Y (3.11)
7

onde r ¢ o raio da esfera, v é a velocidade e py e 7 sao, respectivamente, a densidade e a

viscosidade do fluido.
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3.1.2 Aplicagao da Segunda Lei de Newton

Aqui vamos considerar a situacao em que o corpo se desloca para cima. Ao
aplicarmos a segunda lei de Newton, temos por primicia que a soma das forcas presentes
na esfera imersa, sera proporcional ao produto da massa da esfera pela sua aceleracao na

diregao vertical (y), assim, tem-se:

> F, =meay. (3.12)

Fazendo a comutagao da Equagao (3.2) na Equagao (3.12), ficamos com a seguinte

expressao:

E— P~ F, = moa,. (3.13)
Substituindo as Equagoes (3.3), (3.7), (3.10) e (2.22) na Equagao (3.13), obtém-se:

d
prgVs —meg — 6mrn v = mo%. (3.14)

A partir de uma analise dimensional, pode-se averiguar a coeréncia nas unidades
de todas as grandezas presentes na Equagao (3.14). Reescrevendo cada termo na forma
de sua unidade correspondente apresentada pelo Sistema Internacional de Unidades (SI),

tem-se:

2 —kg— —m—L = kg— 3.15
m3 s Iz ™ Mins's Iz (3.15)
reorganizando, pode-se escrever:
m m m m
ou ainda:
N—-N-—-N=N. (3.17)

Portanto, podemos observar que todos os termos da Equagao (3.14), representando
as forcas de arrasto, empuxo e peso, possuem unidades compativeis que podem ser reduzidas

a unidade de forca (Newton).
Por meio da Equacao (3.14), iremos isolar a derivada da velocidade, obtendo:

dvy _ psgVs — meg — Grisv

1
dt Mo (3.18)
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Se analisarmos a Equacao (3.18), podemos ver uma EDO de primeira ordem, onde
v ¢ a variavel que depende do tempo e t é a variavel independente, como descrito na Secao
2.3. Uma outra informacao pertinente a equacao diferencial, é que as componentes massa,
densidade e as demais, nao dependem do tempo, pois, sdo constantes, diferentemente da

velocidade e do volume submerso que estao em funcao do tempo.

3.2 SOLUCAO NUMERICA VIA METODO DE EULER

Conforme argumentam Serway, Beichner e Jewett (2000), para resolver equagoes
diferenciais utilizando o método de Euler, as aproximagcoes das derivadas sdo realizadas
como razdes de diferengas finitas. Assim, considera-se um pequeno incremento de tempo
At, no qual podemos aproximar a relacdo entre a variagao de velocidade de uma particula

e a magnitude de sua aceleragdo como:

Mwa:i?_”@+¢X1_”@X (3.19)

Assim, a velocidade v(t + At) da particula no final do intervalo de tempo At pode

ser calculada de modo aproximado por meio da seguinte expressao:

v(t+ At) ~ v(t) + a(t)At. (3.20)

Como a aceleracao é uma funcao do tempo, a estimativa de v(t+ At) s é precisa se
o intervalo de tempo At for suficientemente curto, de tal modo que a variacao da aceleracao

seja relativamente pequena. A Equagao (3.20) é exata se a aceleracao for constante.

Ainda de acordo com Serway, Beichner e Jewett (2000), a posicao y(t + At) da

particula no final do intervalo At pode ser calculada de modo similar:

LAy oyt + At) —y(?)
vl Ry = At

(3.21)

Yt + Ab) = y(t) + v(t)At. (3.22)

Se a aceleracao em qualquer instante ¢ é conhecida, a velocidade e a posicao da
particula no instante ¢ + At pode ser calculada a partir das Equagoes (3.20) e (3.22). O
calculo é desenvolvido sucessivamente em uma quantidade finita de passos, permitindo
determinar a velocidade e a posi¢ao qualquer tempo posterior (SERWAY; BEICHNER,;
JEWETT, 2000).
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Como o primeiro membro da Equacao (3.18) é por defini¢do a aceleragao, entao

utilizando a Equagao (3.19), é possivel obter a equagao aproximada via método de Euler:

v(t+ At) —v(t)  prgVs —meg — 6T

, 3.23
At My ( )
por sua vez, reorganizando os termos, podemos obter:
|78 6
ot + At) = v(t) + |20 g - 2T A (3.24)

My me

A solugao da Equagao (3.24) fornece a velocidade no instante mais atual e, a partir
dela, e da Equagao (3.22), pode-se calcular a posi¢gdo do objeto no mesmo instante de

tempo.

3.2.1 Calculo do volume submerso de uma esfera

Como pode-se observar na Equagao (3.7), além da aceleragao gravitacional e da
densidade do fluido a forca do empuxo depende do volume submerso da esfera. Vale
salientar, que o volume submerso é o volume da esfera que se encontra efetivamente de

dentro do fluido, que também ¢é igual ao volume do fluido deslocado.

Para entender como foi feita a modelagem matematica para o cdlculo do volume
submerso, considere as trés situagoes distintas que estao ilustradas na Figura 17: esfera

nao submersa, parcialmente submersa e completamente submersa.

Figura 17 — Fases para uma submersao.

Posicao Vertical (y)

yiﬁ Altura da
Calota L Superficie
Altura || (0.0)" 46 fluido
da
Esfera
Nao Submerso Parcialmente Submerso Submerso

Fonte: construcao nossa.

Na primeira situacido, quando uma esfera estd completamente fora do fluido, é facil
b )
notar que o volume submerso é nulo. Neste caso, a esfera nao desloca nenhum volume de

fluido pois nao estd em contato com ela.
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Na terceira situacao, quando a esfera esta completamente imersa no fluido, o volume

deslocado é o préprio volume da esfera, que é dado por:

4
Vesfera = gﬂr?’. (3.25)

Na situagdo em que a esfera se encontra parcialmente submersa, o volume submerso
da esfera é calculado tomando-se como base o volume da calota da esfera que fica de fora

da dgua. Em termos matematicos, a calota é expressa pela férmula:

1
‘/calota—esfém'ca = 57’(’]12(37“ - h)7 (326)

onde h é a altura da calota e r é o seu raio.

Assim, conforme se observa na Figura 17, sempre que a esfera estiver parcialmente
dentro do fluido, o volume submerso pode ser calculado subtraindo-se o volume da calota

externa ao fluido do volume total da esfera:

4 1
Veubmerso = §7TT3 - gﬂ'h2(37“ - h) (327)

3.3 MODELAGEM 3D

Para a modelagem em 3D do problema estudado no VPython, foi criada a cena
mostrada na Figura 18. A cena procura representar um reservatério com um fluido e
um corpo imerso nele que devera ser movimentar de acordo com o balanco de forgas e a

Segunda Lei de Newton.

Figura 18 — Cena com a modelagem 3D do reservatério com fluido e do corpo imerso.

Fonte: construgao nossa.
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Na Figura 19 podemos observar uma parte do codigo que cria efetivamente a cena
descrita logo acima. Entre os recursos utilizados estao: textura, objetos do tipo caixa e
esfera com atributos de cor, opacidade, posi¢ao, dimensao, entre outros. As linhas aparecem
numeradas de 1 a 13. A linha 1 define a cor cinza para o plano de fundo. Na linha 2, para
dar a ideia do um fluido na cor laranja, criamos um box especificando algumas variaveis,
tais como: comprimento, largura, altura, posicao, etc. O atributo opacidade é usado para
deixar o objeto transparente, fazendo assim com que a esfera - criada na linha 4 - seja
visivel dentro e assim, também dar a impressao de que o fluido no recipiente se trata do
mel. Respectivamente, as linhas 6 e 8 sao usadas para criar as paredes laterais brancas
e dar a ideia de que o fluido esta dentro de um recipiente. Ja as linhas 10 e 12, criam
caixas com textura de madeira para dar ideia da base e do fundo do recipiente. A textura
¢é especificada com o atributo texture. Para criar a esfera na linha 4 usa-se um objeto do

tipo sphere que tem um atributo chamado radius que especifica o raio da mesma.

Figura 19 — Cédigo do simulador.

1 scene.background = color.gray(0.3)

2 gcaixa fluido = box(size = vector(.7, .4, .4), color = color.orange, opacity = 0.4,
3 pos=vector(.0,-0.2,.0) )

4 esfera = sphere(pos = vector(.0, -.2, .0), radius=raio calculado,texture = textures.stucco)
5

6 ©lado direito = box(size = vector(0.05, caixa fluido.size.y, caixa fluido.size.z),
7 color = color.white, pos = vector(0.375, -0.2, 0) )

8 ?Ladoiesquerdo = box(size = vector(0.05, caixa fluido.size.y, caixa fluido.size.z),
9 color = color.white, pos = vector(-06.375, -0.2, 0) )

10 =fundo caixa = box(size = vector(1.2, 0.05, .6), texture = textures.wood,

11 pos=vector(0,-0.425,.1))

12 ocaixa traseira = box(size = vector(1.2, .7, 0.05), texture = textures.wood,
13 pos=vector(0,-0.1,-0.225))

Fonte: construcao nossa.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para verificar a coeréncia dos resultados do simulador, buscamos reproduzir os
trés tipos de casos que estao descritos na Se¢ao 2.2.3. Espera-se que, no primeiro caso, o
simulador deve prever que a esfera permanece em equilibrio, ou seja, estatica no fluido,
pois o modulo da forca de empuxo ¢ igual ao médulo da forga peso. Para o segundo caso,
a esfera deve submergir uma vez que o moédulo da forgca peso é maior que o médulo da
forca empuxo. Ja no terceiro e ultimo caso, a esfera deve emergir uma vez que o médulo

da forca peso é menor do que o modulo da forga empuxo.

Na Tabela 1 verifica-se os parametros fisicos das trés simulagoes. Em todos os casos,
a posicao vertical do centro da esfera no inicio da simulagao ¢ de —0,2 m em relacao a
superficie do fluido, ou seja, a bola é solta, a partir do repouso (V,, = 0 m/s), de uma
profundidade de 0,2 m, conforme ilustra o esquema da Figura 20. Também para todos os
casos o fluido utilizado tem as mesmas propriedades do mel, cuja densidade é 1390 kg/m?
e a viscosidade ¢ igual a 1,760 kg/ms, de acordo com Baglio (2017) e Innocal (S.d). O
passo de tempo utilizado foi de At = 0,001 s, que gerou resultados satisfatérios sem levar

muito tempo de processamento.

Figura 20 — Esquema mostrando a posi¢ao inicial da esfera.

Posicao Vertical
¢ tic )

Superficie do fluido (0,0

(yc)
Posicao
do centro
da esfera

Fonte: construcao nossa.

O célculo do raio da esfera para o caso 1, exigiu um cuidado especial para que a

condicao de equilibrio fosse obedecida. Partindo da Equagao (2.8) e realizando algumas

r o Mo (4.1)
dpsm

manipulagdes algébricas, chegamos a:
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onde m, é a massa do objeto e ps é a densidade do fluido. Como a densidade do fluido
¢ de aproximadamente 1390 kg/m?, foi usado uma valor para a massa da esfera igual
a 0,4 kg e o valor m = 3,141592653589793 dado pela biblioteca math do Python, o que
resultou em um raio de 0, 0409561250731 m. O ntimero de casas decimais aqui é importante
pois qualquer arredondamento que testamos no sentido de remover somente duas casas
decimais, por exemplo, ja resultou na imersao da esfera até o fundo do reservatorio. Para
os casos 2 e 3, o raio da esfera foi mantido o mesmo do caso 1 e a massa alterada para
m = (0,4 £ 0,0015) kg. Essa variagdo pequena na massa visou fazer com que nao houvesse
uma discrepancia tao grande no equilibrio de forgas, mantendo baixas as velocidades e,

por consequéncia, o nimero de Re < 1.

Tabela 1 — Parametros dos casos simulados.

Caso Condicao Massa (kg)  po/ps
1 P=FE 0,4 1
29 P<E 0,3985  0,99625
3 P>E 0,4015  1,00375

Fonte: construc¢ao nossa.

A cena inicial da simulacdo mostrando a posicao de liberacao da esfera, a partir do

repouso, para o caso 1 pode ser vista na Figura 21.

Figura 21 — Posicao da bola a 0,2 m de profundidade.

Fonte: construcao nossa.

Como era esperado, a simulagao mostra que a esfera nao se move, permanecendo
na mesma posicao como pode ser observado na Figura 21, ou seja, na sua posicao inicial.
Logo conclui-se que a mesma estd em uma condigao de equilibrio estatico e a velocidade
permanece igual a zero em todo o tempo de simulacao que foi de 10 s. Para melhor observar
a condic¢ao de equilibrio do caso 1, foi gerado o grafico da Figura 22 que mostra a variagao

da posicao do centro da esfera no decorrer do tempo. A anélise grafica permite observar
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que a posicao da esfera nao sofre alteracao, permanecendo em 0,2 m de profundidade por

todo o tempo da simulagao.

Figura 22 — Grafico da posicao do centro da esfera com o tempo para o caso 1.
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Fonte: construcao nossa.

No caso 2, a esfera é solta da mesma posigao inicial (y. = —0,2 m), ou seja,
estando na profundidade que é mostrada na cena da Figura 21. Trés momentos distintos da
simulagao sao mostrados na Figura 23. Como a densidade da bola é menor que a densidade
do fluido, a bola tende a flutuar, parando com o seu centro préximo a superficie do fluido,
um pouco abaixo, a uma profundidade proxima a 0,05 m conforme pode-se observar na
Figura 24 (a), que mostra a varia¢ao da posi¢ao do centro da bola no decorrer do tempo.
Ja a Figura 24 (b) descreve como o nimero de Reynolds dado pela Equagao (3.11), varia
com o tempo. E facil notar uma relacdo importante entre os graficos mostrados na Figura

24, que vao nos permitir realizar algumas analises acerca do movimento.

No tempo t = 0 s, como o corpo parte do repouso, o nimero de Reynolds é nulo. De
modo semelhante, percebe-se que a derivada da posi¢ao em relagao ao tempo em ¢t =0 s,
também é nula. A partir dai, até t = 2,5 s, o corpo sai de repouso e comega a acelerar,
aumentando gradativamente o nimero de Reynolds até se estabilizar no seu valor maximo
de aproximadamente 0,7, permanecendo neste patamar até um tempo aproximado de
t = 15 s de simulagao. Como este valor ¢ inferior a um, garantimos a validade da Lei de
Stokes. Neste intervalo de tempo de t = 2,5 s at = 15 s, a velocidade da esfera permanece

constante, apds atingir uma magnitude conhecida como velocidade terminal.
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Figura 23 — Simulacao do caso 2.

Fonte: construgao nossa.

Figura 24 — Analise grafica do caso 2: a) posi¢ao do centro da esfera versus o tempo e b)
numero de Reynolds versus o tempo.
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Fonte: construcao nossa.

Quando um corpo se desloca a velocidade terminal, a soma de forcas que atuam no
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mesmo é nula e o corpo nao tem aceleracao. Podemos calcular analiticamente a velocidade

terminal por meio da seguinte expressao Gallant (2012, p. 330):

vy == (po = py) - (4.2)

Para o caso 2, o mdédulo da velocidade terminal calculada por meio da Equagao (4.2)
resulta em 0,010829979 m/s. J& o valor numérico calculado pelo programa para t =4 s
resultou em 0,010982792 m/s. Observando a Figura 24 (a), percebe-se que no tempo de
4 segundos a velocidade da bola é constante, ou seja, a mesma se desloca em velocidade
terminal. Este valor foi escolhido aleatoriamente. Poderia ter sido qualquer tempo entre
2,5 s Tomando-se a Equacao (2.48), é possivel calcular um Erro Relativo Total na ordem

de 1,4 %, o que comprova a precisao da solucao obtida.

Entret =5 s et =17,5 s, a esfera sai da velocidade terminal e desacelera quando
chega na superficie do fluido, até ficar com velocidade nula. A partir dai, percebe-se que
ela passa a sofrer uma pequena oscilagao na superficie do fluido que vai se reduzindo até
que a mesma se estabilize na sua posicao final. As oscilagoes que a esfera sofre podem
ser vistas com mais clareza no gréafico da Figura 24 (b). Também vale salientar que o
nimero de Reynolds mostrado na figura nao assume valores negativos pois é calculado

com o modulo da velocidade.

Assim como no caso anterior, a Figura 21 também ilustra a posicao da esfera
no inicio da simulacao do caso 3. Pode-se observar através da Figura 25 trés momentos
distintos da posicao da esfera durante a simulac¢do: no inicio, em um momento intermediario
e no fim. Como era de se esperar, a esfera submerge até atingir o fundo do reservatoério

pois sua densidade é maior do que a do fluido.

A Figura 26 mostra no plano cartesiano a posicao da esfera e o niimero de Reynolds
variando no tempo para o caso 3. Vale salientar que estes graficos nao consideraram o
tempo necessario para a esfera atingir o repouso, no fundo do reservatério. Foi considerado
um tempo menor, de 2,5 s, visando obter uma curva que permita uma melhor analise da

variacdo da posicao e do nimero de Reynolds desde o repouso até a velocidade terminal.

No instante t = 0 s, a derivada da posicao da esfera em relagdo ao tempo é
nula. Do mesmo modo, o nimero de Reynolds é igual a zero. Desde quanto comecga a
se movimentar até um tempo aproximado de t = 1,5 s, a esfera passa a acelerar até
que atinge a velocidade terminal, ou seja, se desloca com velocidade constante. De modo
semelhante ao caso anterior, o nimero de Reynolds permanece sempre abaixo de um, o
que também garante a condi¢ao de validade para aplicagdo da Lei de Stokes (R, < 1). A
partir de t = 1,5 s em diante, a esfera continua em velocidade terminal até o momento

em que toca no chao.



Capitulo 4. Resultados e Discussdo 53

Figura 25 — Simulagao do caso 3.

Fonte: construcao nossa.

Figura 26 — Anélise grafica do caso 3: a) posicao do centro da esfera versus o tempo e b)
numero de Reynolds versus o tempo.
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Fonte: construcao nossa.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos a construgao de um simulador computacional com
modelagem 3D para o problema dos corpos flutuantes. O modelo matematico foi obtido a
partir da aplicagdo das leis de Newton do movimento e de um balanco das forcas atuantes

em uma esfera imersa num fluido estatico.

Inicialmente partimos de um balango de forcas exageradamente simplificado, onde
consideramos somente a for¢ga de empuxo e a forga peso atuando no corpo. Os resultados nao
foram satisfatorios, uma vez que a esfera flutuante oscilava indefinidamente. Percebemos
que o problema fisico era mais complexo do que se imaginava para um modelo matematico
tao simplificado, e neste sentido, adicionamos a for¢a de arrasto, o que gerou resultados

mais préoximos ao mundo real.

A solugao numérica via método de Euler mostrou-se eficiente como uma importante
ferramenta de solugdo para Equagoes Diferenciais Ordinédrias. O erro relativo total no

calculo da velocidade terminal entre a solucao analitica e a numérica foi da ordem de
1,4 %.

A nossa proposta de trabalho visou demonstrar também a importancia do uso do
computador para o estudo de problemas fisicos e matematicos, destacando o papel dos
simuladores para analise e compreensao de alguns conteidos fisicos e mateméaticos que

poderiam permanecer ocultos ao entendimento do aluno.

A visualizacao dos resultados foi toda feita usando bibliotecas da linguagem Python.
A biblioteca matplotlib permitiu a criagao de graficos no plano cartesiano. A modelagem
3D feita com a biblioteca VPython nao exigiu muito tempo de treinamento mas permitiu

uma forma de visualizagao muito mais intuitiva para o problema fisico estudado.

Indica-se para trabalhos futuros implementar novas funcionalidades ao simulador,
deixando-o mais préximo a simuladores como o Phet!. Pode-se criar uma biblioteca de
modo que facilite a escolha de outros fluidos e materiais para o corpo flutuante. Sugere-se
ainda a utilizacao de outros modelos de forgas de arrasto que possam ser usados faixas de
numeros de Reynolds distintas. Pode-se tentar usar outros modelos de forca de arrasto
além de outros métodos numéricos para solucao de EDOs, além de pesquisar a viabilidade
de uso do simulador como ferramenta de suporte para aprendizagem de conteidos de fisica,

EDO, programacao, entre outros.

1 Disponfvel em: https://phet.colorado.edu/pt_ BR/simulation/buoyancy
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