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RESUMO

O presente trabalho tem o objetivo de apresentar o Teorema da Divergéncia, conhecido
como teorema de Gauss. O mesmo estabelece o fluxo de um campo vetorial sobre uma
determinada superficie fechada. Faremos um estudo bibliografico tendo com base o livro
de Swokowski (1994), artigos com assuntos relacionados, trabalhos de conclusiao de curso
e outros livros de calculo. Para realizarmos nossos estudos a cerca do teorema alguns
conteudos matematicos foram abordados, dessa forma apresentaremos por capitulo tais
contetdos. O primeiro capitulo enfatiza a parte introdutéria do trabalho, aborda alguns
pontos importantes para o compreensao do teorema da Divergéncia, tanto no aspecto
matematico como na fisica. No segundo capitulo, apresentamos um breve histérico sobre a
vida de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e as suas importantes contribuigoes matematicas
para o progresso da humanidade; bem como descobertas fantasticas sobre a astronomia, a
geodésia, a eletricidade e na criacdo de instrumentos que conhecemos até os dias atuais.
No terceiro capitulo, enunciaremos a fundamentacao tedrica, ou seja, os principais topicos
matematicos abordados como promocao do entendimento do Teorema da Divergéncia,
tais como: Campo Vetorial, Integral Curvilinea, Independéncia do Caminho e Integral de
Superficie. No terceiro capitulo, apresentamos o Teorema da Divergéncia e suas relacoes

com as equacgoOes de Stokes e Green. E no quarto capitulo algumas aplicagdes do Teorema.

Palavras-chave: Gauss. Fluxo. Superficie. Teorema da Divergéncia e Aplicagoes.



ABSTRACT

The present work aims to present the Divergence Theorem, known as like Gauss theorem.
It establishes the flow of a vector field over a certain closed surface. We will make a
bibliographical stud based on the book of Swokowski. The first chapter emphasizes the
introductory part of the paper, discusses some important point for understanding the
divergence theorem, both in terms of mathematical as in physics. In the second chapter,
we present a brief history of the life of Carl Friedrich Gauss (1777-1855) and his important
mathematical contributions for the progress of humanity; as well as fantastic discoveries
about astronomy, geodesy, eletricity and the creation of instruments we know to this day.
In the third chapter, we will state the theoretical foundation, that is, the main topics
mathematics approached as promoting the understanding of the divergence theorem:
Vector Field, Curvy Integral, Path Independence and surface. In the third chapter, we
present the Divergence Theorem and its relations with the Stokes and Green equations.

And in the fourth chapter some applications of the Theorem.

Key-words: Gauss. Surface. Divergence theorem and Applications.
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1 INTRODUCAO

O teorema da Divergéncia, também conhecido como teorema de Gauss em home-
nagem ao renomado matematico alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e mais
tarde atribuido também ao matematico russo Mikhail Vasilyevich Ostrogradsky; relaciona
uma integral tripla num sélido @ C R? com a integral sobre a superficie S C R? que
é fronteira deste solido, estabelecendo assim o fluxo de um campo vetorial sobre uma
superficie fechada S. O teorema possibilita encontrar resultados significativos e de grande
aplicabilidade na fisica, engenharia, mecanica e em outras areas que envolvam o calculo de
fluidos.

Serao consideradas as superficies fechadas, lisas e orientaveis para utilizarmos o teorema
como instrumento mateméatico na medicao do fluxo que atravessa tais superficies. O fluxo,
neste caso, é uma medida da taxa na qual o fluido esta atravessando uma superficie no
espaco. E importante frisar que o fluxo de um campo vetorial em um ponto dado pode ser
interpretado fisicamente dependendo do resultado obtido. De modo que, o fluxo pode ter
resultado positivo; isso significa que a quantidade de fluido que sai da superficie é maior
que a quantidade de fluido que entra. No caso em que o fluxo é negativo, a quantidade de
fluido que entra na superficie é maior que a quantidade de fluido que sai. Atentamos, para
o caso em que o fluxo é igual a zero (0), nesse caso em especial, ndo hé entrada ou saida
de fluido, o fluido encontra-se estatico. Todavia, o teorema da Divergéncia se aplica em
qualquer campo vetorial que satisfaca a determinadas condi¢cbes matematicas.

Nessa perspectiva, os campos vetoriais - sdo regioes que contém pontos que estao associados
a vetores com fluido em movimento, esses vetores podem ser de forca, velocidade, elétrico
entre outros. Abordaremos também as integrais curvilineas, pois possibilitam encontrar
o trabalho realizado quando uma particula se move em um campo de forga, ja que as
mesmas sao generalizacoes das integrais definidas. Para esse estudo também enfatizamos
importancia de usar as integrais de superficies, as mesmas sdo extensdes da integrais
duplas, e sdo atribuidas ao calculo da taxa de fluxo através de uma superficie Swokowski
(1994).

O teorema da divergéncia apresenta relagoes com as equagoes dos teoremas de Green e
Stokes. De acordo com Thomas (2009) o teorema de Stokes generaliza a forma tangencial
do teorema de Green de uma regiao no R? para uma superficie no R?, da mesma forma

que o teorema da Divergéncia generaliza a forma normal do teorema de Green.
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2 UM POUCO DE HISTORIA

Nesse capitulo, sera apresentado um pouco da histéria e da vida de Gauss. Salien-
tando suas contribuicoes e descobertas importantes para diversos campos do conhecimento.
Realizou trabalhos brilhantes e de extrema importancia para o avan¢o da matematica. Até
hoje, esse génio ainda ¢é lembrado e respeitado pelos seus significativos feitos na area da

fisica, engenharia, astronomia e entre outras.

2.1 GAuus, 0 PRINCIPE DA MATEMATICA

Figura 1 — Gauss 1777-1855

Fonte: https://cursos.ime.unicamp.br/ (2019)

Johann Carl Friedrich Gauss nasceu em 1777, na cidade de Brunswick, Alemanha.
Filho de um trabalhador bragal que ndo demonstrava apreco a educagdao. Sua mae, embora
pouco letrada, tinha bastante orgulho dos seus brilhantes trabalhos e incentivava-o nos
estudos. Gauss possuia um talento fantastico e admiravel desde sua infancia Somatematica
(2019). Diz-se que com trés anos de idade, encontrou um erro aritmético no borrador do
seu pai. Existe também, relatos que aos dez anos de idade, quando era aluno de escola
publica, o professor propds a turma uma tarefa (como forma de manté-los ocupados e
quietos) de somar os nimeros naturais de 1 a 100. Todos os alunos pegaram suas lousas
e comecgaram a fazer seus calculos. Pouco tempo depois, o professor pediu para que os
alunos mostrassem seus resultados. O tnico resultado correto foi o de Gauss, 5050. O
garoto prodigio havia calculado mentalmente a soma da progressao aritmética 1 + 2 + 3
+ ... + 98 4+ 99 4 100, notou que 100 + 1 = 101, 99 + 2 = 101, 98 + 3 = 101, e assim
sucessivamente. Tomou os cinquenta pares possiveis dessa maneira e conclui que 50 x 101
= 5050.
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Diante do grande talento de Gauss, o duque de Brunswich, um gentil e compreensivo
patrono, acompanhou sua entrada no colégio em Brunswich com quinze anos de idade e na
Universidade de Gottingen com dezoito anos de idade. Gauss ainda estava indeciso quanto
a filosofia e a matematica, quando faltava um més para completar dezenove anos decidiu
aprofundar-se em matematica. Esse fato ocorreu em 30 de marco de 1796. Nesse mesmo
periodo, conforme Boyer (1996)

[... ]| Gauss fez uma descoberta brilhante. Havia mais de 2.000 anos que
se sabia construir, com régua e compasso, o tridngulo equildtero e o
pentdgono regular (assim como outros poligonos regulares com ndmero
de lados multiplos de dois, trés e cinco), mas nenhum outro poligono com
ntmero de lados primo. Gauss mostrou que também o poligono regular
de dezessete lados pode ser construido com régua e compasso (BOYER,
1996, p344).

Aos vinte anos de idade, Carl Gauss em sua tese de doutorado, na Universidade
de Helmstedt, deu a primeira demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra. Em
1816, publicou duas novas demonstracoes do Teorema Fundamental da Algebra e em 1850,
uma nova demonstracao, numa tentativa de encontrar uma demonstragdo mais completa e
convincente.

A publicagdo mais importante de Gauss é sua Disquisitiones arithmeticae. As
descobertas de Gauss sobre construcoes de poligonos regulares aparecem nesse trabalho.

Carl Gauss deu importantes contribuicoes a astronomia, a geodésia e a eletricidade. Foi a
partir do grande interesse e afinidade pela geodésia que Gauss fez grandes descobertas.

Geodésia é o termo que possui trés aplicagoes, o que varia seu estudo.
A geodésia pode ser estudada na geografia, no intuito de se analisar a
representacao do planeta de forma total ou parcial, para a producao de
mapas, projegoes e outros tipos de estudos, o que inclui além da superficie
do planeta, o campo magnético e o campo gravitacional (VILAR, 2014)

Com a notéavel afinidade pela geodésia, Gauss comecou a se interessar pela Fisica, concen-
trando seus estudos em eletromagnetismo, 6ptica, eletricidade e mecanica. Porém, seus
estudos e descobertas vinheram ao conhecimento publico depois de sua morte. No entanto,
sua contribuicao na Fisica permanece até os dias atuais. Varios teoremas e instrumentos
servem como ponte para resultados relevantes. De acordo com Amaral (20147) em 1801
Gauss calculou a orbita do planetéide de Ceres - planeta andao mais proximo da Terra - |
e em 1802 a orbita do Palas - é um asteroide situado entre a 6rbita de Marte e Jupiter.
Segundo Boyer (1996, p.348) o calculo de érbitas de Gauss atraiu a aten¢ao dos astronimos
internacionalmente, levando-o ao conhecimento dos cientistas matematicos alemaes. Em
1807, tornou-se professor matematico e diretor do Observatorio Astrondémico de Gottingen,
posto que ocupou até sua morte.

Em 1831 comegou a colaborar com seu colega Wilhelm Weber (1804-1891) em
pesquisas bésicas em eletricidade e magnetismo. Em 1833 os dois descobriram o telégrafo

eletromagnético. Em 1812, Gauss realizou a primeira investigagdo sistematica sobre conver-
géncia de séries. De acordo com Eves (2004, p.522) "Gauss acreditava que a matemadtica,
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por inspiracgao, deveria atingir o mundo real."Assim como Gauss e o teorema da divergéncia,
importantes génios da matematica como, George Green (1793-1841) e George Gabriel
Stokes (1819-1903) ambos desenvolveram teoremas de grande relevancia ndo apenas para
a matematica, como também para outras areas. Os trés teoremas em questao relacionam
cada um uma integral k-dimensional a uma integral k-1-dimensional; uma vez que a prova
de cada um depende do teorema fundamental do calculo, é claro que suas origens remontam
ao final do século XVII Katz (1979). No final do século XVIII, Lagrange® e Laplace?
realmente usaram o teorema e as iteragoes fundamentais para reduzir as integrais da
dimenséo k as de uma dimensao a menos. De acordo com Katz (1979) o primeiro teorema
a ser declarado e provado essencialmente em sua forma atual foi teorema de Gauss ou
teorema da divergéncia. Em trés casos especiais, o fato ocorre em um artigo de Gauss de
1819. Segundo Katz (1979) no mesmo consta

Considere uma superficie (superficies) no espago delimitando um corpo
sélido (corpus). Ele denota por PQ o vetor normal exterior & superficie
em um ponto P em um elemento infinitesimal da superficie ds e por QX,
QY,QZ os angulos que esse vetor faz com o eixo positivo x, respectiva-
mente o eixo y. Gauss entdo denota pelo DY um elemento infinitesimal
do plano yz e erige um cilindro acima (ver figura 2), sendo este cilindro
que intercepta a superficie em um niimero par de elementos infinitesimais
da superficie dsi,dss, ..., ds2,. Para cada j,do=+ds - cos QX onde o
sinal positivo é usado quando o angulo é agudo, o negativo quando o
angulo é obtuso.

Figura 2 — O fluido que escoa para cima através do Cilindro.

Fonte: Thomas (2009, p.541)

Entre 1833 e 1839 Gauss publica outros casos especiais desse teorema, mas nessa

época o teorema geral ja havia sido afirmado e provado por Mikhail Vasilyevich Ostro-

1 Josep Louis Lagrange (1736-1813) era uma francés, matematico e fisico. Um dos maiores cientistas

da época, fez descobertas incriveis no ramo da mecénica e em céalculos avancados, como: calculo de
variagoes. Possue importante participacao na teoria dos nimeros, teoria das equagoes diferenciaveis e
tem contribuicdo na area da algebra.

Pierre Simon Laplace (1749-1827) matemaético e fisico, foi o primeiro a demonstrar o teorema de
d’Alembert (raizes das equagoes algébricas), desenvolveu estudos de grande relevancia na teoria das
Probabilidade e na parte da fisica deixou varios estudos a cerca de velocidade do som, péndulo, refracao,
dilatagao dos corpos soélidos, entre outros.
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gradsky (1801-1862). Matematico e fisico que nasceu em Poltava, cidade pertencente
a Ucrania. Entrou na Universidade Nacional da Carcévia em 1816 como estudante de
matematica e fisica. Por um periodo de 4 anos. E em 1820 foi afastado dos estudos por
motivos religiosos e impedido de obter o doutoramento. Estudou na Sorbonne e no College
de France, de 1822 a 1826. Foi aluno de Pierre Simon Laplace, Jean-Baptiste Joseph
Fourier, Adrien-Marie Legendre, Siméon Denis Poisson, Jacques Philippe Marie Binet e
Augustin-Louis Cauchy. Em 1828 regressou a Sao Petersburgo, sendo eleito membro da

Academia de Ciéncias da Riussia. Demonstrou em 1831 o teorema de Gauss-Ostrogradsky.

Figura 3 — Ostrogradsky (1801-1862)

Fonte: Robertson (2014)

De acordo com Katz (1979) Ostrogradsky estava em Paris no final da década de
1820, apresentou um artigo a Academia de Ciéncias de Paris, mais precisamente em 13 de
fevereiro de 1826, intitulada "Prova de um Teorema do Célculo Integral". Neste artigo,
Ostrogadsky introduz uma superficie com elemento da area de superficie e reunindo um
solido com elemento de volume w. Ele denota por a, 3,7. Os mesmos angulos que Gauss
chamou Q X, QY,QZ, e por p, q,r trés fungoes diferenciaveis de x, y, z Ele afirma o teorema

da divergéncia na forma

dp ~,0q Or\
/(aam_|_bay-|-caz>w_/(apcosoz—l—chosﬁ—i—crcosA)e

onde a, b, ¢ sdo constantes e onde a integral esquerda é assumida sobre um sélido,
a integral direita sobre a superficie do limite. Observamos que os resultados de Gauss sao

todos casos especiais do teorema de Ostrogradsky.

Contudo, sabemos da grande colaboragdo que esses matemaéticos tiveram ao longo
da historia. Cada um com sua forte personalidade colaborou de n formas para o progresso

e desenvolvimento da humanidade nas mais variadas areas do conhecimento, seja na
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fisica, na engenharia, na geodésia, entre outras. Gaus, assim com os demais sempre serao
lembrados. Gauss morreu em sua casa no Observatério de Gottingen em 23 de fevereiro de
1855. Logo depois o rei de Hanover ordenou que fizessem uma medalha comemorativa em

sua homenagem. Nela figura a inscri¢ao

Georgius V. rex Hannoverge
Mathematicorum principi
(Jorge V rei de Hanover

ao Principe dos Matematicos)

Desde entao Gauss é conhecido como "Principe dos Matematicos".
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo abordaremos os campos vetoriais (que sao fungdes que associam
vetores a pontos do espago) e as suas principais aplicagoes, enfatizamos os campos vetoriais
conservativos, pois incluem os campos gravitacionais e eletromagnéticos existentes no
universo. Por meio das integrais curvilineas podemos encontrar o trabalho realizado quando
uma particula se move em um campo de forca. As integrais de superficie se aplicam a
problemas de fluxo, tais como, taxa de fluxo de energia, fluidos e gases através de uma
superficie. As integrais anteriormente citadas sdo usadas na interpretacao da divergéncia e

do rotacional de um campo vetorial.

3.1 CAMPO VETORIAL
Se a cada ponto K de uma regiao esta associado exatamente a um vetor que tem
K como ponto inicial, entao a colecao de todos esses vetores constitui um campo vetorial.

Dado um campo vetorial, introduzamos um sistema coordenado x, ¥y, z e denotare-
mos por F(z,y, z) o vetor associado ao ponto K(x,y, z) . Como as componentes F(z,y, 2)

dependem das coordenadas x,y e z de K, podemos escrever:

— -

F(z,y,2) = M(z,y,2)i + N(z,y,2)j + P(2,y, 2)k, (3.1)

onde M, N e P sao fungoes escalares.

Definigdo 3.1. Stewart (2009) Seja D uma conjunto em R? (uma regiao plana). Um
campo vetorial em R? é uma funcio F que associa a cada ponto (z,y) em D um vetor

bidimensional F(z,y).

A melhor forma de enxergar um campo vetorial é desenhar setas representando os

vetores F'(x,y), comegando no ponto (z,y), veja a figura 4.

Como F(z,y) é um vetor bidimensional, podemos escrevé-lo em termos de suas

fungoes componentes P e (), da seguinte forma:

F(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)j = (P(z,y), Q(z,y))

ou de forma mais compacta F(z,y) = Pi 4+ Qj.

Exemplo 3.1. Considere um campo vetorial em R? definido por

a) F(z,y) = —yi+j.
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Figura 4 — Campo vetorial no R2.

Fonte: Stewart (2009, p. 976)

O esboco do seu campo vetorial é dado na figura 5.

Figura 5 — Campo vetorial no R?.

F©,3) | \NF2.2

o »
(F(1,0)

p—

Fonte: Stewart (2009, p. 976)

Definigao 3.2. Stewart (2009) Seja D um subconjunto do R3. Um campo vetorial em R?
é uma funcao F' que associa a cada ponto (z,y, z) em D um vetor tridimensional F(z,y, z),
isto é,

-

F(r,y,2) = M(x,y,2)i + N(z,y,2)] + P(z,y, 2)k

onde M, N e P sao fungoes escalares.

Um campo vetorial F' em R3 est4 ilustrado na figura 6.

Exemplo 3.2. Imagine um liquido escoando uniformemente em um cano e seja V(z,y, 2)
o vetor velocidade em um ponto (z,y, z). Entdao V associa a cada ponto (z,y, z) um vetor
de um certo dominio D (interior do cano). Entao V' é um campo vetorial em R? chamado
de Campo de Velocidade.
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Figura 6 — Campo vetorial no R3.

Fonte: Stewart (2009, p. 976)

A préxima definicdo introduz um dos mais importantes campos vetoriais que
ocorrem nas ciéncias fisicas.

Definigao 3.3. (Quadrado inverso) Seja r = zi 4 y) + 2k o vetor posicao de (z,y, 2)
1

e denotemos por u = Wr o vetor unitario que tem a mesma dire¢ao de r. Um campo
r

vetorial F é um campo quadrado inverso se

c c
F(Q?, Y, Z) = U= 33T
lrf> il
onde ¢ é um escalar.
Exemplo 3.3. Descreva o campo quadrado inverso de F(z,y, z) pela defini¢do em (3.3).

Solucdo: Como r = zi + yj + 2k

C C

F(z,y,2) = r=
@92 = P~ @1t 2

(i 4 yj + 2k) (3.2)

Podemos escrever a tltima expressdo como na equacao (3.1); entretanto, é mais
simples analisar os vetores no campo utilizando r. Se ¢ < 0, entao F(x,y, z) ¢ um miltiplo
escalar negativo de r e, entao, F'(x,y, z) estd dirigido para a origem. Além disso, como

| ] | ]
IF(z,y, )| = =5l = (3.3)
7 [1? 712

o médulo de F(z,y, z) é inversamente proporcional ao quadrado da distancia da origem 0
ao ponto (z,vy, z). Isto significa que, a medida que o ponto K (x,y, z) se move afastando-se

da origem, o médulo do vetor F(z,y, z) diminui.
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Se f é uma fungao de trés varidveis, entdo, o gradiente de f(z,y,z) é o campo

vetorial definido como a seguir:

Os campos vetoriais que sao gradientes de fungoes escalares recebem um nome especial,

chamado de Campo Vetorial Conservativo.

Definicao 3.4. Um campo vetorial F' é conservativo se

F(r,y,2) = f(2,y,2)

para alguma funcao escalar f.

Se F' é conservativo, entao a funcao f dada acima é chamada fung¢ao potencial
para F e f(z,y,2) é o potencial no ponto (z,y, z). Todavia, se (o, Yo, z0) estd no dominio
de F = Vf, entao o vetor gradiente V f (o, yo, 20) = F (0, %0, 20) é normal a superficie
de nivel S de f que contém Py(zo,yo,20). A superficie de S é o grafico da equacao
f(z,y,2) = f(xo,yo, 20). Assim, todo vetor F(xq, yo, 20) em um campo vetorial conservativo
é normal a superficie de nivel de uma funcao potencial f para F que contém Py(zo, Yo, 20)-

Para maiores detalhes ver Swokowski (1994, pag.426). A figura 8 ilustra um caso tipico.

Figura 7 — Campo Vetorial Conservativo

e I
b4

Fonte: Swokowski (1994, p. 564)

Teorema 3.1. Todo campo vetorial quadrado inverso é conservativo.

Demonstracao. Se F é um campo quadrado inverso, entao, como na solugao do Exemplo
3.3,

cx
(x2 +y? + 22)

cy cz

(22 + 2+ 22)" (22412 + 22)

el

S
_|_

F(x,y,2) =

<
_l’_

Njw
Njw



Capitulo 3. Fundamentacio Teorica 21

onde ¢ é uma constante. Pela defini¢ao (3.4), se F é conservativo, entao F(x,y, z) =
vV f(z,y, 2) para alguma fungdo escalar f e as componentes de F sao f.(x,y, 2), fy(z,y, 2)
e f.(x,y, z), respectivamente. A integracao parcial dessas componentes em relagao a , y
e z, respectivamente, sugerem que:
—c
(22 + 92+ 22)2

f(CC, Y, Z) =
O célculo das derivadas parciais de f prova que a suposicao é correta. Temos o seguinte:
c
F(x,y,2) =V f(z,y,2) =V (—)
,

onde 7 = ||| = (22 + y2 + 22)2. As superficies de nivel para a funcio potencial f do
campo vetorial quadrado inverso F na demonstragao do teorema (3.1) sdo os graficos de

equacoes da forma

—c
(22 4+ 2+ 22)%

onde k < 0. Elevando ambos os membros ao quadrado e tomando os inversos, obtemos

=k

2
2., .2, 2 ¢
r+y +z2°= =k
Assim, as superficies de nivel sao esferas com centro na origem. Os vetores F(z,y, z) sdo
ortogonais a essas esferas, sendo pois, orientados para a origem 0, conforme figura 8.

Figura 8 — Campos vetoriais quadrados inversos

ec<0 () c>0
Az iz

\ /
N\ # e BN

\
N\
e
/

N=3 7N
%/1\\\ //l»[ \ ~

&7

X

Fonte: Swokowski (1994, p. 563)

Exemplo 3.4. (SILVA; MATOS, 2018) Verificar que o campo gravitacional é um campo

vetorial quadrado inverso.
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Resolugdo. De acordo com a Lei de Gravitacao Universal de Newton, o campo gravitaci-

onal na superficie da terra é dada por

GMm T

o

F(z,y,2) = —

e[ Ir]

onde M representa a massa da terra, G é a constante gravitacional, m é a massa de uma
particula situada no ponto P(x,y, z) e r=OP representa o valor posi¢do do ponto P. A

intensidade do campo vetorial F ¢ igual a

GMm
F(P) = ——,
|
inversamente proporcional ao quadrado da distancia do ponto P a origem. O]

Definig¢ao 3.5. Seja F(z,y,2) = M(x,y,z);—k N(m,y,z)j+ P(:c,y,z)E onde M, N e P
tém derivas parciais em alguma regiao. O rotacional de F ¢ dado por

OP ON)- oM  OP)\ - ON OM)\ -
F = F=——-——11 — =17 =
rot VX (8@/ 82>Z+<8$ 8x>]+<8:c 8y)k

Usaremos também o simbolo rot F ou V x F para denotar o vetor rot F(z,y, 2)

ou 'V x F(x,y, z) associado a (z,y, z). A expressao de rot F pode escrever-se na forma de

um determinante, como a seguir.

Notacao para rot F como determinante

i 7k
o 0 0
M N P

A expressao a direita em (3.5) nao é propriamente um determinante, pois a primeira
linha é composta de vetores, a segunda linha de simbolos de derivagao parcial e a terceira
linha de fungoes escalares.

Exemplo 3.5. Se F(z,y, 2) = (zy?2%)i + (22%y + 2)j + 3322k, ache V x F.

Resolugdo. Aplicando a definigao (3.5),temos:
P

0 0

VxF = — — —

ox Jy 0z

xy?zt 20y +2) (y°27)

k
0

= (3y%2* — 1)5—1— dzy?23) + (4zy — 2xyz4)E
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Como o gradiente de uma funcao f : R® — R? é um campo vetorial, podemos

calcular o seu rotacional. Além disso,

Teorema 3.2. (STEWART, 2009) Se f é uma fungio de trés varidveis que tem derivadas

parciais de sequnda ordem continuas, entao
rot(Vf) = 0.
Demonstrag¢do. Usando as defini¢coes de divergente e rotacional temos

divrot F = V. (V xF)

_ o (o sy, o (or_omy, 0 (v _or)
or \ dy 0Oz oy \ 0z Oz 0z \Odx 0Oy

0’R B 0%Q N o?P B 0’R N 0%Q B o0?P

Jrdy Ox0Z 0Oydz Oydx 0z0x 0z09y

=0

pois os termos se cancelam aos pares, pelo teorema de Clairaut!, (ver Stewart
(2009, pag 843) para maiores detalhes). [

Pela definicdo de campo conservativo, podemos reescrever o teorema (3.2) da

seguinte forma:
Teorema 3.3. Se F ¢ conservativo, entdo rot F = 0.

Exemplo 3.6. (STEWART, 2009) Mostre que o campo vetorial F(x,y, z) = Ty +ayz] —

y?k nao é conservativo.

Em geral nao vale a reciproca do teorema 3.3 nao é verdadeira, mas se F' for

definida em todo espaco, a reciproca é verdadeira.

Teorema 3.4. Se F for um campo vetorial definido sobre todo R? cujas fungoes compo-
nentes tenham derivadas parciais de sequnda ordem continuas e rot F = 0, entdo F serd

um campo vetorial conservativo.

Exemplo 3.7. (STEWART, 2009) Mostre que F(z,y, z) = y?2% + 2zy23] + 3wy222k é

um campo vetorial conservativo.

Resolugdo. Calculemos o rotacional de F :

1 Teorema de Clauraut; Suponha que f seja definida em uma bola aberta D que contenha o ponto (a, b).

Se as fungdes f;, e f,, foram ambas continuas em D, entao

fay(a,b) = fyz(a,b).
Demonstrado em (STEWART, 2009, pag A45)
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P

9 9 9
ox Jy 0z

(y22%) (22yz°) (3xy®2?)

= (6xyz* — 6xyz2);— (3y22% — 3y222);+ (2yz® — 2yz3)lg

=0

k
rotF = VxF= g

O

Se F é o campo de velocidade de um fluido ou gés, entdo o divF nos informa sobre
o fluxo de massa. Se K é um ponto e [divF]; < 0, hd maior quantidade de massa fluindo
para o ponto do que saindo dele; dizemos que existe um pogo em K. Se [divF]; > 0,
flui maior quantidade de massa de K do que para K, ha entao uma fonte em K. Se
[divF]; = 0, o que é verdadeiro para fluidos incompressiveis, ndo hd pogo nem fonte em
K. Pode-se também utilizar o operador V para obter uma func¢ao escalar a partir de um

campo vetorial F, como a seguir:

Definicao 3.6. Seja F(z,y,2) = M(ac,y,z);Jr N(x,y,z)j+ P(z,v, z)lZ, com M, NeP
dotado de derivadas parciais em alguma regiao. A divergéncia de F, denotada por divF

ou V-F ¢é dada por

oM ON OP
WwF=V-F=—+—+—.
div \Y% o + 3y + 9%

Usaremos o simbolo V- F para a divergéncia porque a féormula pode ser obtida por

meio do que parece ser o produto escalar de V e F, como segue

a—.’ (9—,» 8—» e -2 g (9 a (9
V-F = (81‘2 3y +azk>-(Mz—l—N]jLPk)—am(M)—l—ay(N)—i-(P)

Exemplo 3.8. Se F(x,y,2) = zy?2* + (22%y + 2)j + y*22k, ache V-F.

Resolugdo. Pela defini¢ao (3.6),

0 9) d . . ,
.F = 2,4 22 Y aB3.2) 2,4 22 23'
V ax(xyz)—l—ay(xvaz)—iraz(yz) y 2t 4227 4+ 2y°%

3.2 INTEGRAIS CURVILINEAS

Para definir

/a  Ha)ds (3.6)
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comegaremos dividindo o intervalo [a, b] em subintervalos de amplitudes Axy, Azy, ..., Ax,,.
Escolhemos entdo um nimero wy, arbitrario em cada subintervalo e consideramos o limite

de somas de Riemann

quando Azj — 0. Pode-se usar o processo analogo para definir integrais curvilineas de

fungoes de diversas variaveis ao longo de curvas em duas ou trés dimensoes.

Recordemos que uma curva plana é suave e se admite uma parametrizagao
z=g(t),y="h(t);a<t<b (3.8)

tal que ¢’ e h’ sejam continuas e ndo simultaneamente nulas em [a, b]. Para curvas o espago,
consideremos uma terceira funcdo k& do mesmo tipo com z = k(t). A dire¢ao positiva, ou
orientacao de C' é a direcao definida pelos valores crescentes de t. A curva C' é parcialmente
suave se [a, b] pode ser particionado em subintervalos fechados tais que C' seja suave em
cada subintervalo. Suponhamos f uma funcdo de duas variaveis x e y , continuas em
uma regiao D contendo uma curva C' com parametrizagao ¢ = ¢(t),y = (t),a <t < b.
Definiremos trés integrais diferentes de f ao longo de C'. Comecemos particionando o

intervalo [a, b] do pardmetro, escolhendo

a=ty <t <ty<..<tp,=h

Denotaremos por ||p|| a norma desta parti¢ao(ou seja, o comprimento do maior
subintervalo[ty_1, tg]). Se Py(zk, yx) é o ponto em C' correspondente a t, entao os pontos

By, Py, Ps, ..., P, dividem C em n partes Pj,_1P,. Conforme figura 9

Figura 9 — Integral Curvilinea

P,

Tt Q)
Ayk‘ Vi , - \
Yoy | p \
Yoo P, .2“7 /i b,

[ ]
/ | P

Py

_t
ST "r‘ X

-«
Ay,

Fonte: 7?7, p. 571)

Seja Az = xp — Tp_1, AYr = Yr — Yr_1, AS, = comprimento de P,_, P, Para cada

K, seja Qr(ug, vg) um ponto em Pj_1 Py obtido escolhendo-se um ntimero em [ty_1, tx].
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Consideremos agora as trés somatoérias

Z f(uk, Uk>ASk, Z f(uk, Uk)AIk, Z f(uk, Uk)Ayk.
k k k

Se os limites de tais somatorias existem quando ||p|| — 0, eles sdo as integrais
curvilineas de f ao longo de C' em relacao a x,y, z, respectivamente, e se denotam como a

seguir.

Definicao 3.7. Integrais curvilineas em duas dimensoes

/f(:v,y 5= Hh”rg Zf Ug, V) A Sk (3.9a)
/f x,y)dr = ”h”m Zf Uk, Vg ) ATy, (3.9b)
/Cf(x,y dy = ||h||mozf (g, V) Ayg (3.9¢)

Se f é continua em D, entdo os limites na defini¢do (3.7) existem e sdo os mesmos
para toda parametrizagao de C' (desde que se adotem as mesmas orientagoes). Além disso,
as integrais podem ser calculadas fazendo-se © = ¢(t),y = h(t) da parametrizacao de C' e

substituindo as diferenciais por

ds = \/(dx)? + (dy)? = \/1g/ ()] + [I(1)]2dt
onde, dz = ¢'(t)dt, dy = h'(t)dt.

Teorema 3.5. Se uma curva suave C' é dada por x = g(t),y = h(y),a <t < b, e se

f(z,y) é continua em uma regiGgo D contendo C, entao

b
(i) /C F(,y)ds = / Fg(), k) [ (O + (1)t

(ii) / f(a,y)de = / Flg(t), h(t))g ()t

(i) / f(y)dy = / F(g(t), h(t))H ().

O que precede pode ser estendido a curvas mais complicadas. Em particular,
suponhamos C' uma curva parcialmente suave que possa expressar-se como a uniao de
um numero finito de curvas suaves C', Cs, ..., C,, onde o ponto terminal de C} é o ponto
inicial de Cy4; para k = 1,2, ...,n — 1. Neste caso, a integral curvilinea de f ao longo de C'

define-se como a soma das integrais curvilineas ao longo das curvas individuais.
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Exemplo 3.9. Calcule / zy?ds se C admite a parametrizacio
c

xr=cost,y =sint;0 <t < g

Resolugdo. A curva C é a porgao, no primeiro quadrante, do circulo unitario de centro

na origem, conforme se vé na figura 10.

Figura 10 — Curva

0,1)

(Lo *

Fonte: Swokowski (1994, p. 572)

Aplicando o Teorema (3.5), obtemos:

3 3 1 51
/xy2 :/ costsin®ty/sin?t + cos? tdt :/ sint cos tdt = [3 sin® t] o 3 (3.10)
c 0 0

0

Uma aplicacao fisica da integral curvilinea / f(x,y) consiste em considerar a

curva como um fio delgado de arame de densidade variavel. Se o arame é representado
pela curva C e se a densidade de massa linear (massa por unidade de comprimento) no
ponto (x,y) é dada por d(x,y), entdao O(ug, vy)Asg é uma aproximagao da massa Amy, da

parte do arame entre P,_; e P,. A soma
Z Amk = Z 6(uk, Uk)Sk
k k

é uma aproximacao da massa total m do arame. Para definir m tomamos o limite destas

somas, obtendo o seguinte:

m=/5(w7y)d8,
C

Massa de um arame.
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Exemplo 3.10. Um arame delgado é vergado na forma de um semicirculo de raio a. Se a
densidade de massa linear em ponto P ¢é diretamente proporcional a sua distancia da reta

pelas extremidades, ache a massa do arame.

Figura 11 — Massa de Arame

— T

Fonte: Swokowski (1994, p. 574)

Resolugdo. Introduzamos um sistema de coordenadas tal que a forma do arame coincida
com a metade superior de um circulo de raio a e centro na origem. As equagoes paramétricas
de C sao:

m = /C(ky)ds = /ﬂ(/{a sin t)\/a2 sin®t + a2 cos? tdt (3.11)
0

= /W(k’asint)adt (3.12)
0

= ka® /OTr sintdt = ka® [cost];, = 2ka®. (3.13)

U

Em aplicacoes que envolvem trabalho, as integrais curvilineas costumam aparecer

em forma da combinagao

/C Mz, y)dz + /C N(z,y)dy

onde as fungoes M e N sao continuas em um dominio D que contém C. Costuma-se

abreviar esta soma como

/CM(Q:, y)dx + N(z,y)dy.
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Exemplo 3.11. Calcule / xy dr + 22dy se
(a) C consiste em segmentos de reta de (2,1) a (4,1) e de (4,1) a (4,5);
(b) C' ¢é o segmento de reta de (2,1) a (4,5);

(c) as equagdes paramétricas de C' séo

ot

x:3t—1,y:3t2—2t;1§t§§.

Resolugdo. (a) Subdividindo C' em duas partes Cy e Cy, conforme figura 12.

Figura 12 — Soma de duas integrais curvilineas

:
.

4——t
—_~
B
W
~

Fonte: Swokowski (1994, p.575)

As equagdes paramétricas dessas curvas sao:
Ci:x=t,y=1;, 2<t <4
Co:x=4y=t 1<t<5h

A integral curvilinea ao longo de C' pode expressar-se como a soma de duas integrais
curvilineas, a primeira ao longo de C e a segunda ao longo de C5. Sobre C}, temos dy = 0,

dx = dt e, entao

4

! 1
/xydx+x2dy=/ t(L)dt + t*(0) = {2#] =6.
c1 2

2

Sobre C5 temos dx = 0, dy = dt e, portanto,

5
/ zydr + xdy = / 4t(0)dt + 16dt = 16 [t]] = 64.
c1 1

Consequentemente, o valor da integral curvilinea ao longo de C' é 6 4 64 ou 70.
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(b) A figura 13 ilustra o grafico de C. A equagao de C' éy =2x—3, com 2 < x < 4.
Neste caso, dy = 2dx e

4
/acydx +2?dy = / z(2x — 3)dr + 2*(2)dx
2

4
1
= / (42? — 32)dr = ﬂ
2

Figura 13 — Grafico de C

—>
<

- ‘IA

(435)

C

@1

—

Fonte: Swokowski (1994, p.575)

(c) O gréfico de C' ¢ parte de uma pardbola (ver figura 14). Neste caso, com as
5
equacoes paramétricas x = 3t—1,y = 3t2—2t;1 <t < 3 obtemos dx = 3dt, dy = (6t—2)dt

e a integral curvilinea é igual a

5

/3(315 — 1)(3t* — 2t)3dt + (3t — 1)*(6t — 2)dt = 58.

Figura 14 — Parte de uma parabola

T 4,5

Fonte: Swokowski (1994, p.576)
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1
Outro método de resolugao consiste em utilizar a equagao y = g(xg — 1) para a

parabola, com 2 < x < 4. Obtemos entao a integral

o 2
/xydx +/x2dy:/ x~3(x2—1)dx+x2(3x> dx
c 2

4 1 1 1 .04
= 52z de = 4—2] = 58.
/Q(x 3:;;) . {4"5 6" |y

Se uma curva suave C em trés dimensdes tem a parametrizacao
z=g(t), y="h(t), z=k@); a <t <b

entao definem-se as integrais curvilineas de uma funcao f de trés variaveis da mesma
maneira que no caso de uma funcao de duas variaveis. Neste caso, em lugar de tomar
(g, yr) € (ug,vg) como as coordenadas de Py e Q; em C conforme figura 9 tomamos

(T, Yr, 2x) € (ug, vk, wy) respectivamente (ver figura 15 ).

Figura 15 — Integral Curvilinea

/‘\

P, /_1,1;

v e S
./. M/Pk(xk’yk’zk) y
¢/ )

/o Qe Ve

o
Py
P, o’ p,
// t._,---’P“

¥y

Fonte: Swokowski (1994, p.577)

Temos agora, / flz,y,2)ds = lim > f(uk, v, wi) Asy.
c k

[Ipl|—0

Essa integral pode ser calculada utilizando-se a férmula

/ Fla(®), h(t), kOIg OF + WO + k@2 dt.
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Além das integrais curvilineas / flz,y,2) dz e / f(z,y,2) dy, uma funcao de
c c
trés variaveis também tem uma integral curvilinea em relacao a z, dada por

/ f(xvyVZ) dz = lim Z f(ukavlmwk) Azka
C k

lpll—0

onde Az, = 2 — 2z,_1. Tal como em duas dimensoes, estas integrais curvilineas costumam

aparecer em forma de somas, que abreviamos para
[ My, 2)dn + Ny 2)dy + Py, 2)dz
c

onde as funcoes M, N e P sao continuas em toda uma regiao contendo C. Se C é dada
parametricamente, entao esta integral curvilinea pode ser calculada substituindo-se z, y e

z da mesma forma que no caso de duas variaveis.

Exemplo 3.12. Calcule / yz dr + zz dy + xy dz se C é dada por

[

Resolugdo. A curva C' (uma ctbica reversa). Substituimos z, y e z e fazemos dr =
dt, dy = 2t dt, dz = 3t? dt:

2 2
/ todt + 2t° dt + 3t dt :/ 6t° dt = [t°]; = 64. O
0 0

Definicao 3.8. Seja C' uma curva suave no espago, T um vetor tangente unitario a C' em

(x,y,2) e F a forca que atua em (z,y, z). O trabalho W realizado por F ao longo de C' é

W:/F~TdS:/F-dr,
C C

Exemplo 3.13. Se um campo de forgas inverso F é dado por

onde r = zi + yj + zk.

k

I

onde k£ é uma constante, ache o trabalho realizado por F quando o ponto de aplicacao se
move ao longo do eixo —z de A(1,0,0) a B(2,0,0).

Resolucgdo. Seja C' o segmento de A e B. As equagoes paramétricas de C' sdo z = t,
y=0,2=0;1< t <2 Tal como no exemplo (3.3).

k

R 22)% (xi+yj + zk).

F(x,y,z) =
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Aplicando a definigao (3.8), temos

k
W:/F~dr:/ s(xdr +ydy +zdz)
c (2 + 4 + 22)}

e substituindo x, y, e z das as equagoes paramétricas de C, temos

- [ e [

A unidade de W depende das unidades da distancia e de ||F(z,y, 2)||. O

3.3 INDEPENDENCIA DO CAMINHO

Costuma-se chamar caminho de A e B uma curva (parcialmente) suave de A ¢ B.
Vamos agora estabelecer condi¢oes para que uma integral curvilinea seja independente
do caminho em uma regidao, no sentido de que, se A e B sdo pontos arbitrarios, entao
obtemos o mesmo valor para qualquer caminho de A a B naquela regiao. Estabeleceremos
os resultados para integrais curvilineas em duas dimensoes. Para o caso de trés dimensoes,

as demonstracoes sao analogas, sendo assim, omitidas.

Se a integral curvilinea / f(z,y) ds é independente do caminho, podemos denoté-
c

la por / f(z,y) ds, pois o valor da integral depende apenas dos extremos A e B da curva
A

C'. Utiliza-se notagao analoga para / f(z,y) dx, / f(z,y) dy, e integrais curvilineas
c c
em trés dimensoes.
Em toda esta secao admitiremos que as regioes sejam conexas, isto €, dois pontos
quaisquer da regiao podem ser ligados por uma curva (parcialmente) suave, inteiramente

contida na regiao. O préoximo teorema constitui um resultado fundamental sobre a inde-

pendéncia do caminho.

Teorema 3.6. Se F(z,y) = M(x,y)i+N(z,y)j é continua em wma regiGo coneza® aberta®
D, entdo a integral curvilinea | F -dr ¢ independente do caminho se e somente se F é

c
conservativo, ou seja, ¥F(x,y) =V f(x,y) para alguma fungio escalar f.

Demonstragdao. Suponhamos a integral independente do trajeto em D. Se (g, yp)é um

ponto fixo em D, definamos f como

(z,y)
(

Z0,40)

Uma regiao é dita conexa quando dois pontos quaisquer da regidao podem ser ligados por uma curva
(parcialmente) suave, inteiramente contida na regiao.

Uma regiao é aberta se nao contém nenhum de seus pontos - fronteira, isto é, todo ponto da regido é
ponto interior
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para todo ponto (z,y) em D. Mostraremos que F(z,y) = v f(x,y).

Como a integral é independente do caminho, f depende somente de x e y, e ndo
do caminho C' de (xo, o) a (z,y). Escolhamos um circulo D com centro (z,y)e seja (z1,y)

um ponto interior ao circulo tal que x; # x, de acordo com a figura 16.

Figura 16 — Caminho arbitrario de C4

Fonte: Swokowski (1994, p. 585)

Se C é um caminho arbitrario de (zg,vo) a (z1,y) e Cy é 0 segmento horizontal de

(xlay) a (‘Tay)> entao
f(:v,y):/ F-dr+/ F - dr
Cl Cl

(Il,y) (x,y)
= / F-dr+ / F - dr.
(%0,y0) (z1,y)

Como a primeira integral ndo depende de x

o my)
FrEh 0+/x

Escrevendo F - dr = M(z,y)dz + N(z,y)dy e notando que dy = 0 em Cy (ver
figura 16 ), obtemos

) o (z,y)
%f(x,y) - % (=19) M(x,y)dx

Como o y ¢ fixo nesta diferenciacao parcial, podemos encarar o integrando como
uma fungdo de uma varidvel z. Aplicando (Teorema 5.35, ver Swokowski vol. I para

melhores detalhes)?, obtemos

4 Seja f continua em [a,b]. Se a < ¢ < b, entdo, para todo x em [a, b], D, / f) dt = f(x)
c
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0

Analogamente, escolhendo o caminho da figura 17 e diferenciando em relacao a y,
obtemos
Figura 17 — Independéncia de Caminho
AY
Fonte: Swokowski (1994, p. 585)

9 o) = Niz.y)

ay 7y - 7y .
Isto prova que v f(z,y) = M(z,y)i + N(z,y)j = F(z,y). u

Reciprocamente, se existe uma funcao f tal que F(z,y) = v f(z,y), entao:

Logo,

M(:E,y) = fa?(xﬂy) e N(-%Z/) = fy(xv?/)'

Se A(z1,y1) e B(xg,19) sdo pontos da regiao D e se C' é uma curva arbitraria

parcialmente suave com extremidades A e B, conforme figura 18 entao:

/F-dr:/M(x,y)dx+N(x,y)dy:/fz(x,y)dx+fy($7y)d?/-
c c c

Se C' admite a parametrizagao suave x = ¢(t),y = h(t); t; <t < to, entdo, pelo
Teorema (3.5),
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Figura 18 — Curva Suave

LY

C B(xz’%)

A(XI’YI)

Fonte: Swokowski (1994, p. 585)

[ Fdr = [ Uo(0: )9 0+ o)) ).

t1

Aplicando a regra da cadeia e o Teorema Fundamental do Célculo, temos

[Fear = [ G irtote). e
F(glta). hlt2)) = F (1), (1)
= fl@2,92) — flz1, 1)

(z2,y2)

= [f(=x, y)](wl,yl)

Onde o ultimo par de colchetes é usado de maneira andloga ao caso de uma variavel.

Assim, a variavel curvilinea depende somente das coordenadas de A e B, e ndo do caminho
C, isto é, / F - dr é independente do caminho. A prova pode ser estendida a curvas

c
parcialmente suaves subdividindo-se C' em um niimero finito de arcos suaves.

A demonstragdo do Teorema (3.6) encerra um método para calcular integrais
curvilineas que nao dependem do caminho. Podemos enunciar como segue este resultado,

que ¢é analogo ao Teorema Fundamental do Célculo.

Teorema 3.7. Seja F(x,y) = M(z,y)i + N(x,y)j continua em uma regiio conexa aberta

D, e seja C uma curva parcial suave em D com extremidades A(xy,y1) e B(xa,y2). Se
F(z,y) = Vf(x,y), entdo

(72,y2)

AM@mm+wa@=j F-dr = [f(z,y). %)

T1,Y2)
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Se uma integral curvilinea / F-dr é independente do caminho, entao, pelo Teorema
c

(3.7) com (z1,y1) = (x2,y2) vemos que [ F -dr =0 para toda curva fechada simples C.
c

Exemplo 3.14. Seja F(z,y) = 2z + y*)i + (3zy* + 4)J.
(a) Mostre que / F - dr é independente do caminho.
c
(23)
(b) Calcule / F - dr.

(0,1)

Resolugdo. (a) Pelo Teorema (3.6), a integral curvilinea é independente do caminho se e
somente se existe uma fungao diferenciavel f de z e y tal que Vf(z,y) = F(z,y), isto é,
folz,y)i + f,(x,9)] = (22 4+ )i + (3zy® + 4)7 ou, equivalentemente, f,(z,y) = 2z +® e
fy(z,y) = 3zy* + 4. Integrado (parcialmente) f,(x,y) = 2z + y* em relacdo a x, obtemos

folz,y) = 2* + 2y’ + g(y)
onde g é uma fungao de y somente.(Devemos tomar ¢g(y) em lugar de uma constante de

integragao, a fim de obter a expressao mais geral para f(z,y) tal que f,(z,y) = 2z + yg).

Diferenciamos em seguida f(z,y) = 22 + zy> + g(y) em relacio a y e comparamos

o resultado com a expressao f,(x,y) = 32? + 4 como anteriormente calculada. Assim,

fy(@,y) =04 3zy” + ¢ (y) = 3zy® + 4

e, entao,

g(y) =4

Integrando em relagao a y, obtemos
gly) =4y +c
onde ¢ é uma constante de integracao. Assim,
fly) =2 + oy’ +4y + ¢

¢ uma funcao f tal que = Vf(z,y) = F(z,y).
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(b) Como qualquer fungao potencial serve para calcular a integral, aplicamos o
Teorema (3.7) com f(z,y) = 2? + xy® + 4y, obtendo

(2,3) 23)
/ F-dr=[f(z, y)](oh)
(0,1)

(2,3)

- [m2 + a2y + 4y} o)

= (44 54+ 12) — 4 = 66.
0

Se a integral /M(:E,y)dx + N(x,y)dy é independente do caminho, entdao pelo

Teorema (3.6), existe uma fungao f tal que

of
M=9
ox
e of
N=2L
9y
Consequentemente
o _ o
dy Oy oz
) ON _ 7
dr Oz dy

Se M e N tém derivadas parciais primeiras continuas, entao f tem derivadas

parciais segundas continuas e assim, a ordem de diferenciacao é irrelevante, isto é,

oM ON

dy  Ox’
A reciproca deste resultado é falsa, a menos que imponhamos restrigdes adicionais
ao dominio D de F(z,y). Em particular, se D é uma regiao simplesmente conexa, no
sentido de que toda curva fechada simples C' em D inclui somente pontos de D (isto é, nao

hé buracos na regiao), entao a condi¢do M /Jy = ON/Ox implica que a integral curvilinea

/M(:U, y)dx + N(z,y)dy

[

¢é independente do caminho.
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Teorema 3.8. Se M(x,y) e N(z,y) tém derivadas parciais primeiras continuas em uma

regiao simplesmente conexa D, entao a integral curvilinea

/M(x, y)dx + N(z,y)dy

¢ independente do caminho em D se e somente se
oM ON
oy Oz’

Exemplo 3.15. Mostre que a integral curvilinea

/(eSy —y?sinz)dr + (3ze® + 2y cos ¥)dy

C

¢ independente do caminho em uma regiao simplesmente conexa.

Resolugao. Fazendo

M =e% —y?sinz e N = 3ze?Y + 2ycosx

Vemos que
oM ON
e =3¢ — 2ysinx = e

3.4 INTEGRAIS DE SUPERFICIES

A relacao entre integral de superficie e area de superficie é semelhante aquela entre
a integral de linha e o comprimento de arco. Suponha que f seja uma fungao de trés

variaveis cujo dominio inclui uma superficie S.

As integrais curvilineas sao calculadas ao longo de curvas. As integrais duplas
e triplas sao definidas em regioes de duas e trés dimensoes, respectivamente. Podemos
também considerar uma integral de uma funcao sobre uma superficie. Por uma questao de
simplicidade, restringimos nosso estudo a superficies de equagoes assaz simples, e nossas
demonstragoes ficardao em um nivel intuitivo. Em textos de calculo avancado pode-se

encontrar um tratamento rigoroso.

Se a projecao de uma superficie S sobre um plano coordenado é uma regiao de um
os tipos considerados para integrais duplas, dizemos que em uma projecao regular no
dos t derad t duplas, d St 1
plano -zy, no plano -xz ou no plano -yz, costumamos denotar a regiao por R,,, I%,. ou
) . . . _— o : . .
R,., respectivamente. Para tais proje¢oes admitimos que S seja o grafico de uma equagao

da forma z = f(z,y), y = h(x,2) ou x = k(y, ), respectivamente conforme a figura 19.
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Admitimos, além disso, que a funcao f, g ou k tenha derivadas parciais primeiras continuas

em sua respectiva regiao.

Figura 19 — Projecao de Superficies

U} (i) : (iii)

Az hat

y=h(x2)

x7
: 0 Do = Y y
i | y F
2 »
¥ i X

Fonte: Swokowski (1994, p. 605)

<V

Consideremos primeiro o caso do grafico S de z = f(x,y), ver figura 19(i). Considere
também a area 5 A de S. Técnica andloga pode ser usada para definir uma integral de
g(x,y, z) sobre a superficie S, se a fun¢ao g é continua em toda uma regido contendo S.

Assim, conforme ilustrado na figura 20

Figura 20 — Projecao da superficie S e plano tangente By sobre o retangulo Ry

By ar,
an’ AS, 2
z=f(x )

-
y
P (,\‘,( 2 Vi ()) 4;'( P

X 7
R
ol B Ay, Ax,

Fonte: Swokowski (1994, p. 605)
AS) e AT} denotarao areas de porc¢oes da superficie S e do plano tangente em

By.(xk, Yk, 21 ), respectivamente, que se projetam sobre o retangulo Ry de uma parti¢ao

interior de R,,. Calculamos g em By, para cada k e formamos a soma

5 A= lim ZATk
k

llpl|—0
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> g(h, yrs 26) AT
!

De acordo com a defini¢ao seguinte, a integral de superficie

Z/g(w,y,z) ds

de g sobre S é o limite de tais somas quando as normas das parti¢coes tendem para 0.

Definicao 3.9. Integral de Superficie

//g(x,y,z) ds = ||}oi\gozg(xk’yk’ 2) ATy, (3.14)
i i

Se S é a uniao de diversas superficies de tipos adequados, entao a integral de

superficie define-se como a soma das integrais de superficies individuais. Se g(z,y,2) =1

para todo (x,y, z) entdao 3.14 se reduz a

A= // @ )P+ @ )P + 1dA (3.15)

e, dai, a integral de superficie nos da a area da superficie S.

Da mesma maneira que estabelecemos a férmula (3.15) para area de uma superficie,
a integral de superficie (3.14) por ser calculada por meio da férmula (3.16) do Teorema (3.9).
As formulas (3.17) e (3.18) do teorema (3.9), sao utilizadas para superficies do tipo ilustrado
na figura (19) (i) e (iii).

Teorema 3.9. Teorema de Calculo para Integrais de Superficie

// oz, y, 2)dS = // ooy, fe VL@ R+ L@ yP+1dA  (3.16)
S

Ray

Z/ g(z,y,2)dS = R// g(@, b, 2)2)\/The (2, 2) + [ha(z, 2) + 1dA (3.17)

//g(x,y, 2)dS = //g(k;(y, 2), Y, z)\/[k'y(y, 2)]? + [k.(y,2)]> + 1dA (3.18)
S Ry

Exemplo 3.16. Calcule // 2?2dS se S é a porcao do cone 22 = z2 4 y?> compreendida
S

entre os planos z =1e z = 4.
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Figura 21 — Cone

Fonte: Swokowski (1994, pag.606)

Resolugdo. Conforme a figura 21, a projecao R = R, de S sobre o plano —xy ¢é a regiao
anular delimitada pelos circulos de raios 1 e 4 com centros na origem. Escrevendo a equagao

de S na forma
2= (2 + )2 = f(z,y)
- i Yy
entao f,(r,y) = —"—7 € r,Y) = —""—""7.
RO = Gy MO = s

Aplicando o item (i) do teorema (3.9) e notando que o radical se reduz a /2,

obtemos
//3322 ds = //:BQ(xz —|—y2)%\/§dA.
S

Ry

Utilizamos coordenadas polares para calcular a integral dupla como a seguir:

27 4
//xQ(:zc2 + yQ)%\/ﬁ dA = / / (1% cos® 0)rv/2rdrdf
o J1
Ray

2 o 4
= \/5/ cos® [] do
0 5 1

1023v/2 /27r 1+ cos 26
5 0 2

0

10232 1 2w
— 0232 {0+Sin29]
10 2 0

1023v/27
9

~ 909.
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Seja F um campo vetorial tal que

-

F(z,y,2) = M(2,y, 2)i + N(z,y,2)] + P(z,y, 2)k

onde M, N e P sao fungodes (escalares) continuas. Na se¢do (3.2) consideramos a seguinte

integral curvilinea para uma curva parcialmente suave®C :

/CF T ds (3.19)

onde s é o pardmetro comprimento de arco para C. Conforme figura 22, T' = dr/ds é um
vetor unitario tangente a C' no ponto (z,v, z), onde r = xi + yj + zk é o vetor posigao de
(x,y,2). Se F é um campo de forga, entao, conforme (3.8) o valor desta integral curvilinea

¢é o trabalho realizado por F ao longo de C.

Figura 22 — Comprimento de Arco

Fonte: Swokowski (1994, pag.610)

Consideremos em seguida uma superficie S e um vetor unitario n normal a .S no

ponto (x,y, z), conforme figura 23.

Se os componentes de n sdo fungoes continuas de z, y e z, entdao, F-n é uma funcao
(escalar) continua e podemos, assim, considerar a seguinte integral de superficie sobre S a

qual é chamada Integral do fluxo de F sobre S.

6 Uma curva é dita parcialmente suave se o intervalo I pode ser subdividido em intervalos fechados, C

sendo suave em cada subintervalo. Swokowski (1994, p.166).
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Integral do fluxo de F' sobre S

//F ndS (3.20)

Para calcular a equagao acima devemos ser mais precisos sobre as propriedades do
vetor unitario n. Se a superficie S é o grafico de uma equagao z = f(x,y) e se fazemos
g(x,y,z) = z — f(z,y), entdo S é também o grafico da equacao g(z,y,z) = 0. Como
o gradiente Vg(z,y,z) = 0 no ponto (z,y, z), podemos obter como a seguir um vetor

unitario normal n.

Vg(x,y,z) . _fas<x’y)7'_fyj+k

= = 3.21
o ) + Gyt ul 41 2

n

Férmulas andlogas valem se S é dada por y = h(z, z) ou por = = k(y, z). Note que, para o
caso z = f(x,y), o vetor unitario n é uma normal superior de S, pois o componente K é

positivo. Obtém-se uma normal inferior tomando-se -n.

Admitiremos que toda superficie S é orientada (ou orientavel), no sentido de
que existe um vetor unitdrio normal n em cada ponto nao-fronteira (x,y, z) e que as
componentes de n sdo fungoes continuas de x, y e z. Dizemos que n varia continuamente
sobre a superficie S. Admitiremos também que S tenha dois lados - o lado de cima e o

lado de baizo do gréfico de z = f(z,y) da figura 23.

Figura 23 — Superficie S e vetor unitario n normal

F

-

» y
A

Fonte: Swokowski (1994, pag.610)

Para uma superficie fechada S como uma esfera, podemos considerar o exterior
e o interior de S. Referimo-nos entdo a n como a normal unitaria exterior ou a normal

unitaria interior (veja figura 25).

Suponhamos que dS represente um pequeno elemento de area de S. Se F é continua,

entao ¢ quase constante em dS, e a quantidade de fluido que atravessa dS por unidade de
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Figura 24 — Superficie com normal unitéria

(i) Normais unitdrias exteriores (ii) Normais unitérias interiores

A
ll
l
|

A |

P4 A<

wi$
i s
= A -
- B R N
¥ 3N y

Fonte: Swokowski (1994, pag.563)

tempo pode ser aproximada pelo volume de um prisma de area de base dS e altura F- n,
conforme ilustrado na figura 25. Denotando por dV o volume do prisma na figura, entao

dV =F- n. Como dV representa a quantidade de fluido que atravessa dS por unidade de
tempo, a integral do fluxo é um limite de somas de elementos de volume e, dai F-ndS

S
¢é o volume total de fluido que atravessa S em uma unidade de tempo. Esta quantidade é
chamada fluxo de F através de (ou sobre) S. Se F e S satisfazem as condigoes impostas,

entao temos o seguinte:

Defini¢ao 3.10. O fluxo de um campo vetorial F através de (ou sobre) uma superficie S

//SF-ndS

Se o fluido de nosso estudo prévio tem densidade § = §(z,y, z), entdo o valor da integral

do fluxo // 0F-n dS é a massa de fluido que atravessa S.
S

é

Figura 25 — Superficie com normal unitéria

Fonte: Silva e Matos (2018, p.258)
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4 O TEOREMA DA DIVERGENCIA E APLICACOES

Neste capitulo apresentamos um teorema de fundamental importancia para a
Matematica e outras areas do conhecimento humano que é o Teorema da Divergéncia
ou Teorema de Gauss. A histéria da Matematica nos revela que esse é um dos mais
importantes teorema do célculo vetorial, com abrangéncia de largo alcance na ciéncia e na

engenharia.

4.1 TEOREMA DA DIVERGENCIA

Este teorema estabelece o fluxo de um campo vetorial sobre uma regiao fechada' S
que ¢é fronteira de uma regiao () em trés dimensoes. Por exemplo, S pode ser uma esfera,
um elipsdide, um cubo ou um tetraedro. Pode-se demonstrar o teorema da divergéncia
para regioes assaz complicadas; todavia, tal demonstracao nos levaria aos dominios do
calculo avangado. Assim, admitiremos que () seja uma regiao sobre a qual as integrais
triplas podem ser calculadas; admitiremos também que as integrais de superficies possam
ser calculadas sobre S. Neste capitulo, n denotard uma normal unitaria exterior a S. Sobre

as restrigoes a () e a .S, o teorema da divergéncia pode ser enunciado como a seguir:

Teorema 4.1 (Teorema da Divergéncia). Seja Q) uma regido em trés dimensoes delimitada
por uma superficie fechada S, e denotemos por m o vetor normal unitdrio exterior a S em

(x,y,z2). Se F é uma fungao vetorial dotada de derivadas parciais continuas em @, entdo

//F~nd5:/ V-FdV (4.1)

S Q

isto €, o fluxo de F sobre S ¢é igual a integral tripla da divergéncia de F sobre Q).

Demonstragio. Se F(z,y,2) = M(z,y,2)i + N(z,y,2)j + P(z,y, 2)k, simplifiquemos a
notacao escrevendo F = M i+ N j+ PEk. Aplicando propriedade do produto escalar e a

definicao de F, podemos escrever a conclusao do teorema como

- - - oM ON OP

Para provar esta igualdade basta mostrar que

//M?-ndS:/Q/?jdV

S

L' Uma regido fechada ¢ uma regido que contém todos os seus pontos - fronteiras
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//Nj’-ndsz// ON v
dy
Q

S

//Pl?MS:// a—PdV.
0z

S Q

Como as provas de todas as trés férmulas sao semelhantes, consideraremos apenas

a terceira. Além disso, a prova ficara restrita ao caso, ilustrado na figura 26

Figura 26 — Superficie com normal unitaria

z2=fo(x,y)

z=f1(x, y)

Fonte: Swokowski (1994, p.616)

em que S é a superficie de uma regiao ) entre os graficos de z = v(x,y) e
z = u(z,y) e acima de uma regidao conveniente R do plano -zy. Denotaremos por S; a
superficie superior, por Sy a superficie inferior e por S3 a superficie lateral. A figura exibe
algumas normais unitdrias exteriores tipicas. Sobre S3 o componente K de n é 0 e, entao,

K -n = 0. Assim, a integral do fluxo sobre S3 é 0, e podemos escrever

//Pk~nd5'://P/€-ndS+//Pk-ndS.
S S1 Sa

Tal como na sec¢ao 3.4 pagina 39, para achar uma normal unitaria (superior) a S;

fazemos
9i(7,y,2) =z — u(z,y)

e calculamos

-

Vgl(ﬁ,y,z) o _ur(xuy)l_uy(xay)]—i_lg

IVgi(z,y, 2)|l \/[ux(a:, )2 + [uy(z, )2 +1
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Logo, K -n = 1/\/[u$(x, ]2 + uy[(x,y)]? + 1. Aplicando a equagao 3.16 do Teorema 3.9

com R = R,y e u(z,y) = f(x,y), os radicais cancelam-se, obtendo-se

//PK n dS = // (z,y,u(z,y))dA

QQ(LU,y,Z) =z 'U(.CL’,y)

Em S, fazemos

e utilizamos a unitaria normal inferior n dada por

_ Vga(z,y,2) _ vx(x,y)5+vy(x,y)f—%
IVaa(,y. 2 Jwa (2, 1)) + [oy (2, )] + 1

Novamente aplicando (3.9) (3.16) obtemos a integral do fluxo sobre Sy

//PKndS— // (z,y, v(z,y))dA.

Somando as integrais do fluxo sobre S e S, obtemos

//P K-ndS = // P2,y u(z,y)) — Pla,y, v(z,y))|dA

x

//v/dsz //dV

)

como queriamos provar. |

4.2 TEOREMA DA DIVERGENCIA E SUAS RELAQOES

Podemos observar que as equacoes do teorema da Divergéncia apresentam relagoes
com o teoreme de Stokes e o teorema de Green. De acordo com Bandeira (2016) podemos
no referir ao teorema de Green como uma integral de linha ao longo de uma cuva C,
fechada, simples e seccionalmente suave que forma a fronteira de uma regiao R no plano e
o sentido ao longo de C' é anti-hordrio. Em Swokowski (1994, pag.624) podemos citar o
teorema de Stokes como: A integral curvilinea do componente tangencial de F' tomada
uma vez ao longo de C' na diregao positiva é igual a integral de superficie do componente
normal de rot F' sobre S. Note que o teorema de Stokes vem de forma a generalizar o
teorema de Green, isto ¢, de uma regiao bidimensional para um superficie tridimensional.
Do mesmo modo, o teorema da Divergéncia generaliza o teorema de Green. De acordo
com Thomas (2009) se pensarmos em um campo no R com F = M(x,y)i + N(z,y)]
como um campo no R3 com a componente k = 0, teremos V - F = (M /0x) + (ON/dy).

Dessa forma o teorema de Green pode ser escrito como

/ .nds_//KaM aN)]dxdy—/ V - FdA
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De maneira similar, V x F-K = (ON/0x) — (O0M/0dy), a forma tangencial pode ser escrita

/F-dr:// ON _ oM dxdy://VxF-KdA.
c ox oy
R R

Segundo Thomas (2009, pag. 543), "com as equagoes do teorema de Green com a

CcOomo

notac¢ao nabla, podemos ver sua relagdo com as equacoes de Stokes e do teorema da di-

vergéncia."Assim, observaremos o teorema de Green e sua generaliza¢ao para trés dimensoes:

Forma normal do teorema de Green: / F - ndS= // V - FdA
R

c
Teorema da divergéncia:/F - ndf = / VvV - Fdv
S

D

Forma tangencial do teorema de Green:/ F .- dr= //V x F - KdA
c
R

Teorema de Stokes:/F . dT://V x F - ndf
c
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5 APLICACOES

O teorema da Divergéncia é amplamente usado na fisica e na engenharia, mais
precisamente na eletroestética e na dindmica de fluidos. Veremos a seguir alguns exemplos
de aplicagoes do teorema em algumas regioes sobre as quais as integrais triplas podem ser

calculadas.

Exemplo 5.1. (SWOKOWSKI, 1994) Seja @ a regiao delimitada pelo cilindro circular
22 4+ y% 4+ 22 = 4 e pelos planos z = 0 e z = 3. Denotaremos por S a superficie de Q. Se

F(z,y,2) = 37 + y3;+ 2312, use o teorema da divergéncia para calcular

[ Fnis

S

Resolugdo. A figura 27 ilustra a superficie S e algumas posigoes tipicas de n. Como

V- F =322 + 3y? + 322 = 3(2? + y? + 2?%) temos, pelo teorema da divergéncia

Z/FmdS:B/Q//(xz—l—yQ—kf) dv.

Calculando a integral tripla por coordenadas cilindricas, temos:

2 2 3
//F-nds = 3/ / / (r* + 2*)rdzdrdf
o Jo Jo
5
2T 2 1 3
= 3 / / 24 52°| ddrdo
o Jo 3 Jo
2
= 3/ /(3T2—|—9)rdrd9
o Jo

27
21 2 2

- 3/ [3r4+9r2] dezg/ 3046
0 4 2 0 0

= 90 [4)2" = 180~
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Figura 27 — Superficie S.

AZ

Swokowski (1994, p.618)

Exemplo 5.2. (SILVA; MATOS, 2018) Calcular o fluxo do campo F = yzi 4+ 2] + SL’ZE,
através da fronteira do tetraedro determinados pelos planos coordenados e pelo plano

r+y+z=1

Resolugdo. Temos que div(F) = z e se € representa a regiao delimitada pelo tetraedro,

usamos o Teorema de Gauss e obtemos

// (F-n) = /// div(F)dV = /// vdzdydz
_ //1I/1xy:vdzdydx—// h 2(1 — z — y)dyda

= = |- 2)de =
2/0 ol - a)de = o)
O

Exemplo 5.3. (SILVA; MATOS, 2018) Seja S a fronteira do sélido €2, delimitada pelo
cilindro z = 4 — 22 e pelos planos y = 5, y = 0 e 2 = 0. Calcular o fluxo do campo
F = (2* + senz)i + (z2y + cosz)j + exp(z? + y2)k, através de S.

Resolugdo. Primeiro faca um esbogo da superficie e de sua orientagao. O calculo direto
da integral de superficie é bastante trabalhoso, e ele torna-se mais simples quando usamos
o Teorema de Gauss. Como

L =2+ senz, M = 2%y + cosz e N = exp(x? + y?),

temos que divF = L, + M, + N, = 32 + 2% 4+ 0 = 42

e do Teorema de Gauss, resulta

2 4—x? 5 512
//(F -n)dS = 4///x2da:dydz = 4/ / / 2?dydzdx = 5
—2.Jo 0
S Q
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Exemplo 5.4. (SILVA; MATOS, 2018)( Equagao Fundamental da Eletrostatica) Conside-
remos uma superficie fechada S (uma esfera, por exemplo) contendo uma carga pontual ¢
no seu interior, situada no ponto Py; e representemos por E(P) o campo elétrico no ponto

P de S; produzido pela carga ¢, como ilustra a Figura 28

Resolugdo. Ser = PyP e r = |r|, como consequéncia da Lei de Coulomb, temos que
r

onde ¢ = kq/r e o potencial eletrostatico, e o fluxo do campo E através de S é, portanto,

//(E n dS—k;q// ) dS = kq//coso‘ds (5.1)

cosadS

Se representarmos por dw a area elementar sobre a esfera unitaria, teremos dw = 5
r
e a partir de (5.1) obtemos a seguinte relagao:

// (E-n) dS = kq // COSTO;dS S = kq // dw = 4kmq.
S S S

No caso de uma distribui¢ao de carga @), com densidade p(x,y,z), a carga total na regiao

= [[f ote.v.av
Q
e o fluxo do campo elétrico sera

// (B-n) dS = 4krQ — 4kn /// o2y, 2)dV. (5.2)
S Q

Comparando (5.2) com a Formula de Gauss, obtemos

/// kr — div(B)] dV = 0,

de onde resulta a Equacao Fundamental da Eletrostatica

), delimitada por S, é

div(E) = 4kmp. (5.3)

Se ¢ representa o potencial eletrostatico no ponto Fp, isto é,

O(Py) = k//f ds (5.4)

entdo E = —V¢ e obtemos de (5.3)
A¢p = div(A¢) = —div(E) = —4dknp,
de onde resulta a equacao de Poisson para o potencial:

A¢ = —4kmp.
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Figura 28 — Fluxo do campo elétrico.

Silva e Matos (2018, p.266)

Exemplo 5.5. (SILVA; MATOS, 2018) Calcular o potencial eletrostatico e o campo
elétrico, em um ponto P(0;0;¢) do eixo z, devido a uma distribui¢ao uniforme de carga

elétrica no disco S : 22 +y? < a?;,2=0:

Resolugdo. Segue de (5.4) que o potencial eletrostatico no ponto P(6,n,&) devido a

distribuicao de carga de densidade p(z,y, z) sobre o disco S é

6(6,7,€) = // (=.9.2) 4

r=0—2)2+ [ —y)?+ (€~ 2>

e admitindo que a densidade p seja constante, o potencial no potencial no ponto (0,0, &)

do eixo z sera:
0,0,§) = || s = NEar e
¢(> 75) Z/\/W P x2+y2§a2\/m
[
I R A=y =]
e gt
= 2 — =2 [ 2+& - }
W/§2 57 = 20 [Vt + €~ I
O

O campo elétrico no ponto P pode ser calculado diretamente, usando a Lei de

= /v/v l{;p;”; dS
T
S

ou usando o potencial, como faremos neste caso:

1 1
var+ &2 — |£|} k =—2mp [m — |§|] k

Coulomb:

B(0.0,6) = ~V6(0,0.¢) = ~2mp
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Figura 29 — Distribuicao de carga sobre o disco.

Silva e Matos (2018, p.267)

Exemplo 5.6. (THOMAS, 2009) Seja D uma regiao no espago limitada por uma superficie
fechada e orientada S. Se v(x,y, z) é o campo de velocidade de um fluido que escoa através
de D, 6 = i(t,x,y,2) é a densidade do fluido em (z,y, z) no tempo ¢, e F = Jv, entao a

equacao da continuidade da hidrodindmica afirma que

95
V-Fto =0

Se as fungoes envolvidas tém derivadas parciais de primeira ordem continuas, a equagao

evolui naturalmente a partir do teorema da divergéncia, como veremos a seguir.

//F-nd&

S

Resolugdo. Primeiro, a integral

é a taxa na qual a massa deixa D através de S (deixa porque n é a normal exterior). Para

saber por que, considere um pedaco de area sobre a superficie conforme figura 30.

Em um curto intervalo de tempo At, o volume AV do fluido que escoa através do
pedaco é aproximadamente igual ao volume de um cilindro com area de base Av e altura

(vA) - n, onde v é um vetor velocidade com origem em um ponto do pedago:
At

A massa desse volume de fluido é de cerca de

AV=v-nAb
Am ~ v -nAOA t

assim a taxa a qual a massa escoa para fora de D através do pedaco é de cerca de

Am
— ~dv-nA
; ov - nAf
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Figura 30 — Volume do Cilindro

VAL \
h=(vAf)on

Ao \L

Fonte: Thomas (2009, p. 541)

Isso leva a aproximacao

S Am
At
como uma estimativa da taxa média a qual a massa escoa através de S. Por fim, fazendo

zZAV-nA@

A — 0 e At — 0, temos a taxa instantinea a qual a massa deixa D através de S como

dm://év-nd@
dt <

a qual para o nosso escoamento especifico é

dm
[ F-ndo
di //S "

Agora, seja B uma esfera solida centrada em um ponto () no escoamento. O valor médio

de V - F sobre B é .
_ -FdV
volume de B //B v

E uma consequéncia da continuidade do divergente que V - F realmente assuma esse valor

em algum ponto P em B. Assim,

1 [J<F -ndo
P, = - . FdYy = s
(V-E) volume de B///BV v volume de B

_taza a qual a massa deira B ao longo de super ficie S

volume de B
A fragao a direita descreve diminuicao de massa por unidade de volume. Agora, faca o raio

de B tender a zero enquanto o centro de () permanece fixo. O lado esquerdo da equagao
acima converge para (V - F)g, o lado direito para (—00/0t)qg. A igualdade desses dois
limites é a equagao da continuidade

00

F=_—
v ot
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A equacgao da continuidade "explica'V - F : o divergente de F' em um ponto é a taxa a

qual a densidade do fluido esta diminuindo l4. O teorema da divergéncia

//SF- nd@—///DV- F dV

agora diz que a diminui¢ao liquida na densidade do fluido na regiao D se deve a massa
transportada através da superficie S. Assim, o teorema é uma afirmagao sobre a conservacgao

da massa.

O

Exemplo 5.7. Encontre o fluxo exterior liquido do campo

wity) ek
= 2R

p =12+ y>+ 2?2

através da fonteira da regidao D : 0 < a® < 2% + y? + 22 < b,

F

Y

Resolugdo. O fluxo pode ser calculado integrando-se V - F sobre D. Temos

Op 1, 5 5, =t x
‘ oM 9 op 1 32
-3 -3 —49p xz
o _ 2 - -3 U
ox (9.7:(xp )= P o p> PP
Analogamente,
oN _ 1 3P
oy P
e
or 1 322
9z p PP
Portanto,
3 3 3 3
divF = = — (2 + 9+ ) == - =0
pE 5( ) PR
e

P
// V- -FdV =0
D

Dessa forma, a integral de V - F' sobre D é zero e o fluxo exterior liquido através da
fronteira de D é zero. H4 mais a aprender com esse exemplo. O fluxo que deixa D através
da esfera interior S, é o oposto do fluxo que deixa D através da esfera exterior S, (porque
a soma desses fluxos é zero.) Assim, o fluxo de F através de S, no sentido que se afasta
da origem ¢ igual ao fluxo de F através de S, no sentido que se afasta da origem. Assim,

o fluxo de F através de uma esfera centrada na origem ¢é independente do raio da esfera.
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Qual é esse fluxo? Para encontra-lo, calculamos diretamente a integral de fluxo. A normal

unitaria exterior sobre a esfera de raio a é

vityj+zk ity + 2k

VIZ+ P+ 22 a

Portanto, sobre a esfera,

_xf+yj—|—zl€ x?+y§+zl€_m2+y2+22_a2 1

F . =
" a3 a a* a*  a?
e
1 1 9
F-ndi=— df = —(4m a”) = 4n
Sa az JJ s, a
O fluxo exterior de F através de qualquer esfera centrada na origem é 47 O]

Exemplo 5.8. Ha ainda mais a aprender com o exemplo 5.7. Em eletromagnetismo, o

campo elétrico criado por uma carga pontual g localizada na origem é

1 q r q T q zi + y;—i— 2k
E(ry2)=—— L (L) =L _ J
Ameg |2 \ x| Amey |r]3 4meg p
onde ¢, é uma constante fisica, r é o vetor posicdo do ponto (z,y,z) e p = [r| =
Vx?2 + y2 + 22. Na notacao do exemplo 5.7,
q
E—
4meq

Os calculos no Exemplo 5.7 mostram que o fluxo exterior de E através de qualquer esfera
centrada na origem é ¢/€g, mas esse resultado nao esta restrito a esferas. O fluxo exterior
de E através de qualquer superficie fechada S que engloba a origem (e & qual o teorema da
divergéncia se aplica) é também ¢/eq. Para sabermos por que, temos apenas que imaginar
uma esfera grande S, centrada na origem e englobando a superficie S. Como

q q
F = V- -F=0
4meg 4dmeq

V.-E=V.

quando p > 0, a integral de V - E sobre a regiao D entre S e S, é zero. Assim, pelo teorema

// E-ndfd=0
oD

e o fluxo de E através de S no sentido que se afasta da origem deve ser o mesmo que o

da divergéncia,

fluxo de E através de S, no sentido que se afasta da origem, o qual é g|ey. Essa afirmacao,
chamada Lei de Gauss, também se aplica a distribui¢do de cargas mais gerais que aquelas

consideradas aqui, como pode ver em quase todos os textos de fisicas.

ﬂh-nwzq
S €0

Lei de Gauss:
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6 CONCLUSAO

O teorema da Divergéncia, conhecido como teorema de Gauss, posteriormente ficou
denominado como também teorema de Ostrograsdisk em algumas literaturas. O teorema
da divergéncia é uma ferramente de muita importancia na matematica e na fisica, utilizado
principalmente na 4rea da engenharia. E amplamente aplicado na obtencdo de célculos de
fluidos em superficies fechadas e em regides onde podemos encontrar campos vetoriais que
atendam as condig¢oes matematicas. O desenvolvimento do presente estudo possibilitou
uma ampliacao e extensao dos estudos acerca de campos vetoriais, integrais curvilineas,
independéncia de caminho, integrais de superficie e a exploragao de outros teoremas em
paralelo para englobar outros conceito que se relacionam entre si. As equagdes do teorema
de Stokes e as equagoes do teorema de Green sao maneiras de exemplificar a relagao que o
teorema da divergéncia constitui de modo a generaliza-los. Logicamente, observando as
suas condi¢oes matematica que cada um estabelece. Dessa forma, fazendo uma analogia do
teorema de Green no plano, vemos que ¢é possivel calcular o fluxo ao longo de uma curva
fechada, enquanto que o teorema da divergéncia calcula o fluxo através de uma superficie
fechada no espago. Fato semelhante também ocorre com o teorema de Stokes que generaliza
a forma circulagao-rotacional do teorema de Green, entretanto, em outra dimensao, no
espago por meio de uma superficie orientada do sentido anti-horario. Durante a jornada
de estudos para realizacao desse trabalho vimos a grande importancia dos teoremas acima
citados, e em especial, o teorema da divergéncia. Pois, o mesmo simplifica o calculo dos
fluxos. Em suma, o teorema da divergéncia afirma que: o fluxo de uma campo vetorial
através de uma superficie fechada e orientdvel no R? é igual a integral tripla do divergente

do campo vetorial dado sobre a regiao limitada pela superficie.
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