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RESUMO

Na geometria, um dos primeiros problemas aos quais somos apresentados, € que se caracteriza
como um dos mais simples, € o de determinar o0 menor caminho possivel entre dois determina-
dos pontos distintos. Tal problematica nos € introduzida ainda durante o ensino basico, quando
€ requerido que nds determinemos a distincia entre dois pontos ou, a depender do caso, o cami-
nho entre algumas possibilidades disponiveis que possui 0 menor comprimento. Na matematica
do ensino superior, vemos que tal conceito se remete as geodésicas, as quais podemos descrever
como as curvas de menor comprimento localizadas sobre superficies. Em nosso estudo, na pre-
sente monografia, nosso objetivo € o de verificar a existéncia e caracterizar as geodésicas sobre
superficies cOnicas e cilindricas utilizando, respectivamente, os conceitos do Calculo Variacio-
nal e da Geometria Diferencial tendo como base de nossos resultados os escritos de Tenenblat
(2008), Barbosa (1975), Kot (2014) e Hrusa e Troutman (1981).

Palavras-chave: Curvas. Célculo Variacional. Geodésicas. Geometria Diferencial. Superfi-
cies.



ABSTRACT

In geometry, one of the first problems to which we are presented, and which is characterized as
one of the simplest, is to determine the shortest possible path between two distinct points. Such
a problem is introduced to us even during Middle School, when we are required to determine the
distance between two points or, as the case may be, the path between some available possibilities
of the shortest length. In Higher Education Mathematics, we see that this concept refers to
geodesics, which we can describe as the shortest curves located on surfaces. In our study, in
the present monograph, our objective is to verify the existence and characterize the geodesics
on conical and cylindrical surfaces using, respectively, the concepts of Variational Calculus and
Differential Geometry based on the results in the writings of: Tenenblat (2008), Barbosa (1975),
Kot (2014) and Hrusa and Troutman (1981).

Keywords: Curves. Variational Calculus. Geodesics. Differential Geometry. Surfaces.
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1 INTRODUCAO

No estudo da Geometria, um dos primeiros problemas aos quais somos apresentados, ainda
durante a educacgdo bdsica, é o de encontrarmos ou definirmos a distincia entre dois pontos
distintos em alguma situag¢do hipotética considerada. Tal problemadtica, que envolve a busca
pelo caminho de menor comprimento dentre todas as alternativas possiveis, remete ao conceito
de geodésica estudada mais profundamente apenas na educagdo superior. O percurso de menor
comprimento corresponde, no plano euclidiano, a reta ou, mais especificamente, ao segmento
de reta entre dois pontos. Neste trabalho, nossa proposta é a de verificarmos a existéncia e
caracterizarmos a forma das geodésicas sobre outras superficies ndo-planares, especificamente,
as superficies cilindrica e conica.

No intuito de identificarmos tais curvas, nosso estudo permeard dois campos distintos da
Matematica, mas que se debrucam sobre essa mesma problemdtica. Utilizando dos concei-
tos, defini¢des e resultados da Geometria Diferencial, campo da matemadtica iniciado por Carl
Friedrich Gauss, nos proporemos a descrever o comportamento das geodésicas em superficies
cilindricas, bem como, formalmente, descreveremos o que de fato s@o curvas e superfices, se-
guindo Tenenblat (2008).

Para descrevermos o comportamentos das curvas de menor comprimento em superficies co-
nicas, utilizaremos os métodos sistematizados pelo Célculo Variacional, que pode ser descrito
como uma generalizacdo de alguns conceitos do Célculo Diferencial e Integral para um con-
junto maior de problemas. Baseando-nos em Barbosa (1975) e Kot (2014), desenvolveremos
toda uma teoria voltada para a extremizacado de fungdes em busca de caracterizarmos curvas mi-
nimas, isso é, de menor comprimento dentre todas as pertencentes a determinado conjunto de
possibilidades. Nosso principal resultado nesta parte consiste em uma caracterizagdo diferente
da padrao para as geodésicas do cone e € devido a Hrusa e Troutman (1981).

Nosso trabalho divide-se em trés capitulos, os quais organizam-se da seguinte forma. No
primeiro, introduzimos os conceitos mais elementares do Célculo Diferencial e Integral e da
Algebra Linear que servirio de base para o desenvolvimento das teorias e métodos aborda-
das no segundo, voltado para a Geometria Diferencial, e no terceiro, voltado para o Célculo
Variacional.
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2 PRELIMINARES

Apesar da Geometria Diferencial e do Calculo Variacional constituirem-se como dois cam-
pos distintos da Matematica, existem problematicas comuns a ambas. Uma dessas probleméa-
ticas € a de encontrar ou definir o trajeto mais curto entre dois pontos ndo-coincidentes dados
sobre alguma superficie. Encontrar caminhos de menor comprimento € um dos diversos proble-
mas de variagcdo que o Célculo Variacional se ocupa por estudar, mas também € um dos grandes
problemas da Geometria Diferencial.

Neste capitulo inicial, nossa proposta € a de apresentar os conceitos e defini¢des que nos
serviram como base para o desenvolver de toda essa pesquisa. O primeiro conceito com cuja
descricao nos ocuparemos € o de intervalo, visto que essa ideia € essencial para ambas as dreas
que pretendemos visitar aqui.

Se a,b € R, com a < b, usaremos as seguintes nota¢des abaixo:

[a,0] = {z € Rja < x < b},
[a,b) = {z € R;a < x < b},
a,b] ={r € R;a < x < b},

(
(a,b) ={x € Rja <z < b}.

A esses conjuntos chamaremos de intervalos com extremos a e b. Contudo, cada um deles
possui caracteristicas proprias evidenciadas pela notagdo respectiva usada para cada um. O
intervalo [a, b] é fechado, enquanto que [a, b) é fechado apenas a esquerda e (a, b] é fechado
apenas a direita. Por fim, (a, b) € aberto.

Seguindo Lourédo, Oliveira e Lima (2012), vamos precisar de uma maneira geral o que
sdo conjuntos abertos e fechados ao descrevermos tais relacdes topoldgicas no R”. E isso que
faremos a seguir.

2.1 O espaco euclidiano R"

Nosso objeto de estudo nesta se¢éio é o conjunto R™ das n-uplas © = (1,2, x3,...,T,)
de numeros reais, no qual iremos definir os conceitos de bolas abertas e fechadas, assuntos
diretamente relacionados as defini¢cdes de intervalos da reta.

Sejam xy € R™ e r > 0. Definimos os seguintes conjuntos:

a) Esfera de centro x e raio r:

Sr(zo) = {x € R"; d(z, ) = 1};

b) Bola aberta de centro x e raio r:

B(zo;r) = {z € R";d(z, x0) <1}
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¢) Bola fechada de centro x e raio r:

Blzo;r] = {z € R";d(x,x9) < r}.

Sejam A C R" e x € R™ um ponto fixado. Entdo uma e, somente uma, das trés possibilida-
des a seguir deve ocorrer:

i Existe > 0 tal que B(z,0) C A
ii Existe 6 > 0 tal que B(z,0) C A“=R"— A
iii Para qualquer 6 > 0, a bola B(x,d) contém pontos de A e de A°.

No primeiro caso, x é chamado ponto interior de A. No segundo caso, z é denomidado
como ponto exterior de A. E no terceiro caso, x € um ponto de fronteira de A.

Os pontos interiores de A constituem o interior de A, denotado por int(A). O exterior de A
é denotado por ext(A) e sua fronteira por A. O fecho de A é o conjunto A = A U OA.

Na figura abaixo, temos uma regido eliptica localizada no R?, na qual os pontos [ e .J sdo
interiores, enquanto que o ponto F' estd localizado na fronteira e o ponto £ é exterior a regido
eliptica.

oK

Figura 2.1: Regido Eliptica.

Seguindo Lourédo, Oliveira e Lima (2012), a partir destas definicdes de pontos interiores,
exteriores e de fronteira, podemos definir o que de fato sdo conjuntos abertos e fechados.

Definicdo 2.1. O conjunto A C R" ¢é dito aberto se int(A) = A, ou seja, A é aberto se todos
os seus pontos sdo interiores. Se 0A C A, entdo dizemos que A é fechado, isto é, se os pontos
da fronteira de A estdo contidos no proprio A, entdo ele é fechado.

Além dessas nogOes topoldgicas, precisaremos de algumas operacdes algébricas definidas
no R™ como os produtos escalares e vetoriais.
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Definicdo 2.2. Dados x = (x1,x9,%3,...,%n) ey = (Y1,Y2, Y3, - - -, Yn) € R", definimos o seu
produto escalar como:

(xy) =21 -th+ T2 Yo+ T3-Ys+ -+ Tp - Yn.

No caso especifico do R?, dados A = (24,y4), B = (vp,yp) € R?, seu produto escalar &,
por definicao,
(A,B) =xa-xp+ya-Ys.
Exemplo 2.1. Sejam A = (2,4) e B = (—3,0) € R% O produto escalar de A e B é dado por:

(A,B) =2-(=3)+4-0= (A B) = 6.

O produto vetorial, o qual descreveremos a seguir, serd uma importante ferramenta no estudo
das curvas e superficies no capitulo destinado a Geometria Diferencial.

Considere dois vetores w; € wy € R? de componentes (isto é, coordenadas na base canOnica
do R®): wy = (z1,y1,21) € wy = (22, %2, 22), chamaremos de produto vetorial de w; por ws €
denotaremos por w; X wsy O vetor:

wy X wy = (Y1 + 29 — Yo+ 21, T2+ 21 — Ty + Z9,T1 " Yo — T2 - Y1)
Exemplo 2.2. Sejam wy = (1,0, 3) e wy = (—1,0, —3), o produto vetorial é dado por:
Wy X wy = (0 (=3) —0-3,(~1) 31 (=3),1-0— (1) -0) = (0, ~3+3,0) = (0,0,0).

Considere os vetores wy, w, € ws € R3 e a constante A € R. O produto vetorial satisfaz as
seguintes propriedades descritas:

a) |wy X we| = |wy||ws|sin(f), onde 6 é o dngulo entre w; e wy;

b) (wy X we,w1) = (wy X wg, wy) = 0;

¢) wy X we = 0 se, e somente se, wy € wy sdo linearmente dependentes;
d) wy X wy = —(wy X wy);

e) wy X (wg + w3) = wy X we + wy X ws;

f) Awy X wy = A(wy X ws);

g) wy X (wy X ws) = (wy, w3)ws — (W, wa)ws.

Observacao 2.1. Sobre o item c listado acima, resta esclarecer o que de fato sdo vetores line-
armente dependentes.

Dizemos que os vetores wy, wsy, Ws, ..., w, € R" sdo linearmente dependentes quando
existem nimeros reais \i, \o, A3, ..., A\, ndo todos nulos, tais que:

A cwr Ay wy + Az wz + -+ Ay - w, = (0,0,...,0).

Diremos que esses vetores sdo linearmente independentes se eles ndo sdo linearmente de-
pendentes, isto é, se

/\1~w1+/\2-w2+)\3-w3—|—---—|—)\n-wn:(O,O,...,O)

implica \{ = Xo = A3 =---= )\, = 0.
Estas nogcoes podem ser facilmente generalizadas para um qualquer conjunto finito de ve-
tores em um dado espago vetorial.
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2.2 Espacos vetoriais normados

Recordemos as defini¢des de um espaco vetorial e de norma.

Definicao 2.3. Um conjunto V ndo vazio, munido de uma soma + : 'V X'V — V e de um
produto - : R x V. — V, é um espaco vetorial real quando, para quaisquer u,v,w € V e
a, B € R, as seguintes propriedades sdo vdlidas:

Hu+v=v+u
I u+(v+w)=(u+v)+w;
11l) existe um elemento neutro aditivo 0 € V tal que 0 + u = u;
1V) para cada v € V, exite um elemento inverso aditivo v € V tal que u + v = 0;
V)a-(f-u)=(a-8)- u;
VI) (a+ ) u=a-u+p-u;
VII) - (u+v) =a-u+a-v;
Vi) 1-u=u.

Definicao 2.4. Uma funcdo que associa a cada elemento v de um espaco vetorial real V um
niimero real ndo negativo ||v|| é chamada uma norma se satisfaz as seguintes propriedades:

I) ||v|| =0 se, e sése, v=0;
) ||a-v|| =|al - ||v|| para todosv € V ea € R; e
) o + w[| < [Jv]] + [|w]].

Se || - || € uma norma sobre V', dizemos que o par (V|| - ||) (ou, por simplicidade, que V') é um
espaco vetorial normado.

Exemplo 2.3. O espaco euclidiano R? é um espaco vetorial normado com a norma euclidiana
de um vetor v = (x,y) definida por

1
lo]] = (* + y)=.

Generalizando, o espago euclidiano R"™ é um espaco vetorial normado quando munido da se-
guinte norma:

1
w|| = |[(x1, 2, 23, . .., T0)|] := (xf—kx%—i—x%—k---%—xi)?.

No estudo do Célculo das Variacdes, trabalharemos com conjuntos de fungdes e seus subes-
pacos, definidos por condicdes pré-estabelecidas que deverdo estar de acordo com o problema
em foco. Um tal conjunto de fun¢des serd usualmente denotado por F.

Quando F = F([a,b],R) é o espago vetorial real de todas as func¢des reais definidas sobre
o intervalo limitado e fechado [a, b], os subconjuntos que mais comumente utilizamos séo o0s
listados a seguir:

I Denotamos por C[a, b] o conjunto de todas as fun¢des continuas no intervalo [a, b].
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Il C'[a,b] é o conjunto de todas as fungdes derivdveis com derivada continua em [a, b].

III Definimos C?[a,b] como o conjunto de todas as fun¢des continuas definidas num dado
intervalo [a, b] e que possuem primeira e segunda derivadas continuas.

IV Definimos D|[a, b] como o conjunto de todas as fung¢des reais continuas por partes defini-
das em [a, b].

V Definimos D'[a,b] € D?[a,b], respectivamente, como o conjunto de todas as fungdes
continuas que admitem primeira derivada continua por partes e o conjunto de todas as
fungdes continuas que admitem primeira e segunda derivadas continuas por partes.

Exemplo 2.4. O conjunto C|a, b é um espaco vetorial real quando munido da seguinte norma:

[1fllo = max |f(x)].

a<z<b

Como claramente C'[a,b] é um subespago de C|a,b|, pois C'[a,b] C C|a,b] e cumpre as
propriedades descritas anteriormente, entdo também podemos considerar em C'|a, b] a norma
Il |lo- Por outro lado, podemos definir em C*[a, b] a seguinte norma:

/11y = max |f(z)| + max |f'(x)].

a<z<b a<lz<b
A prova de que || || é a norma segue de que
1= 1o + 11 Mo-

O tltimo conceito que apresentamos nesta se¢do € o de aplicagao linear, ideia basilar para a
defini¢do de diferenciabilidade no R", que serd abordada na secdo seguinte.

Definicao 2.5. Dados dois espagos vetoriais reais V e W, diremos que uma aplicacdoT : V —

W é linear se:
T(ax+y)=al(z)+T(y), Ve,yeV,aeR.

Uma aplicagdo linear ¢ : V- — R é chamada de funcional linear.

No capitulo destinado ao Calculo Variacional, desenvolveremos toda uma teoria voltada aos
funcionais no estudo das curvas de menor comprimento.

2.3 Diferenciabilidade e continuidade

Nesta udltima se¢@o, nosso objetivo € fornecer ao leitor as definicdes provenientes do Cal-
culo Diferencial e Integral de diferenciabilidade e continuidade. Tais ideias constituem-se como
parte importante tanto no estudo do Calculo Variacional quanto no estudo da Geometria Dife-
rencial, visto que buscamos trabalhar com funcdes que, em geral, exigimos que sejam diferen-
cidveis até certo grau e, pelo menos, continuas no conjunto de nosso interesse.

Inicialmente, definiremos formalmente o significado de continuidade para, na sequéncia,
iniciarmos uma revisao acerca de diferenciabilidade.

Definicao 2.6. Sejam A C R"™ um conjunto, f : A — R"™ uma fun¢do e xy € S um ponto.
Diremos que [ é continua em xq se para todo € > 0 existe um 6 = 0(¢, o) > 0 tal que:

red e [x—wml<d=|flr) = flz)l <e
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Exemplo 2.5. Seja f : R? — R a fungdo definida por:

flz,y) = { ﬂI?Tyf (x,y) # (0,0)

(0,0).

[I N

0 (z,9)

Essa funcdo é continua em (0,0) € R?. Com efeito, note

2
)

]f(a:,y)—f((),())lz x2+y2 x2+y2 —

Assim, dado € > 0, escolhemos § = ¢, resultando em

2

I(z,y) = (0,0)[| = Va* + ¢ <0 = [f(z,y)] <e.

Definicao 2.7. Sejam A um subconjunto de R, f : A — R uma funcdo e a € A um ponto.
Definimos a derivada de f em a como:

fla) -t LD =IO

t—0 t

I

desde que o limite exista. Neste caso, dizemos que a funcdo f é diferencidvel em a.

A defini¢cdo precedente trata da diferenciabilidade de uma fungdo f definida sobre um sub-
conjunto D C R. Contudo, para fins do nosso estudo, é conveniente estendermos essa nocao de
diferenciabilidade para fun¢des definidas em subconjuntos de R™.

Seguindo Lourédo, Oliveira e Lima (2012), formalizaremos a definicao de derivadas parci-
ais, para, na sequéncia, descrevermos as derivadas em R".

Definicao 2.8. Sejam D C R™ um conjunto, f : D — R™ uma funcdo, a um ponto interior de

D e u € R™. Chamaremos de derivada direcional a expressdo:

D f(a) — tim £ 1) = F(0)

t—0 t ’

vdlida desde que o limite exista.
Tal limite depende de a e u e descreve a derivada direcional da fungdo f no ponto a na
direcdo do vetor u.

Outras notagdes para a derivada direcional sdo f'(a;u) e f,a.

Podemos reformular o que foi dito acima da seguinte forma: D,, f(a) é a derivada direcional
de f no ponto a com relagdo ao vetor u se, para todo € > 0, existe um § = d(¢) > 0 tal que,
para todo ¢ € R satisfazendo a condic¢do 0 < || < ¢, temos:

< E.

%{f(a +tu) — f(a)} — Dy f(a)

Sejam A C R™ um aberto, f : A — R uma fun¢do e a = (aq,as,...,a,) € A um ponto.
Definimos

o(t) = flar,ag,...,a;_1,t,aj41, ..., Q).
Nessas condi¢des, derivada direcional D; f(a) de f com relacdo ao j-ésimo vetor candnico
do R" no ponto a € igual a derivada ordindria de ¢ no ponto ¢t = a;. A derivada D; f também é
chamada j-ésima derivada parcial de f. Dessa forma, a derivada parcial D, f pode ser calculada
tratando x1, @2, ..., %1, Tj41,- - -, Ty cOmo constantes e derivando a fungdo resultante com
relagdo a x;, ou seja, neste caso recaimos na nocdo de diferenciabilidade descrita na Defini¢do
2.7 para fungdes reais de uma varidvel real.
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Definicao 2.9. Sejam A C R" um aberto e f : A — R™. Dizemos que f ¢é diferencidvel num
ponto a € A se existe uma aplicacdo linear L : R" — R™ tal que

et w) — S - LWl

lJul| -0 ||

A aplicagdo linear L, quando existe, € tinica. Tal aplicacdo é chamada de derivada de f em
a e é denotada por D f(a). Escrevemos D f(a)(u) ao invés de L(u).

Os demais conceitos acerca do Cdlculo Diferencial e Integral, como a no¢ao de pontos de
acumulacdo, limites e o significado geométrico de alguns conceitos, podem ser consultados
em qualquer livro de Célculo. Indicamos, por exemplo, Pinto e Morgado (2009) e Lourédo,
Oliveira e Lima (2012).

Por fim, apresentaremos as coordenadas cilindricas que representam um sistema de locali-
zacdo diferente das coordenadas cartesianas usualmente empregadas. Tais coordenadas serdao
uteis no estudo das curvas de menor comprimento sobre as superficies conica e cilindrica no
capitulo destinado ao Célculo Variacional.

Seja P um ponto descrito em coordenadas cartesianas, ou retangulares, como P = (x,y, z).
No sistemas de coordenadas cilindricas, esse ponto terd as coordenadas P = (r, 6, z), onde os
valores r e # sdo as coordenadas polares associadas a projecdo de P no plano xy. Em outras
palavras, considere um ponto P localizado no espaco R? e projete esse ponto na superficie plana
xy, como na figura.

*
el

e men=g

P,
X )

Figura 2.2: Coordenadas cilindricas de um ponto no R3.

Com relacdo a projecdo I de P no plano base, nés obtemos duas coordenadas. A coor-
denada r que corresponde a distancia de P, até a origem e a ¢ que corresponde ao angulo de
abertura do segmento formado por essa distincia e o semi-eixo positivo X.

A terceira coordenada cilindrica, z, € a mesma do plano cartesiano, correspondendo a altura
que o ponto P estd com relacdo ao plano base.

Com essas trés informacdes, somos capazes de localizar qualquer ponto no R3, desde que
estabelecamos um eixo de orientagdo X para definirmos o restante.

Esse sistema de coordenadas se caracteriza como uma ferramenta de grande utilidade em
nosso estudo, visto que facilita a descricdo de pontos e curvas sobre o cilindro. Além disso,
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com relacdo ao cone também € um recurso importante, visto que esse sélido e o cilindro sao
ambas superficies de revolugao.
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3 GEOMETRIA DIFERENCIAL

A origem da Geometria Diferencial remonta a publica¢do em 1827 do artigo Disquisitiones
Generales Circa Superficies Curvas [InvestigacOes Gerais acerca de Superficies Curvas], de au-
toria do matematico alemao Carl Friedrich Gauss. Em resumo, a Geometria Diferencial consiste
numa teoria que estuda os objetos geométricos através dos conceitos e técnicas estabelecidos
pelo Calculo Diferencial, daf a sua terminologia; veja Lima (2016).

Nesse capitulo, nosso objetivo € determinar as geodésicas do cilindro fazendo uso de resul-
tados da Geometria Diferencial. Antes disso, € com esse proposito, faremos uma breve apre-
sentagdo dos conceitos essenciais dessa importante area da Matematica. Seguiremos Tenenblat
(2008).

3.1 Curvas Parametrizadas

Definicao 3.1. Uma curva parametrizada diferencidvel do plano é uma aplicacdo diferencidvel
a de classe C™, de um intervalo aberto I C R em R%. A varidvel t € I é dita um pardmetro
da curva e o subconjunto de R? dos pontos a(t), t € I, é chamado trago da curva.

R2

Figura 3.1: Curva parametrizada a partir de um intervalo na reta.

Exemplo 3.1. Considere um ponto Py = (xo, o). A aplicagdo a(t) = (xo+a-t,y0 + b - t),
em que t € R, é uma curva parametrizada diferencidvel, cujo traco é a reta passando por F, e
que € paralela ao vetor de coordenadas (a, b).

Exemplo 3.2. A aplicacdo dada por o« = (cos(t),sin(t)), definida para todo t € R, é uma
curva parametrizada diferencidvel cujo trago é a circunferéncia de raio 1 centrada na origem
de R?.

Exemplo 3.3. A aplicacdo o = (t, |t|) definida para todo t € R ndo é uma curva parametrizada
diferencidvel, pois |t| ndo é diferencidvel emt = (.
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(0, Yo)

Figura 3.2: Reta paralela ao vetor (a, b).

Y

a(t) = (4 [t))

Figura 3.3: Curva modular.

Além das curvas parametrizadas em R2, consideraremos também curvas parametrizadas
diferencidveis no espaco R3:

Definicdo 3.2. Uma curva parametrizada diferencidvel de R® é uma aplicacdo diferencidvel o
de classe C*°, de um intervalo aberto I C R em R3. A varidvel t € I é dita um parametro da
curva e o subconjunto de R? dos pontos a(t), t € I, é chamado trago da curva.

Em outras palavras, uma curva parametrizada diferencidvel no plano é uma aplicagdo « :
I — R? que a cada nimero ¢ € [ associa um vetor a(t) = (x(t),y(t)) € R?, onde as fungdes
coordenadas z(t) e y(t) sdo diferencidveis de classe C*°. Analogamente, se o contradominio
da nossa curva é R®, entdo para todo ¢t € I, nossa aplicacdo v : I — R3 associard um vetor
a(t) = (xz(t),y(t), z(t)), onde as fun¢des do segundo membro da igualdade serdo diferencidveis
de classe C'™°.

Outro conceito de extrema importancia ao abordamos geodésicas € o de curvas parametri-
zadas diferencidveis regulares.

Defini¢iio 3.3. Uma curva parametrizada diferencidvel o : [ — R? é dita regular se o/ (t) # 0
vt el
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Exemplo 3.4. Recorde o Exemplo 3.1 descrito anteriormente. Se pedimos que (a,b) # (0,0),
entdo a curva parametrizada o(t) = (xo + a - t,yo + b - t), definida para todo t € R, é uma
curva regular. Com efeito, note que o' (t) = (a,b); logo o/ (t) # 0 para todo t € R.

Exemplo 3.5. A aplicacdo a(t) = (cos(t),sin(t)) do Exemplo 3.2, definida para todo t € R, é
uma curva regular, pois o(t) = (—sin(t), cos(t)) e, portanto, o/ (t) # 0 para todo t € R.

Exemplo 3.6. A aplicacdo « definida para todo t € R por a(t) =
parametrizada diferencidvel regular. Com efeito, note que o' (t)
nunca se anula.

( +2,e' — 1) é uma curva
= (1?,¢"), para todo t € R

Definicio 3.4. Sejam I e J intervalos abertos de R, o : I — R? uma curva parametrizada
regular e h : J — I uma funcdo diferencidvel de classe C™, cuja derivada de primeira ordem
ndo se anula em nenhum ponto de J e tal que h(J) = I. Entdo, a fungdo composta

B=aoh:J—R?

€ uma curva parametrizada regular, que tem o mesmo trago de o, chamada de reparametrizacdo
de o por h. A funcdo h é denominada mudancga de parametro.

Exemplo 3.7. Seja o(t) = (a - cos(t),a - sin(t)), para todot € R e a # 0, uma curva
parametrizada regular. Considere h(s) = %, definida para todo s € R. A reparametrizagdo de

a por h é dada por:
B=«aqoh= <a-cos<§>,a-sin<§>).
(

Exemplo 3.8. A curva regular f(r) = (=2r + 1, —4r + 2), definida para todo r € R, é uma
reparametriza¢do da curva o(t) = (t,2t), definida para todo t € R. Basta que consideremos a
mudanga de pardmetro h(r) = —2r + 1, r € R.

Seja a funcdo h uma mudanca de parametro, entdo h € extritamente crescente ou decrescente
e, portanto, € uma fungéo bijetora. Além disso, seja v uma curva parametrizada regular e 5 uma
reparametrizacdo de « por h, entdo o € uma reparametrizacio de [ adquirida através da fungio
inversa h™!.

Chamaremos de orientagdo de uma curva parametrizada regular o o sentido do percurso de
seu traco. Considere, entdo, uma curva /3 obtida pela reparametrizagdo de « através da mudanga
de parametro h. Se h é uma func¢io extritamente crescente, entdo as curvas « e  possuem o
mesmo sentido e , logo, a mesma orientagdo. Caso A seja uma fungdo extritamente decrescente,
entdo « e 3 possuem sentidos diferentes e, assim, orientacdes opostas.

O 1ltimo topico que abordaremos nesta secdo remete ao comprimento das curvas, um con-
ceito que surge no Célculo Diferencial e Integral como uma das aplicacdes dos métodos estu-
dados e que tem relacdo direta com a defini¢do de geodésica.

Consideremos « : I C R — R? uma curva regular e fixemos dois pontos, digamos t, e t;
do intervalo I. Ao subdividirmos o intervalo [ty, ;] em pequenas partes limitadas pelos pontos
to=ag < a; <ap <ag<---<a, =t eligarmos retiliniamente cada par de pontos «(¢;_1)
e a(t;), obteremos uma linha pohgonal como indicado na figura abaixo. Como « € uma curva
regular, isto é, o/(t) # 0 para todo ¢t € I, podemos verificar através do Calculo Diferencial
e Integral que existe o limite superior do conjunto de comprimentos dessas linhas poligonais

existentes, o qual é dado por
t1
/ |/ (7)|dT.
to
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O valor resultante dessa integral é e chamado de comprimento de arco da curva « localizada
entre os pontos ty e ;. A aplicagdo s( ft |o/(7)|dT é denominada funcdo comprimento de
arco da curva « a partir do ponto t. Tal fungao ¢ diferencidvel de classe C'*°, uma vez que « é
uma curva regular.

Figura 3.4: Linha Poligonal.

Na figura acima, o trago azul representa a linha poligonal ao conectarmos os pontos c(t;_1)
e «(t;) considerados sobre a curva em vermelho. Note que, conforme diminuimos a distancia
entre os pontos ty = ag < a1 < as < ag < --- < a, = t1, as linhas poligonais tendem a se
“ajustar” a curva.

Definicdo 3.5. Uma curva regular o : I — R? é dita parametrizada pelo comprimento de arco,
se para cada ty e t; € I, onde ty < t1 o comprimento de arco da curva o de ty a t, é igual a

t1 — to, isto é, se
t1
[ 1@l =1 -t

to

Proposicio 3.1. Uma curva regular o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco
se, e s6 se, para todo t € I, temos |a/(t)| = 1.

Demonstracdo. Sejam I C R um intervalo e v uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco. Fixemos um ¢, € I. Consideremos, entdo, a fun¢do s : I/ — R que paracadat € [

associa .
= / |/ (7)]dT.
to
Se to < t, entdo, por hipdtese, s(t) =t — to; por outro lado, se t < t, entdo
to
—s(t) = / |/ (T)|dT = —(tg — t) =t — to.
¢

Portanto, para todo ¢ € I, temos que s(t) = t —t, donde s'(t) = 1. Como s'(t) = |/ (t)], logo,
concluimos que paratodo t € I, |o/(t)| = 1. A reciproca é imediata. O

0= (v Cos( ) ()

definida para todo t € R, onde a # 0, é uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arco, pois cumpre a condi¢do |/ (t)| =

Exemplo 3.9. A aplicacdo
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Proposicao 3.2. Sejam o : I — R? uma curva regular e s : I — s(I) C R a fun¢do compri-
mento de arco de o a partir de ty. Entdo existe a funcdo inversa h de s, definida no intervalo
aberto J = s(I), e f = a o h é uma reparametrizacdo de o, a qual 3 estd parametrizada pelo
comprimento de arco.

Demonstragcdo. Seja o uma curva regular definida paratodot € I C R. Entdo, pela Proposicao
3.1, sabemos que s'(t) = |/(t)| = 1 > 0, ou seja, s é uma fungdo extritamente crescente. Logo,
existe a fungao inversa de s, digamos h definida como A : J — I Assim, paratodo ¢ € I, temos

ey dhds y
h(s(t)) = t. Comisso, 257 = 1. Dai,

dh 1 1
s s(t)  |o/(t)]

Com isso, concluimos que 3(s) = a o h(s), onde s € J, é uma reparametrizacio de o e

dg| |dadh| |d'(t)]| )
ds| |dtds| |||
Portanto, pela Proposi¢do 3.1, 3 estd parametrizada pelo comprimento de arco. [

Contudo, devemos observar que a aplica¢do 3 ndo € unica, pois depende da fun¢do compri-
mento de arco e do parametro ¢ estabelecido. Tal aplica¢do 3 serd denominada uma reparame-
trizacdo de o pelo comprimento de arco.

Y

Figura 3.5: Expiral logaritmica.

Exemplo 3.10. A expiral logaritmica vista acima é o traco da curva
a(t) = (e' - cos(t), e’ - sin(t)),

definida para todo t € R. Verificamos que |o/(t)| = /2 - €', para todo t € R e, assim, a fun¢do
comprimento de arco de « a partir do ponto ty = 0 é:

s(t) = V2. e — V2.
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A fungdo inversa é dada por:

h(s) = log (%) +1,

onde s € R.
Portanto,

0= (1) e (on(G502)) (o) o (2 ()

definida para todo s € R, é uma reparametrizacdo de o pelo comprimento de arco.

3.2 Superficies

Tendo em vista que nosso objetivo neste capitulo € estudar geodésicas sobre superficies, em
especial a cilindrica, entdo nada mais natural que definirmos de maneira precisa o que € uma
superficie. Tal defini¢do é dada logo abaixo.

Definicao 3.6. Uma superficie parametrizada regular ou simplesmente uma superficie é uma
aplicaciio X : U C R? — R?, a qual U é um aberto de R?, tal que:

a) X é diferencidvel de classe C'™°.

b) Para todo q = (u,v) € U, a diferencial de X em q, denotada por dX, : R* — R3, ¢
injetora.

Figura 3.6: Superficie gerada através de regido do plano.

Observacao 3.1. As seguintes notagoes sdo equivalentes quando falamos sobre superficies: X
e X (u,v,), neste caso, u e v representam as func¢oes coordenadas da curva parametrizada que
gerou a superficie.

A condig¢do (a) da defini¢do precedente requer que, a fim de que X (u, v) = (x(u, v), y(u,v),
z(u,v)) seja uma superficie, a aplicacdo X (u, v) seja diferencidvel de classe C*°. Isso acontece
se, e sO se, as funcdes coordenadas x, y e z possuem derivadas parciais de todas as ordens
continuas.

Por outro lado, sobre a condi¢do (b) descrita na mesma definicao, as seguintes afirmacdes
sdo equivalentes:
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b.1) dX, € injetora;
b.2) os vetores X, (ug, vg) € X, (ug, vp) sdo linearmente independentes;
b3) XU<U0, UQ) X XU(UO,’U()) % 0.

Seja X : U C R* — R uma superficie parametrizada regular. Fixando um ponto ¢ =
(up,v9) € U, chamamos as curvas u — X (u, vg) e v — X (up, v) de curvas coordenadas de X
em q. Os vetores X, (ug, vo) € X, (ug, vo) serdo os vetores tangentes as curvas coordenadas da
superficie X.

Exemplo 3.11. Considere um ponto Py = (xg,yo, 20) pertencente ao R? e dois vetores a =
(a1,a2,a3) e b = (by,bo, b3) linearmente independentes do R3. A aplicacdo X : R?> — R3
definida para todo q = (u,v) € R? e descrita como X (u,v) = Py+u-a+ v -bou ainda

X(u,v) = (xo4+u-a;+v-by,yo+u-as+v-by, 20 +u-asz+v-bs)

€ uma superficie parametrizada regular. De fato, é evidente que as funcoes coordenadas de
X possuem derivadas parciais de todas as ordens continuas, pois sdo fungoes polinomiais de
primeiro grau com duas varidveis. Ademais, note que X,, = a e X, = b, de maneira que estes
vetores sdo linearmente independentes. Essa aplicagdo X descreve o plano contido no R? no
qual Py estd localizado e que é ortogonal ao vetor a X b. Nesse caso, as curvas coordenadas
de X sdo descritas como retas no plano e sdo paralelas aos vetores a e b, respectivamente.

Exemplo 3.12. Considere a aplicagcdo X : U C R? — R? definida da seguinte forma:
X(u,v) = (a-sin(v) - cos(u), a - sin(v) - sin(u), a - cos(v)),

ondea>0eU=Rx (0,7) ={(u,v) EREuceRel <v <}

Essa aplicagdo satisfaz a primeira condigdo, pois as fun¢ées x(u,v) = a - sin(v) - cos(u),
y(u,v) = a-sin(v) - sin(u) e z(u,v) = a - cos(v) sdo diferencidveis de classe C*. Além disso,
os vetores:

Xy = (—a- sin(v) - sin(u), a - sin(v) - cos(u), 0)

X, = (a-cos(v) - cos(u),a- cos(v) - sen(u), —a - sen(v))

sdo linearmente independentes. Com efeito, | X,, x X,| = a?-sin(v) # 0, desde que v € (0, 7).
Portanto, X é uma superficie. Essa superficie descreve a esfera centrada na origem que possui
raio a com excegdo aos dois polos. Suas curvas coordenadas sdo os meridianos e paralelos.

Exemplo 3.13. O cone de uma folha menos o vértice descrito como a aplicacdo
X(u,v) = (u-sin(a) - cos(v),w - sin(a) sin(v), u - cos(a)),

onde u>0,v € Re0 < a < § é uma constante, é uma superficie, pois as fungoes x(u,v) =
u - sin(«@) - cos(v), y(u,v) = u - sin(«a) - sin(v) e z(u,v) = u - cos(«) sdo continuas de classe
C, o que satisfaz a primeira condicdo. E, além disso, temos

Xu(u,v) = (v - sin(a) - cos(v), v’ - sin(a) sin(v), u" - cos(«v))

X, (u,v) = (—u-sin(a) - sin(v) - v/, u - sin(a) - cos(v) - v',0)

sdo vetores linearmente independentes, pois o seu produto vetorial X,, X X, # 0, o que satisfaz
a segunda condicdo.



25

Figura 3.7: Esfera centrada na origem.

Z

Figura 3.8: Cone.

Proposicao 3.3. Seja a(u) = (f(u),0,g(u)), u € I C R, uma curva regular tal que f ndo se
anula. Entdo, a aplica¢do

X(u,v) = (f(u) - cos(v), f(u) -sin(v), g(u)),
onde u € I ev € R, é uma superficie parametrizada regular.

Demonstragdo. Seja ov uma curva regular descrita como a(u) = (f(u),0, g(u)), a qual f ndo
se anula. Desejamos provar que a aplicagdo: X (u,v) = (f(u) - cos(v), f(u) - sin(v), g(u)) é
uma superficie parametrizada regular naqualu € I C Rev € R.

Como « é uma aplicacdo diferencidvel, entdo as coordenadas de X (u, v) sdo diferencidveis.
Logo, a primeira condi¢do € satisfeita.

No que segue, desejamos mostrar que d.X, € injetiva ou, equivalentemente, que os vetores
X, e X, s@o linearmente independentes.
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Vejaque X, = (f'(u)-cos(v), f(u)-sin(v), ¢’ (u)) e X, = (—f(u)-sin(v), f(u)-cos(v),0),

donde
X0 x X[ = FP(u)[(¢)” + (f)] #0

Como o produto vetorial entre X, e X, € diferente de zero, esses vetores sdo linearmente
independentes. Portanto, X (u, v) é uma superficie parametrizada regular. U

Exemplo 3.14. O cilindro regular descrito como a superficie X (u,v) = (a-cos(v), a-sin(v), u),
onde (u,v) € R?, é uma superficie parametrizada regular obtida pela rotacéo da reta a(u) =
(a,0,u), definida para todo u € R, em torno do eixo O.,.

Z

X

Figura 3.9: Cilindro gerado pela rotagdo da curva a(u) = (a, 0, u).

3.3 Plano Tangente e Vetor Normal

Além das defini¢Ges acerca de curvas e superficies parametrizadas, outras ideias fundamen-
tais para que possamos definir com clareza o que de fato sdo geodésicas sdo os vetores e planos
tangentes, aos quais voltaremos nossa aten¢do nesta secao.

Definicdo 3.7. Seja o : I — R? uma curva parametrizada diferencidvel, que a cada t € I
associa a(t) = (x(t),y(t)). O vetor:

€ chamado vetor tangente a o em t.

Exemplo 3.15. Seja o(t) = (%4—2, e! —1) uma curva parametrizada regular, onde x(t) = %—}—2
e y(t) = e' — 1 sdo definidas em todo t € R. O vetor o/ (t) = (1, e') é tangente a a(t) em t.

Defini¢do 3.8. Dizemos que um vetor w € R? ¢ tangente a X em q = (ug, vo) se existe uma
curva a(t) = X (u(t),v(t)) da superficie tal que e (u(to),v(ty)) = (ug,vg) e &/(ty) = w. O
plano tangente a X em q é o conjunto de todos os vetores tangentes a X em q.
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Proposicio 3.4. Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada regular e q(ug, vo). Entdao, T,X
é o conjunto de vetores obtidos como combinacdo linear de X (ug, vg) e X, (ug, vo).

Demonstragdo. Se w € T,X, entdo w = o(ty), para alguma curva o(t) = X (u(t),v(t)) tal
que (u(ty), v(to)) = (uo, vo) = qo- Logo,

d
dt
Ou seja, w € uma combinacdo linear dos vetores X, e X, em qq.

Reciprocamente, suponhamos que w = a - X, (ug, vg) + b - X, (ug, vo). Precisamos encon-
trar uma curva parametrizada regular «(t) = X (u(t),v(t)) tal que (u'(0),2'(0)) = (ug,vo) €
o/(0) = w. Basta que consideremos a curva «(t) = X (u(t),v(t)), em que u(t) = ug+a-te
v(t) = v + b - t, definidas para todo ¢ € R.

Portanto, 7, X € o conjunto de vetores tangentes obtidos a partir da combinagdo linear de
X, e X, com relagdo ao ponto g = (ug, vp). L]

w = (to) = — (X (u(t), v(t)))li=to = Xu(uo,vo) - v'(to) + X (uo, vo) - V' (to)-

Defini¢ao 3.9. Se X (u,v) é uma superficie e ¢ = (ug, vo), dizemos que um vetor de R? é normal
a X em q se é ortogonal a'l, X, isto é, é ortogonal a todos os vetores tangentes a X em q.

Sejam X uma superficie parametrizada regular e 7, X o plano tangente a essa superficie num
ponto q. Existe apenas uma tnica dire¢cdo normal a este plano e, com isso, existem apenas dois
vetores unitarios normais a superficie X com relagdo ao ponto ¢q. Fixaremos o vetor unitdrio
normal a superficie X no ponto g como:

N(q) = M(cz)-

Y
Exemplo 3.16. Seja X (u,v) = (u,v,v/1 —u? —v2), onde U = {(u,v) € R*u? +v? < 1}.
Consideremos o ponto q € U tal que ¢ = (ug,v9) = (0,0). Através da Proposi¢do 3.4,
sabemos que os vetores X,,(0,0) = (1,0,0) e X,(0,0) = (0, 1,0) formam uma base para o
plano tangente T, X . Logo, todo vetor tangente a superficie X com relagdo ao ponto q¢ = (0,0)
é da forma (a,b,0), onde a e b € R, e o vetor normal é N (0,0) = (0,0, 1).

Exemplo 3.17. Considere a superficie parametrizada regular X : U C R?> — R3 definida
como X (u,v) = (u, v, u* 4+ v?) para todo (u,v) € R*. Nessa superficie, o plano tangente T, X
é gerado pelos vetores X,, = (1,0,2u) e X, = (0,1,20) e, assim, o vetor normal é definido

como:
(—2u, —2v,1)

Va2 + 402 +1

N(u,v) =

3.4 Formas Quadraticas e Isometrias

No desenvolver de nosso estudo acerca das curvas que possuem 0 menor comprimento sobre
superficies, foram de grande utilidade os conceitos relacionados as chamadas formas quadrati-
cas e, especialmente, aos seus coeficientes.

Definicdo 3.10. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular. Para cada
q € U, a aplicagdo

,:T,X — R

w o L(w) = fw,w) = uf?

é denominada a primeira forma quadrdtica de X em q.
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Com o intuito de descrever de maneira explicita, a partir da definicdo, a primeira forma
quadritica, consideremos uma superficie X (u,v) dada e um ponto g = (ug, vy). Nesse caso,
um vetor 7, X é da forma

w = aX,(ug, vo) + bX,(uo, vo),

onde a, b € R. Calculando a primeira forma quadratica, encontramos:
I (w) = a® (X, Xu) (ug, vo) + 2ab{ X, Xo) (uo, vo) + b* (X, Xy ) (g, vo), (3.1
Fazendo

E(UO,U()) = <Xu7Xu>(u0>v0)7
F(ug,vg) = (X, Xy)(ug,vo),
G(ug,v0) = (X, Xy)(uo,v0),

a equacdo (3.1) se transforma em
I(w) = a® - E(ug,vo) +2-a-b- F(ug,vy) + b* - G(ug, vp).

As fungdes diferencidveis E(u,v), F(u,v) e G(u,v) sdo chamadas de coeficientes da pri-
meira forma quadrdtica conforme variamos g em X.

Exemplo 3.18. Considere a superficie X (u,v) = Py 4+ u - wy + v - we, definida para todo
(u,v) € R2, em que Py € R? e wy, wy sdo vetores ortogonais de R3. Em outras palavras,
X (u,v) descreve o plano ortogonal ao produto vetorial wi X wy e que passa pelo ponto P,.
Temos X, = wy e X, = wy. Como os vetores w, e wy sdo ortogonais, nos obtemos os
coeficientes da primeira forma quadrdtica como as seguintes func¢oes: E(u,v) =1, F(u,v) =
0eG(u,v) = 1.

Exemplo 3.19. No cilindro regular S = {(z,y, z) € R3; 2% + y* = 1} descrito como a super-
ficie X (u,v) = (cos(u),sin(u),v), (u,v) € R? os coeficientes da primeira forma quadrdtica
sdo: E(u,v) =1, F(u,v) = 0 e G(u,v) = 1. Note que os coeficientes da primeira forma
quadrdtica do plano descritos no exemplo anterior e os do cilindro descritos aqui sdo iguais.

Exemplo 3.20. A esfera centrada na origem e que possui raio a, X (u,v) = (a-sin(v)-cos(u), a-
sin(v) sin(u), a - cos(v), onde a > 0 é uma constante definida, v € R e 0 < v < 7, possui os
seguintes coeficientes: E(u,v) = a* - sin®(v), F(u,v) = 0e G(u,v) = a>

Como visto nos Exemplos 3.18 e 3.19, e destacado neste segundo especialmente, existem
situacdes em que superficies distintas possuem os mesmos coeficientes. Tais situacdes funda-

mentam a definicao de isometria, descrita logo abaixo:

Definiciio 3.11. Sejam X (u,v) e X (u,v), (u,v) € U C R?, superficies simples. Dizemos que
X e X sdo superficies isométricas se, para todo (u,v) € U, os coeficientes da primeira forma
quadrdtica de X e X coincidem, isto é, E(u,v) = E(u,v), F(u,v) = F(u,v) e G(u,v) =
G(u,v).
Exemplo 3.21. Considere a regido do plano S como a superficie X (u,v) = (u,v,0), na qual
0<u<2rev €R, eSS como o cilindro menos um meridiano descrito como X (u,v) =
(cos(u),sin(v),v), onde 0 < u < 2wrev € R.

As superficies X e X sdo isométricas. A isometria ¢ : S — S consiste em enrolarmos
a regido do plano S ao redor do cilindro S de forma que os segmentos horizontais de S sdo
levados nos paralelos do cilindro menos um ponto, enquanto que as retas verticais do plano S
sdo levadas nos meridianos do cilindro S.
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Figura 3.10: Isometria entre plano e cilindro.

Proposicio 3.5. Sejam X, X : U — R3 superficies simples, S = X(U)e S = X(U). X e
X sdo isométricas se, e s6 se, a aplicagdo ¢ : S — S definida por ¢ : X o X~ preserva
comprimentos de curvas, isto é, para toda curva o de X, o comprimento de « é igual ao
comprimento da curva ¢ o o

Demonstragdo. Considere uma superficie parametrizada regular X : U C R? — R3, a(t) =
X(u(t),v(t)), para todo t € R, uma curva regular dessa superficie e a(t) = ¢(a(t)). Como
¢ =X o X1 temos que a(t) = X (u(t),v(((t)). Assim,

a(t) = Xy-u'(t) + X, - 0'(D),

at) = Xy-u'(t)+ X, -v(1),

e os comprimentos das curvas a e & de t, até ¢; sdo dados por:

t1
o) = [ VWP E+2w o F+ ()2 G,
to

t1
l(a) = / \/(u’)2-E—{—Q-u’-v’-F—l—(v’)Q-Gdt.
to

Se X e X sdo isométricas, entdo, pela igualdade dos coeficientes da primeira forma quadra-
tica, temos que [(a) = l(@).

Reciprocamente, desejamos provar que, se X e X superficies parametrizadas regulares tais
que o comprimento de toda curva « definida em X € igual ao comprimento de & = ¢(«), entdo
X e X sdo isométricas. Considere a curva a(t) = X (u(t),v(t)), em que u(t) = uo + a -t
e v(t) = vo + b - t, sendo a e b constantes que ndo se anulam simultaneamente e ¢ € (—¢,¢)
suficientemente pequeno de tal maneira que (u(t),v(t)) € U. Sejam s(t) e 5(t) as funcdes
comprimento de arco correspondentes, respectivamente, a « € & entre £, € t.

Como para todo ¢, temos s(t) = 5(t), por derivagdo obtemos:

a® - E(u(t),v(t)) + 2ab -7F(u(t),v(t)) + b Ci(u(t),v(t)) = .
= a®- E(u(t),v(t)) + 2ab- F(u(t),v(t)) +b* - G(u(t),v(t))
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Em particular, em ¢t = 0, obtemos:
a® - (E(q) — E(q)) + 2ab(F(q) — F(q)) + b* - (G(q) — G(q)) = 0.

~ Essa equagdo se verifica para quaisquer constantes a e b. Portanto: E(q) = E(q). F(q) =
F(q) e G(q) = G(q). Como ¢ é um ponto arbitrariamente selecionado de U, concluimos que as
superficies X e X sdo isométricas. 0

Defini¢do 3.12. Seja X : U C R? — R® uma superficie parametrizada regular. Fixado
q = (uo,v0) € U, a segunda forma quadrdtica de X em q é uma aplicagdo 11, : T,X — R,
que para cada vetor w € T, X associa 11,, da seguinte forma: se o(t) = X (u(t),v(t)) é uma
curva diferencidvel da superficie, tal que q¢ = (u(ty),v(to)) e &/(ty) = w, entdo definimos
I1,(w) = (" (to), N(uo,v9)), onde N € o campo de vetores normais a superficie X.

Nesse momento, verificaremos que a segunda forma quadratica ndo depende da curva es-
colhida e definiremos os seus coeficientes. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular
e T, X o plano tangente a X com relagdo ao ponto ¢ = (ug, vp). Conforme a Proposicao 3.4,
escolhemos um vetor w € 7, X como uma combinagdo linear de X, e X, da seguinte forma:
w = a - Xy(ug,vo) + - X, (Up, vg). Além disso, consideremos uma curva a(t) = X (u(t), v(t)),
definida para todo ¢t € R, tal que ¢ = (u(ty), v(to))) e &/ (to) = w, ou seja:

(u(to), v(to)) = (uo, o)), (' (to), ' (o)) = (a;b).

Como
o/ () = u'(t) - Xu(u(®), v(t)) + () - Xo(u(t), v(t))

a(t) = u'(t) Xy(u(t),v(t)) + (' (1)* - Xuu(u(t), v(t)) +
20 X (u(t), v(1) + (v'(8)* - Koo (ult), v(t)) +0"(8) - Xv(u(t), v(1)).

Temos que a segunda forma quadratica é dada por:
IT,(w) = (o (to), N(ug, v0)) = a*(Xyu, N) + 2ab{ X, N) (ug, vo) + b*( Xy, N).

E claro que a ultima expressdo ndo depende da curva o.. Fazendo

e(ug,vg) = (Xyu, N) (1o, v0),
f(UO; Uo) = <Xuv7 N>(U0, Uo),
9(“0700) = <Xm;,N (U(J’Uo),

obtemos
I1,(w) = a’ - e(ug, vo) + 2ab - f(ug,vo) + b2 - g(ug, vg).

As fungdes diferencidveis e(ug, vo), f(uo,vo) € g(uo,vo) sdo chamadas os coeficientes da
segunda forma quadratica.
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3.5 Geodésicas e Simbolos de Christofell

Definicao 3.13. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Uma curva regular o(t) =
X(u(t),v(t)), onde t € R, é uma geodésica da superficie X se, paratodot € I, o/'(t) é um
vetor normal a X em u(t), v(t).

Exemplo 3.22. Todo segmento de reta contido em um plano é uma geodésica desse plano.

Exemplo 3.23. Seja X (u(t),v(t)) uma superficie cujo traco corresponde a esfera com raio
r > 0. Todo circulo mdximo parametrizado pelo comprimento de arco é uma geodésica da
esfera.

As geodésicas, além de serem as curvas de menor comprimento ligando dois pontos de uma
superficie, possuem outra caracteristica importante em nosso estudo: s@o Unicas desse problema
de minimiza¢do. Consideremos dois pontos distintos e ndo-coincidentes P, e P, sobre uma
superficie parametrizada regular X. Dentre todas as curvas « que conectam P; e P, existe
apenas uma curva que possui 0 menor comprimento possivel e essa curva é a geodésica. A
seguir, desenvolveremos as equacdes diferenciais por meio das quais poderemos identificar as
geodésicas de uma superficie e veremos o resultado que nos garante a afirmada unicidade destas
curvas.

Seja X (u,v), onde (u,v) € U C R?, uma superficie parametrizada regular. Recorde que
a segunda condic¢do que X (u,v) satisfaz para ser uma superficie é que para cada ponto ¢ =
(u,v) € U, temos que X, e X, sdo linearmente independentes. Além disso, os vetores X,
X, e N também sio linearmente independentes, pois NV ¢ ortogonal a 7, X = span{X,, X,}.
Podemos obter vetores X, Xyv, Xow, Ny € N, como combinagdes lineares de X, X, e V:

Xpw = - Xy +T2 - X, 4+a1- N

Xy = Iy 4T3, - X, +an- N

Xpw = D3y 4T% - X, 4+ag-N (3.2)
Ny = by Xy+0bip- X,

Nv = le'Xu+b22'Xv

Os coeficientes Ffj, a;; € b;; serdo determinados conforme a superficie. Sobre as duas ul-
timas equacdes definidas acima, nés usamos o fato de que N, e N, sdo vetores tangentes a
superficie X (u,v). (De fato, (N, N) =1 = (N,N’) =0.)

Ao considerarmos o produto interno das expressdes para os trés vetores em (3.2) com rela-
¢do ao vetor normal /N, obtemos:

aip=e, a=/f € axn=yg.

Para obtermos os outros coeficientes, devemos considerar o produto interno das expressoes
para os vetores em (3.2) com os vetores X, e X,:



I, -E+T4
[y F+T4
I, E+1%,
[}, - F+T5,
[y E+T3,

F%Q B+ F§2

b1y
bll
621
bar

1
1
-F:<XUU,XU>:§-E
1
G:<Xuv7Xv>:§Gu
'F:<XUU7XU>:FU_
1
'G:<vaaXv>:§'Gv
E+4bpp- F = <NuaXu>:
F4+bp-G = (N, X,) =
E+b22F - <Nv;Xu>:
F+by-G = (N, Xy) = —g.

L
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=

(3.3)

: : A 1 2 : 1 2
Ao resolvermos as duas primeiras equacdes para I';; e I'7;, as duas seguintes para I';, e I'T,
e assim por diante, sucessivamente, obtemos as seguintes novas igualdades:

Proposi¢io 3.6. Seja a(t) =

equacoes:

u" + ()T} +2-uv'T, + (V) Thy =0
V(W) T2 42 u T, + (V) T, =0

1
F11 -

bll
b12
b21

b22

GE,—-2FF,+ FE,

2(EG — F?)
2EF, — EE, — FE,

2(EG — F?)
GE, — FG,

2(EF — F?)’

EG, - FE,

2(EF — F?)’

2GF, - GG, — FG,

2(EF — F?)
EG, — 2FF, + FG,

2(EF — F?)

fF —eG
EG — F?’
el'— fE
EG — F?’
gF' — /G
EG - F?’
fF—gE
EG - F?

Y

)

?

Y

X(u(t),v(t)), t € I C R, uma curva regular de uma superficie
X (u,v). Entdo, a é uma geodésica de X se, e s6 se, as fungdes u e v satisfazem o sistema de

(3.4)
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onde Ffj sdo os simbolos de Christofeel da superficie X.

Demonstragdo. Por defini¢do, a(t) = X (u(t),v(t)) é uma geodésica de X (u,v) se, e somente
se, para todo ¢ € I, o/’(t) ndo possui componente tangencial a superficie. Sendo assim, nosso
objetivo é exibir o’ () como uma combinagio linear dos vetores X,,, X, e N e, em seguida, ao
exigir que X, e X, sejam nulos, obteremos o sistema de equagdes (3.4). Veja que:

Q) = Xyt X,
(1) = U Xy + (W) Xuu + 200 Xy + (V) Xy +0" - X,

Ao substituirmos X, X, € X,, pelas relacdes estabelecidas em (3.2), obtemos o seguinte:

o'(t) = W4 (W) T +2-uvT,+ (V) - Th] - Xu
+[UU + (UI)Q : F%l +2-uv - F%Q + (U,)Q : ng] - Xy
+[(W')? e+ 2u" - f 4+ (V))* - g] - N.

Dessa forma, o (t) é maltiplo de N se, e s6 se, o sistema de equagdes (3.4) é satisfeito. [

Das relagdes (3.3), inferimos que os simbolos de Christofell dependem apenas dos coefi-
cientes da primeira forma quadréatica e suas derivadas. Recorde também que a Defini¢cao 3.11
prescreve que, se os coeficientes da primeira forma quadratica de duas superficies S e S sdo
iguais, entdo elas sdo isométricas. Portanto, como as geodésicas sdo caracterizadas pelo sis-
tema (3.4), se S e S sdo isométricas, entio as geodésicas de uma sdo levadas nas geodésicas da
outra através da isometria.

Proposi¢io 3.7. Seja X (u,v), (u,v) € U C R?, uma superficie parametrizada regular. Para
todo q € U e para todo vetor ndo-nulo w € T, X, existe € > 0 e uma tinica geodésica o(t) =
X(u(t),v(t)), onde t € (—¢,€), da superficie X, tal que (u(0), v(0)) = qge /(t) = w.

Demonstragcdo. Considere X uma superficie parametrizada regular definida para todo ¢ =
(u,v) € U C R* e T,X o plano tangente a S com relagio a gq. Pela Proposi¢do 3.4, todo
w € T, X é uma combinagdo linear dos vetores X, e X,:

w=a-X,(u,v)+ b X,(u,v).

Pelo teorema de existéncia e unicidade das solucdes de equacdes diferenciais, existe um
e > 0 e fungdes u(t) e v(t) definidas no intervalo (—¢, €) que satisfazem o sistema de equagdes
(3.4) com as condigdes iniciais u(0) = ug, v(0) = vy, v'(0) = a e v'(0) = b dadas. Além disso,
essas fungdes u(t) e v(t) sdo dnicas. Logo, a curva a(t) = X (u(t),v(t)) é a unica geodésica
da superficie X tal que go = (u(0),v(0)) e &/(0) = w. O

Exemplo 3.24. Recorde o Exemplo 3.11: Considere Py = (xq, Yo, 20) um ponto de R> e a =
(a1, as,a3) e b = (by, by, by) dois vetores linearmente independentes de R3. Seja X : R? — R3
o plano passando pelo ponto Py e que é ortogonal ao vetor a x b. Fixe um ponto ¢ € R?
arbitrdrio e um vetor R® > w # 0 tangente a X em q. Existe apenas uma reta do plano que
passa pelo ponto q e é tangente a w, que é uma geodésica. Pela Proposicdo 3.7, concluimos
que as retas sdo as tnicas geodésicas do plano.

Outra maneira de verificar que as retas sdo geodésicas do plano é utilizando a Proposi¢do
3.6. De fato, como os Simbolos de Christofell sdo identicamente nulos para o plano, o sistema
de equagoes diferenciais (3.4) se reduz au” =0 e v’ = 0.
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3.6 Geodésicas no Cilindro

Como visto no Exemplo 3.14, a superficie de rotagdo X : R? — R3 descrita como X (u, v) =
(f(u) - cos(v), f(u),-sin(v), g(u)) é, de fato, uma superficie.

Utilizando os resultados obtidos ao longo deste capitulo, descreveremos nesta dltima secao
as geodésicas do cilindro X (u,v) = (cos(u), sin(u),v), (u,v) € R

Inicialmente, observamos que os meridianos e os paralelos de X (u, v), parametrizados pelo
comprimento de arco, sdo geodésicas. Podemos afirmar isso, pois os meridianos sdo retas e 0s
paralelos sao circunferéncias o« com «”” normal a superficie.

Além dos meridianos e paralelos, as hélices s@o as uUnicas outras geodésicas do cilindro.
Para verificar isso, fixemos um ponto ¢ = (ug, vg) sobre X. As curvas a(t) = X (u(t),v(t))
que satisfazem as condi¢es (u(0), v(0)) = (ug, vy) sdo da forma:

a(t) = (cos(at + ug), sin(at + ug), ct + vg),

onde a e c¢ sdo constantes ndo-nulas e ¢t € R. Com efeito, uma tal v deve necessariamente ter a
forma
a(t) = (cosu(t),sinu(t), v(t)).
Dai,
o =u'X, +v'X, =u(—sinu,cosu,0) +(0,0,1)

o' = Xy A (W X+ 0 X)) + 0 (U X + 0 X)) + 0" X
= u"(—sinu,cosu,0) + u*(— cosu, — sinu, 0)
+2u'v'(0,0,0) + v"(0,0,0) 4+ 2"(0,0,1)

= u?N + (—u"sinu, u” cosu,v”),

N

TV
componente tangencial

onde N(u,v) = (cosu,sinu,0) é o campo normal a X. Logo, se « é geodésica, devemos ter
" =0 =", o que implica u(t) = at + ug e v(t) = ct + vy. Curvas desse tipo satisfazem o
sistema de equacdes (3.4) contido na Proposicao 3.6; portanto, sdo geodésicas do cilindro.

Pela Proposi¢do 3.7 e com uma argumentacdo semelhante a do Exemplo 3.24, podemos
concluir que os meridianos, paralelos e hélices sdo as tinicas geodésicas do cilindro.

Outra maneira de descrevermos as geodésicas do cilindro € com a utiliza¢do de isometrias.
Como vimos nos Exemplos 3.18 e 3.19, o plano e cilindro possuem os mesmos coeficientes com
relacdo a primeira forma quadrética e, no Exemplo 3.21, vimos que isso resulta numa isometria
entre essas superficies. Faremos uso desses fatos na demonstra¢io a seguir.

Consideremos, entdo, as superficies S = {(u,v) € R?,0 < u < 27, v € R}, e S parametri-
zada por X (u,v) = {cos(u),sin(u),v},0 < u < 27, v € R. Essas superficies sdo isométricas,
uma isometria sendo dada por ¢(u,v) = (cos(u), sen(u),v).

Fixemos, entdo, um ponto p = (ug,vp) € S. Como S é um plano, sabemos que todas as
geodésicas que passam por p em S sdo segmentos de reta. Note que a isometria ¢ leva as curvas
(uo,v), (u,vg) € (at + ug, bt + vg), com a e b # 0 reais, exatamente nos meridianos, paralelos
e hélices do cilindro passando por X (p). Inversamente, essas curvas de S passando por X (p)
também sdo levadas, através da isometria ¢!, nos segmentos de retas de S que passam por p.
Como as isometrias preservam geodésicas. Logo, concluimos que os meridianos, paralelos e
hélices do cilindro sdo suas tnicas geodésicas.
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Figura 3.11: Geodésicas sobre superficies cilindricas: segmentos de reta nos paralelos (esquerda), arcos
circulares nos meridianos (direita) e hélices para os demais casos (centro).
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4 CALCULO VARIACIONAL

4.1 Funcionais

O Célculo das Variagdes € uma drea que se ocupa por tentar formular uma generalizacao
dos conceitos de pontos criticos e extremos apresentados no estudo do Célculo Diferencial que
conhecemos, estendendo-os para funcdes cujo dominio € um espaco de fungdes. A nomencla-
tura, no entanto, nao € relacionada aos problemas estudados nessa area, mas a técnica utilizada
para encontrarmos condicdes necessdrias e suficientes que irdo determinar a existéncia de um
ponto minimo (ou maximo) de um dado problema, chamada técnica das varia¢des; veja Barbosa
(1975).

Nosso objetivo, ao longo deste capitulo, é caracterizar as geodésicas sobre o cone sob a
6tica do Calculo Variacional. Aqui, nosso objeto de estudo central sdo os funcionais, que sdo as
fungdes reais cujo dominio € um espaco de funcdes a que nos referiamos no pardgrafo anterior.

Exemplo 4.1. Considere um subconjunto U C F, onde F é o espago vetorial de todas as
fungées [zg, x1] — R. A aplicagdo Iy| descrita a seguir é um funcional:

Iy : U — R
1
Yy I[y]:/ \/ 1+ y%d.
z0

Esse funcional dd o comprimento da curva y = y(x) definida no intervalo [z, x1].

Frequentemente usaremos a notacdo /[y| em vez de I(y) para enfatizar que estamos a tra-
balhar com funcionais e ndo com funcdes de varidveis reais.

No estudo do Célculo Variacional, nossa proposta € a de maximizar ou minimizar o valor
dos funcionais. Isso é, dentre todas as fungdes y(z) € U C F, desejamos encontrar aquela que
torna o valor de /[y] o menor ou maior possivel, sob as condig¢des de fronteira dadas e a de-
pender do problema que estamos abordando. O exemplo acima, por exemplo, estd intimamente
relacionado a busca pela curva de menor comprimento ligando dois pontos do plano.

4.2 Principais Problemas do Calculo das Variacoes

Nesta segunda sec¢ao, abordaremos alguns dos principais problemas cujas solugdes o Cal-
culo das Variacdes estd comprometido em buscar. Como mencionado anteriormente, nosso
objetivo, em geral, € procurar funcdes, dentro de um subconjunto de um espaco normado de
funcdes, nas quais um funcional atingird um valor maximo ou minimo sob algumas condigdes
pré-estabelecidas.

4.2.1 Geodésica: A Curva de Menor Comprimento

Esta é uma situagdo que podemos considerar como a mais familiar dentre as problematicas
que apresentaremos. Podemos enuncid-la da seguinte forma: Considere dois pontos distintos



37

no espago R?, digamos (x¢,%o) € (x1,%;1). Vamos nos restringir as curvas cuja a equagdo é
da forma y = y(x), onde y é uma fungéo continuamente diferencidvel no intervalo [zg, z1].
Dentre todas essas fungdes, desejamos encontrar aquela a qual determina o caminho de menor
comprimento entre (g, Yo) € (Z1,91)-

Do Célculo Diferencial, sabemos que o comprimento de uma tal curva € dado pela seguinte
expressao:

T 1
= [ ey
Zo

definida para toda y € C'[zg, 1], em que C'[zg,x1] é 0 espago das fung¢des continuamente
diferencidveis em [xg, 1], € que toma valores em R, ou seja, I é um funcional da forma:

I:C'Yxg, 1] — R.

Nosso problema, entdo, € o de determinar uma fungio 7(z) € C'[xzg, z1] tal que ¥(zo) = o,
Y(x1) = y1 e I|y] > I[y] para toda y € C'[xg, ], satisfazendo as condigdes de contorno
y(xo) = yo € y(z1) = y1. Ou seja, nosso objetivo € encontrar uma funcdo 7(z) entre todas as
fungdes y € C'[zg, 1] que minimize o funcional I e que obedega as condi¢des de contorno
estabelecidas pelos pontos (xg, 4o) € (21, y1).

Contudo, o problema relacionado a curva de menor comprimento ndo se limita ao R?. Pode-
mos estendé-lo ao R? assim: considere dois pontos distintos P = (zg, ¥, 20) € Q@ = (1, ¥1, 21)
que pertencem a uma superficie S do R®. O objetivo, neste caso, serd o de determinar, dentre
todas as curvas de S e que conectam P e (), aquela que minimiza a distancia entre os pontos P
e (). As curvas com esta propriedade de minimizar distancias sdo chamadas geodésicas.

4.2.2 A Superficie Minima de Revolugdo

Imagine duas circunferéncias feitas de aco, de didmetros distintos. Mergulhamos a maior
circunferéncia em uma solucao de dgua e sabao e, ao retird-la, obtemos uma pelicula em forma
de disco. Em seguida, passamos a segunda circunferéncia por dentro da primeira de modo que
elas fiquem paralelas. Com isso, quando as distanciamos, criamos uma superficie que as conecta
pelas bordas. Essa superficie, pelas propriedades eldsticas da pelicula de 4gua e sabdo, possui
area minima. Olhando matematicamente para essa situacdo, considere que as duas circunfe-
réncias, além de estarem em planos paralelos, também possuem seus centros sobre um eixo
perpendicular a ambos os planos. Dadas essas condi¢des, a drea minima recém-mencionada €
uma superficie de revolu¢do gerada através de uma curva no espaco.

Com maior precisdo, digamos que o eixo dos centros de ambos as circunferéncias esteja
sobre o eixo das abcissas, e sejam (g, yo) € (21, y1) pontos onde nossos circulos interceptam o
plano zy. O que nos é proposto é determinar a fun¢do y = y(x), onde xy < 1, que minimize a
seguinte integral:

NI

I[y] = 27T/ y(1+y°)dx.

0
Esse problema que acabamos de abordar é um caso particular do conhecido Problema de
Plateau que busca determinar entre todas as superficies limitadas por uma determinada borda
aquela que possui menor area.

4.2.3 O Problema Isoperimétrico

Esse € um problema cldssico da Geometria Diferencial. De maneira simplificada, o que se
propde € determinar uma curva fechada plana de um determinado comprimento e que limita
uma regido de maior darea possivel.
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Seja a(t) = (x(t),y(t)), to < t < t;, uma curva plana fechada e sem autointerse¢des. O
comprimento desta curva serd determinado pela expressao:

Por outro lado, a drea que a curva « limita serd dada por:

t1 1
Ja] = / 3 (zy' + 2'y)dt.
t

0
Nosso problema, neste caso, é determinar a curva «, dentre todas aquelas que possuem
comprimento /[«a] = constante, que maximize a integral J[«].

4.2.4 Braquistocrona: A Curva de Menor Tempo

Sejam A = (zo,y0) € B = (z1,y;) dois pontos no plano R?, com y, # y;. Existem
diversos caminhos no plano cartesiano que conectam A e B, um deles sendo o caminho de
menor comprimento de que faldvamos ha pouco. Contudo, existem outras situagdes que siao de
grande interesse matematico e, principalmente, fisico, como € o caso da curva que de “menor
tempo”.

Considere, entdo, um “ponto deslizante” ou ponto mével com massa m e afetado pela ace-
leracdo da gravidade g. Esse ponto, digamos M, inicialmente estd localizado sobre o ponto
A.

Pela Segunda Lei de Newton, a forca atuante sobre esse ponto € dada por:

F=m-g.

Com isso, M deslizard por uma curva vy, saindo do ponto inicial A e se locomovendo para
o ponto final B sob a¢do da forca F'. Nosso objetivo, nesta situagdo, € de encontrar o caminho
y(z), dentre todos os que conectam A e B e que obedecem as restricdes de contorno y(xg) = yo
e y(x1) = yi1, que minimiza o tempo do percurso, ou seja, identificar I[y] < I[y] para toda
y € C'[xg, z1], em que I é o funcional

1+ y?
Yy dx

=75 Yo— Y

4.2.5 O Principio de A¢do Estaciondria

O quinto e ultimo problema do Célculo Variacional que vamos introduzir aqui é um dos
mais importantes dentro deste campo de estudo e de suas aplicacdes. O Principio de Ac¢do
Estaciondria, também conhecido como Principio de Minimo Esfor¢co ou Minima Acéo, € um
conceito relacionado a grandeza fisica acao realizada pela trajetéria de um determidado sistema
no espaco.

A acdo, segundo a Fisica, € uma grandeza mensurada pelo produto da energia pelo tempo,
enquanto que sistema € a parte do universo que isolamos para estudar o comportamento. Assim,
considere uma determinada particula P em um estado inicial no tempo ¢t = t,. Essa particula
percorrerd uma trajetoria no espago e, em um momento posterior, chegard a um estado final num
tempo ¢t = ¢;. A variacdo dos estados que o sistema executa € realizada pela acdo da particula.
Contudo, existem diversas trajetdrias possiveis no espago que P poderia percorrer do seu estado
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inicial para seu final. Nossa problema, neste caso, € identificar o caminho no qual a particula
realizard a minima acao, conforme o funcional [:

I:[h@—UMt

0
Nesse funcional, a funcdo 7" representa a energia cinética no sistema, dada por:

m 2 2 2
T=53- "4y + ),
enquanto que a fun¢do U(z, y, z) representa a func¢do potencial associada com o campo conser-

vatido de forca. As equagdes
ma” = U, my" =-U, e m =U]

sdo as equacdes diferenciais de movimento da particula de massa m movendo-se por este
campo.

4.3 A Equacao de Euler-Lagrange

De acordo com Kot (2014), o matematico alemdo Leonhard Euler foi o primeiro a siste-
matizar o estudo dos problemas variacionais. Em sua obra de 1744 intulada A Method for
Finding Curved Lines Enjoying Properties of Maximum or Minimum, or Solution of Isoperime-
tric Problems in the Broadest Accepted Sense [Um método para encontrar curvas satisfazendo
propriedades de mdximo ou minimo, ou solucdo de problemas isoperimétricos no mais amplo
sentido], ele mostra um método geral para manusearmos esse tipo de problema. Euler, contudo,
abandonou seu método para adotar o método dos variacdes proposto por Lagrange apos receber
deste uma carta. Em homenagem aos avancos conseguidos por Lagrange, Euler denominou
esse campo da Matematica de Célculo das Variagoes.

A ideia central apresentada pelo método desenvolvido por Euler se baseia em uma suposicao
para um problema n-dimensional que é estendido para um limite com n tendendo ao infinito.

Consideremos um funcional

JMz/f@%wM

definido sobre fungdes reais y(x) de classe pelo menos C! no intervalo [a,b] C R. Vamos
dividir esse intervalo em n + 1 subintervalos limitados pelos seguintes pontos:

a=20< T3 <Tp<w3<---<Tp<Tpy1=D>.
Cada subintervalo terd comprimento dado por:
b—a

S n+1
Substituiremos, entdo, nossa fungdo y(z) pela curva poligonal com vértices:

Ar =1 — 74

(I()? ?JO); ($17 y1>7 (x27 92)7 SR (.ZUn, yn)7 (xn-‘rh yn+1)7

em que y; = y(z;).
Podemos aproximar o funcional J[y| através da soma:
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- Yi+1 — Y
J 9 PECEEEEEEY n - xl? i? - A.Z',
(Y1, Y2, Y35 -+ Yn) z':Of( Yo AL )
uma fungdo de n varidveis. Recorde que yo = y(a) e y,+1 = y(b) estdo fixados.
A questdo que surge neste ponto é: qual € o efeito de incrementar ou reduzir um dos y;?
Para responder isso, escolhemos um 7;, qualquer e calculamos a derivada parcial do funcional
J[y] com relag@o a yy. Assim, obtemos:

oJ Ye+1 — Yk Ye — Yr—1 Ye+1 — Yk
- AR L2 BN ! B DALt I ) gkl Ik
D fy (Jflmyk, Ao T4 fy | Th—1,Yr-1, A fy | Tk Yk A

Em um extremo, as derivadas parciais deveriam se anular para cada k. Contudo, como
desejamos tomar o limite de n tendendo ao infinito, quando o aplicarmos, obteremos Az — 0
que resultard numa igualdade 0 = 0. Embora seja verdadeira, essa igualdade nao € util no
desenvolvimento que estamos a fazer. Para evitar isso, devemos multiplicar ambos os lados da
. 1 . .
igualdade por <. Assim:

10 Yk+1 — Yk

_ L, g, JELT YR o (YT Yk
Az ks 9k Ar y k-1, Jk—1, Az .

Neste caso, quando fazemos n — oo e, consequentemente, Az — 0, a expressdo torna-se:

oJ / d / /
@ - fy($7y7y ) - %fy(xvyay )

Essa derivada variacional possui o mesmo papel para funcionais que a derivada parcial pos-
sui para funcdes de vdrias varidveis reais. Quando temos uma funcio e desejamos procurar por
possiveis candidatos a extremo, nds aplicamos o teste da primeira derivada e obtemos pontos
que podem ser extremos, pois essa € uma condi¢do necessdria que os caracteriza. No caso
dos funcionais, aplicamos essa derivada encontrada acima e impomos que seja igual a zero,
resultando em:

of d [(of\
o (5p) =0 @b

Essa é a Equacao de Euler-Lagrange e se configura como uma condi¢do necessdria para qual
um candidato a extremo de um funcional deve satisfazer.

Exemplo 4.2. Recorde o primeiro problema apresentado na Secdo 4.2. Dados dois pontos
distintos Py e P, do R?, dentre todas as curvas que os conectam, desejamos encontrar aquela
que possui 0 menor comprimento.

Sabemos, do Cdlculo Diferencial e Integral, que o comprimento de arco é dado por:

P
Jly] = \/ 1+ y de.
Py
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Utilizamos a Equacdo de Euler-Lagrange (4.1) para resolver nosso problema.

Como [ = /14y, temos:

9 _, of ¥
ay ay’ /1+y/2

d Y’ d Yy’
0——|——|=0=—| — | =0.
dx 1/]__I_y/Q dx /1+y/2
Integrando ambos os lados, obtemos a expressdo:

/

Y

Vi

Apds manipulagoes algébricas e novamente por integragdo, concluimos que y = C'x + D.

= constante.

4.4 Condicoes Suficientes para Minimalidade

Nesta secdo, voltaremos nosso olhar aos conceitos de extremos de funcionais e sua carac-
terizagcdo, além de introduzirmos as ideias desenvolvidas por Lagrange em seu método para
solucionar os problemas variacionais. Apresentaremos as primeira e segunda variacdes dos
funcionais, importantes resultados que nos levardo aos lemas fundamentais.

Definicao 4.1. Sejam (F,|| - ||) um espago vetorial normado e I : S C F — R um funcional.
Dizemos que y é um ponto de minimo local para I se existe € > 0 tal que

Iy > I[y]

para todo y € S satisfazendo a condicdo ||y — 7| < e.
Analogamente, chamamos y de mdximo local para I se existe € > 0 tal que

Ily] < I[y]
para todo y € S satisfazendo ||y — || < e.

Em 1879, o matematico Paul du Bois-Reymond introduziu o termo extremo para se referir
de maneira genérica e direta aos maximos e minimos. Dessa forma, evitamos a todo 0 momento
falar que buscamos maximizar ou minimizar funcionais e podemos usar o termo extremizar para
a ideia de encontrar um valor extremo que, a depender do problema, serd um valor minimizante
ou maximizante para nosso funcional.

Investigaremos condi¢des para um vetor y € F ser extremo de um funcional /. Seguiremos
Barbosa (1975). Inicialmente, sejam U um aberto de um espaco vetorial normado Fe [l : U —
R um funcional. Fazendo h = y — ¢, dizer que 4y € U € um minimo local para I € o mesmo que
dizer que I[y + h] — I[y] > 0 sempre que ||h|| < ¢, para algum € > 0. Considere a fungio

I(t) =1(y + th), |t| < 1.
Essa fung@o possui um minimo quando ¢ = 0. Seja I(t) € de classe C* para todo h, entdo:
Ir'oj=0 e I"0] >0

sdo condicoes necessdrias para que y seja um minimo de /.
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Definicao 4.2. Chamaremos, respectivamente, de primeira e segunda variacdo do funcional T
no ponto vy, as funcoes

d d?
§I,(h) = %I(y +th) e  &I,(h)= ﬁf(y + th) (4.2)

sempre que elas estiverem definidas para todo h € F.

Suporemos que I € C?. Neste caso, a notagdo d1, é o diferencial de I com relagio a sua
primeira derivada, enquanto que 627, é a forma quadrética com relagdo a sua segunda derivada.
Para h suficientemente pequeno, temos:

Iy + h] = Tlg] = 81, () + 5 T, (k) + r(h) - |hlP @3)

em que lim,_,o7(h) = 0.

Com base das definicdes de variacdes definidas anteriormente, somos capazes de reescrever
as condi¢des necessdrias (porém ndo suficientes) para que ¥ seja um minimo de / da seguinte
forma:

Teorema 4.1. Seja [ : U C F — R um funcional duas vezes diferencidvel. Sdo condigcoes
necessdrias para que o funcional I tenha um minimo emy € U que

I,(h)=0 e &I, (h)>0 VheF.
Para obter condicdes necessdrias e suficientes, devemos introduzir o conceito a seguir:

Definicao 4.3. Um funcional quadrdtico 1 definido em um espago vetorial F é dito fortemente
positivo se existe uma constante k > 0 tal que

Y(h) > k- [[n]?
para todo h € F.

Com a introducao dessa definicdo somos capazes de, finalmente, determinar condi¢des su-
ficientes. Vejamos o Teorema que descreve tais condi¢des:

Teorema 4.2. Considere o funcional I : U C F — R duas vezes diferencidvel. Sdo condicoes
suficientes para que o funcional I tenha um minimo em y que 61, = 0 e §°1, seja fortemente
positivo.

Demonstragdo. Como 61, = 0. A igualdade descrita em (4.3) se torna:

1
Iy +h] = Ily] = 50° L, (k) + r(R) - |IPI[*, (4.4)
em que 7(h) — 0 quando h — 0. Além disso, temos 6>I(h) > k - ||h||>, onde k > 0 é uma
constante. Como em (4.4) temos %, entdo usaremos a seguinte desigualdade:

51,(h) k- [IA*
2 - 2
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Com 1isso0,
521 (h) k
Ily+h] —Ily| = ; +r(h) - [|h* > §'|Ih|l2+7“(h)~HhH2

=[5 rm] -

[STE

Considere um ¢ > 0, suficientemente pequeno, para o qual: se ||h|| < €, entdo |r(h)| <
Seja ||h|| < e, entdo podemos desenvolver a inequagdo da segunte forma:

o+ = 1) 2 [5+rm)] - e
> [5+5] e
S AR

Como, por hipétese, k > 0 e ||h]|*> > 0, é evidente que k-| ||| > 0. Logo, I[y+h]—I[y] >
0. Portanto, y € um minimo do funcional [. L]

Na maioria dos problemas abordados pelo Calculo Variacional, embora o funcional / seja
definido num certo conjunto aberto U C JF, nossa proposta € a de determinar um extremo y local
em [ restrito a um subconjunto S C F. Por exemplo, recordemos o problema de identificar
a curva plana de menor comprimento que interliga os pontos Py = (zo,y0) € Pi = (z1,y1).
Nosso funcional, conforme definido na Secdo 4.2 é:

Ily) = /wl 1+ y”)2da.

zo

Neste caso, I[y] estd bem definido em todo o espago F = C' [z, 1]. Contudo, desejamos
identificar o minimo ¥ restrito ao subconjunto S C F constituido pelas fungdes de F que
satisfazem as condi¢des de contorno: y(x¢) = yo € y(x1) = y1), 0 qual ndo é um aberto de F.

Seja, entdo, ¥ € .S um extremo. Podemos escrever um ponto genérico de .S na forma ¢ + h,
em que h € H, o qual H € o conjunto

H ={h € F;h(zxg) = h(z1) = 0}.

Note que H € um subespaco vetorial de F. Neste ponto, podemos definir um novo funcional
J como:

J:F —- R
h w— J[hl = Ily+ h] — I]y].

Suponha h = 0. Entdo, J[0] = I[y + 0] — I[y =. Assim, ¥ ser um extremo de / restrito ao
conjunto S é equivalente a estudar se o funcional .J possui extremo no valor 0.
Se J é suficientemente diferenciavel, entdo:

5o = 6L hln e 62Jo = 0%, [h]|a.

Portanto, nessas condi¢des, 7 serd um minimo local para I se 0 I;[h] = 0 e 6*I;[h] > 0, para
toda h € H.
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O subconjunto S C F descrito acima serd chamado de conjunto das variagcoes admissiveis.
Nossas consideragdes anteriores sdo vdlidas para problemas variacionais nos quais S é um su-
bespaco linear de F. Isto é, S pode ser escrito da forma y + H, em que H € um subespago de
F. Contudo, isso nem sempre acontece, como ilustramos no exemplo a seguir, que retoma o
problema de determinar a geodésica minimal conectando pontos de uma dada superficie.

Exemplo 4.3. Considere as superficies M e N contidas no R3, de forma que N é uma superficie
plana, e P e Q) dois pontos existentes sobre ambas as superficies. A curva fechada o é a
intersecdo das superficies M e N que contém os pontos P e Q).

ay

Q
ag

| <

Figura 4.1: Varia¢Ges admissiveis através de arcos de interse¢do entre superficies.

Os pontos P e () dividem a curva o« em dois arcos, o e oy, que consideraremos como
curvas parametrizadas definidas sobre o mesmo dominio, isto é, ap, o : [a,b] — R3.

Se h = a; — av, entdo o + th serd uma curva da superficie M somente set = 0 out = 1.
Portanto, o espago S das variagbes admissiveis ao problema ndo é um subespaco linear do
espaco vetorial F constituidos pelas curvas parametrizadas o : [a,b] — R3.

Contudo, o exemplo precedente pode ser utilizado para que definamos uma familia de va-
riacdes. Substituimos o + th por uma familia a um parametro oy de arcos que satisfazem as
condicoes iniciais do problema e tal que

I) o é acurva a ser testada;

IT) A funcdot — «y € continuamente diferencidvel até a segunda ordem.

Chamaremos essa familia do parametro «; de variag¢do da curva o.

Podemos ainda generalizar as defini¢des dadas anteriormente através dos resultados descri-
tos acima. Suponha que o € um minimo do funcional /. Entdo, se o; € uma variacdo admissivel
de oy, temos que: I[ay] > I[ay] para || < €, com € suficientemente pequeno.

Se a fungdo t — I[ay] € duas vezes diferencidvel no ponto ¢ = 0, entdo:

—1 [ ]| =0 —2 1 [ ” >0

Q|| i= e Q|| = :

it 1lle=0 2 (=0 =

As derivadas descritas acima correspondem, respectivamente, as primeira e segunda varia-

coes do funcional [ na curva «.
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4.5 O Problema Variacional Mais Simples

Nessa se¢do abordaremos o chamado problema variacional mais simples, o qual ao longo
deste trabalho foi citado diversas vezes através de exemplos. Nosso objetivo é encontrar um
valor extremante ou extremo y € C[a, b] para um funcional com a forma:

b
Ty = / Fx,y(2),y (2))dz “.5)

sob as condi¢des de borda: y(z,) = ¥, € y(x) = y», em que F' é uma fungio de classe C? que,
por simplicidade, suporemos definida sobre todo o R3. As hipéteses acerca de F' nos garantem
as primeira e segunda derivadas em qualquer curvay € C'[a, b].

Ao longo dessa sec@o desenvolveremos férmulas explicitas para as expressdes da primeira
e da segunda variacao.

Considere que uma curva y € C'[a, b] seja um extremo do nosso problema, satisfazendo
as condi¢des de contorno pré-estabelecidas. Seja h € C'[a,b]. Para que ij = y + th seja uma
variagdo admissivel de y, devemos ter

Com isso, o funcional J torna-se:
b
Jy+th] = / F(z,y +th,y +th')dx 4.6)

Ao permutarmos os sinais de derivacdo e derivacao e aplicarmos a regra da cadeia, obtemos:

b
J'[0] = / Fy(z,y,y)h+ EFy(x,y,y)h'dx, 4.7)

em que F, e F,, denotam as derivadas parciais de F' com relacdo a y e i/, respectivamente.
Portanto, a primeira variacao de J é dada pela expressao:

b
5., [h] = / (F,h + Fyl')da, .8)

enquanto a segunda variacao é dada por:
b
6% J,[h] = / (Fyyh® + 2F, + Fyyh”®)dx. (4.9)

Recorde o Teorema 4.1: se y € um ponto de minimo local do funcional /, entdo §/,[h] = 0
e 62I,[h] > 0 para toda h € C'[a, b] satisfazendo as condi¢des de borda h(a) = h(b) = 0.

Ap6s desenvolvidas as formas explicitas das variagdes de J, resta-nos obter mais informa-
coes acerca de um extremo. O lema a seguir, devido ao matematico francé€s Paul du Bois-
Raymond, é de enorme valor em nosso estudo.

Lema 4.1. Seja g : [a,b] — R uma func¢do continua. Se

/abg(:v) ~h(x)dx =0

para toda fungéo h(x) € C'a,b] que satisfaz as condicdes de fronteira h(a) = 0 e h(b) = 0,
entdo g(x) = 0 para todo x € |a,b.
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Demonstracdo. Seja g(x) € C|a, b], e suponha que

/abg(:c) ~h(x)dx =0

para toda h(z) € C'a,b], a qual h(a) = 0 e h(b) = 0. Suponha, por absurdo, que g(zr) é
positiva em algum ponto x € [a, b]. Por continuidade, g é positiva em um determinado intervalo
[x1, x2] contido em [a, b].

Considere, entdo, uma fungdo h dada por

o - { T e

Para esta h, temos

[ @) nade = [ gta)- (o — o — 0Plde > 0

1
Isso contradiz nossa hipétese inicial. Portanto, g(z) = 0. U

Devido a sua importancia, esse resultado ficou conhecido como Lema Fundamental do
Calculo das Variacoes.

Considere a equagdo d.J,[h] = 0. Uma integragéo por partes nos permite reescrever a equa-
¢do (4.8) como:

b
8.J,[h] = / (F, — d%Fy,)hdx. (4.10)

Utilizando o Lema Fundamental, podemos concluir que uma condi¢do necessdria para que
a curva y seja um minimo do funcional .J no problema proposto € que y satisfagca a equagao:

d
F, — %Fyr =0. (4.11)
Essa equacdo ja nos foi apresentada anteriormente. Recorde que £, € a derivada parcial de
F com relagdo a y e F), derivada parcial de F' com relagdo a y’. Com uma simples troca de
notacgdes, obtemos:

df  d (dF
(=) =0 4.12
dy dx (dy’) 0 (+12)

Essa é a Equacao de Euler-Lagrange, ja deduzida neste capitulo na Se¢do 4.3. Como vimos,
essa equacgdo € diretamente relacionada com a condi¢do de extremabilidade de uma curva em
um determinado espaco vetorial.

4.6 Caracterizacdo Elementar do Minimo Classico

Nessa secdo, faremos uma abordagem mais objetiva em busca de condi¢des necessdrias e,
sobretudo, suficientes para definirmos curvas que minimizam nosso funcional em questdo. Essa
abordagem € baseada em Hrusa e Troutman (1981).

Assim como trabalhado anteriormente, é necessdrio que criemos um ambiente e deixemos
clara a nossa proposta. Nessa primeira proposi¢do, definiremos o nosso funcional e os conjuntos
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para os quais voltaremos nossa atencdo na busca por candidatos a extremos que, nesse caso
especifico, serdo minimos. Além disso, obteremos um resultado de extrema importancia para
encontrarmos posteriormente as geodésicas do cone.

Dados zg, 71, Y0,y1 € R com xy < w1, considere C*[zg, ], para k = 1,2, como o
subespaco de C'[xg, z1] que contém todas as fungdes com derivadas de ordem & continuas sobre
o intervalo (¢, x1) e que admitem extensdes continuas para [xg, z1|. Além disso, considere os
conjuntos D e Dy descritos como:

D = {y € Cl[$0axl] : y<$j) = yj?.j = Oa 1}

Dy = {v € Czg, 1] 1 v(x;) = vj,j = 0,1}

Nossa proposta € encontrar um valor minimizante em D para o funcional:

= [ " Fley(a), o (x))d.

zo
Vamos assumir que F'(z, y(x),y'(x)) é continua (ou, pelo menos, integravel) sobre [z, z1] para
todoy € D.
Uma fungdo y € D minimiza o funcional J[y] se, e somente se, AJ[y;v] := J[y + v] —
J[v] > 0 para toda v € Dy. Além disso, se AJ[y; v] = 0 implica v = 0, entdo y fornece a tinica
funcdo minimizante para .J em D.

Teorema 4.3. Seja

= [ V(@) [+ (8y)(@) + (@) b,

zo

em que o, 3,7y € Clzg, x1| e ambos, a e 3% + 2, sdo positivos sobre (xg, x1). Entdo

(4.13)

AJly;v] > Iy;v] == /xoa'

o

(1+ S22 + 72y2)2 ’

em que I[y;v] é definido para todo y € D e para todo v € Dy, com igualdade se, e somente se,
v = 0. Se existe uma funcdo y € D para a qual I[y;v] = 0, para todo v € Dy, entdo y fornece
a unica fungdo minimizante de J em D.

Demonstragdo. A desigualdade de Cauchy-Schwartz,

(A, A)*(B,B)"? > [(A, B)|,

com igualdade se, e somente se, A e B sdo linearmente dependentes, aplicadaa A = (1, B(y +
v),y(y + ")) e B=(1,By,vy ), paracaday € D e v € Dy, fornece

1+ 82y +v)° + 72 + )] > (14 89 + %) 2 [+ By(y +v) + 7% (v + '),
(4.14)
para todo = € (zg, x1). Dai, por manipulagdo algébrica do segundo membro, obtemos:

Bryv + vy
[1+ 822 + 422

1 1
1+ By +0) + 2 + )47 > [1+ 22 + %) +
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Usando o fato de que o > 0, chegamos a

2 2,00,/
QL+ B2y + 0 + 2 + I — all + By oty > TRV g s
[1+ 8242 + 42922

Note agora que a igualdade em (4.14), equivalente a colinearidade dos vetores A e B que
escolhemos, ocorre, num dado = € (¢, x1), somente se v(z)v'(x) = 0.

Ao integrarmos a desigualdade (4.15) sobre [z, z1] e utilizando a defini¢do de A.J, obtemos
(4.13).

E claro que v = ( garante a igualdade em (4.13). De fato, se v = 0, entdo, em particular, v é
constante, donde v' = 0. Ademais, parav = 0, temos AJ[y; v] = AJ[y; 0] = J(y+v)—J(y) =
J(y) — J(y) = 0, enquanto que v = 0 = v implicam I (y;v) = I(y,0) = 0. Reciprocamente,
aigualdade das integrais em (4.13), tendo em vista (4.15), implica, por continuidade, igualdade
em (4.15) sobre (g, ;) €, portanto, (v?) = 2v - v = 0. Entdo, v? = constante. Dai, como
v%(zg) = 0 (pois v € Dy), concluimos que v = 0, como desejado. N

Observacio 4.1. Se existe y € D tal que I[y;v] = 0 para toda v € Dy, entdo argumentos
padrao de aproximagdo garantem que I[y; v] = 0, para toda v € Dy, em que:

Dy = {0 € Clzg, 1] : © é C*[xg, 1] por partes e v; =0, j = 0, 1}.
e J é definido sobre o seguinte conjunto:
D = {y € Clzo, 1] : § é C*[xo, 1] por partes e §;(x;) = y;,j = 0,1}.

A demonstragdo da Teorema 4.3 pode ser adaptada de maneira a mostrar que AJly;v] >
I[y; 9] = 0 para toda v € Dy, com igualdade se, e somente se, v = 0. Assim, y € D é também
a fungdo que minimiza o funcional J em D.

Observacao 4.2. Considere a seguinte funcdo:

N

F(z,y,y) = a(z) - [1+ (B(x)y)* + (v(2)y)]=.

Com esta defini¢do, podemos reescrever o funcional 1[y; v| como segue:

Iy;v] = /xl[Fy($7y($)7y'(x))v(x) + Fy(z,y (@), ()’ (z)]d.

Zo

Como estamos interessados apenas em condigdes suficientes, podemos procurar por um
minimo y € D N C?[xy, x1]. Entdo, se o, 3,y € C[xy, 2], podemos integrar o segundo termo
por partes para obter:

el = [ [ Fyoso),/ (@) = By oo,/ ()| et

para toda v € D,.
Qualquer y € D N C?[xg, x1] que satisfaga a Equagdo de Euler-Lagrange (4.1) deve mini-
mizar o funcional J em D (e, portanto, em D).
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Observacio 4.3. No caso mais simples, em que temos 3 = 0, podemos verificar que uma
fungdo y € D que torne
ay’y
(1+7%y?)2
constante sobre [y, 11| prové a tinica fun¢do minimizante para J em D (e em D). Particular-
mente, quando, além de 3 = 0, também temos « e vy constantes, podemos verificar que a fungdo
linear definida sobre [z, x1] por

Y1 — Yo
:L‘ g
xr1 — Zo

(z — z0) + Yo

estd em D e nos fornece a tinica fun¢do minimizante para J em D (e em D).

Observacao 4.4. Podemos fazer uma andlise similar para o funcional

Lh&y):k/leByf(w%+(vd)%wﬂ5dx,

zo
desde que [3 e v sejam continuas e ndo nulas sobre o intervalo [xq, x1] e substituindo D por

Dr={yeD:y*+y?>0em [z, 7]}

Neste caso, temos:

AMMMZMMﬂI/M

w [ [(By)* + (yy')?]2
A igualdade na expressdo acima ocorre em y somente se vy = v'y em (xg, 1), ou seja,
somente se v = \y, em que \ é uma constante real. Recorde que v € Dy. Assim, a condigcdo
v = Ay implica v = 0, exceto no caso em que yy = y; = 0. Logo, se yo ou y; é ndo nulo,
entdo, novamente, qualquer y € Dy para a qual Ig[y;v] = 0, para toda v € D, fornece a
linica fungdo minimizante para Jr em Dg (e emD = {y € D : > + 72 > 0 em |29, 21]}).

2 2,00/
[ ﬁyv+7y1}1](:v)dac, Yy € Dg, v € D,.

4.7 Caracterizando as Geodésicas no Cilindro

No capitulo direcionado a Geometria Diferencial, verificamos que as hélices, os paralelos e
os meridianos sdo as dnicas geodésicas no cilindro. A seguir, faremos uma abordagem voltada
a identificacdo das geodésicas no cilindro através dos métodos apresentados ao longo deste
capitulo de Célculo Variacional.

Para nossos célculos, vamos supor um cilindro regular que possui raio um. Dados dois
pontos ndo-coincidentes Py = (6p,20) e P; = (01, z1) representados através de coordenadas
cilindricas (1,0, z), o que se propde é determinar a curva sobre o cilindro que conecta Py e P,
€ que possui 0 menor comprimento dentre todas as curvas possiveis.

Podemos supor que 0 < 6 — 0y < .

Nosso problema, entdo, ¢ minimizar o valor do funcional

= [ (o) e
0o

sobre o conjunto D = {y € C*{0y, 6] : y(0;) = y;,7 = 0,1}. Apés uma mudanga de varidveis,

o funcional / pode ser visto como uma funcdo do tipo mais simples, conforme abordada na

Observagio 4.3 com a(z) = vy(z) = 1 e B(z) = 0. Logo, a hélice circular
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Figura 4.2: Coordenadas cilindricas.

y(0) = u(g —6o) + o, 6 € [0o,01],
0, — 6y

¢ a tinica geodésica do cilindro. Ou seja, a hélice circular y () €, dentre todas as curvas repre-
sentdveis por fungdes em D (ou em D).

Figura 4.3: Hélice do cilindro conectado Py e P;.

4.8 Caracterizando as Geodésicas no Cone

Nesta secdo, descrevemos como encontrar as geodésicas do cone fazendo uso do Teorema
4.3. Inicialmente, é importante ressaltar que permanecemos a utilizar o sistema de coordenadas
cilindricas e que, no cone, temos uma variacao do raio, algo que ndo ocorria no cilindro, pois
este possul um raio uniforme r ao longo de toda altura 2 fixada.
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Considere uma cone cujo vértice possui angulo equivalente a 2¢ e se encontra na origem do
sistema cartesiano de coordenadas. Além disso, seu eixo de simetria € a parte positiva do eixo
Z.

~
~uo
.-

-
~aa
-
-
-

X
Figura 4.4: Cone em coordenadas cilindricas.

As coordenadas cilindricas de um ponto P desse cone relacionam-se com coordenadas car-
tesianas no R?® da seguinte maneira:

(z,y,2) = (r-cos(0),r-sin(f),r - cot(p)).

Dados dois pontos distintos no cone, podemos representd-los através das coordenadas r e 6:
Py = (ro,6p) e P, = (r1,6,), em que podemos supor ry < 71,0y =0e 0 < 6 < .

As curvas mais adequadas para nossos métodos sdo as representdveis por fungdes do se-
guinte conjunto:

D = {r € CY[0,6,] : 7(0) = ro,7(61) = 1 e r* +1"> > 0 sobre [0,6,]}

(veja a Observacdo 4.4). Cada r € Dy, representa uma curva de comprimento

91 1
Lbl = [ e+ vroyy s,
o
em que b = /1 + cot(¢)’.
Pelas Observacoes 4.2 e 4.4, o funcional L pode ser minimizado unicamente em Dy por
alguma fungdo r € Dg N C?|0, 0;] que satisfaca a Equacdo de Euler-Lagrange. Aplicando-a,
obtemos:

d b*r'(0) B r(0)

01 (0)2 + b2/ (0] [r(0)? + b2r'(0)]2

Com a substitui¢do trigonométrica b(Z ) = tan(¢), a equacio diferencial anterior torna-se
T

d .
b@ sin(¢p(0)) = cos(1(6)),
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cuja solugdo € ¢'(f) = b~!, donde ) = b'0 + ¢, em que ¢ é uma constante. Da,

b (’”_> — tan (5 (6) + o)

r

que, por integracdo, fornece
r(6) = ¢, - sec(b1(9) + ¢), (4.16)

c e c¢; sendo constantes que devem ser tomadas em conformidade com as condi¢des de borda
r(0) =rger(h;) =ry. Como 0 < b~'6; < m, devemos escolher c satisfazendo

cos(b'01+¢) _mo
cos(c) o

ou tan ¢ = cot(b™10;) — p - csc(b716;) (em que fizemos uso da férmula do cosseno da soma de
dois angulos), o que é sempre possivel. Para esta escolha de ¢, tomamos ¢; = 7 cosc.

A curva definida pela equacdo (4.16), com as constantes c e ¢; apropriadamente determi-
nadas, €, dentre todas as que conectam os pontos Fy e P representadas por fungdes r € Dg,
aquela que possui menor comprimento.

Figura 4.5: Geodésica do cone.
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5 CONCLUSAO

O Cilculo Variacional e a Geometria Diferencial, por mais que sejam campos distintos
da Matematica, se completam quando abordamos algumas problemadticas, dentre as quais a
voltada as geodésicas, que foi desenvolvida nesta monografia. Tendo em mente os conceitos
e definicdes formalizados pela Geometria Diferencial, somos capazes de entender melhor o
comportamento das curvas sobre superficies e como essas aplicacdes definidas de maneiras
distintas interagem, pois tanto as curvas parametrizadas quanto as superficies parametrizadas
remetem a uma mesma ideia inicial de selecionar um determinado conjunto de pontos, sejam
estes um intervalo na reta ou regiao no plano, e transforma-los em um segundo conjunto, desta
vez num espaco-ambiente “maior”.

Contudo, por mais que a Geometria Diferencial proponha toda uma teoria formalizada
acerca de geodésicas, € com o complemento do Calculo Variacional que podemos verificar,
de uma maneira mais direta, se determinadas curvas sdo, de fato, solu¢ao para nossos proble-
mas. Enquanto que a Geometria define as estruturas e afirma com uma base tedrica que as
geodésicas existem no cilindro e no cone e fornece ferramentas, tais como as isometrias, para
que possamos expressar as curvas algebricamente, o Calculo Variacional age de uma maneira
mais direta e através da extremizacdo de um funcional e da aplicacdo dos métodos ja conhe-
cidos de derivacdo e integracdo, que sao estudados largamente durante o curso de graduacgdo,
podemos encontrar a forma explicita das curvas geodésicas com uma maior facilidade.

Por fim, verificamos que a Matematica em ambas as dreas de estudo se constituiu como
uma construcio coletiva, recebendo contribuicdes com o passar dos anos de diversos estudi-
0sos. O Calculo das Variagdes, por exemplo, teve seu pontapé inicial com Johann Bernoulli,
mas recebeu contribui¢des de extrema importancia de Euler e Lagrange, os quais desenvolve-
ram a famosa Equacdo de Euler-Lagrange, por diversas vezes mencionada durante o decorrer
desta pesquisa, além da contribuicdo valiosa de Paul du-Bois Reymond na elaboracido do Lema
Fundamental, ao “costurar” a teoria desenvolvida anteriormente por Lagrange acerca de ex-
tremos de funcionais. Assim, vemos claramente um exemplo de como diversos matematicos
diferentes em tempos distintos contribuiram e ajudaram no desenvolvimento de um campo de
estudo que, conforme apresentamos anteriormente, tem diversas aplicacdoes que vao além da
problematica das geodésicas, como nas superficies minimas de revolugdo e na fisica através dos
estudos acerca da braquistdcrona e da lagrangiana, apresentada anteriormente como o Principio
de Minima Acao.
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