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UMA NOVA DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE ROLLE

Marley Dias da Nobrega*
RESUMO

No presente artigo, apresentamos uma demonstracdo do Teorema de Rolle diferente da usual,
encontrada em livros de Célculo e de Anélise Real e que faz uso do famoso teorema de Weiers-
trass a respeito de fungdes continuas definidas sobre compactos. A demonstracdo que damos
aqui, devida a H. Samelson (1979), baseia-se no uso iterativo de um caso particular do teorema
da corda universal de P. Lévy e de um resultado sobre a convergéncia de certo tipo de sequén-
cia para a derivada de uma funcdo em um ponto de seu dominio. Revisitamos inicialmente o
calculo diferencial para uma funcdo real de uma varidvel real, no qual encontramos todos os
conceitos e resultados preliminares necessdrios para a compreensdo da referida prova.

Palavras-chave: Teorema de Rolle. Analise Real. Calculo.
ABSTRACT

In the present paper, we present a different demonstration of Rolle’s Theorem from the usual
found in Calculus and Real Analysis books and which makes use of Weierstrass’s famous the-
orem about continuous functions defined on compacts. The proof we give here, due to H.
Samelson (1979), is based on an iterative use of a particular case of P. Lévy’s universal chord
theorem and a result on the convergence of a certain type of sequence to the derivative of a
function at a point in its domain. We initially revisit the differential calculation for a real func-
tion of a real variable within which we find all the preliminary concepts and results needed to
understand the aforementioned proof.

Keywords: Rolle’s Theorem. Real Analysis. Calculus.
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curso foi escrito sob orienta¢do do Prof. Dr. Arlandson Matheus Silva Oliveira.



1 INTRODUCAO

O Teorema do Valor Médio, um dos resultados mais importantes do calculo diferencial para
funcgdes reais de uma varidvel real, estabelece o fato geometricamente plausivel de que, para
uma fun¢do f continua em um intervalo [a, b] e diferencidvel em (a, b), a declividade de alguma
reta tangente € igual a declividade da reta determinada pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Este
resultado, cuja demonstracdo € uma espécie de dpice dos estudos sobre limite e continuidade,
pode ser apresentado em variados graus de generalidade.

O famoso teorema de Weierstrass afirma que toda fun¢do real continua definida sobre um
compacto da reta assume seus valores madximo e minimo neste conjunto. Juntando este fato
com o de que num extremo local interior a derivada se anula, obtemos o igualmente famoso
Teorema de Rolle, que afirma que se f : [a, b] — R € continua em [a, b], diferencidvel em (a, b)
e satisfaz f(a) = f(b), entdo existe um ponto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0. Este resultado foi
assim batizado em homenagem ao matemadtico franc€s Michel Rolle (1652-1719), responsavel
por apresentar uma demonstracdo do teorema em 1691, sem fazer uso dos métodos do calculo
diferencial e cobrindo apenas o caso de fun¢des polinomiais. A primeira prova desse teorema
foi dada em 1823 por Augustin-Louis Cauchy que o obteve como coroldrio do Teorema do
Valor Médio.

Hoje em dia, a maioria dos livros de Calculo e Andlise pratica uma inversao historica, apre-
sentando primeiro uma prova do Teorema de Rolle (a qual segue essencialmente o roteiro que
esbocamos no comego do pardgrafo anterior) para depois demonstrar o Teorema do Valor Mé-
dio. A demonstracdo que € usualmente dada do Teorema de Rolle (e que revisitamos aqui
também) € bastante sucinta e elegante, além de servir de base para estabelecer versdoes multidi-
mensionais desse teorema (veja, por exemplo, Furi e Martelli (1995)), mas € pouco intuitiva.

Considerando a inegdvel relevancia deste resultado, que estd no cerne do cdlculo diferencial
na reta, no presente artigo, apresentamos uma nova demonstragao dele, devida a H. Samelson
(1979), baseia-se no uso iterativo de um caso particular do teorema da corda universal de P.
Lévy e de um resultado sobre a convergéncia de certo tipo de sequéncia para a derivada de
uma funcdo em um ponto de seu dominio. Mais concretamente, precisamos dos seguintes dois

resultados:

(i) Se f é continua em [c,d] e f(c¢) = f(d), entdo existem «, f em [c,d] com f — a =

1/2(c = d) e f(a) = f(B).

(i1) Seja f : X — R derivavelema € XNX.Sex, <a< Y para todo n com x,,, ¥, — a,

entdo [f(yn) - f(wn)]/(yn - xn) - f/(a)'

Para fundamentar a prova dos supracitados resultados, fazemos na Secao 2 um resumo dos
principais conceitos e resultados de Andlise em R, dando énfase aos elementos do Calculo
Diferencial. Na Se¢do 3, provamos os resultados auxiliares e apresentamos a prometida prova

alternativa do Teorema de Rolle.



2 ELEMENTOS DE ANALISE EM R

Nesta se¢do, revisitamos o calculo diferencial para uma funcao real de uma varidvel real no
qual encontramos todos os conceitos e resultados preliminares necessarios para a compreensao

da almejada prova do Teorema de Rolle.

2.1 O corpo ordenado completo dos niimeros reais

O conjunto de todos os niimeros reais, denotado aqui por R, é um corpo, ou seja, nele se
acham definidas operagdes de bindrias de adi¢do (+), que a cada par (z,y) € R x R associa
um elemento x + y € R, chamado a soma de x e y, e de multiplicagdo (-), que a cada par
(z,y) € R x R associa um elemento z - y € R, chamado o produto de = e y. A adi¢do
goza das propriedades associativa e comutativa, da existéncia de elemento neutro 0 e de um
simétrico para cada nimero real. A multiplicacdo, por sua vez, é associativa e comutativa; com
relacdo a ela, hd um elemento neutro 1 # 0 e, para cada nimero real ndo-nulo, hd um simétrico
multiplicativo. Como, contudo, este trabalho ndo tem um caréter algébrico, remetemos o leitor
interessado em maiores detalhes a Abbott (2010), Lima (1989 e 2006).

R é um corpo ordenado. Ou seja, existe um subconjunto RT C R, que chamamos de

conjunto dos niimeros reais positivos, que cumpre as seguintes condi¢cdes:

P1. A soma e o produto de niimeros reais positivos sdo positivos, i.e., z,y € Rt = x4y €
Rtex-ye R

P2. Dado x € R, apenas uma das trés alternativas ocorre: x = 0, ou z € R*, ou —x € R*,

Exemplo 2.1. O quadrado de todo ndmero = € R\ {0} é positivo; em particular, 1 é positivo,

pois 1 = 12 =1 - 1 e, dai, todo nimero natural é também positivo, pois

n=1+1+--+1.
—_——

n parcelas

Com efeito, se * # 0, ha apenas duas possibilidades, umas das quais tem de acontecer:
r € RT ou —z € R*. Em qualquer caso, por (P1) e pela regra de sinais, temos 22 = x - 7 =
(—2)? = (—x) - (—z) € RT.

A existéncia e as propriedades do subconjunto R*, aqui postuladas, permite introduzir em
R uma relagdo de ordem como segue. Dados z,y € R, dizemos que = é menor do que y e
escrevemos x < y quando y — x € R*. Note que os niimeros reais positivos sdo precisamente
os numeros x tais que x > (0. Por esta razdo, passaremos a utilizar esta dltima simbologia para
exprimir o fato de que um ndmero € positivo. Dizemos que x é menor do que ou igual a y e
escrevemos * < y se £ = y ou xz < y. Esta dltima é uma relacdo de ordem total sobre R.
Detalhes podem ser encontrados em Abbott (2010), Lima (1989 e 2006).



Exemplo 2.2 (Desigualdade de Bernoulli). Para todo nimero real z > —1etodon € N, tem-se
(I1+x)" > 1+ nz.

Provamos isso por indu¢do em n. A desigualdade € trivialmente satisfeita se n = 1. Su-
pondo que a desigualdade seja valida para n, multiplicando ambos os membros por 1 + = > 0
obtemos

(14+2)"(14+2) > (1 +nz)(1+2)

Portanto, (1 + z)"™ > 1+ z + nx + na® > 1+ (n + 1)z, pois nz? > 0. Logo, (1 + z)"*! >
1 4+ (n + 1)z, que é a desigualdade para n + 1. Pelo Principio da Inducdo, a desigualdade
de Bernoulli é vdlida para todo n € N. (Caso o leitor sinta vontade de saber mais sobre o
funcionamento do Principio da Indugdo, que é muito utilizado em demonstracdes envolvendo

nimeros naturais, recomendamos que consulte Santos (2007).)

Gragas a relacdo de ordem existente em R, podemos definir o mddulo, também conhecido
como valor absoluto, de um nimero real x € R assim: |z| = z,se x > 0, |0| =0, e |z| = —x,
se x < 0. Note que, para todo xz € R, temos |z| = max {z, —x}, ou seja, |z| € o maior dos
nimeros x ¢ —z. Em particular, z < |z|.

Uma propriedade de corpos ordenados que nos serd ttil € a desigualdade triangular.
Lema 2.1 (Desigualdade Triangular). Dados z,y € R, temos
[z 4yl < 2|+ Jyl.
Demonstragdo. Note que

lz+yl? = (x+y)?=2>+y* + 2y = |[z]> + |y|* + 22y
< lzP+lyP+ [2zy] = (] + [y])*
~—~——
[2zy|=2|z|-|y|

Extraindo a raiz quadrada, obtemos o resultado desejado. [

Seguindo com o texto, damos algumas defini¢des que nos levardo aos importantes conceitos
de supremo e infimo de subconjuntos de R.

Um conjunto X C R é dito limitado superiormente quando existe algum b € R tal que
x < bparatodo z € X. Chamamos um tal b de cota superior de X. Analogamente, dizemos
que um conjunto X C R é limitado inferiormente quando esxiste algum a € R tal que a < =
para todo z € X. Chamamos esse numero a de cota inferior de X. Dizemos que X € um
conjunto limitado quando X ¢é limitado tanto inferiormente quanto superiormente. De maneira
equivalente, X é limitado quando esta contido em um intervalo limitado [a, b] ou quando existe

uma constante C' > 0 tal que |z| < C para todo = € X.

Defini¢do 2.1 (Supremo). Sejam () # X C R um conjunto limitado superiormente € b € R.
Chamamos b de supremo de X se b € a menor das cotas superiores de X . Neste caso, usamos a
notacdo b = sup X.

Para que isso aconteca, é necessario que duas condi¢des sejam cumpridas. Sao elas:
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S1. b é cota superior de X;
S2. se ¢ € R for cota superior de X, entdo b < c.

De forma semelhante, dados um conjunto limitado inferiormente () # X C R, chamamos um
nimero a € R de infimo de X quando a € a maior das cotas inferiores desse conjunto. Neste
caso, usamos a notagdo a = inf X.

Para que a seja infimo de X as seguintes condi¢des devem ser satisfeitas:
I1. a € cota inferior de X;
I2. se ¢ € R for cota inferior de X, entdo ¢ < a.

O Axioma Fundamental da Andlise, razdo pela qual fazemos Célculo em R e ndo em
outro corpo ordenado, consiste no seguinte: Todo conjunto ) # X C R limitado superiormente
possui supremo em R. Esse axioma é comumente enunciado dizendo-se que o corpo ordenado
R ¢é completo. E claro que isso implica que todo conjunto limitado inferiormente e nio-vazio

X C R possui infimo.

2.2 Intervalos de R

E costumeiro que o conjunto de todos os nimeros reais R seja identificado com uma reta
euclidiana e que seus elementos sejam, assim, identificados com os pontos desta reta. Tendo isso
em mente, a relagdo x < y significa que o ponto z estd a esquerda do ponto y. O nimero |y —
x| = |z — y| descreve a distincia entre os pontos x e y. Além disso, os intervalos correspondem
a segmentos de reta. Recordemos alguns fatos a respeitos dos intervalos da reta real.

Dados a, b € R, chamamos de intervalo fechado de extremos a e b o conjunto denotado por

[a, b] e definido da seguinte maneira:
[a,b] = {z € R;a < x <b}.

Se removemos os extremos a e b do intervalo, entdo o conjunto resultante é chamado de intervo

aberto e denotado por (a, b), i.e.,
(a,b) ={x € Rja <z < b}.
Um intervalo também pode ser semi-aberto ou semi-fechado como nos exemplos abaixo:
[a,0) ={r € R;a <z <b}, (a,b]={r€R;a<z<0b}.

Adicionando os simbolos —oo e +00, temos os intervalos ilimitados (—oo, b] e (—o0, b),
que correspondem, respectivamente, a semi-reta que tem por origem o ponto b e a esta mesma
semi-reta excluindo-se sua origem. Analogamente, temos os intervalos [a, +00) e (a, +00). Por
fim, convencionamos que (—oo, +00) = R.

Um tipo especial de intervalo que convém destacar € o apresentado na defini¢ao a seguir.
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Definicao 2.2 (Vizinhanga). Dado a € R, chamamos e-vizinhanga de a todos os nimeros x
contidos no intervalo (a —e, a+¢). Denotaremos esse intervalo com o simbolo V_(a). Podemos

escrever a condi¢do x € Ve(a) das seguintes trés maneiras equivalentes:
|t —a|<ee —c<r—a<esSa—e<zr<a+te.

O préximo importante resultado ¢ uma consequéncia de o corpo ordenado R ser completo.
Ou seja, todo conjunto ndo-vazio, limitado superiormente, X C R possui supremo b = sup X €
R.

Proposicao 2.1 (Principio dos Intervalos Encaixados). Dada uma sequéncia decrescente de
I DI, D>+ D 1, D deintervalos limitados e fechados, Iy, = [a,,b,], existe pelo menos

um niimero real c tal que c € Iy, para todo k € N.
Demonstragcdo. As inclusdes I,, D I, significam que

ar <ag <o <ap <o <by <o < by < by

O conjunto A = {ay,as,...,a,,...} é pois, limitado superiormente. Seja ¢ = sup A, de
maneira que, para todo n € N, temos a,, < c. Por outro lado, note que cada b,, € cota superior
de A; logo ¢ < b, para todo n € N. Ora, isso significa que a,, < ¢ < b, ou seja, ¢ € [,,, para
todon € N. [

2.3 Sequéncias de nimeros reais

Definicao 2.3. Uma sequéncia de niimeros reais é uma funcdo x : N — R. Escrevendo z,, =
x(n) para cada n € N. E comum denotarmos a sequéncia z por (x,),en Ou simplesmente por
(x,). Cada nimero natural n que af aparece é chamado indice, e o nimero x,, correspondente é

denominado o n-ésimo termo ou termo geral da sequéncia.

Exemplo 2.3. Os termos gerais das sequéncias z,, de nimeros naturais pares e y,, de nimeros

naturais impares sao dados, respectivamente, por a,, = 2ne b, =2n — 1,comn =1,2,3,....

Dizemos que uma sequéncia (x,,) é limitada superiormente quando o conjunto de seus ter-
mos, {z,;n € N}, é limitado superiormente. Defini¢cdo andloga é dada para uma sequéncia
limitada inferiormente. Dizemos, ainda, que uma sequéncia (z,,) € limitada quando o conjunto

de seus termos € limitado.

Definicdo 2.4 (Limite de uma sequéncia). O nimero real a é chamado limite da sequéncia (z,)
quando, para todo € > 0, dado arbitrariamente, existe ny € N tal que todos os termos z,, com

n > ng cumprem a condi¢@o |x,, —a| < €. Escrevemos, entdo, a = lim z,,. Em simbolos, temos

a=limz, <=Ve>03dneN:n>ng= |z, —a| <e
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Observacao 2.1. Note que dizer que lim x,, = a é o mesmo que dizer que qualquer c-vizinhangca

de a contém todos os termos da sequéncia x,, a partir de um certo indice.
Observacio 2.2. E claro que
limz, = a <= lim(z, — a) = 0 <= lim |x,, — a| = 0.

Definicao 2.5. Dizer que uma sequéncia (x,,) converge para o niimero a € R é o mesmo que
dizer que (x,,) tem limite a. Neste caso, escrevemos também z,, — a para denotar o fato de que

a = lim z,, Uma sequéncia que ndo converge ¢ dita divergente.

Exemplo 2.4. Vamos provar que a sequéncia

@)= (5505

converge para o nimero 1. Para isso, veja que, para todo € > 0, temos

|z, — 1] = — 2019,

— 1= <c&en>
"+ 2019 nt2010 S-S

n ‘ 2019 2019

ou seja, dado € > 0, basta tomarmos N 3 ny > 2019/ — 2019 para garantir que

n>ng=|r,— 1 <e.

Proposicao 2.2 (Unicidade do limite). Uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites

distintos.

Demonstragdo. Sejam a # b e x,, uma sequéncia com lim x,, = a. Podemos escolher ¢ > 0, tal
que os intervalos abertos [ = (a — ¢, a+¢) e J = (b — ¢, b+ ¢) sdo disjuntos. Pela defini¢do
de limite, existe ny € N tal que n > ng implica z, € I. Como I NJ = &, x,, ¢ J paran > ny.

Portanto, b ndo € limite de z,,. O]
Proposicao 2.3. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragcdo. Seja x,, — a. Tomando ¢ = 1, existe ng € N, tal que n > ny = =z, €
(a—1,a+1). Sejam o 0 menor e 3 o0 maior elemento do conjunto {xy, -, z,,,a — 1,a+ 1}.

Todos os termos x,, da sequéncia estdo contidos no intervalo [«, 5]. Portanto, x,, é limitada. [

Exemplo 2.5. A sequéncia (1,2,4,8,...) com z,, = 2" ndo é convergente porque ndo é limi-
tada.

Definicao 2.6. Uma sequéncia x,, € R € dita monotona quando, para todo n € N, temos
Ty, < Xpy1 OU X, > Tnyq. No primeiro caso, dizemos que (z,) é uma sequéncia monétona
ndo-crescente; no segundo, dizemos que z,, € mondtona ndo-crescente. Caso x,, < Z,11 Ou

Tn > Ty dizemos que x, € crescente ou decrescente, respectivamente.
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Proposicao 2.4. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstracdo. A fim de fixar ideias, consideremos (x,) uma sequéncia ndo-decrescente li-
mitada. Definimos X = {x1,29,...,2,,...} e a = sup X. Afirmamos que (z,) converge
para a. Com efeito, dado € > 0, o nimero a — € ndo € cota superior de X, ja que a € a
menor das cotas superiores de X. Logo, existe ny € N tal que, a — ¢ < z,, < a. Dai,

n>nyg=a—¢c<xTy <z, <a+e. Assim, limz, = a, como afirmado. O

Definicdo 2.7. Seja (z,,) uma sequéncia em R. Uma subsequéncia de (x,,) consiste na restricdo
de z a um subconjunto infinito N’ € N. Pondo N = {n; < ny < -+ < my < -},

representamos a subsequéncia correspondente por (., ).

Proposicao 2.5 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de niimeros reais

possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracdo. Seja (x,,) uma sequéncia limitada, portanto toda contida em um intervalo fe-
chado [a, (]. Observe que, dividindo esse intervalo ao meio, obtemos dois intervados fechados
de comprimento igual a (8 — «)/2, um dos quais contém, necessariamente, infinitos termos de
Tn. Seja [ esse intervalo. Repetindo esse procedimento indefinidamente obtemos, uma sequén-
cia de intervalos encaixados I,,. O intervalo I,, tem compriment (3 — a) /2", Pela Proposi¢do
2.2, existe pelo menos um elemento que estd contido em todos os intervalos gerados. Seja a
esse elemento. Para k& € N, tomamos um termo z,,, da sequéncia (x,,) pertencente ao intervalo
I;,. Assim, obtemos uma subsequéncia de (z,) que converge para a. De fato, dado qualquer
e > 0, sejany, € Ntalque (B—a)/2™0 ! < &, de modo que I,,, C (a—e,a+¢) param > ny,.

Portanto, cada termo z,,, da subsequéncia estd no intervalo (a — €, a + ) para ng > ng,. O

Exemplo 2.6. A sequéncia (senn) é limitada; logo, pelo Teorema de Bolzano-Weirstrass, ela

possui uma subsequéncia convergente para um nimero a € [—1, 1].

2.3.1 Limites e ordem; operacdes com limites

Proposicao 2.6. Seja a = limz,,. Se b < a, entdo, para todo n suficientemente grande, temos

b < x,,. Analogamente, se a < b entdo x,, < b, para todo n suficientemente grande.

Demonstracdo. Suponhamos que b < a (o outro caso € tratado de forma totalmente anédloga).
Escolhendo € = a — b, tem-se, para todo n suficientemente grande, a — ¢ < z,,. Ora, a — ¢ =
b. O

Proposicao 2.7 (Teorema do sanduiche). Sejam x,,, vy, e z, sequéncias de niimeros reais tais
que x, < z, < y, para todo n suficientemente grande. Se limx, = limy, = a, entdo

lim z, = a.
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Demonstragdo. Dado € > 0, podemos escolher um indice ng tal que n > ngy implica a — ¢ <
Tn < Y, < a+e. Segue-se que a — € < z, < a + ¢ para todo n > ng, uma vez que, por

hipétese, z,, < z, < vy, para todo n suficientemente grande. O

Exemplo 2.7. Vamos provar que o Principio dos Intervalos Encaixados implica em R ser um
Corpo Ordenado Completo, mostrando, assim, que estas duas propriedades sdo equivalentes.
Seja @ # S C R um conjunto limitado superiormente. Mostremos que S possui supremo.
Sejam b; uma cota superior de S e a; um nimero que nao é cota superior de S. Necessaria-
mente, temos a; < b;. Consideremos o intervalo fechado I; = [aq, b1]. Sejac; = (a1 + b1/2)
o ponto médio de I;. Caso c; seja cota superior de S, escolhemos ay; = a; € by = c;; caso
contrdrio, fazemos as = ¢; € by = b;. Em qualquer caso, o intervalo fechado I, = [as, bo] € tal
que seu extremo inferior ndo é cota superior de .S, enquanto seu extremo superior o é. Ademais,
temos [, C I;. Assim prosseguindo, construimos uma familia de intervalos fechados encai-
xados I,, = [a,, b,], cuja interse¢@o determina um ndmero real c¢. Afirmamos que ¢ = sup S.
Fazendo M = b; — ay, o comprimento do intervalo [,,, obtido na n-ésima etapa do processo de
bissegdo anteriormente descrito, é dado por M/2"~!. Dai, segue-se que lima,, = limb, = c.
Dado arbitrariamente s € S, temos s < b, para todon € N. Logo, s < ¢, ou seja, ¢ é cota
superior de S. Por outro lado, se d € cota superior de S, entdo a,, < d para todo n € N, donde

¢ < d, mostrando que ¢ € a menor cota superior de S.

E interessante lembrar que sequéncias nada mais sio do que funcdes reais. Assim sendo,
dadas duas sequéncias z,, € y,,, podemos obter novas sequéncias efetuando a soma, a diferenca,
o produto e o quociente das sequéncias originais termo a termo.

Antes de passarmos ao resultado principal desta parte, demonstramos o seguinte resultado

auxiliar.
Lema 2.2. Se lima,, = 0 e b, é uma sequéncia limitada, entdo lim(a,, - b,) = 0.

Demonstragdo. Como b,, é limitada, existe ¢ > 0 tal que |b,| < ¢, para todo n € N. Tomando
arbitrariamente ¢ > 0, existe ny € N, tal que n > ny = |a,| < ¢/c. Portanto n > ny =
|ay - by| = |an| - [bn] < (g/c) - ¢ = . Assim, lim(a,, - b,) = 0. O

Exemplo 2.8. Se a,, = 1/n e b, = sinn, entdo (b,) ndo converge, mas como —1 < b, < 1,
temos lim(a,, - b,) = lim(sinn/n) = 0.

Por outro lado, se lima, = 0, mas b, ndo € limitada, o produto a, - b, pode divergir
(tome, por exemplo, a,, = 1/n, b, = n*) ou convergir para qualquer valor (tome, por exemplo,

a, =1/n, b, = c-n).
Proposicao 2.8. Selimz,, = a e limy, = b, entdo:
1. lim(z, £ y,) =a=£b.

2. lim(z, - yn) =a-b.
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3. limx,/y, = a/bseb # 0.

E comum, em cursos de Calculo, enunciarmos os itens da proposi¢ao precente das seguintes
formas: o limite da soma (respec., diferenca) é a soma (respec., diferenca) dos limites, o limite
do produto é o produto entre os limites e que o limite dos quocientes é o quociente dos limites.

Passemos a prova destes fatos.

Demonstragdo. 1. Escolhendo arbitrariamente € > 0, existem, pela definicao de limite, 14, no €
N, tais que

n>n =, —al<e/2 e n>ny= |y, —bl <e/2.
Seja ng = max {ny, ny}. Entdo n > ng = n > ny e n > ny; logo, pela desigualdade trangular

(Lema 2.1), para n > n( temos
(20 +yn) — (@+0)] = |(xy —a) + (yo — b)| < |z —al + |y, — b <e/2+¢/2 =¢.

Portanto, lim(a,, + b,) = a + b. O argumento para z,, — y,, ¢ andlogo.

2. Temos

TpYn —ab = x,y, — b+ x,b — ab

= Zp(Yn — b) + (, —a)b

Pela Proposi¢do 2.3, (x,,) € limitada. Note que lim(x,, —a) = lim(y,, —b) = 0. Usando o Lema

2.2 e a parte 1 desta proposi¢cdo que estamos provando, obtemos

lim(z,y, —ab) = lim[x,(y, — ) + lim[(x, — a) - b]]
= 0.

Logo, lim(z,y,) = ab.

3. Primeiro, note que (z,,/y,) — (a/b) = (x,b — yna)/y,b. Como o lim(x,b — y,a) =
ab — ba = 0, basta provarmos que a sequéncia 1/y,, é limitada para que possamos concluir
que lim(x,/y, — a/b) = 0 e, consequntemente, que lim z,,/y,, = a/b. Escolhendo ¢ = b*/2
temos 0 < ¢ < b* = limy,b (note que, na tltima igualdade, usamos o item 2 que acabamos
de provar). Pela Proposi¢do 2.6, para todo n € N suficientemente grande, temos ¢ < y,b e,

portanto, 1/y,b < 1/c. Assim, 1/y,b é uma sequéncia limitada. O
Corolario 2.1. Selimz,, = aec € R, entdo lim cx,, = ca.

Demonstracdo. Este coroldrio segue do item 2 da Proposi¢do 2.8. Como o limite de uma

sequéncia constante € trivialmente igual a essa constante, temos:

limcx,, = (lim¢) - (limx,) = ¢ a.
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Exemplo 2.9. Se x,, > 0 paratodon € Ne lim(x,./x,) = a < 1, entdo limz,, = 0.

Com efeito, basta que tomemos ¢ € R com a < ¢ < 1. Entdo, 0 < x,,1/x, < ¢, para todo
n suficientemente grande. Segue-se que 0 < x,41 = (Tpe1/Tp)T, < ¢+ x, < T,; logo, para
n suficientemente grande, a sequéncia (z,) € mondétona limitada. Seja 0 < b = lim x,, . Como
consequéncia de =, 11 < c¢ - x, para todo n suficientemente grande, resulta, fazendo n — oo,

emb<c-bistoé, (1 —c)-b<0.Comob>0e0 < c< 1,concluimos que b = 0.

2.4 Alguns conceitos topologicos

A Topologia € uma drea de estudo que trata, de uma forma bastante generalizada, de assuntos
que envolvem as nog¢des de limite, continuidade, etc. Esta € bastante temida nos cursos de
Andlise por ser, realmente, muito abstrata e, por vezes, dificil de entender. Traremos aqui

alguns poucos conceitos que nos dardo apoio no conteido que vem pela frente.

2.4.1 Pontos de acumulagdo

Por vizinhanca aberta de um ponto a € R, entendemos um conjunto V' tal que a € V e,
para todo ponto z € V, existe um intervalo aberto I, com z € I, C V. Quando conveniente,

por simplicidade, podemos sempre pensar em vizinhancas como e-vizinhancas.

Definicao 2.8 (Pontos de acumulacdo). Dizemos que um ponto a € R é ponto de acumulacdo
de um conjunto X C R quando toda a vizinhanca V' de a contém algum ponto de X diferente
do proprio a. Equivalentemente, a € ponto de acumulacdo de X se, para todo € > 0, temos
(a—¢e,a+e)N (X \{a}) # 2. Indicaremos o conjunto de todos os pontos de acumulagdo de
X por X'.

Proposicao 2.9. Dados X C R e a € R, as afirmagdes a seguir sdo equivalentes:
1. a é um ponto de acumulacdo de X;
2. a é limite de uma sequéncia de pontos x, € X — {a};
3. todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Demonstragcdo. Supondo que a € um ponto de acumulagdo de X, para cada n € N é possivel
encontrar um ponto z,, € (a—1/n, a+1/n)N(X\{a}). E claro que |z, —a| < 1/n, donde, pelo
Teorema do sanduiche (Proposicao 2.7), segue-se que x,, — a. Supondo agora a validade de (2),
para todo 9 € N o conjunto {z,, : n > ng} € infinito (pois, do contrario, existiria um termo ,,,
que se repetiria infinitas vezes, gerando, assim, uma sequéncia constante com lim z,,, # a. Pela
definicdo de limite, qualquer intervalo aberto contendo a conterd também todos os termos de z,,
a partir de determinado indice. Juntando estas duas observagdes, concluimos que (2) = (3). A

implicacdo (3) = (1) é dbvia. O]
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Proposicao 2.10 (Teorema de Bolzano-Weierstrass; versao topolégica). Todo conjunto infinito

limitado de niimeros reais admite pelo menos um ponto de acumulagdo.

Para a demonstracdo, serd necessario o conceito de conjunto enumeravel. Por fugir ao
escopo deste artigo, mesmo no que diz respeito a resultados preliminares, resolvemos ndo apre-
sentar esse conceito e recomendamos ao leitor que sinta necessidade de aprofundamento que

consulte, por exemplo, Lima (2006).

Demonstragdo. Seja X C R um conjunto infinito limitado. X possui um subconjunto infinito
enumeravel {zy,Zs,...,Z,,...}. Temos, assim, uma sequéncia (x,) de termos dois a dois
distintos, pertencentes a X, portanto uma sequéncia limitada, a qual, pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass (Proposi¢ao 2.3), possui uma subsequéncia convergente. Desprezando os termos
que estdo fora dessa subsequéncia e mudando a notagdo, podemos admitir que (x,,) converge.
Seja a = lim x,,. Como os termos x,, sdo todos distintos, no maximo um deles pode ser igual a a.
Descartando-o, caso exista, teremos a como limite de uma sequencia de pontos z,, € X — {a},
logoa € X'. O

Um ponto z de um conjunto X chama-se isolado quando ndo é ponto de acumulagdo de
X, ou seja, quando existe uma vizinhanga V, de z tal que V, N X = {z}. Um conjunto ¢ dito

discreto quando todos os seus pontos sdo isolados.

2.4.2 Conjuntos compactos

Definicao 2.9. Um conjunto X € R ¢ dito fechado quando cumpre a seguinte condi¢@o: Se
a € R ¢é limite de uma sequéncia de pontos de X, entdo a € X. Dizemos que X é compacto

quando € limitado e fechado.
Damos a seguinte caracterizacao sequencial de compacidade:

Proposicao 2.11. Um conjunto X C R é compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos

em X possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X.

Demonstragdo. Suponhamos que X seja compacto. Como X €, em particular, limitado, entdo
toda sequéncia de pontos de X € limitada. Seja x,, uma tal sequéncia. Pelo Proposicdo 2.3,
T, possui uma subsequéncia convergente, cujo limite, por X ser fechado, ¢ um ponto de X.
Seja, agora, X C R um conjunto tal que toda sequéncia z,, € X possui uma subsequéncia
que converge para um ponto de X. Entdo X € limitado, pois, caso contrdrio, para cada n €
N seria possivel obter x,, € X tal que |z,| > n. Observamos que a sequéncia x,, assim
obtida, ndo possuiria subsequéncia limitada; logo, ndo possuiria subsequéncia convergente, o
que contradiria a hipétese. Além disso, se X ndo fosse fechado, existiriam a ¢ X e uma
sequéncia x,, € X com a = limz,. Como toda subsequéncia de z,, convergiria para a, iSso

novamente daria uma contradi¢do com a hipdtese. Portanto, X é compacto. [
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Exemplo 2.10. Todo intervalo do tipo [a,b] é compacto. Com efeito, dada uma sequéncia
convergente (x,) C |[a,b], como a < x, < b para todo n, segue-se da Proposi¢cdo 2.6 que
a < limz, < b. O intervalo (a, b) ndo é compacto, pois, apesar de limitado, ndo é fechado, ja
que, por exemplo, para n suficientemente grande a sequéncia (a+ 1/n) estd contida no intervalo

(a,b) e converge para a ¢ (a,b).

Exemplo 2.11. Todo conjunto compacto de niimeros reais possui um elemento maximo € um
elemento minimo. Com efeito, como X € limitado, existem sup X e inf X. Para o supremo,
basta observar que, para cada n € N, sup X — 1/n ndo é cota superior de X e, assim, existe
x, € X talque sup X —1/n < x,, < sup X. Fazendo n — oo, vemos que z,, — sup X. Sendo

X fechado, concluimos que sup X € X. Analogamente, mostramos que inf X € X.

2.5 Limite de funcoes

Aqui veremos como funciona, de uma forma mais rigorosa, o conceito de limite quanto

trabalhamos com fung¢des. Ja vimos, anteriormente, o caso particular de limites de sequéncias.

Definicao 2.10 (Limite de fungdes). Sejam X C R um conjunto de nimeros reais, f : X — R
uma fungio real cujo dominio € X e a € X’ um ponto de acumulagio do conjunto X. Dizemos
que um numero real L é o limite de f(x) com z tendendo a, e escrevemos lim, ., f(z) = L,
quando, para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, existe 6 > 0 tal que se tem |f(z) — L| < ¢
sempre que z € X e 0 < |x — a| < 4. Simbolicamente:

limf(z)=L.=.Ve>03>0,2€X,0<|z—a|<d=|f(x)—L| <e.

r—a

Informalmente, lim,_,, f(z) = L quer dizer que se pode aproximar f(z) de L tanto quanto
se queira desde que se tome x € Xsuficientemente proximo, porém diferente, de a.

E essencial que a seja ponto de acumulacio de X, mas ndo é necessario que a € X. Ou
seja, ndo é necessdrio que f(z) esteja definida no ponto a.

Observe que, se lim, ,, f(z) = L, entdo f é limitada numa vizinhanga de a. De fato,
tomando &, segue-se da definicdo recém apresentada que existe § > 0 tal que, se x € (X \
{a}) N Vi(a), entio | f(2)| = | f(x) — L+ L| < |f(x) — L| + |L| < |L] + 1.

Muitos resultados para limites de sequéncias podem ser transpostos para o caso de limites

de fungdes.

Proposicao 2.12 (Teorema do sanduiche). Seja f,g,h : X — R, a € X' e lim,_,, f(z) =
lim,_,, g(z) = L. Se f(x) < h(z) < g(x) para todo x € X — {a}, entdo lim,_,, h(zx) = L.

Demonstragcdo. Tomando arbitrariamente £ > 0, existem 61, 02 > 0 tais que

reX, 0<|z—al<h =L—-c<flz)<L+e

reX, 0<|zr—al<de=L—ec<g(x)<L+e.



19

Seja 6 min{dy, d, }. Entéo
reX,0<|z—a|<d=L—-e< f(z)<h(x)<glx)<L+e=L—-ec<h(x)<L+e.
Logo, lim,_,, h(x) = L. O

Vale salientar que a nocao de limite € local, ou seja, dadas as fungdes f, g : X — R e dado
a pertencente ao conjunto de pontos de acumulagdo de X, se existir uma vizinhanca V' do ponto
a tal que f(z) = g(z) paratodo x # a em V N X entdo existe lim,_,, f(z) se, e somente se,

existe lim,_,, g(x). Além do mais, esses limites serdo iguais, se existirem.

Proposicdo 2.13. Sejam f : X — Rea € X'. A fim de que sejalim,_,, f(x) = L é necessdrio
e suficiente que, para toda sequéncia de pontos x, € X \ {a} com limz, = a, tenhamos
lim f(x,) = L.

Demonstrag¢do. Suponhamos, primeiro, que lim,_,, f(z) = L,esejax, € X\{a} umasequén-
cia com lim x,, = a. Escolhendo arbitrariamente um ¢ > 0, pela definicdo de limite de funcdo,
existe 0 > 0, talque x € X, 0 < |[x —a| < d = |f(x) — L| < e. Pela defini¢do de limite de
sequéncia, existe também ny € N de modo que n > ng = 0 < |z, — a| < . Consequente-
mente, n > ng = |f(x,) — L| < ¢; portanto, lim f(z,) = L.

Reciprocamente, suponhamos que para toda sequéncia z, € X — {a}, com limz, = a,
tenhamos lim f(z,,) = L e demonstremos que lim,_,, f(z) = L. Ora, se lim,_,, f(z) # L,
entdo existe ¢y > 0 tal que, para todo 6 > 0, existe z5 € X \ {a} tal que 0 < |z5 — a|] < I,
mas 0 < |f(zs) — L| > 9. Tomando sucessivamente 6 = 1/n, n € N, obtemos, assim, uma
sequéncia x,, € X \ {a} tal que 0 < |z, — a| < 1/n. Por estas ultimas desigualdades, é claro

que lim x,, = a. Mas, como | f(z,, — L)| > &g, ndo pode ser lim f(z,,) = L. Contradi¢do. [
Corolario 2.2 (Unicidade do limite). Sejam f : X — Rea € X'. Selim, ,, f(x) = L e
lim,_,, f(x) = M, entdo L = M.

Demonstra¢do. Basta tomarmos uma sequéncia de pontos z,, € X — {a}, com limz, = a,
a qual existe em virtude da Proposi¢do 2.9. Entdo, pela Proposi¢do 2.13, L = lim f(x,) e
M =lim f(x,). Segue-se da Proposi¢do 2.3 que L = M. O

Corolario 2.3 (Operagdes com limites). Sejam f,g: X — R, ea € X'. Selim,_,, f(z)=Le
lim,_,, g(z) = M, entdo

1. lim, .[f(x) £ g(z)] =L £ M;

2. limgo[f(2) - g(2)] = L - M;

3. limy oy 305 = L (desde que M # 0 e g(xz) # 0).
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Além disso, se lim,_,, f(x) = 0 e g é limitada numa vizinhanga de a, temos lim,_,[f(x) -
g(x)] = 0.

Demonstracdo. Dada qualquer sequéncia z,, € X — {a} com limz,, = a, pelas Proposi¢des
2.8 ¢2.13, valem lim|[f(z,,) £+ g(z,,)] = lim f(z,) £limg(z,) = L+ M, lim[f(z,) - g(z,,)] =
lim f(z,) - limg(x,) = L - M e também lim|f(z,)/g(z,)] = lim f(x,)/limg(x,) = L/M,
neste ultimo caso desde que M # 0. Por fim, se lim, ., f(z) = 0 e g é limitada numa vizi-

nhanga de a, entdo, pelo Lema 2.2 e pela Proposi¢do 2.2, temos lim|[f(x,,) - g(x,)] = 0. O

2.6 Continuidade

Definicao 2.11. Dizemos que uma fungdo f : X — R é continua no ponto a € X quando,
para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, existe um 6 > Otalque z € X e |[x—a| < § =

|f () — f (a)] < e. Em linguagem simbdlica, f ser continua no ponto a traduz-se em:
Ve>030>0ze X, |z —al<d=|f(z)— fla)|] <e.

Vale salientar que a continuidade € um fendmeno local, ou seja, a fun¢do f : X — R ¢
continua no ponto a € X se, e somente se, existe uma vizinhanca V' de a tal que a restricdo de
faV N X écontinua no ponto a.

Diferentemente da condi¢ao encontrada em limites de fun¢des, na defini¢do de fun¢do con-
tinua o ponto a deve pertencer ao conjunto X, sendo possivel tomar x = a, caso em que a
condi¢do |f(z) — f(a)| < e se torna, obviamente, 0 < &, sendo, pois, satisfeita de maneira
trivial. Se a € X N X', ou seja, se a € X é um ponto de acumulac@o desse conjunto, entdo

f: X — R é continua em a se, e somente se lim,_,, f(z) = f(a).

Proposicdo 2.14. Sejam f,g : X — R continuas no ponto a € X, com f(a) < g(a). Existe
d > 0tal que f(x) < g(z) para todo x € X N (a — d,a + 9).

Demonstragdo. Tomemos ¢ = [g(a) + f(a)]/2eec = gla) —c = c— f(a). Entdoe > O e
f(a) +¢e = g(a) — ¢ = c. Pela definicdo de continuidade, existem §; > 0 e 2 > 0, tais que
reX, |[x—al < = f(z) <ce, |r—a|] <= c<g(z). Sejad o minimo entre &; e Js.
Entdoxr € X, |z —a| <d = f(x) <c < g(z). O

Exemplo 2.12. Todo polindomio € continuo em R. Na verdade, funcdes racionais (isto €, quoci-
entes de polindmios) sdo continuas onde quer que estejam definidas.

Isso acontece porque a caracterizagdo sequencial de limites dada na Proposi¢ao 2.13 admite
a seguinte versdo para continuidade, com prova aniloga a do caso de limites: A fun¢do f : X —
R € continua no ponto a € X se, e somente, para toda sequéncia (x,) € X com limz, = a
temos lim f(z,) = f(a). A partir dai, é facil provar que se f e g sdo continuas no ponto a,
entdo também o sdo f + g, fg e f/g (onde esta dltima estiver bem definida).

Ora, as fungdos f(z) = x e g(x) = ¢ sdo trivialmente continuas, e polindmios nada mais

que sdo somas de “parcelas” do tipo a,x", em que a,, € uma constante real.
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Um exemplo de fungdo descontinua em um ponto e continua nos demais é a fun¢do f :
R — R, definida por f(z) = sen(1/z) se x # 0e f(0) = 0. Esta é descontinua em zero
e continua nos demais pontos da reta. Admitindo, para fins deste trabalho, a continuidade
de f em todo x # 0, mostremos a descontinuidade em z = (0. Consideremos a sequéncia
Tn = (/2 + 2(n — 1)) ", E claro que x,, — 0, mas f(z,,) =1 # 0 = £(0).

Proposicao 2.15 (A composi¢ao de duas funcdes continuas é continua). Sejam f : X — R,
continuaema € X, g : Y — R continuaemb = f(a) € Y e f(X) C Y, de modo que a

composta go [ : X — R estd bem definida. Entdo g o f é continua em a.

Demonstragdo. Dado ¢ > 0 existe, pelo fato de g ser continua no ponto b, um nimero n > 0,
talquey € Y, |y —b] < n = |g(y) — g(b)| < e. Por outro lado, a continuidade de f em a
garante a existénciade 6 > 0, tal que z € X, |z — a| < ¢ implicam em | f(x) — b| < 7. Assim

sendo,

reXN(a—b,a+0d)=[g(f(z)) —g)=I(go f)(z)— (g0 f)la)] <e.
[l

O préximo resultado nos diz, essencialmente, que a imagem de um intervalo por uma funcao

continua é também um intervalo.

Teorema 2.1 (Teorema do valor intermedidrio de Bolzano). Seja f : [a,b] — R uma func¢do
continua tal que f (a) < d < f (b). Entdo existe c € (a,b) tal que f (c) = d.

Demonstracdo. Podemos supor, sem perda de generalidade, que d = 0. Com efeito, se isso ja
ndo ocorrer, basta substituirmos a fun¢éo f pela fung¢do continua ¢(z) := f(z) — d.

Seja my := (a + b)/2 o ponto médio do intervalo [a,b]. Caso f(m;) = 0, nada mais hd
a fazer. Caso contrério, hd duas possibilidades a considerar: f(m;) > 0 ou f(m;) < 0. No
primeiro caso, tomamos a; := a € by := my; no segundo, escolhemos a; := my e b; := b.
Os extremos do invervalo [ay, by] satisfazem f(a;) < 0 < f(by). Além disso, o comprimento
¢([a1,b1]) deste novo intervalo é dado por ¢([ai,b1]) = (b — a)/2. Tomamos, agora, my :=
(a1+b1)/2 e repetimos o procedimento anterior, de maneira a obter um novo intervalo [az, bo] tal
que [ag, by] C [aq, b1] e ([az, bs]) = (b — a)/4 e cujos extremos satisfazem f(az) < 0 < f(by).

Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma sequéncia descrescente de intervalos encaixados
la,b] = [ag, bo] D [a1,b1] D+ D [an,by] D+
tais que
(@) £([an, bn]) = 52

(i) f(an) <0< f(bn),
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para todo n > 0. Pelo Principio dos Intervalos Encaixados, existe algum ¢ € R que estd em
todos os intervalos [a,,, b,|. Como a,,, b, e ¢ pertencem ao intervalo [a,,, b,|, temos em particular

que |a, — ¢l |bn, — a|] < €([an, by)). Segue-se do item (i) acima que ¢([a,, b,]) — 0. Logo,
c¢=lima, = limb,
De f (a,) <0 < f(b,), paratodo n > 0, resulta
lim f (a,) <0 <lim f (b,) .
Como f é continua em ¢, inferimos que f (¢) = 0, como desejado. U]

Exemplo 2.13. Seja f[a,b] — R continua tal que f(a) < ae b < f(b). Nessa conjuntura,
existe pelo menos um ¢ € [a,b] tal que f(c) = c. Efetivamente, a fungdo \ : [a,b] — R,
definida por A(z) = x — f(x), é continua, com A(a) > 0 e A(b) < 0. Pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, deve existir ¢ € (a,b) tal que f(c) = ¢. Um ponto z € X tal que f(x) = x

chama-se um ponto fixo da fungdo f : X — R.

Estudaremos agora dois resultados que nos serdo necessarios para a demonstragao do Teo-

rema de Rolle encontrada em Lima (2006).

Proposicao 2.16. A imagem f(X) de um conjunto compacto X C R por uma fungdo continua

f X — R é um conjunto compacto.

Demonstracdo. Devemos provar que toda sequéncia y,, € f(X) possui uma subsequéncia que
converge para algum ponto em f(X). Para cada n € N temos a sequéncia y,, = f(z,), com
z, € X. A sequéncia (z,) possui uma subsequéncia (z,),cn que converge para um ponto

a € X, pois X € compacto. Sendo f continua no ponto a, de lim,,cy z,, = a, concluimos que
limneN/ Yp = limneN/ f(l‘n) = f(CL) € f(X) OJ
Teorema 2.2 (Weierstrass). Seja f : X — R continua no conjunto compacto X C R. Existem

x1, 29 € X tais que f(x1) < f(x) < f(x2) para todo x € X.

Demonstracdo. Como vimos na se¢do de conceitos topoldgicos, um conjunto compacto possui
os elementos mdximo e minimo. Pela Proposi¢do 2.16, f(X) é compacto. Assim, existem
f(z1) =min X e f(z3) = max X. O

2.7 Derivadas

Defini¢ao 2.12. Sejam f : X — R uma fungdo e a € X N X' um ponto. A derivada da fun¢do

f no ponto a é o limite

) — i 1) @)t h) — f(a)

r—a Tr—a h—0 h ’

caso esse limite exista. Em caso afirmativo, dizemos que f € derivdvel no ponto a.



23

Exemplo 2.14. (a) Verifiquemos que f(x) = 2" é derivdvel em todo ponto da reta.

Seja c um ponto arbitrario de R. Usando a identidade algébrica
" — = (ZL‘ _ C)(fL’n_l —|—Cl’n_2 —|—62£L'n_3 4. _’_Cn—l)’

encontramos

n T

r —cC

f/(C) — th — :lzn(xn—l+C$n—2+02xn—3+‘_.+cn—1)

— cn—l +Cn—1 4ot Cn—l _ ncn—l.

Isso mostra que f € derivavel em c e que f'(c) = nc™ !, férmula jd bem conhecida do Célculo.

(b) Seja g(x) = |z|. Ao tentarmos calcular a derivada em ¢ = 0 produzimos o limite

que € +1 ou —1, dependendo de x se aproximar de zero da direita ou da esquerda. Consequen-

temente, esse limite ndo existe, e concluimos que g ndo é diferencidvel em zero.

O item (b) do exemplo precendente € um lembrete de que a continuidade de uma fung¢ao
nao implica que ela seja necessariamente derivavel. Por outro lado, se g for derivdvel em um
ponto, é verdade que g deve ser continua nesse ponto. Com efeito, seja f : X — R uma funcdo

derivavel em a € X N X'. Ou seja, existe o limite

o)t F0) = I0)

r—a Tr— Q

Queremos mostrar que lim,_,, f(z) = f(a). Para isso, basta observamos que, pela Corolario

2.5, temos

i)~ f(o)] = i | (H2=L) (0 - )] = -0 =0,

r—a Tr—a Tr — a

2.7.1 Regras Operacionais

Proposicao 2.17. Sejam f, g : X — R derivdveis no ponto a € X N X'. As fungdes f+g, f-g

e /g (caso g(a) # 0) sdo também derivdveis no ponto a, com
1. (f£9)'(a) = f'(a) £ ¢'(a);
2. (f-9)(a) = f(a) - g(a) + f(a) - g'(a);

Demonstragdo. Veja Abbott (2010). U
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Proposicao 2.18 (Regra da Cadeia). Sejam [ : X - R, g: Y - R, a e XNX' b€
YNY', f(X)CYef(a) =b Se féderivivel no ponto a e g é derivdvel no ponto b, entdo
go f: X — R éderivdvel no ponto a, com (go f)(a) = ¢ (f(a))- f'(a).

Demonstragcdo. Seja (x,) uma sequéncia, com z,, € X \ {a} com limz,, = a. Entdo, pondo
Yn = f(x,), temos limy,, = b. Definimos Ny := {n € N: f(z,) # f(a)} e Ny :={n € N:
f(z,) = f(a)}. Cason € Ny ey, € Y \ {b}, temos

9(f(@n)) = 9(f(@)) _ gyn) — 9(b) fl@n) — fla)

Ty — Q Yn — b T, — @
Logo, se N; € infinito, temos

l9(f (zn)) — 9(f(a))]

R AU AR,
Se Nj € infinito, temos
o ) = f@)
n—00 T, — a

logo f’(a) = 0. Ainda no caso de N ser infinito, temos

o @) = 9(F(@)

n—00 T, —a

=0=4'(f(a))- f'(a).

Portanto, em qualquer das hipéteses vale

tiy LD oD _ 5 1)

jdque N = N; UN,. u

3 TEOREMA DE ROLLE

Antes de apresentarmos uma demonstracdo alternativa do Teorema de Rolle, vejamos a
demonstracdo mais comum que se encontra, por exemplo, em Lima (2006).

Seja f : X — R. Dizemos que ¢ € X N X’ é um ponto de mdximo local de f se existe uma
vizinhanga V' de c tal que f(x) < f(c) para todo z € V N X; ¢ é dito um ponto de mdximo
global se a udltima desigualdade é vdlida para todo x € X. Dizemos também que f atinge
mdximo (global ou local) em c. Analogamente, dizemos que ¢ € X € um ponto de minimo
local de f se existe uma vizinhanga V' de c tal que f(z) > f(c) paratodo x € VN X; cé
dito um ponto de minimo global se a dltima desigualdade € vilida para todo z € X. Dizemos,
ainda, que f atinge minimo (global ou local) em c.

No caso de ¢ ser um ponto interior de X = [a, b], entdo se ¢ é ponto de maximo ou minimo
e f é derivavel em ¢, temos f’(c) = 0. Com efeito, para fixar ideias, suponhamos que ¢ seja um
ponto de maximo de f. Entdo, tomando sequéncias (x,), (y,) tais que z,, < ¢ < y,, em (a, b),

convergindo ambas para ¢, temos
f (xn) B f (C)

Ty — C

<0
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f(yn) —f(C)
Yn — C

donde segue-se f'(c) = 0.

Teorema 3.1 (Rolle). Seja f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f é derivdvel em
(a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracdo. Como [ é continua num intervalo fechado, entdo pelo Teorema de Weierstrass,
f atinge seu valor minimo m e seu valor maximo A/ em pontos de [a, b]. Se esses pontos forem
aebentdiom = M e f serd constante, dai f'(x) = 0 qualquer que seja = € (a, b). Se um desses

pontos, ¢ por exemplo, estiver em (a, b) entdo f'(c) = 0. O

Exemplo 3.1. Dada a funcdo f : [0,2v/3] — R definida por f(z) = 2 — 122. Determinemos
o € (0,24/3) tal que f'(z) = 0.

Note que f é continua em [0,2v/3] e derivavel em (0,21/3) (com efeito, f é derivavel em
toda a reta). Ademais, f(2v/3) = 0 = f(0). Portanto, podemos aplicar o Teorema de Rolle
3.1 para garantir a existéncia de z no intervalo (0,2+/3) de maneira que f'(x,) = 0. Como
f'(z) = 3z* — 12, para encontrarmos o valor de x, basta igualarmos f’(x) a zero, o que nos dd

o = £2. Assim, constatamos que o ponto desejado é zy = 2.

Como dissemos na Introdugao deste artigo, o Teorema de Rolle é empregado na demonstra-

cdo do Teorema do Valor Médio.

Teorema 3.2 (Teorema do Valor Médio de Lagrange). Seja f uma fungcdo continua no intervalo
[a, b] e derivdvel no intervalo (a,b). Entdo, existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) ~ fla)

fle) = Ho—

o))

Demonstragdo. Seja g : [a,b] — R a fun¢do definida por g(z) = f(x) — wz, em que a
constante w é escolhida de modo que g(a) = g(b), ou seja, w = [f(b) — f(a)]/(b — a). Pelo

Teorema de Rolle, existe ¢ no intervalo aberto (a,b) tal que ¢'(c) = 0, isto &, f'(¢) = w =

[F(b) = f(a)l/ (b = a). O

O Teorema 3.2 pode ser empregado para demonstrar fatos basicos do Calculo Diferencial.

Vejamos alguns.

Corolario 3.1. Uma fungdo f : [a,b] — R, continua em [a,b], com derivada f'(x) = 0 para

todo x € (a,b), é constante.

Demonstracdo. Sejam x1,z5 € (a,b), sendo x; < xo. Como f é derivavel em (a,b), ela
deve ser derivdavel em (x1,x2). Além disso, é claro que f € continua em [z, z5|. Aplicando o

Teorema 3.2 a restricdo de f ao intervalo [z, 23], obtemos um ndmero ¢ tal que z; < ¢ < 3 €

f@2) = f(21) = f(c) (w2 — 1) ()



26

Como, por hipétese, f/'(x) = 0, para todo z, temos f’'(c) = 0. A equagfo (2) fornece, entdo,
f(z2) — f(x1) = 0, ouseja, f(x2) = f(x1). Portanto, f é constante em (a, b). O

Coroléario 3.2. Se f,g : [a,b] — R sdo continuas, derivdveis em (a,b) e f'(x) = ¢'(x), para
todo x — (a,b), entdo existe c € R, tal que f(x) = g(z) + c.

Demonstracdo. Seja h(x) = f(z) — g(z). Note que, como f'(z) = ¢'(x), entdo h'(z) =
f'(x) — ¢'(x) =0, para todo = € (a,b). Assim, pelo Coroldrio 3.1, h é constante; logo f — g é

igual a uma constante. ]

3.1 Uma nova demonstracio

Doravante, prepararemos o caminho para a demonstra¢ao do Teorema de Rolle devida a H.
Samelson (1979).

Proposicio 3.1. Se [ é continua em [c,d] e f(c) = f(d), entdo existem o, em [c,d] com

f—a=(c—d)j2ef(a)=f(B).

Este € um caso particular do teorema da corda universal de P. Lévy; para detalhes, veja Boas
(1975).

Demonstracdo. Definamos a fungdo auxiliar g(x) := f(x + (d — ¢)/2) — f(z), z € [e,d].
Observamos que, sendo obtida a partir de f por meio de operacdes algébricas e composicdo de
fungdes e sendo f continua, segue-se que g é continua. Ademais, temos g((c+d)/2) = —g(c).
De fato, basta, usando a defini¢do de g, calcular g((c+d)/2) e g(c) e constatar que as expressdes
resultantes sdo iguais a menos do sinal negativo. Caso g(c) = 0, nada hd a fazer. Neste caso,
tomamos « = (c¢+d)/2 e = c. Caso contrdrio, um dos valores g((c+d)/2) ou g(c) é positivo
e outro, negativo. Por fim, aplicamos o Teorema do Valor Intermedidario de Bolzano para obter

zg € (c,d) tal que g(zo) = 0. Neste caso, escolhemos o = o + (d — ¢)/2 e § = . O

Lema 3.1. Sejam (a,), (b,) sequéncias limitadas tais que a, + b, = 1 para todon € N e
(un), (v,) sequéncias que convergem para o mesmo limite a. Entdo (a,u, + b,v,) também

converge para Q.
Demonstragdo. Note que

aply, + byv, = aptl, — ana + a, a4+ b,v,
—~
1—by 3)
= a,(u, —a) + a+ b,(v, — a).
Como u, —a,v, —a — 0 e (a,), (b,) sdo limitadas, sabemos que a,,(u,, —a) + b, (v, —a) — 0.

Segue-se de (3) a,u, + b,v, — a. Isso encerra a prova. OJ

Proposicio 3.2. Seja f : X — R derivivelema € X N X'. Se x,, < a < y, para todo n com
Tns Yo — @, entdo [f(yn) — f(2n)]/ (Y — 2n) = ['(a).
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Demonstracdo. Temos

fyn) = flan)  yn—a _f(yn)—f(a>+<1_ yn—a>‘f(fvn)—f(a)'

Yn — Tn Yn — Tn Yn —a Yn — Tn Tp —a
Fazendo t,, := (y, — a)/(y, — x,), a igualdade acima se reescreve da seguinte forma:
Yn — Tn Yn — Q Tn —a

Como z,, < a < ¥y, segue-se que 0 < (y,—a)/(y,—xn) < 1, ou seja, a sequéncia t,, é limitada,
o mesmo valendo para a sequéncia 1 — ¢,,. Como ambas as sequéncias [f (y,) — f(a)]/(y, — a)
e [f(zn) — f(a)]/(x, — a) convergem para f’(a), podemos aplicar o Lema 3.2 para obter o

resultado desejado. [

Demonstracdo alternativa do Teorema 3.1. Dada f em |[a, b, derivavel em (a, b), continua em
[a,b], com f(a) = f(b), queremos mostrar que existe ¢ em (a, b) com f'(c) = 0.
Aplicando repetidamente a Proposi¢do 3.1, obtemos uma sequéncia {[a,, b,]} -, de subin-

tervalos de [a, b], tais que

i by —a,=(b—a)/2
i, f(an) = f(bn);

ili. [ant1,bns1] C [an, bl

Claramente, por (i), as sequéncias (a,) e (b,) ttm o mesmo limite c¢ e satisfazem a,, < ¢ <
b,,. Este ponto ¢ é produzido pelo Principio dos Intervalos Encaixados, tendo em vista (iii). E
facil assegurar que ¢ # a, b; no caso “perigoso” em que f((a + b)/2) e também f((3a + b)/4)
ou f((a+ 3b)/4) éigual a f(a), podemos escolher a segunda ou terceira quarta parte de [a, b]
como [ag, Ba).

Aplicando a Proposig¢do 3.2 as sequéncias («,) e (53,), encontramos f’ (¢) = 0, uma vez
que, em virtude de (ii), todos os denominadores dos quocientes [(f(/5,,) — f(an)]/(Bn — o) se
anulam.

Para finalizar, notamos que esta é, de fato, uma prova diferente, sobretudo porque o ponto ¢

encontrado ndo € necessariamente 0 maximo ou minimo absoluto (ou mesmo local) de f. [

4 CONCLUSAO

A prova de H. Samelson (1979) para o Teorema de Rolle, por nds aqui apresentada, nos pos-
sibilitou um rico itinerario de revisao e aprofundamento do Calculo Diferencial em R. Julgamos
imensamente valioso ter percorrido este itinerdrio para consolidar a nossa formagao matematica,
uma vez que, por ocasido da escritura deste trabalho, pudemos estudar com riqueza de detalhes
resultados novos e outros mais cldssicos, mas com os quais ndo haviamos ainda estabelecido
familiaridade.

Por fim, este trabalhou descortinou possibilidades e temas de estudos que esperamos poder

desenvolver em um curso de pds-graduacao.
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