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ANALOGIA ENTRE OSCILADOR ELETRICO E MECANICO
ANALOGY BETWEEN ELECTRIC AND MECHANIC OSCILLATORS
Soraya Fernandes Monteiro
RESUMO

O presente artigo tem como proposito demonstrar a analogia entre as equacoes matematicas
que regem o sistema elétrico, em especifico o circuito RLC em série e o sistema mecanico,
representado pelo modelo vibratorio massa-mola: oscilador harménico amortecido sujeito a
uma forca externa periddica. Com o objetivo de mostrar que a estrutura matematica de
ambos os sistemas é a mesma e, que somente a terminologia e a interpretagao fisica dos
termos das equacoes sao diferentes. Para tanto, resolveu-se o sistema elétrico aplicando o
método fasorial que utiliza um vetor girante denominado fasor e o sistema mecanico baseado
na segunda lei de Newton. Apos os resultados obtidos, constatou-se que esses dois sistemas
distintos sao representados pelo mesmo modelo matemético, tais resultados estao explicitos

em uma tabela comparativa.

PALAVRAS CHAVES: Oscilador. Reatancia. Impedancia.

ABSTRACT

This article aims to demonstrate the analogy between mathematical equations that conduct
the electrical system, in particular, the RLC series circuit and the mechanical system, re-
presented by the mass-spring vibratory model: a damped harmonic oscillator subdue to a
periodic external force. Aiming to show that the mathematical structure of both systems
is the same and that only the terminology and the physical interpretation of terms of the
equations are different. In order to prove that, the electrical system was solved by applying
the phasor method that uses a rotating vector called phasor and the mechanical system ba-
sed in Newton’s second law. After the results obtained, it was found that these two systems
are represented by the same mathematical model, such results are explicit in a comparative
table.
KEYWORDS: Oscillator. Reactance. Impedance.



1 INTRODUCAO

Atualmente, existem varias ferramentas mateméticas que se fazem necessarias a resolucao
de problemas fisicos envolvendo equagoes diferenciais lineares de segunda ordem, facilitando
assim o estudo e andlise dos feno6menos naturais.

Um dos métodos bastante utilizado é o fasorial, principalmente para resolver problemas
envolvendo equagoes de segunda ordem nao homogéneas com funcgoes senoidais. Como por
exemplo, sistemas relacionados a circuitos de corrente alternada, a oscilagoes mecanicas, entre

outros. Para explicar o método de fasores, veja a equagao (1):

Az dx

T + ng + wir = Fycoswt (1)

Vamos considerar agora uma fungao real y(t) que resulta,

d*y dy
A W4
a Ty

+ wiy = Fysenwt (2)
Com y real.

Multiplicando-se a equagao (2) por i, temos:

(iy) |, diy)

dt2 Y i +wg(iy) = Fyisenwt (3)

Somando-se a equagao (1) com a equagao (3), tem-se:

d*(z + 1y) N de(x + iy)

- - + wi (7 + iy) = Fy(coswt + isenwt) (4)

Fazemos

z=x+yi (5)

Substituindo a equagao (5) na equagao (4), tem-se:

d?z z )
a2 Twor = Foe™ (6)

Sendo assim, tranformamos a equacao real (1) em uma equagao complexa (6) que é mais



facil de manipular. E a solu¢do que satisfaz o problema coresponde a parte real de z(t). A

solugdo para z(t) é do tipo:

2(t) = zy(t) + zp(t) (7)

Onde zg(t) é a solugao da equagao homogénea associada, também chamada de transiente
e zp(t) é a solugdo particular. O metodo de fasores consiste em considerar solugoes tais que

zp(t) vai a zero rapidamente e nesse caso consideramos:

2(t) = 2p(t) = ze™" (8)

No diagrama complexo, z(t) corresponde a um vetor girante de modulo fixo.

Vamos aplicar esse método a dois sistemas oscilantes importantes na fisica, que sao esses:
o circuito RLC em série, alimetado por uma fonte de tensao alternada e o sistema massa-mola
amortecido e forcado com uma forca externa senoidal.

Neste referido trabalho, tratamos o caso do oscilador elétrico representado por um circuito
de corrente alternada e do oscilador mecanico utilizando os conceitos de fasores e nimeros
complexos. O uso dos niimeros complexos para resolver problemas em circuitos de corrente
alternada foi apresentado pela primeira vez em um artigo de 1893 pelo matemético Charles
Proteus Steinmetz.

Por fim, fizemos a analogia entre esses dois sistemas distintos fazendo uma correspondén-
cia direta entre os termos das esquacoes, mostrando que a estrutura matemaética de ambos é

a mesma e, que somente a nomenclatura e interpretacao fisica dos termos sao diferentes.

2 METODOLOGIA

2.1 Circuito RLC em Série: Representacao Fasorial

O problema inicial a ser tradato serd o do circuito RLC em série alimentado por uma

fonte de tensdo senoidal (figura 1).



Figura 1: Circuito RLC em Série
R L c
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v(t)

Fonte: Autoria Propria.

Se tratando de um circuito RLC podemos aplicar a lei das malhas de Kirchhoff, nos diz
que a soma das voltagens do resistor, do capacitor e do indutor é igual a voltagem da fonte de
tensdo V' (t). Sendo ¢(t) e i(t) respectivamente a carga do capacitor e a corrente que atravessa
o circuito, a voltagem no resistor ¢ Ri, a do capacitor é £ e a do indutor é L%, onde R é a
resisténcia do resistor, C' é a capacitancia do capacitor e L é a indugao do indutor.

Podendo descrever o comportamento do circuito como:

q di

V(t) = &~ Lo~ Ri=0 9)

. ~ , ., . d NP
Considerando uma tensdo que é variavel com o tempo V(t) e i = 9, podemos dividir

todos os elementos por L e assim reescrevemos a equacao (9) da seguinte maneira:

Rdg d?q q V(t)
it ST ST S S 1
Ldt+dt2+CL L (0)

Vamos consider uma tensao alternada do tipo:

V(t) = Vocos(wt) (11)

Podemos entao, usar o método dos fasores para tratar esta tensao como uma tensao

complexa,

~

V = V,et (12)

Assim podemos definir uma corrente complexa do tipo:



I = Ie™t (13)

Com isso, definimos as voltagens complexas do sistema Vg, Vo e Vi,

Vi = RI (14)
- q

Vi = = 15
=G (15)
. dI

V:, = L— 16
L=1L- (16)

Agora, substituindo a equagao (13) nas equagoes (14), (15) e (16), considerando ¢ = [ idt,

logo, as voltagens complexas terao as seguintes defini¢oes:

Vi = RIe™t (17)

Com amplitude de tensao Vz = RI,

1 | . T
VC = 5/]o€thdt = VC = —Z.Eloewx (18)

Com amplitude de tensdo Vo = L=
VL = jwLI,e™" (19)

Com amplitude de tensao V;, = wLl,

A voltagem indutiva é adiantada 7 em relagao a corrente e a voltagem capacitiva é

atrasada 7 em relagdao a corrente.

Por analogia a lei de Ohm, definimos as seguintes grandezas:

Reatancia Indutiva X L
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Reatancia Capacitiva X

- 1

Xco = o (21)

Agora, usando o conceito de circiuto equivalente (figura 2), podemos definir outras gran-

dezas.

Figura 2: Circuito Equivalente
RLC

z

Fonte: Autoria Propria.

Considerando que:

V.=Va+ Vo + Vo= (22)
V. =RI+iX,I+ (—i) Xcl = (23)
V.= [R+i(X: - Xo) 1 (24)

Sendo I = I,e™' | vamos considerar a amplitude de tensao

V.,=[R+i(X,— X)L, (25)

Definimos assim, a impedancia do sistema como sendo:

Z=R+i(X, - X¢) (26)

Os circuitos RLC possuem além das resisténcias oferecidas pelo resistor Vg, a reatancia

indutiva X, e reatancia capacitiva X, que sao as formas de oposicao a passagem de corrente
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oferecida pelos indutor Vy, e capacitor C, tem a impedancia Z, que em um circuito, é a
combinacao da resisténcia oferecida pelos resistores (parte real) com as resisténcias oferecidas
pelos indutores e capacitores (parte imaginaria) representada como ntiimero complexo.
Quando a reatancia indutiva X é positiva, se X¢ é negativa tem-se entao uma rea-
tancia capacitiva. A impedancia pode ser expressa nas formas retangular e polar, sao elas
respectivamente (ALEXANDE; SADIKU, 2003):
O modulo de Z

1Z] = VR2 + X2 (27)

A fase da voltagem equivalente V,

X
0 = tg— 28
arc gR (28)

onde, X = XL _XC

A resisténcia R e a reatancia X podem ser expressas em funcao do médulo da impedéncia

através de:
R =1Z|cos® (29)
e
X = |Z|send (30)
Logo,
V., =2ZI (31)

Vamos colocar a amplitude de V, e Z em modulo, logo:

Vol = \/R2 +(Xp - X)L, = (32)
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(33)

Ao analisarmos a equacao (33), observamos que a corrente I, do sistema serd méxima
quando a impedancia Z for minima. A condicdo necessaria para que a impedancia Z seja
minina é que a reatancia capacitiva X de um circuito se torne igual a reatancia indutiva

X1, logo:

1
X, —Xe=0=X,=Xg=wlL=— (34)
wC

Nesse caso, quando fazemos X; = X definimos a frequéncia de ressonancia

a_ L
LC

w

(35)

Que ocorre quando as reatancias se cancelam entre si e a impendancia do circuito se
torna a resistencia, a qual é um valor muito pequeno. A ressonancia é responsavel por

sobrecorrentes que danificam os capacitores e os demais componentes do circuito.

Figura 3: Repesentagao no plano complexo
Im 4 'I,A'.

Re

A
I.',: T

Fonte: Autoria Propria.

Na analise do gréfico, os fasores giram no sentido anti-horario com velocidade angular w.
Se multiplicarmos o niimero complexo por i, isto significa adiantar o fasor por 90°, enquanto
se multiplicarmos por —i estd atrasando. O fasor Vi 6 a diferenca de potencial no resistor e
estd em fase com a corrente I, Ve éa diferenca de potencial do capacitor, que esta atrasada

90° em relagao a corrente I, e Vi, éa diferenca de potencial do indutor, que esta adiantada em
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relagdo a corrente I,. A agdo conjunta da resisténcia e das reatancias se combinam gerando

a impedancia.

2.2 Modelo Vibratorio Massa-Mola: Oscilador Harmoénico Amorte-

cido Sujeito a uma Forga Externa Peri6tica

Figura 4: Oscilador Harmonico Forca

¥y A
9
1%
“—p
Jon= -k (-0
:

Fonte: Autoria Propria.

Vamos tratar nesta secao do problema do oscilador mecanico amortecido sujeito a uma
forca externa senoidal. Mostraremos que o tratamento matematico deste oscilador é idén-
tico ao feito anteriomente no circuito RLC de correntes alternadas. Antes de iniciarmos o
problema, vamos fazer algumas consideracoes acerca do oscilador harmonico for¢gado - OHF

Seja o seguinte problema: um corpo de massa m, preso a uma mola de constante elastica
k, sob atrito e sujeito a uma forca externa variavel ﬁ(t), tem seu movimento descrito pela

segunda lei de Newton, como mostra a figura (4):

Z F =ma (36)

temos que:

F=—yv—kx+ F(t) (37)

onde:

—~v é a forca de atrito,
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—kx é a forca da mola,
F(t) é a forca externa.

Com a mudanca das variaveis,

o= =i (38)
dr .

substituindo as equagoes (36), (38) e (39) na equagdo (37), podemos reescrevé-la como:

Az dx

—_— — + k= F(t 4

mE 2 432 4 ke = P (10)
ou

mi + & + kx = F(t) (41)

Dividindo toda a equacao (41) por m temos:

k F(t
P DL i V) (42)

m m m

definimos a grandeza
k
2

= = 43
W= (13)

W= \/g (44)

que é a frequéncia angular natural do sistema.

Considerando também,

.
2b = — 45
. (45)

que esta associada ao termo de amorteciemento.
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Com as defini¢oes das equagoes (43) e (45), podemos reescrever a equagao (42) da seguinte
forma:
F(t)

i+ 2bd + wir = —= (46)
m

Como nosso interesse é tratar do modelo vibratério massa-mola, oscilador harmoénico
amortecido sujeito a uma forca externa peridédica, vamos considerar que a forca externa que

atua nesse sistema seja periddica no tempo variando da seguinte maneira:

F... = Focos(wt) (47)

Neste caso, a equacao (46) que representa o oscilador harmonico amortecido sujeito a

uma forca externa periodica é escrita como:

F,cos(wt)
m

i+ 203 + win = (48)

A equacao (48) é idéntica a do oscilador elétrico, e todo tratamento que fizemos anteri-
ormente na equacgao do oscilador elétrico pode ser feito na equacao do oscilador mecanico.

Com tudo definido, podemos encontar a solu¢ao particular da equagao (48), que sera a
solucao estacionaria em contraposicao a solucao da equagao homogénea, que vai ser umas das
solucoes encontradas no caso do oscilador harménico amortecido, onde todas essas solucoes
tendem a zero se esperarmos um tempo longo suficiente, ou seja, sao solugoes transientes.
Por isso, o que nos interessa é apenas a solucao particular do oscilador harmonico amortecido
forcado. Para definirmos essa solucao, temos duas hipoteses:

1% - mantendo todo o trabalho restrito a ntimeros reais podemos achar a solucao para esse

problema se;

z(t) = Acos@t¥) (49)

Onde A esta em fungao de w quando @ esta em funcao de w, que vai depender da frequéncia
da forca exterena.

22 - corresponde a definir
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2(t) = z(t) +iy(t) (50)
f) = f(t) +ifm(t) (51)

ao fazer isso e dizer que
Z420F +wiz = % (52)

Achando a solucao da equagao (52), a parte real vai ser a solu¢do que interessa. Isso

implica que:

i+ 2bi + wir = Fit) (53)
m

ml(t
i+ 20y + wiy = ﬁT() (54)

As duas equacoes tem que ser validas se a equacao vale pra z. Escolhendo uma funcao

f(t) simples, onde:

F(&): f(t) = Foe™* (55)

Nesse caso, na equagao (55) a parte real da func¢do é f(t), e portanto a gente tem exata-

mente a mesma equagao, podendo assim, buscar uma uma solucao tentativa,

f(z) = zoe™* (56)

Se derivarmos a equagdo (56), temos:

Z = 1wz (57)



Logo nossa equagcao se torna:

(—w? + iw2b + w?) z,e™t = et
m

Sabendo que sempre a ™! # 0, logo a equagao (59) fica:

Fy
m[(w? — w?) 4+ 120 + w]

S —

Zo =

Considerando que qualquer nimero complexo pode ser escrito como Ae™?
Onde:

A é a amplitude,

e¥ ¢ a fase.

Podemos determinar a amplitude a partir de:

20 = Ae'? = 2zp.25 = Ae'¥ Ae”

ou seja,

A? = ‘20‘2 =

F2
A2 — 0
m2[(wg — w?)? + (2b)? + w?
Agora definindo
F,
Alw) = °

ml(ef — )2 + (20 + 7]}
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(58)

(59)

(60)

(62)

(63)

(64)

Temos também que determinar ¢. Sabemos que a fase de um ntimero complexo qualquer

é igual a:
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Considerando o caso zg. Equagao (59), temos que:

Fy
20 = —— (66)
mzq
a0 mesmo tempo é,
Fy
20 = e (67)
m|z|
Logo,
= |z |e™ 68
2 = |ze (68)
Se eu escrever z; no numerador, €' no denominador é a mesmo caso que e . Isso

implica que ¢ = —0,.

Entao:

o= g (Qb_‘d) (69)

Wi — w?

Onde, pela equagao (66), definimos w? — w? como sendo a parte real da equagao e 2bw
sendo a parte imaginaria. A partir desses defini¢goes resolvemos o problema inteiro, pois se
acharmos A, consequentimente acharemos .

Agora podemos examinar o que acontece com a ressonancia: w — wy

Na primeira condi¢do vamos considerar a vizinhanga, onde |wy — w| << wy. Na segunda
condigao vamos considerar o caso de amortecimento muito fraco, 2b << wy.

2= (w4 w).(wp — w) = 2wy(wyg — 7). Como w é

Fazendo algumas aproximagoes, wp — w
muito proximo de wy, aproxima-se wg + w por 2wy. Fazendo também 2bvy aproximado a 2by,

podemos agora fazer algumas substitui¢bes. Na equagao (63), temos:

F F§

=
m2[(dwg(wo — w)? + (26)23]  4mPuw|(wo — w)? + L]

A(w)

1%
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Fazendo também para a equagao (69):

= ] = [l "

De acordo com as defini¢oes anteriores, percebemos que estamos proximos da expressao
do oscilador hamonico for¢ado, pois estamos considerando que o oscilador é forcado com
amortecimento muito fraco. Estamos analisando o comportamento préximo a ressonancia
em que o oscilador forcado sem amortecimento tinha a divergéncia em que A — 0o0; no caso
do oscilador com amortecimento fraco, A nao tende mais ao infinito. Com isso observamos

que a amplitude tem um valor maximo, igualando w a wy. Aplicando na equagao (70), temos:

Fy
m2wg 2b?

A2 (w) =

max

(72)

2.3 Associacao entre os sistemas

Considerando as subsecoes acima, vamos comparar a equac¢ao (10) que representa o cir-
cuito RLC em série com a equagao (48) que representa o modelo vibratério massa-mola:
oscilador harménico amortecido sujeito a uma forca externa periddica.

Com base nas carateristicas fisicas dos termos que aparecem nas equacoes acima, podemos

: e . dg
fazer a analogia entre eles. Tal que, a carga ¢ corresponde & posicao T, enquanto i = o esta

. : _ dr . : : .

associada a velocidade v = e a resisténcia R do resistor é representado pelo atrito v, o papel
inercial da massa m, ou seja, a resisténcia do corpo em mudar seu movimento, corresponde
& indutancia L do indutor, que se opoe as variacoes na corrente, a forca externa ﬁ(t) esta
associada a V' (t) que tem o papel de sistema restaurador, onde acontece o armazenamento
de energia potencial, ¢ exercido pela mola no sistema mecanico e pelo capacitor no sistema
elétrico, no entanto, a constante da mola k estd associado ao inverso da capacitancia C' do
capacitor.

Analisando as equagoes (35) e (34), definimos w = \/% que é a frequéncia angular do
oscilador elétrico e w = \/% que é a frequéncia angular do oscilador mecanico, relacionando

também o termo 20 = % que estd associado ao termo de amortecimento 20 = L. Esquema-

ticamente temos:
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Tabela 1: Tabela representando a analogia entre a matemética do oscilador elétrico e o

oscilador mecanico.
Oscilador Elétrico | Oscilador Mecanico
q T
. dg L dr
1 = — vV = —
dt dt
R g
L m
V() F(t)
1
k o
w = % w = @/%
2 = % 2 =2

Logo, podemos observar que as duas equacoes apresentam a mesma estrutura matema-

tica, apesar de representarem sistemas fisicos diferentes.

3 CONCLUSAO

Neste trabalho, demostramos a analogia do procedimento matematico entre o oscilador
elétrico, representado pelo circuito RLC em série através do método de fasores e o oscilador

mecéanico, representado pelo modelo vibratério massa-mola, fazendo uma correspondéncia

direta entre os termos desses dois sistemas.
Apobs o estudo dos conceitos matematicos desses sistemas distintos e estabelecer certas

caracteristicas comuns entre eles, constatamos que a estrutura matemaética das equacoes

desses sistemas é a mesma e, que somente a nomenclatura e interpretagao fisica dos termos

sao diferentes.
O desenvolvimento deste trabalho foi de importante relevancia para mostrar que uma
tnica equacao pode servir como modelo matemético para muitos fenomenos fisicos diferentes.

O que facilita a resolucao de alguns problemas estudados nao s6 na area de Fisica, mas em

outras.
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