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RESUMO

Grande parte dos avangos na ciéncia ocorreu devido as investigacdes de sistemas néo-lineares,
pois a maioria dos fenbmenos sdo descritos a partir desses sistemas. No caso dos fenémenos
fisicos, temos algumas equacBes com solucdo tipo Soliton: a equacdo Korteweg de Vries -
KdV, que aparece em Varios contextos da fisica; a equacdo modificada da KdV - mKdV e a
Equacéo de Gardner, que tem uma vasta aplicacdo em diversos fenémenos fisicos. A busca de
uma solucdo para esta ultima durou quase meio século, pois € uma combinacdo das equacdes
KdV e mKdV, com solu¢do bastante complexa. Com isso, nos Ultimos anos, diversos autores
sugeriram varias abordagens para resolver estas equacfes ndo-lineares, e também alguns
métodos foram introduzidos para encontrar as solucdes para a Equacdo de Gardner. S&o
métodos eficientes e técnicos, mas de dificil compreensdo. Um método proposto recentemente
é bastante simples, util e direto na obtencdo de solucdo tipo Soliton para sistemas nao-
lineares: o Método de Deformacéo, que consiste em gerar novos modelos a partir do potencial
e da solugcdo de um modelo conhecido, com o auxilio de uma funcdo deformadora apropriada,
gerando solugdes analiticas sem precisar recorrer a métodos computacionais ou analise
numérica. Desse modo, o0 objetivo desse trabalho foi encontrar a solucdo para a Equacao de
Gardner utilizando o Método de Deformacdo. Para isso, foram realizadas revisoes
bibliograficas de artigos e livros que abordam o0s conceitos necessarios para 0 Seu
desenvolvimento. Em seguida, mostramos a eficacia do Método de Deformacdo aplicando-o
nas equactes KdV e mKdV e, a partir dele, foi possivel encontrarmos a solucao solitdnica da

Equacdo de Gardner de maneira simples e direta.

Palavras chave: Sistemas ndo-lineares. Equacdo de Gardner. Método de Deformacao.

Séliton.



ABSTRACT

Most of the advances in science have been due to investigations of nonlinear systems, for the
main of phenomena are taken from these systems. In the case of physical phenomena, we
have some equations with solution type soliton: the equation Korteweg de Vries - KdV, which
appears in various contexts of physics; modified KdV equation - mKdV and Gardner
equation, which has wide application in various physical phenomena. The search for a
solution to the latter lasted almost half a century, because it is a combination of the equations
KdV and KdV, with a very complex solution. Thus, in recent years, several authors have
suggested various approaches to solve these nonlinear equations, and also some methods were
introduced to find the solutions to the Gardner equation. They are efficient and technical
methods, but difficult to understand. A recently proposed method is quite simple, useful and
straightforward in obtaining soliton-type solution for nonlinear systems: The Deformation
Method, which consists in generating new models from the potential and solution of a known
model, with the aid of an appropriate deforming function, generating analytical solutions
without resorting to computational methods or numerical analysis. Thus, the objective of this
work was to find the solution to the Gardner equation using the Deformation Method. For
this, bibliographic reviews of articles and books were carried out that address the concepts
necessary for its development. We then show the effectiveness of the Deformation Method by
applying it to the equations KdV and mKdV, and from this method it was possible to find the

solitonic solution of the Gardner equation simply and directly.

Keywords: Nonlinear systems. Gardner Equation. Deformation Method. Soliton.
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1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, grande parte dos avancos na ciéncia ocorreu devido as
investigacGes de sistemas ndo-lineares. Isto estd relacionado ao fato que maioria dos
fendmenos fisicos, quimicos e bioldgicos sdo descritos a partir de sistemas ndo-lineares.

No caso dos fenbmenos fisicos, podemos destacar algumas equacfes que possuem
solucdo tipo Soliton: a equacdo Korteweg de Vries - KdV, que aparece em varios contextos da
fisica, sendo uma das mais importantes da teoria ndo-linear; a equacdo modificada da KdV -
mKdV e a Equagdo de Gardner, que tem uma vasta aplicacdo em diversos fenémenos fisicos,
tais como: ondas de agua em lugares rasos (WAZWAZ, 2010), ondas de agua em lugares
profundos (DAQUI9; TRIKI, 2014), em dindmica de fluidos (JAWAD, 2012), em fendmeno
de onda em plasma (HEREMAN; NUSEIR, 1997), etc.

A busca de uma solugdo para a Equacdo de Gardner durou quase meio século, isto
porque, essa equacdo é uma combinacdo que envolve a Equacdo KdV e mKdV, assim sua
solucdo é bastante complexa. Com isso, nos Gltimos anos, diversos autores sugeriram varias
abordagens para resolver estas equagdes ndo-lineares, entre elas podemos destacar o Método
de Hirota, o Método da Tangente hiperbdlica, 0 método do seno e cosseno, entre outros.
Dentro desse contexto, alguns métodos foram introduzidos para encontrar as soluces da
Equacdo de Gardner. S8o métodos eficientes e técnicos, mas de dificil compreensao.

Um método proposto recentemente € bastante simples, atil e direto na obtencdo de
solugdo tipo Sdliton para sistemas ndo-lineares: o Método de Deformagdo (SILVA, 2008).
Esse método tem gerado muitos resultados satisfatérios na busca de solucGes analiticas tipo
Solitons para sistemas ndo-lineares como KdV, mKdV e Boussinesq, pois ele consiste em
gerar novos modelos a partir do potencial e da solugdo de um modelo conhecido, com o
auxilio de uma funcdo deformadora apropriada, gerando solucdes analiticas sem precisar
recorrer a métodos computacionais ou analise numeérica.

Desse modo, neste trabalho, mostramos a eficicia do Método de Deformagdo e, a
partir dele, encontramos a solucdo soliténica para a Equagdo de Gardner. Para isso, 0 método
foi aplicado para encontrar as solucbes das equacdes KdV e mKdV, como feito por Silva
(2008), assim, foi possivel verificar como o método torna a resolucdo dessas equacdes mais
simples. Em seguida, o método foi utilizado para encontrar a solugdo da Equacéo de Gardner

de maneira simples e direta.



2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Os sistemas ndo-lineares descrevem grande parte dos fenémenos quimicos, fisicos e
biologicos. “Os sistemas nao-lineares apresentam uma descricdo mais realista dos fenémenos
naturais do que os sistemas lineares” (SAVI, 2006, p. 25). Essas néo-linearidades podem ser

geomeétricas ou fisicas e estdo associadas ao movimento e comportamento de um sistema.

Sabe-se que as equacOes diferenciais podem ser divididas entre as EquacOes
Diferenciais Parciais (EDP’s), que possuem caracteristicas espaco-temporais de um sistema, e
as Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO’s), que descrevem as caracteristicas temporais de
um sistema. Desse modo, muitos sistemas fisicos ndo-lineares sao descritos por EDP’s.

Savi (2006) cita o Sistema de Duffing, o Sistema de Van der Pol, o Sistema com
Memoria de Forma, o Sistema N&o-Suave e o0 Sistema de Lorentz, como exemplos desses
sistemas ndo-lineares descritos por EDP’s. A importancia da ndo-linearidade surge desde a

equacdo de Navier-Stokes e tem uma aplicacdo muito ampla na érea da fisica:

Naturalmente a importancia da ndo-linearidade comeca com a equacéo de Navier-
Stokes e passando para as teorias da gravitacdo e dos campos quantizados, com
aplicacbes em fisica nuclear e em fisica de particulas, embora o tratamento destes
efeitos fossem muito dificeis, exceto como perturbagdes da solucdo bésica da teoria
linear. (SILVA, 2008, p. 19)

Ainda, segundo Silva (2008), as ndo-linearidades podem resultar em novos
fendmenos, o0s quais ndo podem ser obtidos via teoria da perturbacdo: como no caso das ondas

tipo Soliton.

2.1 Solitons e Ondas solitarias

Em agosto de 1834, um engenheiro escocés J. S. Russel observava um barco sendo
puxado por dois cavalos, um em cada margem do canal de Edimburgo, quando, de repente, a

embarcacao parou. O que aconteceu com a massa de agua, deixou Russel curioso:

A massa d’agua que esta arrastava, no entanto, continuou, foi perseguida a galope,
com velociddade constante de cerca de quinze quildmetros por hora, por mais de trés
quilémetros. O interesse de Russel nesta estranha onda que ndo se deformara por
uma razoavel distancia ndo se esgotou nesse dia. [...] Com uma série de
experimentos descobriu também uma interessante relagdo entre a altura da onda a
(em relagdo ao nivel de repouso da agua), chamada de amplitude, em um canal de
profundidade h, e sua velocidade de propagacdo ¢ (CHALUB; ZUBELLI, 2001).

A equacdo proposta por Russel para descrever essas ondas era da forma:



c? =g(h+a) (1)

onde g ¢ a aceleracdo da gravidade. Pela expressdo de Russel podemos observar que, quanto
maior for sua amplitude maior sera sua velocidade de propagacao.

Dessa forma, Russel descobriu e estudou as ondas solitarias. Porém, a equacéo
proposta por Russel, de acordo com Chalub e Zubelli (2001), estava em contradi¢do a outra
encontrada por argumentos puramente teoricos por Airy. Assim, Lord Rayleigh e Boussinesq
tentaram resolver de uma vez por todas o problema, o que s6 veio a ocorrer, de fato, em 1895,

com o trabalho de Korteweg e de Vries.

Do ponto de vista matematico, as ondas solitarias podem ser classificadas como:
Solucdes especiais de certas equacGes em Derivadas Parciais (EDPs), que surgem de
um balango perfeito entre efeitos lineares dispersivos, e efeitos ndo-lineares; o que
permite a propagacéo néo dispersiva de perturbagdes localizadas de energia, atraves
de meios continuos sem modificar seu perfil (SILVA, 2008, p. 19).

Silva (2008), ainda cita que, no caso em que essas (EDP’s) forem completamente
integraveis, estas solucdes sdo conhecidas como Solitons e apresentam a importante
caracteristica de serem solu¢des nao perturbativas (ndo podem ser obtidas por perturbacéo).

“Soliton € 0 nome dado a certos tipos de fendmenos ondulatérios ndo lineares e
altamente estaveis, também chamados de ondas solitarias” (CARDOSO JUNIOR, 1980, p.
696).

Segundo Chalub e Zubelli (2001), a palavra Soéliton foi cunhada por M. Krustal ao
estudar solucdes periodicas da KdV. Com esse termo, fundiu-se o conceito de onda solitaria
com a terminacdo on - particula. Dessa forma, muitas definicbes podem ser formuladas para
Sélitons, como a solugdo de uma EDP ndo-linear que representa uma onda de forma
permanente, é localizada e mantém sua identidade.

Os Solitons ainda podem ser classificados a partir dos seguintes pontos de vista:

Do ponto de vista fisico, sélitons representam fendmenos que possuem
caracteristicas de serem ndo-lineares, localizados e interagem fortemente mantendo
sua identidade. Esses s6litons sdo ondas solitarias em forma de pulsos que se
deslocam de um local para outro com velocidade constante sem perder energia, e
conserva seu formato quando interagem com outro soliton, possuindo também
comportamento de particula. Do ponto de vista matematico, solitons séo solugdes de
uma classe de equacgdes diferenciais ndo-lineares, cujo interesse se deve ao fato de
muitos sistemas fisicos complexos, poderem ser aproximadamente descritos por
estas equacdes, e principalmente pelo fato de, apesar de serem ndo-lineares,
possuirem soluc@es analiticas (SILVA, 2018, p. 3)
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Chalub e Zubelli (2001) apontam que, além das ondas em canais rasos, ja citadas,
muitos outros Sdlitons podem ser observados diretamente na natureza. Um exemplo
particularmente grandioso € o da pororoca, no Rio Amazonas, que ocorre quando, devido a
peculiaridades com a maré, a agua do mar invade o rio, se propagando por alguns quildmetros
foz adentro. Um exemplo em biofisica é dado pela propagacéo do pulso: a batida do coragéo

propaga-se podendo ser sentida a distancia, no punho ou no pescoco, por exemplo.

Alguns exemplos de equacBes que admitem solucéo tipo Soliton, sdo as equacdes KdV

e mKdV e a Equacgéo de Gardner.
2.2 Equacdes com solucdo tipo Séliton
2.2.1 A equacéo de Korteweg e de Vries — KdV e a equacdo modificada da KdV — mKdV

A Equacdo KdV recebe esse nome em homenagem aos dois estudiosos que a
deduziram: Korteweg e de Vries. Segundo Chalub e Zubelli (2001), foi escrita originalmente
para modelar a propagagdo de uma onda longa (amplitude muito menor que seu comprimento)
em um canal raso. Foi deduzida pela dupla tomando a equacdo basica de dinamica de fluidos,
a equacdo de Navier-Stokes, e considerando uma expansao perturbativa para a propagacao de
uma onda com as caracteristicas descritas acima.

Em primeira aproximacdo, encontra-se uma equacdo de onda unidirecional, onde as

perturbacdes se propagam com velocidade constante ¢, dada por
S 2)

Em segunda aproximacgdo, em um referencial que se move paralelo a propagacéo da

onda, a equacao encontrada é:

du N 3¢ du N ch® 8% _0 (3)
at ' 2h "ox 6 ax°
onde u é a elevagdo da agua, x, posicéo, e t, tempo, obtidos por um observador em movimento

A1 8% . ~ . . .
e 0s termos ua—“ e ﬁ descrevem respectivamente a ndo linearidade. Fazendo as devidas
X

transformacdes, a Equagdo KdV fica escrita da seguinte forma:
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du du d'u (4)
—+o6u—+ =

—=0
at dx  dx*

ou ainda
u, +6uu,+u,,, =0

A equacdo modificada da KdV conhecida como Equagdo mKdV, é aplicada em
diversas areas da fisica:

Ela aparece no contexto das ondas eletromagnéticas, em filmes de tamanho
quantizado, em colisdes de plasmas, em redes de fénons harmdnicos. Também
encontramos aplica¢fes da mKdV em interfaces de ondas entre dois liquidos com
profundidades variando gradualmente, em linhas de transmissdo, em barreira de
Schottky, em ions (sélitons) acUsticos, média elastica e por fim é aplicada também
em problemas de fluxo de traficos (SILVA, 2008, p. 34).

Esta equacédo possui o formato:

du ,0u  d%u (5)
— —6u"—+ =

—— =0
ot dx odx?

ou ainda
u, — Euzux +u,,., =0.

Tanto a equacdo KdV quanto a mKdV, como cita Silva (2008), admitem solugdo do

tipo onda viajante, na forma
u(x,t) = u(z) = u(kx — wt) (6)

e suas solucdes tipo onda solitéria, o Soliton da equacdo KdV e o Séliton da equacdo mKdV,

quando ¢>0, serdo, respectivamente:

u(x,t) = Asech®(kx — wt) (7)

u(x,t) = thtanh(kx — wt) (8)

2.2.2 A Equacéo de Gardner e suas aplicac6es

A Equacdo de Gardner possui a seguinte forma
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dv 6(b2 + a? :]E‘v_i_ﬂav_ﬂ 9
ot e ey Tax

Como cita Silva (2018), essa equac¢do é chamada equacdo combinada da KdV-mKdV,
pois quando (a = 0) reproduzimos a Equagédo KdV, e quando (b = 0) reproduzimos a Equagao
mKdV. E uma equagio que tem uma vasta aplicacdo em diversos fendmenos fisicos, tais
como: ondas de agua em lugares rasos (WAZWAZ, 2010), ondas de agua em lugares
profundos (DAOUI; TRIKI, 2014), em dindmica de fluidos (JAWAD, 2012) e em fenémeno
de onda em plasma (HEREMAN; NUSEIR, 1997).

A busca pela solucdo da Equacdo de Gardner durou bastante tempo devido a sua
complexidade. Desse modo, como cita Silva (2018), varios métodos ja foram introduzidos
para encontrar suas solucdes, tais como: o Método da Expansdo (G'/G) (DARVISHI et al,
2012), o Método da Tangente (WAZWAZ, 2005), o Método em termo de Kink (WAZWAZ,
2007) e, ainda, alguns cientistas utilizam funcBes trigonométricas hiperbdlicas
(TAGHIZADE; NEIRAMEH, 2010) com a finalidade de amenizar as dificuldades para
encontrar tais solugdes. Evidentemente, outros métodos tambeém sdo utilizados. Todos eles
sdo métodos indiretos, eficientes, técnicos, mas de dificil compreenséo.

3 O METODO DE DEFORMAGCAO

O Método de Deformacédo (SILVA, 2008) tem sido utilizado para encontrar solugdes
analiticas tipo Sélitons para sistemas ndo-lineares do tipo KdV, mKdV, pKdV, Boussinesq
etc. Esse método € bastante simples, til e direto na obtencdo de solucdo tipo Soliton para
sistemas ndo-lineares a partir de uma equacao linear. Assim, o0 Método de Deformagéo, como
citam Souza e Rodrigues (2019), consiste em gerar novos modelos a partir do potencial e da
solucdo de um modelo conhecido, com o auxilio de uma funcdo deformadora apropriada,
gerando solugdes analiticas sem precisar recorrer a métodos computacionais ou anélise
numérica.

Tendo em vista que as equacOes a serem deformadas possuem um potencial associado
a elas, utilizando uma funcdo deformadora apropriada, sera possivel construir um novo
potencial associado para cada uma dessas EquacOes. Se esse novo potencial associado for
semelhante ao potencial associado visto anteriormente, isso significa que a funcao

deformadora utilizada foi apropriada. Sendo apropriada, basta tomar a inversa dessa funcéo
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deformadora, para encontrar a solugéo Solitdnica da Equacdo que deformamos. A construgédo
do modelo desse novo potencial associado, pode ser visto em seguida.

Como mostra Silva (2008), considerando a equacdo hamiltoniana em terceira ordem
nas derivadas espaciais na seguinte forma:

(10)
u, + (f(1)e +atty, =0,

onde o ¢ uma constante ¢ a fungdo f(u) € um mondmio da variavel dindmica u(x,t) que,
dependendo da sua formacéo, é linear ou ndo-linear.

Assumindo que a Equacéo (10) admite solugdo do tipo ondas viajantes, como mostra a

Equacéo (6), no caso da equacdo KdV, f(u) = 3u® e a =1, teremos:

au,... + [f(u)]. —%ux =0, (11)
que integrando, resulta em:
(12)
1
U, = Eu ——f(u) + 8 =V"(u),
ek i
onde B é uma constante de integracao e V’(u) é dado por:
(13)
dV (u)
V'(u) = :
() el

e é denominado, em Teoria de Campos, como Potencial.
Supomos a seguir que exista outro sistema dindmico em terceira ordem na variavel
dindmica v e que o interesse é determinar sua solucéo tipo ondas viajantes na forma:
(14)
vix, t) = v(kx — wt).
Semelhante as Equacdes (12) e (13), consideramos que o novo sistema dindmico

admita solucéo tipo ondas viajantes. Assim, sua equacao em segunda ordem produz:

_ dv (v)

- (15)

v, = V(v)
Considerando:

u = g(v), (16)
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0 potencial associado para 0 novo modelo sera:

-~ Vig(v)]

Viv)=——= 17

(v) st a7)
dv

Explicitamente, a Equacdo (16) é obtida partindo da equacdo de 22 ordem, Equacéo

(12), e multiplicando pelo fator integrante (du /dx), temos:

a E(E) _w (18)
dx |2 \dx dx
que, integrando, resulta em:
di —_—
e +/ 2V (u). (19)

Analogamente, para o segundo modelo, visto na equacdo (15), quando multiplicado

pelo fator integrante (dv/dx), temos

=+ [20() (20)
dx NN
Derivando Equacéo (16), temos:
du dgdv )
dx  dvdx (21)
Substituindo as Equacdes (19) e (20) na Equacéo (21), temos:
—— [ dg
+,/2V(u) = idzl"[u]d— (22)
)

e, finalmente, tomando o quadrado de ambos os lados da Equagéo (22) obtemos a Equagéo
(17). Desse modo, comparando os dois sistemas dindmicos, se existir uma solucéo tipo onda
viajante para o primeiro sistema dindmico, entdo também havera uma solugdo tipo ondas

viajantes para o segundo:
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v(x, t) = vikx — wt) = g~ ul(kx — wt)]. (23)

3.1 Solucionando a Equagéo KdV

3.1.1 Solucéo da Equacao KdV pelo método usual

Como visto, a equacdo KdV possui o formato:

u, +6un, +u,. =0, (24)
onde
du du
Uy = o= e Uy =

Podemos perceber que equacdo KdV, Equacdo (24) possui um termo ndo-linear (6uuy)

e um termo dispersivo (Ux). Além disso, admite solucdo do tipo onda viajante na forma:

u(x,t) = u(z) = u(kx — wt) (25)
onde z = kx — wt.
Assim, escrevendo a Equagdo (24) em fungdo da sua solugdo u(x,t) = wu(z), temos

kiu,.. — wu, + 6kuu, =0 (26)

A equacéo acima pode ser escrita como

ku___+ 6uu_ — fug = 0. (27)

ZEZZ

Integrando a EDO em relagdo a variavel z, ficamos com

(28)

w 2
= Vu)=—u"—u"+Au+B

L2 W 30+ A = dV ()
U, = —u—3u = ™

=k du



16

onde é denominado por conveniéncia V () por “Potencial Associado”, ja que néo se trata do
potencial do sistema no sentido usual, e sim de uma definicdo advinda dos estudos da Teoria
de Campos. A é uma constante de integrag&o.

Multiplicando a Equagéo (28) pelo fator integrante (du/dz), ficamos com:
dV (u) (29)

u,_,
du %

ku_u, =

onde o potencial ¥ (u) associado a KdV é dado pela relagéo:

dv . 30
,;{»Ejtj = %u — 3u- + 4, (30)

d [1[fauy?
A=0eu_u, = = [;(d—"!) ]
Z L= =

Assim, da Equacdo (29) ficamos com:
d |1 (du) v jd'u, (31)
dz 12 \d= ) .

Integrando a Equacdo (31), obtemos:

1 (32)

Apos substituir vV (u) dada pela Equagéo (30) na Equacdo (32), temos:

+u = 5 (33)
u: =+ 0% .

Integrando a Equacéo (33), chamando u_ = —%csechfa e sendo ¢ = f podemos

escrever

1

(34)

]

u(z) = —secf [¢%(%—xﬂ)],
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onde x, e um deslocamento de fase que indica a posi¢cdo da onda no instante t = 0. Se

fizermosx =0emt=0,tomando 4 == ek = ﬁ a Equacéo (34) produz:

u(z) = Asech®(kx — wt), (35)
onde w = 4k* é a frequéncia angular. A solucédo acima do tipo onda solitéria, é o Séliton da
equacdo KdV que so existe se ¢ > 0.

3.1.2 Solucdo da Equacao KdV pelo Método de Deformagéo

Da Equagéo (10), assumimos que f(x) = 0 e @ = 1. Desse modo, temos

u, fu,,. =0, (36)

gue € uma equacdo linear de 32 ordem e possui solucdo do tipo onda viajante na forma

u(x,t) =u(z) = Acos(kx — wt), (37)

com w = k? e amplitude A sendo uma constante arbitraria.

Assim, a Equacéo (36):

du 2 d3u
U W U =K (38)
Substituindo a Equacéo (38) na Equacdo (36), temos que:

diu N wdu 0 (39)

dx® ' kdx

e, integrando a Equacéo (39), obtemos:

dv 40
u,, = () = —EIL—I-,B. (40)

e du k
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Assim, integrando (40) e considerando # = 0, encontramos o Potencial associado a

equacdo linear (36), que é dado por

w,
Viu) = T + ¥y,

onde ¥ é uma constante de integracdo no potencial.

(41)

Por outro lado, queremos obter a solucdo ndo usual da equagédo KdV, Equagéo (24):

v, + 6vv, + v, =0,
cuja forma é dada por:

v(x, t) = v(kx — wt)
e possui solugéo da forma:

vix, t) = Asech® (kx — wt),

onde A = 2k® e w = 4k*.
Em t = 0, a solucdo da Equacéo (42) fica:
v = 2k*sech®(kx),

que pode ser reescrita como:

—

1
kx = arcsech |I —,
N2k*

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

Substituindo a Equacédo (46) na Equacdo (37) com t = 0, e da Equacdo (16), temos

que:

—

u(x) = g(v) = Acos (a’rcsechdlz

Logo, a funcdo deformadora sera da forma:

(47)
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g(v) = Acos

( [ )l (48)
arcsech| [——||.
N2k*

A equacgdo KdV que queremos obter por deformacdo possui a seguinte equacdo de 22

ordem:
v _ ﬁ (49)
dx v
onde V(v) é o potencial associado do modelo deformado:
- Viu — g(v)]
V() = — (50)
[o"(v)]?
Assim, integrando a EDO separavel, Equacgdo (49), temos que:
J‘ oV = d*v p (51)
= d:x L']’
mas da Equacdo (40) temos que % = —fu que, com a relacdo da Equacdo (16), se torna

T .- ~
% =— f g(v). Desse modo, resolvendo a integral e substituindo na Equacéao (50), obtemos

5 (o) —%H(iﬂ]: TV (52)
V) = =T

que ¢ o potencial associado ao modelo deformado.
Tomando @ = k* e g(v) dado na Equacédo (48), substituindo-os na Equacdo (52),

temos:

<]

k* 2 2 |
) —?}1 COS [a’r‘csech (wlzk:) +vy
V(p): -_ ¥ (53)

a o I
i arcsech J3%?

Acos

que nos leva a:
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—k:'q: cos® |arcsech |V
4 7 wlzkf

Alsen® |arcsech | 553
2k*- 24 _Y_
v v (1 zkf)

V(v)=

e, em seguida, a:

I_)]} (2k*v® —v?)

—kzﬂ: cos® |arcsech| | d
4 2 ‘\JZ.{{:

k=A 2 I |'Z . %)
7 sen” [arcsech | 57

. Kta® . . R ~
Considerando a constante y = ——, chegamos ao potencial associado a equagéo KdV,

V(v) =

obtido pelo Método de Deformacéo:

V(v) = 2k%v? — v (56)

Comparando as Equagdes (28) e (56), notamos que se:

A=B=0ew=4k? (57)

reproduzimos a forma do potencial associado a Equacdo KdV, que tem sua solucdo obtida

tomando a inversa, como descrito na Equacéo (23). Assim, obtemos:

v(x, t) = g Hulkx —wt)] = 2k®sech®[k(x — 4k*1)]. (58)

Sendo 4 = 2k% e w = 4k?3, temos:

v(x,t) = Asech® (kx — wt), (59)

que € o Soliton da Equacao KdV obtido pelo Método de Deformagéo.

3.2 Solucionando a Equagéo mKdV

3.2.1 Solugéo da Equacdo mKdV pelo método usual
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Como visto, a equagdo mKdV possui o formato:

u, —6u u, +u_, =0 (60)
onde:
u, = a—u e u, = a—u
t At x ax’

Admitindo que a mKdV também possui solucdo do tipo onda viajante, e escrevendo a

Equacéo (36) em funcéo da sua solugéo u(x,t) = wu(z), temos:

k*u__.— wu_ — 6ku*u_=0. (61)

A Equacdo (61) ainda pode ser escrita da forma:

kK u,., — 6uu, — Euz =0. (62)
k
Integrando a Equacdo (38) em relacdo a variavel z, ficamos com
kiu__ = %fu +2u+ 8 (63)

onde 8 é uma constante de integrag&o.

Multiplicando a Equagéo (39) pelo fator integrante (du/dz), ficamos com:

d [1/duy® £ du
12 =) == 3 —_— 64
kdzlz(dz)l (ku+2u +ﬁ)dz. (64)
Integrando a Equacdo (40), obtemos:

5 d : 5
k- (ﬁ) = %u‘ +u*+ 2Bu+yv, (65)

onde y € outra constante de integracdo. Para essa equacdo, o Potencial Associado possui a

seguinte forma:
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w ., u
V(iu) =—u" +E+ 2pu+vy.

2k

Sendoy = 0 e § = 0, a Equacéo (65) resulta em:

du _I_u |m+
e

que é uma EDO separavel, de modo que, integrando-a, produz:

Ry

_|_ =

Chamando u(z) = atanhé e resolvendo a integral, obtemos:

u(x,t) = tktanh(kx — wt),

que é a solucao tipo Séliton da equagcdo mKdV, onde w = —2k? é a frequéncia angular.

3.2.2 Solucdo da Equacdo mKdV pelo Método de Deformacéo

22

(66)

(67)

(68)

(69)

Se quisermos construir uma solucdo pelo Método de Deformacdo para a equagdo

mKdV:

v, —evv.+ v

s g

=':I_r

que tem forma:

v(x,t) = vikx — wt)

e possui solugéo da forma:

v(x, t) = ktanh(kx — wt).

Para t = 0, a solucéo da Equacao (70) fica:

(70)

(71)

(72)
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v = ktanh(kx), (73)

que pode ser reescrita como:

kx = arctanh (E) (74)

Como feito para a equagdo KdV, substituindo a Equacdo (74) na Equacdo (37) e

utilizando da relacdo dada pela Equacdo (16), temos que:

ul(x) = g(v) = Acos [m‘cmnh (E)] (75)

Logo, a funcdo deformadora sera da forma:

_ v (76)
g(v) = Acos [m‘cmnh (k)]
A Equacdo mKdV que queremos obter por deformacdo possui a seguinte equacédo de

22 ordem:

d*v _ dV

= 77
= (77)

e, verificando o processo feito da Equacdo (49) a Equacdo (52), sabemos que o potencial

associado a equacao mKdV sera também da forma:

5 (o) —%H(UJ: Ty (78)
V) = =T

Tomando w = k? e g(v) dado na Equacdo (76), substituindo-os na Equacdo (78),

temos:

_ ’%: Acos® [mﬂ ctanh (E)] -|: }” 79)

{% [ﬂcoS [m"ctfmh (Em}

V(v) =

que nos leva a:
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3 3

(B

2 tanh |+
) cos |:fIT'C ﬂﬂl{kl)] ’ (80)

L2AZsen? hiE
A“zen [arcmnt(k)]z(%‘;_k:v:_l_%})

V(v)=

e, em seguida, a:

{}-’ — k:;l: cos” [m’ctcmh (%}]}(%‘}— k*v? + %4)

: 1)
5 sen® [crrctcmh [E}]

Viv)=

2,2

. kA
Considerando a constante y = —

, chegamos ao potencial associado a equacao

Comparando as Equacdes (66) e (82), notamos que se:

}r=k74,,{?=ﬂew=—2k3, (83)

reproduzimos a forma do potencial associado a equacdo mKdV, que tem sua solucdo tipo

ondas viajantes obtida tomando a inversa, como descrito na Equacao (23). Assim, obtemos:
v(x, t) = g Hulkx — wt)] = Lktanh[k(x + k*t)], (84)

que € o Soliton da equacdo mKdV, obtido pelo Método de Deformacéo.
3.3 Encontrando a solu¢do da Equacéo de Gardner a partir do Método de Deformacgéo

Como vimos na Equacéo (9), a Equacéo de Gardner possui o formato:
v, — 6(b*v + a*v*)v, 4+ v, =0, (85)

onde a e b sdo constantes.

Admitindo que a Equacéo (85) possui solucdo do tipo ondas viajantes, na forma:

v(x, t) = v(kx — wt) = v(z), (86)
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com =z = kx — wt. Assim, substituindo a Equacdo (86) na Equacdo (85) encontramos a
equacdo em segunda ordem para a Equagéo de Gardner:
d’v w . dV(v) (87)

2 _* 3p2 2+ 24203 + A = ,
152 kv+ e+ 2a“v” + a0

-

e, integrando (87), encontramos o potencial associado para a Equacdo de Gardner, que € da

forma:

- T . 1 . - -
V(v) = ST + b'm3+£a'1ﬂ4+ﬂv + 5. (88)

onde A e B sao constantes de integracdo no potencial.

Da solucdo de Gardner, temos que

b* e (4aci — 3b%)
v(x,t) = — a2 —Ea:rctrmh c3x + 5 a7 t+cy| (89)
Considerando e¢; =k e ¢’ =w (velocidade da onda), temos a solugdo da
Equacao de Gardner:
b* k
v(x, t) = — — ——arctanh[(kx — kc't) + ], (90)
2ac a
onde w = kc'. J& para c¢; = 0, encontramos
kx— wf) = arctank | (v 2 (91)
(kx — wt) = arctanh vtz ]l

ol
com gw = —.
k

Substituindo a Equacédo (91) na Equacdo (37), com u = v, temos:

, ok _ a b* (92)
u(kx —wt) = v(kx — wt) = Acos {a’rctan [E (u + Eaf)n’

que é a Funcdo Deformadora para a Equacdo de Gardner.
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Assim, aplicando a Equacdo (92) na Equacdo (52) transformamos o potencial

associado na seguinte forma:

— kz_ A%cos® [a’rctcmh (% (v + %))l +y

S (93)
el
{d_ [ﬁlcos (m"ctcmh [
v

V(v)=

(sl

Eal =

. K2at
e, considerando y = ——, obtemos:

- 1 . . 3b* . B®  kb* k* kbt b
V[v]=icrv4+b-u + > — k= v+ — v+ —— + (94)

4q 4q* a? 2a?  4a*  32a°

que é o potencial associado ao modelo deformado para a Equacdo de Gardner.
Comparando as Equagdes (94) e (88), observamos que:

"

::lcr
] 'S

Y =aaT 2k (%)
E sobre as constantes de integracdo, temos que
. b®  k*B?
d==-— (96)
e
P k* kfb4+ bB (97)

202 4a* | 32a°

Desse modo, podemos observar que as Equacdes (94) e (88) sdo iguais, ou seja:

V'(v) = V(v). Entdo, sabemos que a funcio deformadora utilizada na Equaco (92) foi
apropriada. Assim, reproduzimos a forma do potencial associado & Equacdo de Gardner, que
tem sua solucdo tipo ondas viajantes obtida tomando a inversa, como descrito na Equagéo

(23). Assim, obtemos:

"

k
v(x,t) = g ulkx — &t)] = vi(x, t) = - tanh(kx — wt) — Sz (98)

que ¢ a solucdo solitbnica para a Equacgéo de Gardner.



27

4 METODOLOGIA

Com a finalidade de construir a solucdo para a Equacdo de Gardner utilizando o
Método de Deformacdo, foram realizadas revisGes bibliograficas de artigos e livros que
abordam os conceitos necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Nessas revisdes,
fizemos um estudo aprofundado sobre alguns temas, tais como: solugdes de equacdes
diferenciais parciais; Solitons; equacdes KdV, mKdV e de Gardner e o Método de
Deformacdo. Desse modo, o trabalho desenvolvido trata-se de uma Pesquisa Bibliografica,

que é definida como sendo:

A que se desenvolve tentando explicar um problema, utilizando o conhecimento
disponivel a partir das teorias publicadas em livros ou obras congéneres. Na
pesquisa bibliografica o investigador ira levantar o conhecimento disponivel na area,
identificando as teorias produzidas, analisando-as e avaliando sua contribuicdo para
auxiliar a compreender ou explicar o problema objeto da investigagdo (KOCHE,
2006, p.122).

Assim, a Pesquisa bibliografica ¢ “feita com intuito de levantar um conhecimento
disponivel sobre teorias, a fim de analisar, produzir ou explicar um objeto sendo investigado”
(CHIARA; KAIMEN et al., 2008 apud TYBEL, 2017).

Desta maneira, apos levantar o conhecimento disponivel na area, as equaces KdV e
mKdV foram solucionadas de maneira usual e, em seguida, verificamos como funciona o
Método de Deformacéo, aplicando-o, como exemplo, para encontrar a solucdo das equacdes
KdV e mKdV. Posteriormente, aplicamos o método para construir a solucdo solitbnica da

Equacdo de Gardner.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Verificamos que o Método de Deformacdo é eficaz para construir solucdes tipo
Soliton, pois, quando aplicado nas equacdes KdV e mKdV, chegamos a solugdes analiticas as
ja conhecidas na literatura para essas equacgdes. Basta comparar o Potencial associado a cada
uma dessas equacfes, com seus respectivos Potenciais associados obtidos pelo Método de
Deformacdo. Assim, verificamos que a Funcdo deformadora obtida foi apropriada e podemos
construir a solucdo para as equacdes partindo da inversa dessa Funcao.

Utilizando este Método, também foi possivel construir a solucdo solitbnica para
Equacdo de Gardner, que era o objetivo principal deste trabalho, partindo do Potencial
Associado e solucdo tipo onda viajante de uma equacdo linear de terceira ordem.

O método possibilitou chegar a solucdo de uma maneira simples e eficaz,
considerando que as solugbes propostas para esta equacdo requerem uso de métodos
computacionais ou técnicos e de dificil compreensdo, como muitos dos que ja foram
propostos na literatura.

Tendo em vista que a Equacdo de Gardner tem uma vasta aplicacdo em diversos
fendmenos fisicos, mas que possui uma solucdao considerada complexa, 0 método se mostra
bastante importante. Além disso, este método pode ser aplicado para solucionar equacfes de
diversos sistemas ndo-lineares, seja partindo de equacgdes lineares, como no caso deste
trabalho, ou de equag6es ndo-lineares, que sdo o0s que descrevem grande parte dos fenémenos

da natureza.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho propés construir a solucéo solitbnica da Equacdo de Gardner a partir do
Método de Deformacdo, que consiste em gerar novos modelos a partir do potencial e da
solucdo de um modelo conhecido, com o auxilio de uma funcdo deformadora apropriada,
gerando solugBes analiticas sem precisar recorrer a métodos computacionais ou analise
numerica.

Para adquirir os conhecimentos necessarios para realizar a proposta, foi necessario
realizar um estudo sobre os Sélitons e solugdes do tipo ondas viajantes em sistemas nao-
lineares, que sdo estudados rigorosamente devido a suas solugbes serem consideradas
complexas, além de um estudo aprofundado sobre a Equacdo de Gardner e o Método de
Deformacéo.

Mostramos a eficécia deste método, construindo as solucdes tipo Séliton das equacdes
KdV e mKdV a partir da solugdo simples de uma equacédo linear. Essas equacgdes possuem
solugdes conhecidas, por isso foram essenciais para mostrar que o método é simples e util, ja
que foram solucionadas de forma usual e, em seguida, pelo Método de Deformacdo. O
método foi, entdo, aplicado a Equacdo de Gardner, o que possibilitou construir sua solucéo
tipo Soliton de maneira simples e direta.

Uma outra forma de utilizar este método para encontrar a solugdo solitbnica para a
Equacdo de Gardner, pode ser partindo de uma equacdo nao-linear, como a Equacdo KdV. O

procedimento seria semelhante ao realizado neste trabalho.
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