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TEOREMA FUNDAMENTAL DO CACULO E APLICACOES

Lidiane Azevedo da Silva*
RESUMO

O presente artigo, baseado em referéncias bibliograficas, veste-se de defini¢des e resultados
essenciais a demonstracao do célebre Teorema Fundamental do Calculo e de duas de suas apli-
cacdes. Diante disso, foi enunciado e demonstrado o Teorema Fundamental do Célculo de
forma detalhada, apresentando a conexdo entre as duas bases centrais do cdlculo: a diferencia-
cdo e a integragdo, que sdo consideradas como inversas uma da outra. Em seguida dois modelos
matematicos esclarecem como o uso de tal teorema pode auxiliar na resolu¢do de problemas
em diferentes areas. Neste sentido, fez-se uma aplica¢cdo na geometria, para o célculo do com-
primento de curvas limitadas no plano, e na fisica, para a obtencdo da corrente elétrica em um

circuito RL.

Palavras-chave: Calculo diferencial e integral. Teorema Fundamental do Calculo. Aplicacdes.
ABSTRACT

Based on bibliographic references, this manuscript rely on definitions and results that are es-
sential to the demonstration of the famous Fundamental Theorem of Calculus and two of its
applications. The Fundamental Theorem of Calculus was enunciated and demonstrated in de-
tail with the presentation of the connection between two core bases of the calculation: diffe-
rentiation and integration, which are inverses of each other. Then, two mathematical models
were used to clarify how this theorem can help solving problems in different disciplines. More
specifically, one application in geometry shows how to calculate the length of curves limited in
the plane, whereas another application in physics illustrates how to quantify the electric current

in an RL circuit.

Keywords: Differential and integral calculus. Fundamental Calculus Theorem. Applications.
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1 INTRODUCAO

O Desenvolvimento da Matematica € marcado ao longo da histdria pela necessidade de res-
ponder as demandas e desafios da propria drea e de outras ciéncias, como: Fisica, Quimica,
Economia e outras. Neste trajeto, grandes pesquisadores e pesquisadoras desenvolveram um
papel fundamental que definiram os rumos da Matematica que hoje conhecemos, e desta forma
fez dela uma ciéncia indispensavel para o desenvolvimento de outros estudos a partir da expli-
cacdo formal de fendmenos que surgem e desafiam a inteligéncia humana.

No contexto de avangos da Matematica, o Célculo Diferencial e Integral destacou-se como
uma ferramenta extremamente importante e que exerce poder sobre a Matematica atual. Neste
sentido, percebe-se que o Teorema Fundamental do Calculo (TFC) é de fundamental importan-
cia em razdo de conectar a diferenciacdo e a integracdo por meio da antiderivagdo da funcgdo
a ser integrada, sendo um método eficiente e poderoso, pois permite determinar integrais mais
facilmente.

A formulagdo deste teorema contou com diferentes contribui¢cdes de matematicos, entre 0s
quais citamos: Apolonio (262 - 190 a.C.) Eudoxo (390 - 320 a.C.), Arquimedes (287 - 212
a.C.), Torricelli (1608 - 1647), Fermat (1601 - 1665), Descartes (1596 - 1650), Gregory (1638
- 1675), Barrow (1630 - 1677), Newton (1642 - 1727), Leibniz (1646 - 1716), Cauchy (1789
- 1857). Ao leitor que deseje conhecer mais detalhes histdricos, recomenda-se a leitura do
trabalho (BOYER, 1996).

O presente texto estd estruturado em trés momentos. Inicialmente sao postas as defini¢des e
os resultados preliminares necessarios para o desenvolvimento da teoria que constitui o Teorema
Fundamental do Célculo.

Com base nos Parametros Curriculares Nacionais que defende a utilizacdo da demonstra-
cdo, afirmando que "[...] a demonstracdo &, portanto, ndo apenas um meio de verificacdo de
um resultado ja descoberto, mas muitas vezes uma forma de explorar, analisar, descobrir e in-
ventar novos resultados"”, no segundo momento do presente artigo € enunciado e demonstrado
o Teorema Fundamental do Calculo. Este ritual faz com que a Matemadtica seja diferente das
outras ciéncias, pois seu conhecimento € baseado na comprovagao de diferentes afirmacgdes, ndo
apenas na intui¢ao a partir da observagao.

Por fim sdo apresentadas duas aplica¢des do Teorema Fundamental do Calculo como forma
de ilustrar a importancia desta proposi¢ao na resolucdo de modelos matematicos dentro e fora
da drea da Matematica.

O artigo se encerra com a conclusao.

2 PRELIMINARES

Neste capitulo serdo apresentadas defini¢cdes e alguns dos resultados relacionados ao limite

e a continuidade de funcdes reais de uma varidvel real, além de duas técnicas fundamentais do



Célculo: a derivacdo e a integracdo. Em resumo, estas defini¢des preocupam-se em resolver
dois problemas, o primeiro deles é: dado um gréifico de uma funcao, determinar a reta tangente
a esse grafico num ponto fixado; o outro é: determinar a drea entre o eixo da abscissa e a
representacdo geométrica do grafico de uma fungdo. Vale ressaltar que o conceito fundamental
que permite abordar essas duas técnicas é o de limite.

Procurando tornar a leitura deste capitulo menos densa, diversos resultados serdo apenas
enunciadas, porém detalhes das demonstragdes de todos eles podem ser encontrados em textos
de calculo avancado, por exemplo, em (LIMA, 2006). Além disso, os exemplos tratados aqui
procurardo ajudar no entendimento de afirmagdes realizadas ao longo do préximo capitulo.

Ao longo do capitulo, X e Y denotardo subconjuntos do conjunto do nimeros reais.

2.1 Limite de funcoes reais de uma variavel real

Nesta secdo definiremos limite de fun¢des e demonstraremos um teorema importante para
uso posterior. Iniciaremos com um conceito que contribuira para 0os proximos assuntos.

Seja a € R. Diz-se que a € um ponto de acumulacdo de X quando para todo € > 0 tem-se
(a—ea+e)N(X\{a}) # 2.

Indica-se com X’ o conjunto dos pontos de acumulagio de X.

Sejam f : X — R uma fungido real cujo dominio é X e a € X’. Um ndmero real L diz-se
limite de f(z) com z tendendo a quando para todo € > 0, dado arbitrariamente, existe § > 0
tal que se tem |f(xz) — L| < e sempre que x € X e 0 < |z — a| < 4. Tal defini¢do é denotada
pela expressao

lim f(x) = L.

T—a

Podemos representar dessa forma

limf(z)=L.=.Ve>03>0,2€X,0<|z—a|<d=|f(x)—L| <e.

T—a

Informalmente, esta representa¢do diz que é possivel aproximar f(z) de L tanto quanto se
queira desde que se tome x € X suficientemente proximo, porém diferente de a.

E fundamental que @ seja ponto de acumulacio de X, pois deseja-se avaliar o comporta-
mento da fungdo em pontos suficientemente proximos de a. Além disso, ndo € necessario que
a € X, pois ndo é necessario que f esteja definida no ponto a.

Para uma fixacao breve da defini¢cdo descrita acima, serd analisado o seguinte exemplo.
Exemplo 2.1. limx = ¢, com ¢ € R.
T—cC
De acordo com a definicdo de limite deve-se obter que, para todo € > 0 existe um ¢ > 0, tal
que |z —c| < e sempre que 0 < |z —c¢| < J. Sendo assim, a andlise da desigualdade envolvendo
e decifra facilmente que a escolha a ser feita é: § = €. Isto conclui que lim =z = c.
r—cC

Veja que
Bz —1) —=2| =3z — 3| = |3(z — 1)| = 3|z — 1].



Portanto, deseja-se que

O<lz—1]<d=3lzr—1]<e
isto &,
€

O<\x—1\<(5:>]x—1|<3

Isso sugere que a escolha para 6 € —. Consequentemente, dado € > 0, escolha § = % Se

Wl M

0 < |z —1] <4, entdo

|(3x—1)—2|:|3$—3|:3|:v—1|<35:3<§>:z—:.

Pela definicao de limite, segue que

lim(3z — 1) = 2.

r—1

Teorema 2.1 (Teorema do Confronto). Sejam f,g,h : X — R, a € X' e lim f(z) =

r—ra

lim g(xz) = L. Se f(z) < h(z) < g(x) para todo x € X — {a}, entdo lim h(z) = L.
r—a T—a
Demonstragcdo. Por hipétese, dado € > 0 existem um 6; > 0 e do > 0 tais que

reX,0<|z—al|<dh=L—-e<f(x)<L+e

reX,0<|z—a|<dp=L—-ec<g(x)<L+e.

Seja 6 = min {41, d2}. Entdo,

reX,0<|zx—al|<d = L—e< flx)<h(r)<glx)<L+e
= L—e<h(z)<L+e.

Logo, pode-se afirmar que lim A(x) = L. O

T—ra

Proposicao 2.1 (Operagdes com limite). Sejam f,g: X - R, a € X' ek € R. Se lim f(z) =

Tr—a

L elim g(x) = M, entdo

T—ra

1. lim|[f(z) £ g(z)] =L+ M;

r—a

2. lim[k - g(x)] =k - M;

r—a

3. lim[f(x) - g(x)] = L-M;

r—a

4. il_rg% = % (desde que M # 0 e g(x) # 0).
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2.1.1 Limites laterais

Seja X C R. Diz-se que o numero real a € um ponto de acumulacdo a direita para X,
e escreve-se a € X; quando toda vizinhanca de a contém algum ponto z € X com =z > a.
Equivalentemente, para todo ¢ > 0 tem-se X N (a,a +¢) # @.

Analogamente se define ponto de acumulagio 2 esquerda. Por definicdo, a € X significa
que, para todo £ > 0 suficientemente pequeno, tem-se X N(a—¢,a) # &. Quandoa € X ;ﬂX :
diz-se que a é um ponto de acumulagio bilateral de x, ou seja, a € X'.

Sejam f : X — Rea € X,. Diz-se que o niimero real L ¢ limite a direita de f(z) quando
x tende para a, e escreve-se L = gﬁlg(l;r f(z) quando, para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente,
pode-se escolher § > 0 tal que |f(z) — L| < esemprequez € X e0 <z —a < 4.

Analogamente se define o limite a esquerda L = xligl f(z),nocasode f : X — R com
a € X' : isto significa que, para todo ¢ > 0 dado arbitrariarmente, pode-se escolher § > 0 tal
que

reXN(a—da)=|flz)—L| <e.

As propriedades gerais dos limites, se adaptam facilmente para os limites laterais. Além
disso, € facil inferir que, dado a € Xjr N X', existe lim f(z) = L se, e somente se, existem e
Tr—a

sdo iguais os limites laterais

lim f(z)= lim f(z)= L.

r—a+ T—a—

2.1.2 Fungoes continuas

Diz-se que uma funcio f : X — R é continua no ponto a € X quando, para todo £ > 0
dado arbitrariamente, existeum o > Otalque x € X e

lr —al <d0=|f(z)— f(a)] <e.

Em especial, a defini¢do de continuidade requer que o ponto a pertenca ao conjunto X,

sendo possivel tomar z = a. Desse modo, f : X — R é continua em a se, e somente se
lim f(x) = f(a).
r—a

Uma funcdo € continua em X, se ela for continua em cada ponto de X.

Exemplo 2.2. Se f : (0,+00) — R é dada por f(z) = \/z, entéo f é continua em (0, +00).
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Fixado ¢ € (0, +00), se |z — x| < J, tem-se
() = flxo)l = Wz — /o
VT + \/Zo

= W vEl|
(VE — VE) (V3 + /)
ViV
(Va): — (v
VT

o T — 2o
VT + /@

B 1
R e

1
< | —m| —
e
1
< 0- :
|v/Zol

Portanto, se 6 < ¢ garantido que |f(z) — f(xo)| < € para |z — x| < 0.

19
|\/x0!’

Sejam f e g fungdes reais de uma varidvel real continuas em a € R, isto &,

lim f(x) = f(a) ¢ lim g(z) = g(a).

r—a r—ra

Utilizando a Proposicao 2.1, segue que:

L lim(f + g)(x) = m[f(z) + 9(x)] = f(a) + 9(a) = ( + ) a):

2. lin(f — g)(x) = lim[f(z) — (&) = (@) — gla) = (f = g)(a:

3. lim(f - g)() = lim[/(x) - g(a)] = f(@)- gla) = (f - g)(a:
(] o f®) _f@) _(FY

- (5) (z) = lim g(z)  gla) (9) (@)

Sendo assim, a soma, a diferenca, o produto e o quociente de fun¢des continuas sdo também

funcdes continuas.

Teorema 2.2 (Teorema do valor extremo). Se f for continua em [a, b], entdo existirdo v e u em
la, b] tais que f(v) < f(x) < f(u) para todo x em [a, b].

O teorema revela que se f for continua em [a, b], entdo f assume um valor maximo f(u) e

minimo f(v) no intervalo [a, b]. Sua demonstragio pode ser encontrada em Elon (2006).
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2.2 Derivadas de funcoes reais de uma variavel real

Sejam f : X — Rea € X N X'. A derivada de uma funcio f em um nimero a, denotada

por f'(a), é

ey — 1 10 @) ) = fa)

r—a xr—a h—0 h

; &)

caso esse limite exista. Em caso afirmativo, diz-se que f é derivavel ou diferencidvel no ponto
a€e XNX.

Como se pode ver na expressao (1) € imprescindivel que a pertenga aos conjuntos X e
X', pois percebe-se que tanto a quanto pontos suficientemente préximos dele sdo aplicados na
funcao.

Seja f : I — R cujo I = (a,b) [ou (a,00) ou (—o0,a) ou (—oo0,00)]. Diz-se que f
¢ derivavel ou diferencidvel em um intervalo aberto [ se for diferencidvel em cada nimero

pertencente ao intervalo.

Exemplo 2.3. A funcdo trigonométrica f(x) = cosx € derivavel em R.
Utilizando a defini¢ao de derivada serd constatada a existéncia do limite presente na expres-
sdo (1). Fixe x € R. Entido, aplicando a igualdade trigonométrica cos(a + b) = cos(a) cos(b) —

sen(a)sen(b), segue que

cos(x + h) — cos(z) cos(x) cos(h) — sen(x)sen(h) — cos(x)

;115% h = h
~ im cos(x)[cos(h) — 1] — sen(z)sen(h)
h—0 h
_ cos(x)[cos(h) —1]  sen(x)sen(h)
e h h

A investigacdo deste limite ocorrerd por etapas, onde € avaliado cada uma das parcelas

o : : L PR . sen(h)
que aparece no limite acima. Em ambas as investigagdes serd utilizado que }lllm — = 1.
—0

Inicialmente atente-se ao fato de que / estéd variando e x estd fixado.

A primeira etapa investiga lim;,_,o[sen(x)sen(h)]/h. Utilizando a Proposi¢do 2.1 é possivel

obter que
. sen(z)sen(h) . sen(h)
iy ST < ente iy
= sen(x) -1
= sen(z). (2)

A segunda etapa investiga limy,_,o{cos(x)[cos(h) — 1]} /h. Logo,

. cos(z)[cos(h) — 1] . {cos(x)[cos(h) — 1] cos(h) + 1
ilzlgcl) h - ilzl—% ( h ) . (cos(h) + 1)
= cos(z) lim cos’(h) — 1

h—0 W
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Utilizando a relagdo trigonométrica sen?(x) + cos?(z) = 1 e a Proposigdo 2.1, segue que

%cos@)[cij(h)—” = cos(xﬁi%%
~ cos(o) iy L2
— o iy 2
=~ cos(a)fim ;ST
_ —cos(a) {hm ser}fh)] | [hm e—(h)]

) h—0 cos(h) 4+ 1

sen(

= —oos(e) - (1) 555
-0

= —cos(x)
— 0. 3)
Portanto, pela Proposicdo 2.1 e pelas igualdades (2) e (3), tem-se

cos(x + h) — cos(x)

. [cos(z)[cos(h) — 1] . [sen(x)sen(h)
i h = fm h ] e { h }
= 0—sen(x)
= —sen(z),

e isto conclui que f'(z) = —sen(x).

Proposicao 2.2. Sejam f,g : X — R derivdveis no ponto a € X N X' e k € R. As funcgoes
fLagk-f f-gef/g(casog(a)+#0)sdo também derivdveis no ponto a e tém-se

1 (f+9)'(a) = f'(a) £ g'(a);
2. (k-g)(a) =k-g'(a);

3. (f-9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a);

!/ . _ . /

i (L) - Ll o) So)-g)
g [9(a)]

Proposicao 2.3 (Regra da Cadeia). Sejam f : X - Reg:Y 2R ac XNX, beYNY/,

f(X) CYe f(a) =0 Sef éderivdvel no ponto a e g é derivdvel no ponto b entdo g o f :

X — R é derivdvel no ponto a, com

(go f)(a) =4 (f(a))- f'(a).

Teorema 2.3. Se f for diferencidvel em a, entdo f é continua em a.
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Demonstracdo. Por hipétese, f é derivavel em a, isto é
x) — f(a
z—a T —a
existe. Para assegurar que f é continua em a € preciso garantir que lim f(z) = f(a). Escreva
r—a

f(z) da forma como segue, desde que = # a,

f(x) — fla
fa) = DI D 0 o) 4 )
xr—a
Empregando a Proposi¢ao 2.1 e a defini¢do de diferenciabilidade, obtem-se que
lim f(z) = lim J) = fa) lim(z — a) + lim f(a)
r—a r—a xr — Q r—a r—a
= f'(a)-0+ f(a)
= fla).

]

O resultado abaixo € necessdrio para verificacdo rdpida do Teorema do Valor Médio de

Lagrange, essencial para o desenvolvimento da préxima secao.

Teorema 2.4 (Rolle). Seja [ : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f é derivdvel em
(a, b) entdo existe c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema 2.5 (Teorema do Valor Médio de Lagrange). Seja f uma funcdo continua no intervalo
[a, b] e derivdvel no intervalo (a,b). Entdo, existe ¢ € (a,b) tal que
b) — f(a
RERLU (0]
Demonstrag¢do. Seja g : [a,b] — R afung¢do definida por g(x) = f(z)—wz, em que a constante
w € escolhida de modo que g(a) = g(b), ou seja, w = [f(b) — f(a)]/(b — a). Pelo Teorema de
Rolle, existe ¢ pertencente ao intervalo aberto (a, b) tal que ¢'(c) = 0, isto &,

F0) = (@)

Fl)—w=0=re) = ==

2.2.1 Derivadas laterais

Quando a € X € um ponto de acumulagdo a direita, isto é, a € X N X;, pode-se tomar
o limite f' (a) = xlggr[ f(z) — f(a)]/(x — a). Quando existe, este limite chama-se a derivada
a direita de f no ponto a. Analogamente, se a € X N X ", tem sentido considerar o limite a
esquerda f (a) = lim [f(z) — f(a)]/(z — a). Se existe ele se chama a derivada 2 esquerda de
f no ponto a. o

Casosejaa € X N Xjr N X', isto é, caso a € X seja ponto de acumulagio bilateral, a
fungdo f € derivavel no ponto a se, e somente se, existem e sdo iguais as derivadas a direita
e & esquerda com f'(a) = f,(a) = f_(a). O Teorema 2.3 vale para derivadas laterais. Por

exemplo, se existe a derivada a direta f’, (a) entdo f é continua a direita no ponto a.
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2.2.2 Primitivas

Inicialmente serd averiguada uma afirmacdo a qual é uma consequéncia do Teorema do
Valor Médio de Lagrange e que somada a mais detalhes nos conduz a definicdo de objetos

matematicos essenciais no estudo do Teorema Fundamental do Calculo.

Teorema 2.6. Uma fungdo f : I — R, continua no intervalo I, com derivada f'(x) = 0 para

todo x € (a,b), é constante.

Demonstragdo. Com efeito, dados arbitrariamente z,y € I, segue do Teorema 2.5 a existéncia

de c entre = e y tal que
f@) = fly) = fo)(z —y).
O fato de ¢ pertencer ao intervalo aberto (x, y) contido em I assegura que
f@) = fly) =0-(r—y) =0
Portanto, f(x) = f(y) para quaisquer x,y € I. ]

Corolario 2.1. Sejam f,g : [a,b] — R funcdes continuas. Se f'(x) = ¢'(x) em todo x perten-

cente ao interior a (a,b) entdo existe c € R tal que

para todo x em [a, b].

Demonstragdo. A hip6tese de continuidade das funcdes f e g, unida a Proposicdo 2.1 garantem
que a fungéo h(x) = g(x) — f(x) é continua no intervalo [a, b]. Além disso, pela Proposi¢do

2.2 e por hipétese, é sabido que para todo = € (a, b), tem-se que

Pelo teorema anterior existe ¢ € R tal que
9(x) = f(z) = c=g(x) = f(x) +c
para todo x pertencente ao intervalo [a, b]. O

Este corolario certifica que: caso duas fun¢des possuam derivadas iguais em um dado inter-
valo, entdo neste intervalo elas diferirdo por uma constante.

Uma fung¢do F' € denominada uma primitiva de f no intervalo [ se F’(z) = f(x) para todo
x em I. Sendo F' uma primitiva de f em I, para qualquer C' € R facilmente percebe-se que

F(x) + C é também uma primitiva de f. Sendo assim, as primitivas da fun¢do f sdo da forma
F(x)+C,
com C' € R. Elas sa3o denominadas a familia das primitivas de f em /.

Exemplo 2.4. A fun¢do F'(x) = cx é uma primitiva de f(z) = ¢, com ¢ € R.
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2.3 A Integral definida de funcdes reais de uma variavel real

Uma parti¢do do intervalo [a, b] € um subconjunto finito de pontos P = {zg, x1,...,2,} C
[a,b] tal que @ € P e b € P. A notagdo serd sempre usada de modo que a = xp < 71 < -+ <
x, =b. Sejai € {1,...,n}, ointervalo [x;_i, z;| serd chamado o i-ésimo intervalo da parti¢do

P, cujo comprimento é Ax; = x; — x;_1. O maior dentre estes comprimentos é indicado por
Jeees T

|P|| = max Au;
i }

e denominamos norma da particdo P.
Para cada i-ésimo intervalo da parti¢do P escolhemos, arbitrariamente, ¢; € [x;_1, z;].
Dada uma fung¢@o continua f : [a,b] — R, a soma de Riemann de f relativa a parti¢do P e
a escolha dos {c;}1_; é
S(f’ Pu {Ci ?:1) = Z f(CZ)AIZ
= f Cl)Axl + ...+ f(Cn)Axn

Geometricamente, no caso em que f(z) > 0 para todo x € [a, b], a soma de Riemann de f

relativa a particao P € vista como a drea da regido em destaque na figura 1.

Figura 1: Soma de Riemann relativa a parti¢do, vista como a area de uma regiao
Y

fled) |- S s ke

\
a = zg Ti—le, Ti b= zn EIZ'

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021

Para cada nimero ¢; em [z;_1, ;] determinamos um retangulo que tem base no eixo x com
Ax; e toca a curva em (¢;, f(c;)) sendo f(¢;) sua altura. Dependendo do valor de f(c;), os
retangulos construidos podem estar tanto acima como abaixo do eixo, ou ainda sobre ele. Sendo
assim, o produto f(¢;)Az; pode ser positivo, negativo ou nulo, conforme o sinal de f(c;).

Atentemos ao fato de que existem infinitas somas S( f, P, {c;}!_, ), conforme sdo escolhidas

a particao P e os nimeros ¢; nos ¢-ésimos intervalos.
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Quando || P|| tende a zero, a regido que corresponde a “drea” (o valor f(c;)Ax; pode ser
positivo, negativo ou nulo) de todos os retangulos controlados pela particao e pela escolha dos
ndmeros ¢; aproxima-se da regido entre a curva da representacio geométrica do graficode f e o
eixo z, com maior precisdo. Essa aproximacdo sempre chegard a um valor limite, pois trata-se
de uma regido limitada.

Desta forma, define-se a soma de Riemann como

lim chl JAx; = L

[1Pl—0<

para um nimero real L. Essa defini¢do diz que, para todo £ > 0 existe um ¢ > 0 tal que, se P é

uma parti¢ao de [a, b] com || P|| < 4, entdo

Z f(CZ)AIZ —Li<e
=1

para qualquer escolha dos ndmeros ¢; nos i-ésimos intervalos [z, _;, z;| de P. O nimero L é um
limite de somas (de Riemann).

Finalmente, seja f definida em um intervalo [a,b]. A integral definida de f, de a a b,
b

denotada por / f(z)dz, é

b
/a f(x)dx = |1131||r202f ci)Ax;,

desde que o limite exista. Se o limite existe, diz-se que f € integravel em [a,b]. Caso f seja

nao-negativa no intervalo em questao, a integral definida / f(z)dz dard a drea da regido sob

o grifico de f de a até b.
Um importante teorema serd enunciado a seguir. Ele esclarece o emprego da hipétese de

continuidade sobre as fung¢des no préximo capitulo.
Teorema 2.7. Se f é continua em |a, b), entdo f € integrdvel em [a, b].

Demonstragdo. Veja Elon (2006) U

O Teorema 3.1 diz que fungdes continuas em [a, b] sdo integrdveis nesse intervalo, ja as
fun¢des descontinuas podem ou ndo ser integriveis, isto dependerd do tipo de descontinuidade.
Um exemplo de uma fun¢do ndo integrdvel é: seja f : [0,1] — R a fung@o definida por
partes tal que
1, sex éracional

fz) =

0, se x é irracional

Aplicando a constru¢io dada na definicdo das integrais, tome uma particdo P de [0,1] e

escolha ¢; para ser o valor maximo de f em [z;_1, x;], entdo a soma de Riemann relacionada é

S(f. PAeYi) =) fle)da; =) f(1)Az =1,
i=1 i=1
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pois cada subintervalo [z;_1, z;] contém um ndmero racional, assegurando que f(¢;) = 1. Em
n

seguida, perceba que Z Az; = 1. Consequentemente, cada soma de Riemann de f relativa
i=1
a particdo P e a essa escolha dos ¢; sempre serd igual a 1, e o limite de somas utilizando este

processo de escolha sempre serd igual a 1 (um).
Em contrapartida, ao escolher ¢; como sendo o valor minimo de f em [z;_1, x;], a soma de

Riemann de f correspondente é
S(f, PAeiti) =D fle)Ax; =D f(0)Az; =0,
=1 =1

pois cada subintervalo [z;_1,x;] contém um nimero irracional assegurando que f(c;) = 0.

Portanto, ao utilizar esse processo de escolha dos ¢;m o limite em estudo serd igual a O (zero).
Por fim, como a soma de Riemann trata-se em avaliar a existéncia de um limite das somas de

Riemann para qualquer parti¢do e escolha dos nimeros c;, percebe-se pelos argumentos acima

que nao hd um ndimero L tal que

n

lim ¢;)Ax; = L.
mwzy()

Portanto, f ndo € integrdavel em [0, 1].
b
Ao definir / f(z)dz como um limite de soma de Riemann assume-se que a < b. Esta

a
definicdo também faz sentido mesmo que a > b. De fato, caso a > b, com as mesmas escolhas

de ¢; o valor de cada Ax; mudaria de sinal, assim

Z fle)xi —ziq] = — Z fle)[zio — =

/baf(x)dx _ /abf(x)dx.

Além disso, € importante observar o caso em que a = b. Desse modo, Ax = 0 e, consequente-

| sty -

Proposicao 2.4. Sejam f : [a,b] — R continua e c € [a,b]. Entdo

/f m+/f m—/f

b
2. Sem < f(x) < M paraa < x <b, emdom(b—a)f/ fz)dz < M(b— a).

Portanto,

mente,

Teorema 2.8 (Mudanga de varidvel). Sejam f : [a,b] — R, h : [c,d] — R com derivada
continua e h([c,d]) C [a,b]. Entdo

h(d) d
x)dr = h -h()d
/h@ /(@) / F(h(t)) - (t)dt



19

3 O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Neste capitulo serd enunciado e certificado o Teorema Fundamental do Célculo (TFC). Pen-
sando em facilitar a leitura e o estudo neste trajeto, o TFC serd apresentado em duas etapas por

meio de dois teoremas.

3.1 Primeira etapa

Sejam f : [a,b] — R continua e = € [a,b]. Pelo Teorema sabe-se que f é integravel em

qualquer subintervalo de [a, b]. Sendo assim, defina g por

o) = [ i,

onde x € [a, b].

Preliminarmente e intuitivamente, a partir de visualizacdes geométricas, serd reconhecido
que g é uma primitiva de f, isto é, ¢ = f. Para constatar essa afirmag@o, considere qualquer
fun¢do continua f com f(x) > 0 em [a, b]. Ndo hé perda de generalidade em tal hipStese, pois
apenas deseja-se fazer uso do termo drea nas argumentagdes. Sendo assim, o valor g(x) pode
ser interpretado como a drea sob o eixo das abscissas e a representacdo geométrica do grafico

de f de a até x, representada pela figura 2.

Figura 2: Representagdo geométrica do grafico de f de a até b e do valor de g(x) = / f(t)dt.

yAL

Fonte: Marcos Eduardo Valle (2019, com adaptacdes)

Para obter ¢’(x), considere h > 0 e tal que x+h € (z, b]. Veja que a diferenca g(z+h)—g(x)
¢ a drea sob o gréfico de f de x ax+h e o niimero h é a largura do intervalo [z, z + k], mostrada

na figura 3. Além disso, visualmente é possivel inferir que a medida que A — 0, tem-se

gle +h) —g(x) = hf(z).

Logo,

gle+h) —gla)
; ~ f(a).
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Figura 3: Area sob o grifico de f de x até z + h

Ya

hf(x)

g(x+ h) — g(z)
a T r+h b 't

Fonte: Marcos Eduardo Valle (2019, com adaptacdes)

Desse modo, intuitivamente, conclui-se que

iy e g+ h) —g(x)
g'(w) = lim h

= f(=).

Finalmente, de posse da motivacao da abordagem visual, segue a primeira parte do Teorema

Fundamental do Calculo junto aos argumentos formais de sua evidéncia.

Teorema 3.1 (TFC - Parte 1). Se f for continua em [a, ], entdo a fungdo g definida por

g(z) = / Cft)t.

com x € [a,b], é continua em |a, b], derivdvel em (a,b) e ¢'(x) = f(x).

Demonstragdo. Primeiramente perceba que a funcio g estd bem posta, pois € sabido pelo Te-
orema 3.1 que as restri¢des de f em [a, x] s@o integraveis para cada x pertencente ao intervalo
la, b].

O préximo passo serd averiguar que g é derivavel em (a,b). Para utilizar a definicdo de

derivabilidade, avalia-se a existéncia do limite dado por
h) —
iy 9@+ })L 9(x).

h—0

onde z,xz + h € (a,b).

Pela defini¢do da func¢ao g, tem-se

soitmgte) ). 0= [ o
h h .

Admitindo h > 0, com = + h € (x, b|, e empregando a Propriedade 2.4 que diz como combinar

“4)

integrais da mesma funcdo em intervalos adjacentes, segue que
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gz +h) —g(z) = / dt—/ F(t)

z+h
_ / F(t)dt. 5)

Substituindo (5) em (4), tem-se:

xz+h
gz + h) — g(2) / fe)dt

h - h ‘ ©)

Dada a continuidade de f no intervalo fechado [a, b], 0 Teorema do Valor Extremo afirma
que hd nimeros v e v em [z, + h] tais que f(u) = max{f(s);s € [z,x + hl} e f(v) =
min{ f(s); s € [x,z + h]}. De posse desse fato e da Propriedade 2.4, obtém-se que

z+h
f@hg/ Ft)dt < f(u)h.

Uma vez que i > 0, multiplicando as desigualdades acima por 5 L tem-se:

o que implica que
z+h
| s
<f < fl)

Reescrevendo as desigualdades acima ao empregar a igualdade (6), conclui-se que

gle +h) —g(x)
h

fv) < < fluw). (7

Para tornar mais clara onde localiza-se a variacdo de h nas desigualdade (7), denote f(u) e

f(v)por max f(s)e min f(s), respectivamente, e reescreva (7). Assim,

s€[z,x+h] s€[z,x+h]
h) —
minf(s) < EFR 00 o s, 8)
sE[z,x+h] h s€[z,z+h]

Vale destacar que estas desigualdades podem ser verificadas de modo inteiramente andlogo
para o caso em que h < 0. Logo, a expressdo (8) € verdadeira para todo h suficientemente
proximo de 0 (zero).

Sabendo que

li =
fing Jpas, o) = 12
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finalmente, a partir das informagdes obtidas acima e utilizando o Teorema do Confronto, é

possivel concluir que

iy g+ h) —g(x)
g (@)= Jim h

Apenas serd avaliado

li =
i qua, 16) = S

pois de maneira andloga é obtido o limite associado ao minimo da restri¢do de f.

= f(x),

com = € (a,b). Portanto, o Teorema 2.3 garante que g é continua em (a, b).

De acordo com a defini¢do de limite deve-se obter que, para todo ¢ > 0 existe um ¢ > 0, tal

que | max f(s)— f(x)

s€lx,z+h]

nax f(s) = flx)| =

< e sempre que 0 < |h| < J. De fato, note que

€))

Finalmente, perceba que conforme h — 0, tem-se: u© — x e v — z, Visto que u e v estdo

entre x e x + h. Por conseguinte,

lim f(u) = lim f(u) = f(2)
lim f(v) = lim f(v) = f(x)
h—0 V=T

pois f € continua em x. Concluimos, de 7 e do Teorema 2.1, que

No caso em que = = a ou b, é possivel apenas inferir que

gla+h) —gla)

hli>r(r)l+ h = /)
© b+ h b

Pelo que foi mencionado na subse¢do sobre derivadas laterias, em particular que o Teorema 2.3

continua vélido para derivadas laterais, as informagdes acima sao suficientes para concluir que

g € continua a direita e a esquerda nos pontos a e b, respectivamente. Enfim, pode-se afirmar

que g é continua em [a, b].

3.2 Segunda etapa

]

No capitulo anterior foi dada énfase ao cdlculo de integrais definidas a partir das somas

de Riemann e, claramente, este procedimento torna complicado a tarefa de calcula-las. Esta

segunda parte do Teorema Fundamental do Célculo segue facilmente da primeira, e fornece um

mecanismo mais elementar para o cdlculo de integrais definidas.



23

Teorema 3.2 (TFC - Parte 2). Se f for continua em [a,b], entdo / f(z)dz = F(b) — F(a)

onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma funcdo tal que F' = f.

Demonstracdo. Defina g : [a,b] — R por g(x / f(t)dt. Pela primeira etapa do Teorema

Fundamental do Célculo, sabe-se que g é uma primitiva para f em [a,b]. Diante disso, se F’
for qualquer outra primitiva de f em [a, b], entdo, pelo Corolério 2.1, F' e g diferem por uma

constante, isto €, existe ¢ € R
F(x) =g(r) +c, (10)

para todo z € [a, b].

Fazendo x igual a a na expressdo de g, tem-se que

— [ seran -

Consequentemente, utilizando a equagdo (10) com x = b e, em seguida, © = a, € obtido que

F(b) = F(a) = [g(b) +¢] —[g(a) +¢]

4 APLICACOES EMPREGANDO O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Neste capitulo serdo tratadas duas aplicagdes do Teorema Fundamental do Célculo, ambas
disponiveis em (NETO, 2015).

4.1 O comprimento de um circulo

A primeira aplicagdo do Teorema Fundamental do Célculo a ser explorada refere-se a di-
mensdo de um objeto geométrico, em especial, o cdlculo do comprimento de uma curva limitada
no plano.

Uma curva € uma figura geométrica gerada pelo movimento continuo de um ponto no plano.
Em particular, nesta ocasido serd avaliado o comprimento de curvas dadas pela representagdo
geométrica do grifico de uma fungdo continua em um intervalo [a, b].

Inicialmente € preciso se perguntar: como definir e calcular o comprimento ¢ de tais cur-
vas? A resposta sobre a definicdo do comprimento serd dada utilizando os conceitos de limite
e integracdo; para o célculo destes comprimentos serd utilizado o Teorema Fundamental do

Calculo.
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Sendo assim, seja f : [a,b] — R continua em [a, b] e tal que sua fungdo derivada é continua
em (a, b). As restri¢des solicitadas sobre a func@o f serdo justificada no decorrer da construgio
dada abaixo.

Primeiramente, fixe um intervalo [s, ] C (a,b) e uma particdo P = {s =29 < 21 < ... <
x, = t} de [s,t]. Em seguida, considere o segmento de reta unido pelos pontos (z;_1, f(x;_1))
e (z;, f(x;)). E razodvel supor, para || P|| suficientemente pequeno, que esse segmento seja uma
boa aproximacao para a regido do grafico compreendida entre as retas * = x,_1 € T = ;.

Consequentemente, o comprimento de tal segmento de reta € uma aproximacao razodvel
para o comprimento ¢; da regido do grafico de f situado entre as retas © = z; 1 e v = x;,

representada na figura 4.

Figura 4: Aproximag¢ao do comprimento da curva por um caminho poligonal

(xi,f (xi))

b — —

Fonte: Fundamentos de Célculo (2015, com adaptacdes)

Com facilidade, € possivel calcular o comprimento dos segmento de reta formado pelos

pontos (x;_1, f(z;—1)) e (x;, f(x;)) pela seguinte expressao:
(@i, f(@ion) = (@o fa)] = V(@ —2io0)? + (f(2:) = f(@im1))?
- \/ (= )+ () — )]

(% - xi—l)

Y o

Ty — Tj—1

Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange, existe 0; € (z;_1, ;) tal que J (i) = f(wio1) —
T — Ti—1

1'(6;) de modo que (11) torna-se
(i1, f(zi1)) = (@i, fx)]| = V14 f(0:)* (2 — 2i1).

Logo, v/1 + f'(0;)?(x; — x;—1) é uma aproximagdo ainda instdvel para o que pretende-se definir
como o comprimento ¢;. Porém, € possivel afirmar que, a medida que || P|| tende a O (zero) tem-
se que ¢; se aproximara de /1 + f/(0;)%(z;—x;_1). Desse modo, acrescente os n comprimentos

dos segmentos obtidos a partir da particdo P, isto €, considere a soma

> VIF e (@ — xima). (12)
=1
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A vista disso, 2 medida que || P|| tenda a 0 (zero) a soma em (12) é uma aproximagio desejavel
para a defini¢do do comprimento da visualizacdo geométrica do grafico da restricdo de f em
s, t].

No entanto, como (12) equipara-se com a soma de Riemann

> S(V/1+ fi(x)% Pi6y),
percebe-se que

Z V1+ fl(x)?Ar; — / Vv 1+ fl(z)dx,

a medida que || P|| tende a zero. Consequentemente, / V' 1+ f'(z)?dx é uma defini¢do pos-

sivel para o comprimento da visualizagdo geométrica do grafico da restri¢ao de f em [s, t].

A hipétese de continuidade sob a fun¢do f’ em (a,b) assegura, pelo Teorema 3.1, que a
funcdo p : (a,b) — R dada por p(xz) = /1 + f’(z) é integravel em qualquer intervalo [a +
€,b—¢€],come > 0etal que [a +¢,b— €| C (a,b). Sendo assim, ao aplicar o desenvolvimento

detalhado anteriormente aos intervalos do tipo [a + €, b — €], com € suficientemente proximo de
b—e
0 (zero), é obtido valores, sdo eles: Vv 1+ f'(x)?dx, que aproximam-se do comprimento
a+€
l.

Em suma, o cdlculo do comprimento ¢ serd obtido a partir da expressao

b—e
¢ = lim V14 f'(z)?du.

e—0 ate

E importante ressaltar que: caso seja sabido que f é derivavel em [a,b] e \/1 + f/(x)2 é

integravel em [a, b], o cdlculo do comprimento da curva resume-se a

:/abmdx.

Os argumentos a seguir referem-se, em particular, ao cdlculo do comprimento da curva I,
que € o circulo de centro O(0,0) e raio R de acordo com a figura 5, cuja equagdo é dada por
w? +y* = R

Figura 5: Circulo de centro O(0, 0) e raio R

o

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021
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A equagcio da circunferéncia pode ser reescrita da forma: y = vR2 — 22 ouy = —/R2 — 12
e representa o semicirculo superior e inferior respectivamente.

Seja g : [~ R, R] — R uma fungio dada por g(z) = v/ R? — 22. O gréfico de g é visualmente
o semicirculo situado no semiplano superior do plano cartesiano. Observe que g é continua em
[—R, R] e continuamente derivavel em (—R, R). Logo, o comprimento da cuva I é igual ao

dobro do limite .

lim V1+ g'(x)2dz, (13)

e—0 “R+te
se o limite existe. Para tal fim, inicialmente deseja-se manipular com a expressao

VIHg@R =1+ (VR =222

Veja que
Jz) = lim gl +h) —g()
h—0
2 _ 2 _ JR2 _ 2
_ lim\/R (x+h)?—VR?—x
h—0 h
- hm\/R2—(x—|—h)2—\/R2—x2 VR — (z+h)?+ VR — 22
h—0 h \/RQ—(x+h)2~|—\/R2—:c2
2 _ 2 _(p2_ .2
~ fim R* — (x+h)* — (R® — z7)

[V VR ]

: —h(2x + h)
= lim
AN s ]
: —(2x + h)
= lim
h=0 \/R2 — (x + h)? + VR? — 22
B —2x
N T
—x

Logo, resulta que

1+ (—2 2
- RZ _ 12
2
x
- \/1+R2_x2
R? — 22+ 22
- R2 _ 12
VR
NI
R

= = (15)

1+g(x)? =

Q

(14)
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Retomando a expressao (13), deseja-se agora detalhar sobre a integral fi;; V14 ¢(x)de.
Para tanto, defina h : [arccos (1 — f%) , arccos (—1 + f%)] — R por h(t) = Rcost. Pri-

meiro, observe que

h (arccos (1 — }%)) = Rcos <arccos (1 — %)) =R (1 — }%) =R—¢€ (16)

h (arccos <—1 + %)) = Rcos <arccos (—1 + %)) =R (—1 + %) =—R+e (17

Logo, as expressdes (15), (16) e (17) garantem que
[ e = [
R —r+e VR? =27
/h(arccos@};)) R .
h(arccos(~145)) VR? — z?
Outras informagdes sobre a funcio h sdo essenciais para o proximo passo, porém elas ndo

serdo detalhadas, sdo elas: h possui derivada continua e

h ([arccos (1 - %) , arccos (—1 + %)D C[-R+¢R—¢.

Finalmente, de posse destas informagdes, € possivel aplicar o Teorema 2.8, o que implicard

que

R—e¢ arccos(lfﬁ) R .
V14 ¢(z)2de = / ( — Rsent)dt.

—R+e rccos(—l—i—%) R?2 — R2cos?t

Lembrando da identidade trigonométrica fundamental sen®t + cos®t = 1, facilmente sabe-se

que R? — R%cos’t = R%*sen’t, e assim:

R—e¢ arccos(l—i) _ P2
Vit gd@dr = / T Zisent
. )
)

—R+e rccos(flJr
arccos(l— %
= / —Rdt.
arccos(flJr%)
Finalmente, o uso do Teorema Fundamental do Célculo resulta que

mdx = R [arccos <—1 + }%) — arccos (1 — %)} .

Por fim, aplicando o limite quando € tende a O (zero) e se beneficiando da continuidade da

R—e

—R+e

funcao trigonométrica arccos, conclui-se que

R—e¢
lim V14 ¢ (z)?dr = limR [arccos (—1 + i) — arccos (1 — i)]
e—0 —R+te e—0 R R
= R(arccos(—1) — arccos(1))
= Rm.

Portanto, o comprimento de I' € igual a 2R.
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4.2 A corrente elétrica em um circuito RL

Um circuito elétrico € uma interconexdo de elementos elétricos, tais como: geradores, re-
ceptores, resistores, capacitores, interruptores, realizada por meio de um elemento condutor,
formando um caminho fechado e produzindo assim um fluxo de corrente elétrica, que passa
pelos componentes causando a diferenca de potencial em cada componente.

A corrente elétrica € definida como o movimento dos portadores de carga (elétrons e pro-
tons) de um polo de um componente a outro. Matematicamente, a relacio entre a corrente %, a
carga elétrica g e o tempo ¢ é dado por:

. . Ag _dq
W= T

Desse modo, como a unidade de carga é o Coulomb (C') e o tempo é dado em segundos (s),
a unidade de medida de corrente é C'/s, também conhecida como ampere (A).

Em um circuito, a diferenca de potencial (d.d.p.) também conhecida como tensdo elétrica, é
a diferenca de potencial elétrico entre dois pontos de um circuito. No Sistema Internacional (SI)
a unidade de energia é o Joule (.J) e a unidade de carga é o Coulomb (C'). Portanto, a tenséo é
medida em .J/C', também conhecida por volt (V).

A tensdo instantanea entre os terminais de um indutor € expressa como

di
Ut) = LE'

A tensdo € diretamente proporcional a taxa de variagdo da corrente que o atravessa, sendo
L sua constante de proporcionalidade, chamada de indutancia do indutor. Assim, vemos que L
¢ medida em V%, unidade conhecida como Henry (H).

Os circuitos sdo classificados de acordo com os elementos que o compdem. Este estudo
dard destaque ao circuito RL que sdo compostos por:

Resistor: componente que controla a passagem de corrente elétrica e converter energia elé-
trica em energia térmica

Indutor: dispositivo que armazena energia elétrica quando um campo magnético é formado
pela corrente elétrica que atravessa o seu interior. Sabe-se que a lei de Ampere do eletromagne-
tismo estabelece que um campo magnético € gerado sempre que uma corrente elétrica atravessa
um condutor.

A figura 6 ilustra exemplo de um circuito RL, composto por: uma fonte de tensdo U (t):
dispositivo que gera uma d.d.p., € usado uma bateria; um resistor /7; um indutor L e fios que os
unem.

Existem leis fundamentais para a andlise de circuitos elétricos, entre elas estdo, a lei de Ohm
e as leis de Kirchhoff.

De acordo com a primeira lei de Ohm, a tensdo (U) é diretamente proporcional a corrente

elétrica (i) aplicada as extremidades de um resistor. Logo,
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Figura 6: Circuito RL.
R resistor

—— A

Fonte de tensﬁoT—_—__

00

L indutor

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021

e dizemos que R € a resisténcia elétrica do resistor, que representa a capacidade de um elemento
resistir ao fluxo de corrente elétrica; ela ¢ medida em /A, unidade conhecida como Ohm (2).

A primeira lei de Kirchhoff também conhecida como a lei das correntes ou lei dos nos,
afirma que em um né (ponto ao qual estdo ligados dois ou mais elementos ou ponto de juncdo),
a soma das correntes que entram € igual a soma das correntes que saem, isto significa que um
né ndo acumula carga. A segunda lei de Kirchhoff, conhecida como a lei das tensdes ou das
malhas, afirma que a soma algébrica da d.d.p.(diferencga de potencial elétrico) em um percurso
fechado € nula.

No circuito RL acima, uma diferenca de potencial U(¢) entre os polos da fonte gera uma
corrente elétrica de intensidade i(¢). De acordo com a segunda lei de Kirchhoff, a tensdo que

entra no circuito € a soma da diferenca de tensdo em cada componente. No circuito o indutor

) di .. ) .
gera uma diferenga de tensdo L— e, de acordo com a primeira lei de Ohm, no resistor gera uma
diferenca de tensdo Ri(t). Portanto, conclui-se, pela segunda lei de Kirchhoff e pela diferenca
de tensdo em cada componente do circuito, que

di
L=+ Ri(t) = U(t).

Analogamente,
di R. 1
a + fz(t) = EU(t). (18)

€ uma equagdo diferencial linear de primeira ordem, pois tem a forma-padrao

Yt FO() = 9(0),
com varidvel t e y(t) = i(t), f(t) = E, g(t) = lU(t).

L L
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A partir da identificacdo da equagdo acima, é possivel aplicar o Método dos Fatores Inte-
grantes para obtencdo da solucgdo desejada i(t). Textos sobre equagdes diferenciais elementares

abordam este método, por exemplo, (BOYCE, 1996).

Dessa forma, multiplica-se ambos os membros da expressdo (18) pelo fator integrante ett,
obtendo i R Uit
e%fd—z + —etift) = #eft. (19)

A expressdo a esquerda do sinal de igualdade na equag@o acima € a derivada de e%ti(t) (uso

das Proposic¢des 2.2 e 2.3), de modo que a equagdo (19) fica

d R, . Ut) r
p <eftz(t)> = #eﬁ. (20)

Por fim, ao tomar o instante inicial igual a O (zero) e integrar a equagdo (21), obtem-se que

Yd o om, _ [U(s) =,
/0%<e z(s)) ds-/o 7 e ds. (21)

Finalmente, o uso do Teorema Fundamental do Calculo conclui que

e 21i(8) — i(0) = /0 %S’)e’fs ds,

o que implica que .

i(t) = ezt (Z(O) +/0 @elgs ds) :
A resolucdo da integral a direita da igualdade na equagdo acima dependerd da expressao da
fungdo U ().

5 CONCLUSAO

O Teorema Fundamental do Calculo €, antes de qualquer outra virtude, uma ferramenta
poderosa na determinacdo de integrais definidas em razdo de reduzir esta questdo a obtengdo
de uma primitiva para a funcdo associada ao problema. Somado a esse fato, o TFC também
traz consigo uma relacdo valiosa entre os conceitos de derivacao e integracao, esclarecendo que
eles ndo estdo desvinculados uns dos outros. Diante desta distinta conexao hd a possibilidade
de elevar a ocorréncia de aprendizagem significativa destes assuntos.

Neste artigo buscou-se também exemplificar o uso do TFC na resolugdo de problemas mo-
delados matematicamente, o que clarifica a utilidade e a relevancia dele, ndo se limitando ao
ambiente da matematica. Porém vale ressaltar que no processo de resolucao dos mais diversos
problemas hd ainda os entraves das exigéncias técnicas sobre os assuntos aos quais se referem.

Portanto, desejou-se aqui despertar a curiosidade e o interesse em investigar diferentes apli-
cacoes deste insigne teorema, motivados pelo fato de que ndo h4 fronteiras para a utilizacdo do

Teorema Fundamental do Célculo no que se refere a drea cientifica.
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