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RESUMO

Neste trabalho abordamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o Teorema de Baire,
teoremas classicos da topologia, bem como algumas de suas aplicacoes em Analise Ma-
teméatica. Como consequéncia do Teorema do Ponto Fixo de Banach estudamos a existéncia
e unicidade de solugao para variados tipos de equagoes; enquanto o Teorema de Baire ga-
rante que todo espaco métrico completo é um espaco de Baire e, com isso, provamos que
toda funcao continua, de periodo 27, pode ser aproximada por fungoes que nao possuem
derivada em qualquer ponto. Inicialmente estudamos resultados da Topologia Geral, que
embasam as demonstracoes de tais teoremas. Também tratamos de resultados da To-
pologia dos Espacos Métricos, especialmente dos Espacos Métricos Completos, os quais

englobam o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o Teorema de Baire.

Palavras-chave: Topologia. Analise. Teorema do Ponto Fixo de Banach. Teorema de

Baire.



ABSTRACT

In this work we will approach Banach’s Fixed Point Theorem and Baire’s Theorem, classic
topology theorems, and also some of their applications in Mathematical Analysis. As a
consequence of Banach’s Fixed Point Theorem we have the existence and uniqueness of
solutions for various types of equations, in addition to providing us with a method to find
such a solution; while Baire’s Theorem guarantees that every Complete Metric space is a
Baire space and, with this, we prove that every continuous function, with period 27, can
be approximated by functions that have no derivative at any point. Thus, initially we will
study results of General Topology, which support the proofs of such theorems. We will
also deal with the results of the Topology of Metric Spaces, especially the Complete Metric

Spaces, which encompass the Banach’s Fixed Point Theorem and the Baire’s Theorem.

Keywords: Topology. Analysis. Banach’s Fixed Point Theorem. Baire’s Theorem.
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1 INTRODUCAO

A Topologia Geral pode ser caracterizada como o estudo dos espacos topolédgicos e das
propriedades dos elementos que os formam. Embora nao seja estudada, em geral, como
disciplina da graduacao nos cursos de Licenciatura, as defini¢oes e resultados estudados
nessa area sao extremamente relevantes para o desenvolvimento de teorias da Analise
Matematica, por generalizar conceitos de continuidade, distancia e convergéncia. Sendo
assim, a motivacao para esse estudo surge da curiosidade em verificar como a Topologia
Geral e a Topologia dos Espacos Métricos se apresentam em alguns resultados clédssicos
da Analise, como é o caso das contribui¢goes do Teorema do Ponto Fixo de Banach e do
Teorema de Baire.

O Teorema do Ponto Fixo de Banach, do polonés Stefan Banach (1892 - 1945), possui
consequéncias bastante importantes na Analise, sendo um resultado da Teoria de Espacos
Métricos, que, por sua vez, estd embasada nos conceitos fundamentais da Topologia Geral.
Este teorema ¢é valido para espagos métricos completos e garante a existéncia e unicidade
de pontos fixos para determinados tipos de operadores, o que implica na existéncia de
solugoes para uma gama de equacoes diferenciais ordinérias, equagoes integrais, equagoes
diferenciais parciais e equagcoes lineares em espacos de Banach.

O Teorema de Baire homenageia o francés René-Louis Baire (1874 - 1932) que, em uma
de suas obras, trouxe a nocao de conjunto magro. A demonstracao deste teorema é rica
em argumentos puramente topoldgicos e nos assegura que todo Espaco Métrico completo
é um espaco de Baire. Algumas consequéncias classicas deste teorema sao o principio da
limitacao uniforme e o teorema de Banach- Steinhaus, importantes resultados da Anélise
Funcional, que podem ser encontrados, por exemplo, em Botelho, Pellegrino & Teixeira
(2012). Aqui, vamos nos ater a utilizd-lo para demonstrar a existéncia de fungdes continuas
sem derivada.

Este trabalho foi desenvolvido por meio do Programa Institucional de Bolsas de Ini-
ciagao Cientifica (PIBIC). Tal programa propicia aos alunos de graduagao a oportunidade
de ampliar a formacao académica mediante a participacao em projetos de pesquisa. Assim,
o projeto, intitulado de ” Um Estudo Introdutoério de Aplicacoes da Topologia a Anélise”,
tinha como objetivo estudar conceitos fundamentais em Topologia, bem como algumas de
suas implicagoes em variados ramos da Analise. Para tanto, utilizamos, principalmente,
o livro Topology: A First Course (2000), de James R. Munkres, para estudar os conceitos
de Topologia Geral e Topologia dos Espacos Métricos, e o livro Aplicacoes da Topologia
a Analise (2011), de Chaim Samuel Honig, para estudar o Teorema do Ponto Fixo de
Banach, o Teorema de Baire e algumas consequéncias destes teoremas a Analise.

Com isso, este trabalho se trata de uma revisao bibliografica acerca dos contetudos

aqui tratados e, como objetivo geral, busca abordar e trazer aplicacoes do Teorema do



Ponto fixo de Banach e do Teorema de Baire a Anélise. Como objetivos especificos, temos:
estudar conceitos basicos da area de Topologia Geral e da Topologia dos Espagos Métricos;
demonstrar o Teorema do ponto Fixo de Banach e aplica-lo para obter solucoes de certas
equacoes diferenciais ordinarias, equacoes integrais e equacoes lineares em espacos de
Banach; e demonstrar o Teorema de Baire e aplica-lo na demonstracao de um resultado
que garante a existéncia de fungoes continuas sem derivada.

Assim, o trabalho estd organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 aborda sobre
Topologia Geral e Espagos Métricos, bem como resultados importantes para o que é
discutido no Capitulo 3, que trata do Teorema do ponto Fixo de Banach e aplicagoes, e

no Capitulo 4, que trata do Teorema de Baire.
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2 UM POUCO DE TOPOLOGIA

A Topologia é um ramo da Matematica que objetiva estudar Espacos Topoldgicos e
a relacao entre os objetos de tais espacos. Nesta area se estuda, também, generalizagoes
das ideias de limite e continuidade que conhecemos do Calculo, por exemplo.

Um tipo de espaco topoldgico que embasa diversas teorias da Analise Matemaética sao
os chamados Espacos Métricos, cuja ideia esta associada a nogao intuitiva de distancia.

Neste capitulo, sao apresentados alguns conceitos e resultados da Topologia Geral e
da Topologia dos Espacos Métricos que sao necessarios para o entendimento dos teoremas
dos capitulos posteriores. Para tanto, utilizamos neste capitulo principalmente o livro
Topology: A First Course (2000), de James R. Munkres. Outras referéncias consulta-
das/recomendadas para o entedimento do Capitulo sdo Domingues (1982), Lima (1970) e
Lima (2003).

2.1 Espacgos Topoldgicos

Definicao 2.1. Seja X um conjunto arbitrario. Uma topologia sobre X ¢ uma familia 7

de subconjuntos de X satisfazendo as seguintes propriedades:
1. @ e X pertencem a T;
2. A intersecao de elementos de uma subcolecao finita de 7 pertence a 7;
3. A uniao dos elementos de uma subcolecao arbitraria de 7 pertence a 7.

Um Espago Topolégico é um par ordenado (X, 7), em que X é um conjunto e 7 uma
topologia sobre X. Em geral, diz-se apenas que X é um Espaco Topoldgico, ficando
implicito que foi definida uma topologia sobre X. Ademais, os elementos da topologia 7

sao chamados de abertos.
Exemplo 2.2. Seja X = {a,b,c} um conjunto com trés elementos. Tem-se

a) 7 ={a,X,{b},{b,c}} é uma topologia sobre X.

Devemos verificar se 7; satisfaz as trés condigoes da Definigao [2.1] Para isso, obser-
vemos que @ e X pertencem a X. Ademais, a intersecao de quaisquer elementos de
71, bem como a uniao de quaisquer elementos de 7, pertencem a 7. Portanto, 7 é

uma topologia sobre X.

b) 7 ={2,X,{a},{b}} ndo é uma topologia sobre X.

Como vemos, {a} u{b} = {a,b} ndo pertence a 1. Portanto, como a condigao 3 da

Definicao nao é satisfeita, 7 nao é uma topologia sobre X.
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Exemplo 2.3. Se X é um conjunto qualquer, a familia formada por todos os subconjuntos
de X é uma topologia sobre X, chamada de Topologia Discreta. Além disso, a colegao

{X, @} é também uma topologia sobre X, chamada de Topologia Indiscreta ou Trivial.

Exemplo 2.4. A familia de intervalos abertos de R, dados por
(a,b)={zreR:a<x<b}, (a,+0)={reR:a<z}e(-0,a)={xeR:x<a}

com a,b € R, formam uma topologia sobre R, chamada de topologia canonica.

Definicao 2.5. Sejam X um Espaco Topolégico e x € X. Se U é um aberto contendo =z,

diremos que U ¢é uma vizinhanga de x.

Definicao 2.6. Se X é um conjunto, uma base para uma topologia em X é uma colecao

B de subconjuntos de X, tais que
1. Para cada x € X, ha, ao menos, um elemento B € B com x € B;
2. Se x € Byn By, com By, By € B, entao existe Bg € B com x € By e B3 c By N Bs.

Se B satisfaz as duas condigoes, entao definimos a Topologia 7 gerada por B como segue:

U c X é elemento de 7 se, para cada z € U, existe Be B tal que ze Bc U.

Observemos que, nas condigoes da definicao anterior, 7 é, de fato, uma topologia sobre
X.

Com efeito, se U = @, entao, por vacuidade U € 7. Ainda, X € 7, pois para cada z € X,
por (1), x € B para algum B € B, que é a defini¢ao dos elementos de 7.

Agora, sejam {U,}4c; uma familia arbitraria de elementos de 7 e U = Uqes Uy. Dado
x e U, existe a € J com x € U,. Como U, € 7, existe B € B, tal que x € Bc U, c U e,
portanto, U € 7. Por inducao, prova-se para a intersecao finita.

Finalmente, se U; e U, sao elementos de 7 e x € U; n U,, existem By, By € B, com x €
By cU; e x € By c Uy. Do item (2), segue que existe Bz € B, com z € By c BinBy c UjnUs

e, portanto, U; n Uy € 7, como queriamos.
2.2 Topologia Induzida

Definigao 2.7. Sejam X um Espaco Topolégico com a topologia 7 e Y ¢ X um subcon-
junto. Definimos a topologia induzida 7, em Y como a colegao dos conjuntos da forma

UnY, em que U c X é um aberto em X. Dizemos que Y é um subespaco de X.

Podemos mostrar que 7, ¢, de fato, uma topologia, verificando que sao satisfeitas as
condigbes da Definigao 2.1} Vejamos:

l.g=gnYer,eY=XnYer,
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2. (ULnY)n(UsnY)n-n(U,nY)=(UinUsn--nU,)nY €7,

3. UaeJ(Ua N Y) = (Uae] Ua) nY ¢ Ty-

Proposicao 2.8. Sejam X um Espaco Topologico e Y ¢ X um subespaco. Se U ¢é aberto

emY eY é aberto em X, entao U € aberto em X.

Demonstracao:
Se U ety, entao U =V NnY, com V aberto em X. Como Y ¢é aberto em X, entao, por
definicao, V' n'Y também o é.
|

2.3 Conjuntos Fechados e Pontos Limite

Definicao 2.9. Seja X um Espaco Topolégico. Dizemos que A c¢ X é fechado se seu

complementar X \ A for aberto.
Exemplo 2.10. O intervalo [a,b] ¢ R, com R munido da topologia canoénica, é um
conjunto fechado, pois seu complementar é

X~ a,b] = (—00,a) U (b, +00),
que é a uniao de abertos e, portanto, também é aberto. Da mesma forma, [a,+o00) é
fechado.

Teorema 2.11. Seja X um Espaco Topolégico, entao as sequintes afirmagoes sao verda-

deiras:

1. @ e X sao fechados;
2. A intersecao arbitrdria de fechados é fechado,

3. A uniao finita de fechados € fechado.

Demonstracao:

De fato, temos:

1. X N~ @ =X é aberto, assim, & é fechado.
X N X =@ é aberto, assim, X é fechado.

2. Seja (Ay)aes uma familia de fechados, temos

X~NMNAu=UJX NA).
aeJ aeJ
Uma vez que os conjuntos X \ A, sao abertos por definicao, o lado direito desta
equacao representa uma uniao arbitraria de conjuntos abertos e, portanto, pela

condicao 3 da Definicao [2.1], é aberto. Logo, N,es Ao € fechado.
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3. Analogamente, se A; é fechado para i =1,2,...,n, considere a igualdade
XN UAZ- = m(X NA).
i=1 i=1

O lado direito dessa equagao é uma intersecao finita de abertos e, portanto, pela
condigao 2 da Definicao [2.1] é aberto. Assim, U}, A; é fechado.

Assim, os itens 1, 2 e 3 estao satisfeitos e segue o resultado.

Teorema 2.12. Sejam X um Espaco Topologico e Y ¢ X um subespaco, entdo um sub-
conjunto A c'Y € fechado se, e somente se, A é a intersecao de um fechado de X com
Y.

Demonstracao:

Assuma que A=CnY, em que C é fechado em X. Temos que X \C' é aberto em X e
assim, (X NC)nY é aberto em Y. Agora (X ~C)nY =Y \ A. Portanto, A é fechado em
Y. Reciprocamente, suponha que A é fechado em Y. Entao, Y \ A é aberto em Y. Pela
definicao de topologia induzida YN A=UnY, em que U é aberto em X. Assim, X \U é
fechado em X. Agora,

A=Y\ (UnY)=(XnY)\(UnY)=(X \U)nY.

Logo, A é a intersecao de um fechado de X com Y.
|

Definicao 2.13. Sejam X um Espaco Topolégico e A um subconjunto de X. Definimos o
interior de A, simbolizado por int A, como a uniao de todos os conjuntos abertos contidos
em A e o fecho de A, simbolizado por A, como a intersecéo de todos os conjuntos fechados

que contém A.

Da Definigao [2.1], segue que int A é aberto, pois é uma unido de abertos, e, do Teorema
segue que A é fechado, pois é uma intersecao de fechados. Além disso,

int Ac Ac A.

Ademais, se A é fechado, entdo A= A e se A é aberto, entdo int A= A.
Se Y é um subespaco de X, entao o fecho de A em Y pode ser diferente do fecho de

A em X. Reservamos a notacdo A para indicar o fecho de A em X e A’ para indicar o
fecho de A em Y.

Teorema 2.14. Seja Y um subespaco de X e AcY um subconjunto. Entdo, o fecho de
AemY é€AnY, ou seja, A’ =AnY.
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Demonstracao:

Seja A" o fecho de A em Y. Pelo Teorema m, temos que AnY é fechado em Y. Além
disso, temos que Ac AnY. Como A6 a intersecao de todos os fechados que contém A,
entio A” c AnY. Agora, como A" ¢ fechado em Y, entao A" =CnY com C fechado
em X. Como A c A”, entdo A c C. Desta forma, A c C. Assim, AnY cCnY = A"
Portanto, A =AnY.

|

Teorema 2.15. Sejam X um Espaco Topoldgico e A c X um subconjunto. Entdo, x € A

se, e somente se, toda vizinhanca de x intersecta A.

Demonstracao:
Mostraremos que z ¢ A se, e somente se, existe uma vizinhanca U de = tal que UnA = @.
De fato, se = ¢ A, entdo existe um fechado C' com A c C' e z ¢ C. Temos que X \ C' é
aberto, com x € (X N ('), e An(X \C) =@. Reciprocamente, seja U um aberto contendo
z tal que Un A =@, entdo X \ U é fechado e Ac X \U. Como z ¢ X \U, entdo z ¢ A.
|

Definicao 2.16. Se A é um subconjunto de um Espaco Topolégico X e z € X, diremos
que x é um ponto limite de A se toda vizinhanca de x intersecta A em um ponto diferente

de z. Denotaremos por A’ o conjunto dos pontos limite de A.

Teorema 2.17. Seja A um subconjunto de um FEspaco Topoldgico X e denote por A’ o

conjunto dos pontos limite de A. Entao,
A=AuA

Demonstracao:
Se x € A’, entao, por definicao, qualquer vizinhanca de x intersecta A. Portanto, pelo
Teorema , zeA. Assim, A'c Ae, como A c A, segue que AUA’ c A. Logo, AUA’ c A.
Agora, tome z € A. Consideramos dois casos: € Aex ¢ A. Sex e Aentdoze AUA.
Suponha agora que = ¢ A. Como z € A, entdo qualquer vizinhanca de z intersecta A.
Como x ¢ A, qualquer vizinhanca de x intersecta A em um ponto diferente de x, isto é,
x e A’. Portanto, x € Au A’, ou seja, A c Au A’ e segue o resultado.
|

Corolario 2.18. A ¢ fechado se, e somente se, A contém todos os seus pontos limite.

Demonstracao:
De fato, A é fechado se, e somente se, A= A = Au A’. Isso ocorre se, e somente se,
A c A.
|
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Definicao 2.19. Sejam X um Espaco Topolégico e A ¢ X um subconjunto. Dizemos que

A é denso em X quando AnU # @, para toda vizinhanga U de x e para todo z € X.

Proposicao 2.20. Seja X um FEspago Topologico. F c X tem interior vazio se, e somente

se, X N\ F € denso em X.

Demonstracao:

F' tem interior vazio se, e somente se, para todo aberto O em X tem-se FFn O = @.
Isso ocorre se, e somente se, todos os abertos estao em X \ F', ou seja, para todo aberto
O, tem-se On X \ F' # @ e isso, por definicao, equivale a dizer que X \ F' é denso em X.

Definigao 2.21 (Sequéncia). Uma sequéncia em um Espago Topolégico X é uma fungao

z:N—-X

nwex(n) =1z,

que a cada numero n € N associa um elemento da sequéncia que chamamos o n-ésimo
termo da sequéncia e denotamos por x,,. O conjunto dos termos da sequéncia é indicado

por {x, :n € N} e a sequéncia é indicada por (,)nen.

Definigao 2.22. Seja (z,,),eny uma sequéncia em um Espago Topoldgico X. Diremos que

() nen converge para x € X se, para qualquer vizinhanca U de x, existe ng € N tal que
n>ny= x,¢cU.

2.4 Espacgos de Hausdorff

Definicao 2.23. Um Espaco Topolégico X é chamado espago de Hausdorff se para quais-
quer z,y € X, com x # y, existem vizinhangas U e V de x e y, respectivamente, com

UnV =g.
Teorema 2.24. Todo subconjunto finito de um espaco de Hausdorff € fechado.

Demonstracao:

Primeiramente, mostremos que se x; € X entdo o conjunto unitério {x;} é fechado.
Se y € X com y # x1, entao existem abertos U e V' contendo x; e y, respectivamente, com
UnV =@. Uma vez que V nao intercepta {x1}, o ponto y nao pode pertencer ao fecho
do conjunto {z1}. Como resultado, {z1} = {z}, de modo que {z;} é fechado. Portanto,

o conjunto finito
i=n
{xb To, xn} = U{xz}
i=1

é fechado, dado que a uniao finita de fechados é fechado.
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Teorema 2.25. Sejam X um espaco Hausdorff e A c X um subconjunto. Entao x € X
€ um ponto limite de A se, e somente se, toda vizinhanca de x intersecta A em uma

quantidade infinita de pontos de A.

Demonstracao:

Se toda vizinhanca de x contém infinitos pontos de A, entao contém um ponto diferente
de x que pertence a A, logo, x é ponto limite. Reciprocamente, seja x um ponto limite
de A. Suponha que existe uma vizinhanca U de z, tal que U n A é finito. Entao U
também intersecta (A \ {z}) em uma quantidade finita de pontos. Escrevendo U n (A~
{z}) = {x1,29,-, 2}, temos que {x1,s,---,2,} é fechado, por ser um conjunto finito,
assim, X \ {x1,x9, -, 2,} é aberto. Além disso, x € X \ {x1,29,--,2,}. Dessa forma,
Un (X ~{x1,xq, -, x,}) é uma vizinhanca de z. Agora, [Un (X \{z1, 22, 2,})]n (A~
{z}) =Un(A~{z})n(X~{z1, 29, -, 2, }) = @, ou seja, uma vizinhanga de = nao intersecta
A, o que contradiz o fato de x ser um ponto limite de A. Portanto, U intersecta A em
uma quantidade infinita de pontos.

Teorema 2.26. Seja X um espago de Hausdorff, entao qualquer sequéncia (x,)nen de

pontos de X converge para, no mdzximo, um ponto de X.

Demonstracao:

Suponha que (x,)ny converge para x, se y # x, entdo, como X é um espago de
Hausdorff, existem vizinhancas U e V de x e y respectivamente, tais que UnV = @. Além
disso, por definicao, existe ng € N tal que, se n > ng, entao x,, € U. Como UnV =&, entao
x, ¢ V. Como y € V, entao z, nao converge para y.

|
Se X é um espaco de Hausdorff e (z,,),n converge para x, diremos que = é o limite

da sequéncia e escrevemos x,, — .
2.5 Fungoes Continuas

Definicao 2.27. Sejam X e Y Espacos Topoldgicos. Uma funcao f: X - Y é continua,

se para cada aberto V de Y, a imagem inversa f~1(V') é aberta em X.

Exemplo 2.28. A definicao de continuidade dada aqui é equivalente a definicao € — 9 de
continuidade em R.

De fato, suponha que f: R — R seja continua de acordo com a definicao dada aqui.
Dados € >0 e xp € R temos que V' = (f(xg) — ¢, f(xo) +¢) é aberto em R. Desta forma,

f~1(V) é aberto e como

fAV)={zeR: f(z) eV}

entao, rg € f~1(V). Logo, existe um intervalo aberto (a,b) com z¢ € (a,b) c f=1(V).
Tome 0 = min{zg — a,b—xo}. Se z € (xg—0,29+0) c (a,b) c f[~1(V), entdo f(x) eV =
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(f(xo) — ¢, f(z0) +¢).

Reciprocamente, suponha que f seja continua de acordo com a definicao -4, seja V' €
R aberto e tome xg € f~1(V). Assim, f(zg) € V. Sejae >0 tal que (f(xo)-¢, f(xo)+e) c V,
entao existe 0 > 0 tal que, se x € (zg— 9,20 +9), entdao f(z) € (f(xo) —¢, f(xg) +e) c V.
Desta forma, (zg— 0,29 +0) ¢ f~1(V). Como xy € R é arbitrario, segue que f=1(V) é

aberto.

Proposicao 2.29. Sejam X um Espaco Topoldgico e A ¢ X um subconjunto. Se existe

uma sequéncia de pontos de (x,)neny € A que converge para x, entdo x € A.

Demonstracao:

Seja x, - x, com (x,)un € A. Dado um aberto U contendo x, existe ng € N tal que,
se n > ng, entao x, € U. Portanto, toda vizinhanca de x intersecta A, o que implica que
zeA.

|

Proposicao 2.30. Sejam X e Y FEspacos Topologicos e f: X - Y uma funcao. Seja

T, = T uma sequéncia em X. Se f € continua, entio f(x,) - f(z).

Demonstracao:
Suponha que f é continua e seja z, > x em X. Seja U c Y uma vizinhanga de f(x).

Entao

fHU)={a" e X: f(a") e U}

é uma vizinhanca de x. Logo, existe ng € N tal que, se n > ng, entao z, € f~1(U) e,
portanto, f(z,) € U. Como U é uma vizinhanca qualquer de f(x), entao f(x,) = f(x).
|

2.6 Espacos Regulares

Definicao 2.31. Diremos que um Espacgo Topologico X é regular se dados um fechado
A c X e um ponto b € X tal que b ¢ A, existem abertos disjuntos U,V em X tais que
AcUebeV.

Proposicao 2.32. Seja X um Espaco Topoldogico. X é regular se, e somente se, dados

um ponto a € X e uma vizinhanca U de a, existe um aberto V c X tal que aeV cV cU.

Demonstracao:

Supondo X regular, sejam a € X e U uma vizinhanca de a. Sendo U aberto em X,
entao a ¢ X \U e X \ U ¢ fechado. Como X ¢ regular, entao existem abertos disjuntos
V., Wem X taisqueaeV e X\NUcW. Logo,ae VcX\WcU. Como X \W ¢
fechado, segue que

aeVcVecX\WcUl.
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Reciprocamente, dados b € X e um conjunto A, fechado, tal que b ¢ A, definimos
U =X\ A. Temos que U é aberto e, portanto, uma vizinhanca de b. Da hipdtese, existe
uma vizinhanca V de b de modo que V c U. Logo, V e X \V sio abertos, disjuntos,
contendo b e A, respectivamente e X é regular.

|
2.7 Espacos Métricos

Ao longo da evolucao, principalmente depois do século XIX, a Matematica ganhou
uma roupagem mais abstrata para a nocao de distancia, passando a aplica-la a conjuntos
nao tao comuns como R ou R2. Assim, tais estudos conduziram as nocoes de Espacos
Métricos, que foram introduzidas pelo matemético francés Maurice René Fréchet (1878 -
1973).

A grosso modo, um Espaco Métrico é um Espaco Topoldgico no qual as distancias entre
quaisquer de seus elementos é definida. Tais distancias formam a métrica do conjunto.

Vejamos agora alguns resultados primordiais dos Espacos Métricos.

Definicao 2.33. Uma métrica sobre um conjunto X é uma funcao d: X x X - R que

satisfaz as seguintes propriedades:
1. d(z,y) 20, Ve,ye X ed(x,y) =0 <z =y;
2. d(z,y) =d(y,z),Vr,y e X;
3. d(z,z) <d(z,y) +d(y,z),Vx,y,z € X.

O nimero d(x,y) é chamado distancia entre z e y.
Um Espago Métrico é um par (X,d), em que X é um conjunto e d é uma métrica
sobre X.

Exemplo 2.34.

(a) Se X é um conjunto arbitrério, entao a fungao d: X x X — R dada por:

1 sex=#y
d(x,y) =
0 sex=y

é uma métrica sobre X.

(b) Em R a métrica usual é definida por

d(:c,y) = |x—y[,\7’x,y € X.
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(c) Seja x = (x1,,x,) € X = R". Definimos a norma de x como
_ (2 2 2y1
7| = (27 + 25+ + 77,2
e a métrica euclidiana d por

d(w.y) =z =yl = [(w1 = 92)” + (12 = 92)* + -+ (@0 = ya)*]2

Dados uma métrica d sobre X, um ponto a € X e um numero r > 0, definimos uma

bola aberta de centro em a e raio r como sendo o conjunto

By(a,r) ={y e X :d(a,y) <r}.

Analogamente, definimos uma bola fechada de centro em a e raio r como sendo o

conjunto
Bala,r]={ye X :d(a,y) <r}.

Para facilitar a notagao, em geral escreveremos apenas B(a, r) para representar a bola
aberta de centro em a e raio r e Bla,r] para representar a bola fechada de centro em a e

raio r, ficando implicita a métrica d.

Definigao 2.35. Se d é uma métrica sobre o conjunto X, entao a colecao de todas as
Bolas Abertas B(a,r), paraz € X e r >0, é uma base para uma topologia em X, chamada

de Topologia Métrica induzida por d.

Observemos que as bolas abertas formam, de fato, uma base para uma topologia
sobre X, segundo a Definigao 2.6 Com efeito, a condigdo 1 é imediata, uma vez que
basta tomar qualquer bola centrada em x, para x € X. Para a segunda parte, sejam
B(xy,7m1) e B(xe,1r3), com x1,29 € X € r1,75 >0 e x € B(xy,7m1) N B(xe,7r2). Queremos
exibir § > 0 de modo que B(x,0) ¢ B(x1,r1) n B(x2,72). Tomando §; = r1 — d(x1, z),
9y =19 —d(x9,2) € § =min(dy,d7), temos, para y € B(z,9),

d(y,z1) <d(y,z) +d(x,x1) <ry —d(x1,z) +d(x,x1) =14

d(y,x9) <d(y,x) +d(x,x9) <ro—d(x9,2) +d(z,29) =19,

ou seja, y € B(xy,r1) n B(xg,19), consequentemente, B(x,0) ¢ B(xy,71) N B(xg,72), como
queriamos.
Segue imediatamente da definicao anterior que as Bolas Abertas sao conjuntos abertos

na Topologia da Métrica.

Teorema 2.36. Toda bola fechada de um Espagco Métrico E € um conjunto fechado.
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Demonstracao:

De fato, seja B[a,r] a bola fechada de centro em a e raio r e escolha x € E'\ Bla,r].
Assim temos que d(z,a) > r. Tome s = d(z,a) —r e considere a bola aberta B(x,s). Se
y € B(x,s), entdao d(z,a) < d(z,y) + d(y,a) e, como B(x,s) é aberta, temos d(z,a) <
s+d(y,a) =d(x,a) -r+d(y,a), logo, d(y,a) >r. Assim, y ¢ Bla,r]. Como y foi tomado
arbitrariamente em B(z, s), segue que B(x,s)n Bla,r] = @. Assim, x ndo é ponto limite
de Bla,r], para todo x € M \ Bla,r]. Dessa forma, B[a,r] contém todos os seus pontos
limites e, portanto, ¢ um conjunto fechado.

|
Proposicao 2.37. Todo Espaco Métrico é reqular.
Demonstragao: A prova pode ser encontrada em Munkres | (2000)). [ |
Teorema 2.38. Todo Espaco Métrico é um espago de Hausdorff.

Demonstracao:

Sejam E um Espaco Métrico e x,y € F distintos. Seja

_d(z,y)
g = 5 s

considere os abertos U = B(x,¢) e V = B(y,¢). Entao, x e U,y e V e UnV =@, portanto,
E é um espaco de Hausdorff.
|

Corolario 2.39. Sejam E um Espago Métrico e (x,)nen uma sequéncia de pontos de E,

entdao o limite de (T, )nen, quando existe, € unico.

Demonstracao:
Como F é um Espaco Métrico, pelo Teorema [2.38 E é um espago de Hausdorff e, do
Teorema [2.26], segue que o referido limite é tinico.
|

Observagao 2.40 (Convergeéncia de sequéncias em Espacos Métricos). Reescrevendo a De-
finicao em termos de bolas, dada uma sequéncia (z, ),y em um espago métrico F,
dizemos que (z, ).y converge para x € F se, para qualquer bola aberta de centro em x e
raio ¢, existir ng € N tal que

n>ng = x, € B(x,e),
ou seja, para todo n > ng, temos d(z,,r) <e.

Definigao 2.41. Uma sequéncia (x,, )y de pontos de um Espago Métrico é uma sequéncia
de Cauchy, se dado € > 0, existe ng tal que, para m,n > ng, temos d(x,, ) < €.
Dizemos que duas sequéncias de Cauchy z, e z/ sdo equivalentes se d(x,,x!) — 0

quando n — 0.
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Proposicao 2.42. Toda sequéncia convergente em um Espaco Métrico E é de Cauchy.

Demonstragao: De fato, se (x,)ney converge para x, entdo, por definigao, para todo
e > 0, existe n > ng tal que x,, € By (x, %), ou seja, d(x,, ) < 5. Entdo, para todo m,n > ny,
segue
€ €
d(zp, ) <d(x,, ) + d(Tp, ) < 5t =c
Portanto, (x,)ney é de Cauchy.

Observagao 2.43. Da definicao de Continuidade em Espacos Topoldgicos, se E e E’ sao
Espacos Métricos com métricas d e d’, respectivamente. Uma aplicacao f : £ - E’ é
continua no ponto x = xy € E quando, para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que, se
d(z,x0) < 6, entao d'(f(x), f(zo)) < €. Dizemos que f: E - E’ é continua quando for

continua em todos os pontos de E.

Definicao 2.44. Uma aplicacao f de um Espago Métrico F, com métrica d, em um
Espago Métrico E’, com métrica d’, é uniformemente continua se para todo € > 0, existe
d >0 tal que, se d(x,y) <0, entao d'(f(x), f(y)) <&, para todo z,y € E.

Exemplo 2.45 (Fungao lipschitziana). Sejam E e E’ Espagos Métricos, com métricas d
e d', respectivamente. Dizemos que uma funcao f: E — E’ é lipschitziana se existe uma

contante L > 0, denominada constante de Lipschitz, tal que

d'(f(x), f(y)) < Ld(z,y)

para quaisquer x, y € F. Afirmamos que as funcgoes lipschitzianas sao uniformemente
continuas.

De fato, dado ¢ > 0, queremos encontrar um ¢ > 0 que satisfacga

d(z,y) <6 =d'(f(x), f(y)) <e.

Basta tomar 6 = £. Entao, para d(z,y) < 0, temos d'(f(x), f(y)) < Ld(z,y) < Lé = L5 =,
em que a primeira desigualdade decorre da definicao de funcao lipschitziana. Logo, f é

uniformemente continua.
Observacao 2.46. Sejam E e E' Espacos Métricos, com métricas d e d’, respectivamente.

1. Dada uma funcao g : F x E - E', em que I’ é um conjunto, dizemos que g é

lipschitziana na segunda variavel se existe L > 0 tal que

d'(g(t,x),9(t,y)) < Ld(x,y)

para quaisquer t € F' e x, y € . L é a constante de Lipschitz da funcao.
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2. Analogamente, dada uma funcao g: FFx Z x E - E’, em que F e Z sao conjuntos,

dizemos que g € lipschitziana na terceira variavel se existe L > 0 tal que

d'(g(t,a,z),9(t,a,y)) < Ld(z,y)

para quaisquer t€ F, ae Z ex, ye€ E. L é a constante de Lipschitz da funcgao.
2.8 Espacos Métricos Completos

Definicao 2.47. Dizemos que um Espago Métrico E' é completo se toda sequéncia de

Cauchy (x,,)ney for convergente.

Proposicao 2.48. Seja E um Espaco Métrico Completo. Se F c E é fechado, entio F

serd um espagco métrico completo.

Demonstracao:

De fato, tome uma sequéncia de Cauchy em F'. Como F c F, tal sequéncia também
serd de Cauchy em E. Como E é completo, entao a sequéncia de Cauchy converge, e
converge para um ponto limite de F'. Como F é fechado, ou seja, possui todos os seus
pontos limites, entao F' c E é completo.

|
Exemplo 2.49. Os espacos R,R" e C com as métricas usuais sao completos.

Definigao 2.50. Diremos que um subconjunto A de um Espaco Métrico F é limitado se

existe um nimero M tal que
d(al,ag) < M, Val,ag e A.

Se X é um conjunto e E um Espago Métrico, uma fungao f: X - E é dita limitada

se sua imagem f(X) é um subconjunto limitado de F.

Definicao 2.51. Dados um Espaco Topologico X e um Espago Métrico Y com uma
distancia d, indicamos por C,( X, Y") o conjunto de todas as aplica¢oes continuas e limitadas

de X em Y, ou seja,
CG(X,)Y)={f:X =>Y:fécontinua e limitada}.
Em Cy(X,Y) definimos a métrica do supremo como sendo
d(f.9) =] = glee = supd(f (), 9(x)), f.9 € CG(X, V).

O fato de d ser uma métrica em Cp(X,Y") segue do fato de Y ser um Espago Métrico

e das propriedades do supremo. O que nos é interessante € o seguinte:
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Proposicao 2.52. Dados um Espaco Topologico X e um Espaco Métrico Y. Se'Y € um

espag¢o métrico completo, entao Cp(X,Y") também o é.

Demonstracao:

Seja (fn)nen € Cp(X,Y) uma sequéncia de Cauchy, entdo, dado € > 0, existe ng tal
que se n,m > ng tem-se d(fn, fm) < €. Como d(f(x), fm(x)) < d(fn, fim) < &, segue que
para todo = € X a sequéncia (f,(2))neny também é uma sequéncia de Cauchy e, como Y
é completo, (f,(x))nen converge para um elemento de Y, que indicamos por f(x).

Como d(fn, fm) < € para n,m > ng segue entao que d(f, f,) < € para n > ng, donde
segue que a aplicacao f é limitada e que a sequéncia (f,,)nen converge para f.

Resta provar que f é continua. Seja x € X e consideremos uma vizinhanca B(f(xo),¢),
com e >0 de f(xp) em Y.

Ainda, da convergéncia de f, a f, existe ng € N tal que n > ng implica em d(f, f,) < 5.
Como f, é continua, em particular, é continua em g, existe uma vizinhanca V' de zy de
modo que d( f,(z), fu(20)) < § para todo z € V.

Logo, se x € V, temos

d(f(x), f(x0)) < d(f(x), fu(2)) + d(fn(2), fu(x0)) + d(fn(20), f (20))
<d(f, ) + d(fu(2), fu(20)) + d(fn, f)

E € €
<—+-+-=¢.

Portanto, Cp(X,Y") é um espago métrico completo.

Exemplo 2.53. Vejamos a seguir mais exemplos de espacos métricos completos.

1. C([a,b],R) e C([a,b],C), com a métrica do supremo, sdo espagos métricos comple-

tos.
Do Teorema de Weirstrass, toda funcao real continua definida num intervalo da
forma [a,b] é limitada e como R é completo, pela Proposicao [2.52, C([a,b],R) é

completo. Raciocinio andlogo para C([a,b],C)

2. Seja B[z,r] c C a bola fechada de centro em z e raio r, entao C([a,b], B[z,r]) é

um espac¢o métrico completo.

Como C é completo, e B[z,r] é um conjunto fechado contido em C, da Pro-

posicao [2.48] segue B[x,r] é completo. Portanto, pela Proposigao segue que
C([a,b], B[z,r]) é um espago métrico completo.
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3 O TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH E APLICACOES

Neste capitulo, inicialmente, enunciamos e demonstramos o Teorema do Ponto Fixo de
Banach. Este teorema é um dos resultados fundamentais na teoria de Espacos Métricos
e garante a existéncia e unicidade de pontos fixos para certas aplicagoes.

Em seguida, aplicamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach para garantir a existéncia
e unicidade de solucgoes para determinadas equacoes diferenciais ordindrias, equagoes in-
tegrais e equagoes lineares em espacos de Banach. Para isso, utilizamos, principalmente,

o livro Aplicagoes da Topologia a Anélise (2011), de Chaim Samuel Honig.
3.1 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definigao 3.1 (Ponto fixo). Um ponto fixo de uma aplicagdo T': X - X é um z € X que

é levado em si mesmo por 7', ou seja, x é mantido fixo. Em simbolos, T'(z) = z, ou apenas
Tx=x.

Exemplo 3.2. Considere uma aplicacao T': R — R, tem-se
1. se Tx = 23, entdo T tem 3 pontos fixos, sendo eles 1,0 e —1.
2. se Tx = x, entao T tem infinitos pontos fixos.

3.seTw=%- %, entao T nao possui pontos fixos.

De fato, caso contrario, teriamos

e, portanto,

Logo

que nao é possivel para qualquer z € R.

Com este exemplo, concluimos também que nem toda aplicagao possui ponto fixo.

Defini¢ao 3.3 (Contragao). Sejam X e Y Espagos Métricos nao vazios e indiquemos por
d suas distancias. Dizemos que uma aplicacao T': X — Y é uma contragao se existe uma

constante real ¢, com 0 < c< 1, tal que para quaisquer x,xo temos

d(Txy,Txs) < cd(z,x2).
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Quando Y = X, dizemos que T' é uma contracao de X.
Observacgao 3.4.

1. Uma contragao é uniformemente continua. Para verificarmos tal fato, basta tomar-
mos ¢ = £ e teremos
d(z1,29) <6 = d(Tx1,Trs) < €.

2. ParaT : X - X, T" n € N, denotard a n-ésima iterada de 1. Por exemplo,
T2z, =T (Tx,), para todo =7 € X.

Teorema 3.5 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja X um espago métrico completo

eT: X - X uma contragao. Entao:

1. existe um, e s6 um, ponto firo de T, ou seja, existe um, e somente um, T € X tal

que Tx =x;
2. qualquer que seja x1 € X, a sequéncia (T, )nen, onde T,y = TMaxy converge a T;

3. para todo n, temos

d(z,,T) < c"’lm,
1-c
em que ¢ é uma constante de contracio de T e (Ty)new € a sequéncia definida no
item 2.
Demonstracao:
Existéncia: Seja x; € X qualquer e x,,1 = Tx,, n = 1,2,.... Vamos demonstrar que

(Zn)neny é uma sequéncia de Cauchy. Para n > 1, temos
d(zp, tpe1) = d(Txp1, Tx,) < cd(Tp1,Ty).
Fazendo inducao sobre n, concluimos que
d(xp, Tpi1) < " Hd(xy, 20),
para todo inteiro positivo n. De fato, para n = 2 temos
d(zxe,x3) = d(Txy, Txs) < cd(x1,22).

Agora suponha que o resultado é valido para n, ou seja, d(z,,Tn1) < A Hd(zy,22).
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Entao, para n + 1, segue

d(xn+17 xn+2) = d(Tl’n, Txn+1)
< cd(Xp, Tni1)
< cle"td(wy,22)] (hipdtese de inducao)

= MDY (2, 1),

Portanto, a sentenca é verdadeira para todo n € N.
Entao para 1 < n < m, usando a desigualdade triangular e a féormula da soma dos

termos de uma progressao geométrica, temos

d(xn7$m) < d(xnaxrwl) +oeeet d(zm—laxm)
< d(zy, z0) + -+ " 2d(xy, T0)

=c"d(xy, 20)(1+ e+ + ™

_ Cm—n—l

1
=" (a1, 29) N

< Cn—l d(xh 1172) .
1-c¢

Como ¢® - 0 quando n — oo, pois 0 < c< 1, entao x,, e x, estao tao proximos quanto se
queira, e, portanto, (x, ),y € uma sequéncia de Cauchy. Sendo X completo, existe T € X
tal que x, - 7.

Vamos provar que Tz = . Para todo inteiro positivo n, temos
d(Tx,xp41) =d(TZ, Txy,) < cd(Z, ),

logo d(TZ,x,41) < cd(Z,x,) e, como d(z,x,) — 0, entao d(Tz,z,) - 0, ou seja, x, > TZ.
Pelo Corolario [2.39] temos entao T'x = Z.
Unicidade: Sejam z, ye€ X, x#y com Tz =z e Ty =y. Entao

0<d(z,7) = d(T7,T5) < cd(z,7)

e, portanto, ¢ > 1, o que contradiz a hipotese. Com isso, concluimos a prova do item 1.

Quanto ao item 2, para x; € X, observemos inicialmente que
tner = Ty = T(D(T(T'11))) = Ty,

Assim, da demonstracao de existéncia, resulta que toda sequéncia da forma T"xq, x1 € X,

converge a um ponto fixo, logo a Z, pela unicidade do ponto fixo.
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Para provar o item 3, observamos que do item 1 resulta, para 1 <n <m, que

d

A(2, 7) < d(2, ) + d( T, T) < c"_1M +d(zm, T)
-c

e, como d(z,,,Z) - 0, segue a afirmacao 3.

Corolario 3.6. Seja T : X — X tal que para algum m, a iterada T™ € uma contra¢ao.
Entao T tem um, e somente um, ponto fizo e, para todo x1 € X, a sequéncia (T™x1)nen

converge ao ponto fizo.

Demonstracao:
Seja T o Unico ponto fixo de 7™, ou seja T™x = ¥ provemos que Z é o ponto fixo de
T. Como T(T"x) =T"(Tx), para todo x € X e para todo n € N, temos

Tz=T(T"z)=T"(TZ).

Chame y = Tz, logo, y = T™y, ou seja, y é ponto fixo de T™. Como T™ tem somente um
ponto fixo, entao y = T e, portanto, T = 7.

Por outro lado, por indugao, segue que todo ponto fixo de T é ponto fixo de T™. De
fato, seja T ponto fixo de T, entdo 7'z = Z, supondo que T"Z = T, temos 17"z =T (T"Z) =
Tz =2x. Assim, como Z é o tinico ponto fixo de T™ entao também é o tinico ponto fixo de
1.

Agora devemos provar que (7T"x;) converge ao ponto fixo ¥Yn € N. Se n é multiplo
de m, entdo n = km, k € N, e temos T*mzy = (T™)*z; - T pelo item 2 do Teorema .

Ademais, para todo n € N, tem-se n=mk+r, com k, reZ e (0 <r<m-1, assim
Tkm+7‘l,1 — Tkm(Trxl) > 7T

pela mesma razao.

Teorema 3.7. Seja X um espaco métrico completo e A um FEspaco Topologico. Para
todo N € A, seja Ty : X - X tal que

1. (T\)xea € uma familia de contragoes localmente uniforme, isto €, para todo \g € A

existem uma vizinhanca Ay de Ao e uma constante ca, <1 tais que

d(Thx, Tyy) < cad(z,y), =, ye X, Xe Ayp.

2. A fungao f,: A— X, em que f,(\) =Tz é continua para todo z € X.
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Entao, se para cada \ € A, x\ denota o ponto fizo de Ty, a aplicacio g: A — X, em que,

g(\) =z € continua.

Demonstracao:

Sejam Ay € A e Ay como na condicao 1, temos

d(wx, Tx,) = d(Thr, ThoT )
< d(T)\I‘)\, T)\l’)\o) + d(TAl’)\O,T)\OJI}\O)
< CAOd(l’)\, x)\o) + d(T)\Jj)\O, T,\Om)\o),

logo,
1

1_CA0

d(I)\,IL‘)\O) < d(T)\ZL‘AO,T)\OZL‘AO).

Pela condicao 2, como f, é continua, entao, da Proposicao [2.30, se A — Ay temos
fm0 (A) - f:cAO(Ao), ou seja, Thxry, = Th,Tx,- Portanto, d(Thxy,, Th,»,) tende a zero e,
consequentemente, d(zy,x,,) tende a zero, ou seja, x) — =, quando A\ > X\g. Com isso,
concluimos que g é continua.

|

Observagao 3.8. Quando Ag = A, dizemos que (7T))xca é uma familia uniforme de con-
tragoes, ou ainda, que a aplicacao T': Ax X - X em que T'(\,x) = T\(z) é uma contragao

uniforme.

Exemplo 3.9. Seja f:R — R uma funcao satisfazendo a condicao de Lipschitz

1f () = f(s)l < Llt - 5|

para quaisquer t,s € R com 0 < L < 1. Entao existe um, e somente um, ¢ € R tal que
f(t) =t e, para qualquer t € R, temos f"(t) =t quando n — oco.

De fato, como R é um espaco métrico completo, entao f é uma contracao. Assim,
pelo item (1) Teorema f tem um, e somente um, ponto fixo. Ademais, do item (2)
do Teorema [3.5] f(¢) tende ao ponto fixo.

Exemplo 3.10. Sejam F' c R” fechado, f: F' — F satisfazendo a condicao de Lipschitz

[£ (@) = F ()l < Lz -]

para qualquer z,y € F', com 0 < L < 1. Entao existe um, e somente um, ¥ € F' tal que
f(@) ==z

De fato, (R",|.|) sendo completo, um fechado F' c R serd um espago métrico com-
pleto, pela Proposicao e, portanto, do Teorema [3.5] temos o resultado.
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Exemplo 3.11. Seja f: R? - R continua, lipschitziana na segunda varidvel, com cons-
tante 0 < L < 1 em qualquer faixa [a,b] x R. Entao existe uma, e somente uma, funcao
y:R >R tal que y(t) = f(t,y(t)) e y é continua.

Seja, para t € R, T; : R - R definida por Ti(s) = f(t,s). Entao

Ti(s) = T(s") = [f (t, ) = f(t, ") < L|s = '],

para todo s,s" € R, para t em uma vizinhanca de ¢y fixado, com um L sendo a constante
de Lipschitz, L < 1. Portanto, a condicao 1 do Teorema esta satisfeita.

A condicao 2 do Teorema também estd satisfeita por f ser continua. Logo, para
cada t € R existe um tnico ponto fixo, y(t), e a aplicacao ¢ : R - R tal que g(t) = y(t) é

continua.

Exemplo 3.12. Existe uma e s6 uma fungao continua e limitada y: [0,00) - R, tal que

t 2
y(t) =sent + f e 5 y(se')ds,t € [0,00).
0

De fato, consideremos o conjunto de todas as fungoes continuas e limitadas de f :

[0,00) > R, munido da norma

[£llee = Sup)lf(t)|-

te[0,00

Tal conjunto é denotado por
E = Cb([07 oo)aR)

e (E,].|«) é completo. Para u € F, definimos Tw: E - E dada por
¢
(Tu)(t) =sent + f e u(set)ds, t€[0,00).
0

Devemos mostrar agora que T'u é uma contracao. Dados u,v e E, e t >0, temos

(Tu)(t) = (Tw)(1)] = |sent + fo " u(set)ds - sent - fo " u(set)ds
- ‘fote-SQ[u(set) ~ u(set)]ds
<[ "o lu(set) - v(set)|ds
< fo " sup [u(r) - o(r)|ds

7€[0,00)

o 2
SHu—va[ e ds
0
Nz

= fu = vl

2
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Assim, temos

S

(Tu)(t) = (To) ()] € fu- o]

Logo,

%

sup |(Tu)(t) = (T0) ()] < lu - UHOOTW
te[0,00)

e segue

70~ oo < - ...

Portanto, como 0 < 4 <1, T é uma contragao e, pelo Teorema temos o resultado.

A partir de agora, utilizamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach para garantir a
existéncia e unicidade de solugao para diferentes tipos de equacoes diferenciais e equagoes
integrais. Para tanto, o método utilizado se resume em associar a solucao de uma equagao
diferencial, ou integral, a um operador T': K - F, sendo E um espago métrico completo,
e mostrar que tal operar é uma contracao. Sendo 7" uma contracao, pelo Teorema do

ponto Fixo de Banach, tem uma tnica solugao, que é a solucao da equacao em questao.
3.2 Equagoes Diferenciais Ordinarias

Vamos utilizar agora o Teorema do Ponto Fixo de Banach para demonstrar um im-

portante teorema valido para equacoes diferenciais.

Defini¢ao 3.13. Sejam Q c R xC e f € C,(€2,C). Dizemos que a fungao continuamente

diferenciavel

u:[c,d] ->C

¢ uma solucao da equacao diferencial

y = f(ty)

se para todo t € [¢,d], temos (¢,u(t)) € Q e w'(t) = f(t,u(t)).

Proposicao 3.14. Seja (to,y0) € 2. Uma condigdo necessdria e suficiente para que
u:[e,d] - C continua, com (t,u(t)) € Q para todo t € [¢,d], seja uma solugdo da equagao
diferencial y' = f(t,y), satisfazendo u(ty) = yo, € que u seja uma solug¢do continua da
equacao integral .
v =+ [ F(su())ds

Demonstracao:

Se f e u sdo continuas, a fungao g : [¢,d] - C em que g(t) = f(t,u(t)) = w'(t) também o
é, pois suas fungoes coordenadas sao continuas. Agora, aplicando o Teorema Fundamental

do Célculo, obtemos

o0 - yto) = [ "y(s)ds = / Cf(ty(s))ds,
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logo,
v =y(to)+ [ F(su(s)ds=w+ [ fs.u(s))ds

e o resultado é valido.

|
Teorema 3.15 (Existéncia de Cauchy para Equagoes Diferenciais). Sejam (to,yo) € RxC

e f definida em [ty —a,ty+a] x B[y, b] c R x C, a valores em C continua e lipschitziana

na sequnda variavel, isto €, existe uma constante real L >0 tal que

|f(t,21) = [(¢,22)] < Lz1 = 2 (3.1)

para todo t € [tg—a,tg+a] e z1, 23 € Blyo,b]. Entao, existe a* com 0 < a* < a tal que a
equacao diferencial

y'=[f(t,y)
tem uma, e somente uma, solucao u definida em [to—a*,to+a*] e satisfazendo y(to) = yo.
Demonstracao:
Como f é uma funcao continua definida em um conjunto compacto, entao existe M
tal que |f(t,y)| < M, para (t,y) € [to—a*,to+a*]x Blyo,b]. Se M =0, entao f(t,y) =y =0
e como y(tg) = Yo, teremos y = 1o e segue a afirmacao. Agora, tomemos

a*—min(a i)
= 37 )

b

17, 1sto €, que a* = a. Temos

Para simplificar a notacao, vamos supor que ja temos a <

que E =Cy([to - a,to + a], B[yo,b]) munido da distancia

d(u,v) = [u=vfew =" sup  {lu(t) -v(D)|}

tE[to —a,to +a]

é um espaco métrico completo. Seja u € E e definamos Tw: F - E por

T®) =w+ [ Cf(s.u(s))ds.

Como f é continua na segunda variavel, entao Tu também é continua. Logo, para

todo t com |t —to| < a, temos

(@) ®) -l < [ 1F(s,u(s))ids

<M ds

to

= M|t - to]
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Logo, Tu(t) € B[yo,b] e, portanto, Tu € E. Dados u,v € E, como f é lipschitziana na

segunda variavel, temos

|(Tu)(#) = (T)(1)] =

/tot[f(s,u(s)) — f(s,v(s))]ds
< ftot|f(8,u(5)) - f(s,v(s))|ds

<L ft; lu(s) - v(s)|ds

< Lu-v]o [t - to.

Além disso, existe m tal que T™ é uma contracao, pois para u,v € E, temos

(T u)(t) = (T™0)(1)] <

Lt - to|m

= - o]

De fato, usando indugao, de (3.1) e (3.2)) segue

Agora, supomos que |[(T™u)(t) - (T™v)(t)| <

temos

(@u)(t) - (T2 0] =| [ 17 Tu() - 1. To(s)1ds

<L

'[Ot |Tu(s) —Twv(s)|ds

t
< L2|u-v]a ‘[t 5 — tolds
0

(3.2)

t —to|?
:LQHu—UHm| o
2!
L2t = tf?
= 5 [t =0 oo-
LMt —to|™
QHU—UHW Entao, para m + 1,
m)!

(@)@ - (00 = | [ T (Tum)(e)) - Fs. () ()]s

< [T (Tum)(e) - £(s. () ()
<L [T a)(s) - (Tmo)(s)lds

[ m+l t
< ||u—v|\oof s — to|™ds
m! to
Lm+1 |t _ t0|m+1
Tl fu=]es +1
Lm+1|t _ t0|m+1
= Ju =2l

(m+1)!
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donde resulta (3.3). Como, |t - to| < a, segue

Lmam
[T =T < [u =] e
m)!
Ademais, £4~ - (0 quando m — oo. Logo, existe my tal que se m > mg temos £ < 1.
m: m:

Portanto, T™ é uma contracao e, pelo Corolério |3.6, T" tera um, e somente um, ponto fixo
e segue o resultado.

|
3.3 Equacgoes Integrais

Agora vamos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach para justificar a unicidade
de solucao da Equacao Integral de Fredholm de segunda espécie e da Equacao Integral de

Volterra. Também demonstramos a dependéncia continua destas equagoes integrais.

Teorema 3.16. Consideremos a equagao integral linear (de Fredholm de sequnda espécie)

o(0)= 70+ [ K )(s)ds

em que K :[a,b] x [a,b] = C € continua. Entao, para todo X € C tal que |\ < em

1
M(b-a)’
que M > | K| o, dada f € Cy([a,b],C) existe uma, e sé uma, u € Cy([a,b],C) que € solugdo

da equagao integral.
Demonstracao:

Sabemos que E = Cy([a,b],C) é um espaco métrico completo e seja

T:-EFE—-F

e Tx

em que

(T2)(t) = f(t) + )\/;bK(t, $)a(s)ds,  tela,b].

Um ponto fixo de T é, evidentemente, solucao do nosso problema e reciprocamente. E,

entao, suficiente demonstrar que, para

1
A —

T é uma contragao. Para isso, consideremos u,v € E, entao

(Tu)(t) = (Tv)(t) = A /abK(t, $)[u(s) = v(s)]ds
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e, portanto,

(T)(®) - @)= [y [ K - o)1ds

<IN [ 1K () [u(s) - o(s) s
< Ko = vle (5 0)
<M = vl (5 0)

= clu-vle
em que ¢ = |A|[M(b-a). Logo,
ITw =TV < c|tt = V| oo-

Como consideramos |A| < m, entao c < 1. Portanto, T é uma contracao e, pelo Teorema
terd um, e somente um, ponto fixo.
|

Teorema 3.17. Sejam K : [a,b] x [a,b] = C continua, f:[a,b] - C continua e X € C tal

que
M <
M(b-a)’

com M > | K|. Dadoe >0, existe § > 0 tal que, se I € Cy([a,b]x[a,b],C), f € Cy([a,b],C),
satisfazem | K| < M, |K - K| <6, |f-f| <0 e, se AeC satisfaz

2 |5\— A <0, entdo, se u € a solugdo de

o0 = 1)+ [ Kt 5)y(s)ds,

eu € a solucao de
~ ~ b .
y() = FO+A [ Rt s)y(s)ds.

temos |u—u| <e.

Demonstracao:
Vamos usar o Teorema [3.71 Lembremos da demonstragdo do Teorema [3.16] que a

constante de contracao de

T = Tf,)\,K : Cb([a, b], (C) g C’b([a, b], (C)
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definida por

b
(Traxv)(t) = £(t) + A [ K(t,s)o(s)ds,  Vte[a,b]

é ¢ = [M(b-a)|K| < 1. Fixados, entdo, A e K, existe ¢ tal que, para A suficientemente
préximo de A e K suficientemente préximo de K, o mesmo ¢ serve como constante de
contracao de T. Logo, a condicdo 1 do Teorema estd satisfeita. Também a condicao
2 esta satisfeita e segue a afirmagao.

|

Teorema 3.18. Sejam f € Cy([a,b],C) e K € Cy([a,b] x[a,b]xC,C), com K lipschitziana

na terceira variavel. Entao a equacgao integral de Volterra

t
O =1+ [ K(tsy)ds  tefad]
tem uma, e somente uma, solug¢ao u € Cy([a,b],C).

Demonstracao:
Seja L > 0 tal que
|K(t,s,21)— K(t,8,2)| < L|z1 — 23|

para todo 21,29 € C, (¢,5) € [a,b] x [a,b]. No espaco métrico completo E = Cy([a,b],C),

consideramos T': ¥ — E definida por

(T2)(t) = f(t) + fatK(t,s,x(s))ds.

Vamos demonstrar que existe n > 1 tal que 7™ é uma contragao e aplicar o Coroldrio [3.6]

Para isso, provemos que, dados u, v € E, e t € [a,b], temos

L (t-a)

(T)(1) - (T0) ()] « =L u=u]

A demonstragao é feita por meio de indugao. Para n =1, temos

()0 - (To)O] = [T s u)) - K s, 0(5)]ds
< fat|K(t,s,u(s))—K(t,s,v(s)|d3
< LtL|u(s)—v(s)|ds

<L(t-a)|u-nv].
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Agora, admitindo verdade para n, ou seja,

L”(t a)

(T u)(t) = (T"0) ()] € ———[u -], (3.4)

entao, para n + 1, temos

(T u)(8) = (T o) (0)] = [T(T™u) () = T(T"v)(t))|

at[K(t, 5. (T™u)(s)) = K(t, 5, (T")(5)]ds

< '/at |K(t,s, (T"u)(s)) - K(t,s,(T"v)(s)|ds
<[ " LT ) (s) - (T"0)(s)|ds.

De (3.4 segue entao

@ty - o))< [ LD ofas
_ Ln+1(t _ a)"“

IS L
Portanto,
n n Lr(t—a)"
(T u)(#) = (T"0) ()] € ———[u -]
L™(t—a)™ . L (t a)
e, como — —— — ( quando n — oo, existe ng tal que se n > ng, tem-se =— —— < 1. Logo,

T™ é uma contragao. Com isso, T' tem um, e somente um ponto fixo, pelo Teorema 3.5l
|
Provaremos agora a dependéncia continua da solucao em relagao a f e K da equacao
integral do Teorema m Para isso, mostraremos que se f é proxima de f e K é proxima

de K, entao as solugoes respectivas sao proximas.

Proposicao 3.19. Sejam f € Cy([a,b],C) e K € Cy([a,b] x [a,b] x C,C), com K lipschit-

ziana na terceira varidvel e u solugcao de

u(t) = F(1) +/;tK(t,s,y(s))ds telab].

Dado ¢ >0, existern 0 >0 e ¢ > 0 tais que, se f € Cy([a,b],C) e K €Cy([a,b] x[a,b] xC,C),

com K lipschitziana na terceira varidvel, satisfazem
I~ £l <8 e|K(ts,0) = K(t,s,0)| <6

para (t,s,v) € [a,b] x [a,b] x B[0,¢c], entao se u é solugao de

w0 = FO)+ [ Rtsu(s))ds (35)
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temos |u—ul <e.

Demonstracao:
Seja E =Cy([a,b],C) e T: E - E tal que para x € E tem-se

(Ta)(t) = £(t) + [K(t,s,x(s))ds. (3.6)

Ponhamos u,, = T4, 4 solugao de (3.5). Entao, sendo uy = T'u, de (3.5)) e (3.6, segue

i) - =70+ [ R a)ds- [0+ [R5 a5))ds
i - s+ [TRGsaenas - [Ks a0)ls
<T@ = 1O+ | TR 5,3(50) + K (05,05 s
ST - £+ IR 5,3065)) - K (s, ()]s,

Como u é ponto fixo de T, entao T™u — u. Assim, existe ¢ tal que
(t,8,u,(s)) €[a,b] x [a,b] x B[0,c],Vs € [a,b], VneN.

Seja

|K-Kl.=  sup  |K(t,s,0) = K(t,5,0)],
t,s€[a,b],veB[0,c]

temos

[a(t) —w () <[f() - F(O)]+ fat K (t,s,a(s)) = K (t,5,a(s))lds
<|f=fI+ 1K - K]t ~al.

Agora, sendo ug = T?u =T(Tu) =T (uy), segue que

(1) = ua®)| <17 = 1+ | [TRC5,805)) = B (1,0 5)) N
U=l [ 1R s, ()) = K (65, (5)) + K (8 ,()) = K (15, (9)) s
AT =11+ [R5, 0(60) - K (0, 5()) s
o [ s, 0(5)) - K 5, ()lds
<UF - FIH IR - KLt -a) + L [ Ja(t) - wi (9)lds.
<UF= I+ 1R = K- )+ L[ 117 =71+ 18 = K- a))ds,
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em que L é a constante de Lipschitz de K. Agora usando o fato de que

o) i L(t a)] 1+L(t_a)+[L(t2;'a)]2+...,

temos

[a(t) ~uz () < |f = f + | K - K|o(t - a) +Lfat[!f—fH + K - Kll(s - a)ds

) i : L (t-ap
S 1F = S+ IR = Kot -a) + LU - FI - ) + LI - K2

<1 - i pe- )« B -y 2

= ||f—f||[1+L(t—a)]+@[HL@—@HB%%]

- -a K_K -a
<1 - flete-or o Rl peren

Agora, por indugao, provaremos que

Hk_ K“c
L

[@(t) ~un ()] < | = fle" D + [ett9 —1]. (3.7)

Para isso, suponha que a desigualdade anterior é verdadeira. Entao, para n + 1, temos
Ups1 = T a =T (T a) =T (uy,) e

(1) a1 = 71+ | [ TR, 0()) ~ K (5,0 (5)) Vs

<|F-fl+

" fat K (t,5,0(s)) = K(t,s,a(s)) + K(t,5,a(s)) - K(t,5,un(s))|ds

<|f- 11+

b LR s i) = Kt s)lds + [ 1 (t,5)) - K (15, un(5))lds

<UF = F14 IR = Kot =a) + L [ () - ua(0)lds.

Agora, usando (3.7)), segue

(1) = e (O] < 1 = S+ 1K = K[o(t - )+
L[ [Hf fleste-a o LK [L(S‘“)—l]]ds
S 1F - S+ IR - K- o)+
FL1F =11 [ e s e | K - K [ et - 1)as



39

e, assim, tem-se

[@(t) = una (D < | f = fl + | K = Kot - a)+

- - L(t-a)
CDIF - A1 1R - K (S5 <) ()

- FI(1 b 1y

. K-K
- 1~ flese e )

M L(t-a)+ert9) [t —1+ La
L

Logo, segue (3.7)). De u,, - u, segue

|5 - K.
L

[a—ul <|f - fle"t + b7 —1]

||f(_ K”c
L

<|f = Flle ) + [et®) - 1]

< selb-a) 4 é[eL(b_“) -1].

€ el
2eL(b-a)’ 9eL(b-a) _ 1

Fazendo § < min{ }, temos

li-u|<=+S=¢
2 2

e segue o resultado.

|
3.4 Equacgoes Lineares em Espacos de Banach
Se E é um Espago Vetorial sobre K munido da norma || - ||, a aplicagao
d(z,y) = v -y[, para z,y,e E
define uma métrica sobre E. Se E é completo com essa métrica, dizemos que (E, |- |) é

um Espaco de Banach.

Uma aplicagao Linear em E é uma aplicagao A : F — FE satisfazendo
A(x + \y) = Az + Ny, para x,y,€e E e A e K.

O Espago das Aplicagoes Lineares e Continuas de F em E, L(FE), é também um espaco
vetorial sobre K com as operacoes usuais de soma de funcoes e produto por escalar. Ainda,

em L(FE) consideramos a norma

| Al = sup{[|Az[; z € E; |« <1}, para A e L(E).
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Com essa norma, L(FE) é um Espaco de Banach.

Mais detalhes sobre espacos de Banach e Operadores Lineares nesses espacos podem
ser encontrados em Botelho, Pellegrino e Teixeira | (2012) e Kreysig | (1989).

Quando £ ¢é um Espaco de Banach, dados A € L(E) e b € E, podemos considerar o

problema
Az =b (3.8)

em que estamos procurando uma solucao x € E. Este problema pode ser transformado

através da relacao: Az = b se, e somente se,
xr=(I-A)x+b (3.9)

em que [ é a aplicacao identidade de F.
Escrevendo, entao, C'= 1 — A, vem que x é solucao de (3.9) se, e somente se, z é um

ponto fixo da transformacao f: E — E tal que
f(x)=Cx+b. (3.10)

Como A e I s@o continuas, entdo (I — A)z + b também é continua, ou seja, f é uma

aplicagao continua, assim temos

[ (1) = f(@2) | = [C(21 = 22) [ < |C| 21 = 2]

[£7 (1) = f7 ()| = [C (21 = w2) | <[] s = ],

entdo, do Corolério [3.6] e do Teorema [3.7], segue o seguinte resultado:

Teorema 3.20. Se A€ L(FE) ¢ tal que existe m > 1, com
[ =11 =A)™] <1,

entao para todo b € E, a equacao (@ tem uma e s6 uma solucao x e esta depende

continuamente de b.

Na realidade, o problema principal nas aplicagoes é determinar a norma |C|| ou |C™|.
Nos exemplos concretos, poucas vezes se consegue calcular a norma de um operador e,
em geral, achamos apenas majoragoes dessa norma.

Quando E é um espago de Banach formado por sequéncias = = (x,)nen € a trans-

formagao A de (3.8) é dada da forma

by, = Z Ay Tom, T EN, (3.11)
m=1
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entao, (3.9 toma a forma

Ty = Z CrmTm + bn, n €N (3.12)

m=1
em que Com = Onm — Anm (Opm = 1 s€ =, 0pm =0 se 1.+ m).

Definicao 3.21. Definimos o espago de Banach ¢,(N), 1 < p < oo, como sendo o conjunto
gp(N) = {(xn)neN cRouC: Z |In|p < OO}
n=1

Dado (2, )nen € £,(N), definimos a norma de (2, )nen como

1
P

o0
[al, - (2 |xn|p)
n=1

Defini¢ao 3.22. Definimos o espago de Banach /., (N) como sendo o conjunto

loo(N) = {(2p)nen € R ou C:sup|x,| < oo}.
neN

Dado (2, )nen € £oo(N), definimos a norma de (z,)ney como

|zl e0 = sup|an|.
neN

Vamos agora considerar o sistema ([3.12)) nos diferentes espagos de Banach £ = (,(N), 1 <

p < oo e achar majoragoes para a norma da transformacao linear

C:zely(N)»>y=Crel,(N),
em que

Yn =Y. ComTm- (3.13)
m=1

Teorema 3.23. Se o0s nimeros complexos cpm, n,m €N sdo tais que Suppen Yomey [Cnm| <
0o, entao define uma transformacao linear continua de l.(N), e temos

IC < sup 3 leuml.

neN m=1

Demonstracao:

Seja = = (1) € fo(N), temos

(e ¢]
Z CnmTm

m=1

lyn| =

o0 o0
< Z |Cnm|sup|xm| = Z |Cnm| “x”oov
m=1 meN m=1
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donde segue que

1Yl oo = sUp Y]
neN

< (sup Z |cnm|) || oo -

neN m=1

Corolario 3.24. Se os complexos ¢y, n,m € N, sao tais que

sup i |cnm| < 1,

neN m=1

entdo, para todo b = (by)nen € oo (N), 0 sistema tem uma, e somente uma solu¢ao
r € Lo (N) que depende continuamente de b. Partindo de um elemento qualquer de y €

lo(N), a sequéncia (f™y)nen converge para a solugdo x.
Teorema 3.25. Se os niumeros complexos Cppm,n,m € N, sdo tais que sup,,.y Yooy [Cm| <

00, entao define uma equagao linear continua de ¢1(N), e temos

o0
[C] <sup > |eum| < 0

meN p=1

Demonstracao:

Seja © = (2 )nen € £1(N), temos

|y

NgK

Iyl =

3
1l
—_

M3
M

Cnmxm

1

3
I
—

M3
Mz 3

|Cnm| |wm|
1

[ee)
n=1

3
Iy
3
I

Mg 108

o0
T | SUPmen Y |Crm]
n=1

<

3
I,

[e.e]

=sup > [caml 2]

meN p=1

Corolario 3.26. Se os numeros complexos Cum, n,m €N sao tais que

sup i |cnm| < 1,

neN m=1
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entdo, para todo b = (by)nen € (1(N), o sistema tem uma, e somente uma solu¢dao
x € (1(N) que depende continuamente de b. Partindo de um elemento qualquer de y €

1 (N), a sequéncia (f™y)nen converge para a solug¢ao x.



44

4 O TEOREMA DE BAIRE

Dos teoremas da Topologia Geral, o Teorema de Baire é um dos mais ricos em con-
sequéncias, nao sé na prépria Topologia, mas, principalmente, na Analise Matematica.
Este teorema garante que todo espaco métrico completo é um espago de Baire.

Neste capitulo também utilizamos como principal referéncia o livro Aplicagoes da
Topologia a Andlise (2011), de Chaim Samuel Honig. Recomendamos também Gomes

(2009) e Munkres | (2000). Aqui, vemos, primeiramente, alguns resultados necessarios
para definir um espago de Baire. Apods isso, enunciamos e demostramos o Teorema de
Baire e, por fim, o utilizamos para demonstrar a existéncia de func¢oes continuas sem

derivada em ponto algum.
4.1 O Teorema de Baire

Definicao 4.1. Dizemos que um subconjunto M de um Espago Topoldgico X é magro
se ele esta contido na reuniao enumeravel de uma sequéncia de fechados sem interior, isto

é, M c Upen F, em que int F,, = & e F, é fechado para todo n € N.

Proposicao 4.2. Seja (X,7) um Espago Topoldgico. Se (M,)nen € uma sequéncia de

conguntos magros, entao U,ey M,, € um conjunto magro.

Demonstracao:

Seja Upen M, uma uniao enumeravel de conjuntos magros, entao cada M,,, n € N, estd
contido em uma uniao enumeravel de conjuntos fechados sem interior. Portanto, U,y M,
estd contido na uniao enumeravel de unioes enumeraveis de fechados sem interior. Assim,
como a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel, U,y M, esta contido
na uniao enumeravel de fechados sem interior e, portanto, é magro.

Proposicao 4.3. Seja (X, 7) um Espag¢o Topolégico e Y ¢ X com a topologia induzida

T,. Se AcY é magro emY, entdo A € magro em X.

Demonstracao:

A ideia que utilizamos aqui é que os fechados sem interior de Y estao contidos em seus
proprios fechos em X e esses fechos sao fechados e nao tém interior em X.

Seja A magro em Y, entdo A c U,n{Fy : F)) fechado em Y e int F}} = @}. Portanto,

Ac |J{FY: FY fechado em Y e int FY = &},
neN

porque, do Teorema , tem-se F_ﬁy =FY =Y nFY com FY sendo o fecho de FY em X

e, portanto, fechado em X.
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Agora, como int, F}) =@, entao int F,) =@, pois Fly cY c X. E também
@ =int, FY = (int F{)nY.

Assim,

nt F_,%’zz.

Logo,

Ac U{F_E{F_f{ fechado e int FY = a}.
neN

Logo, A é magro em X.

Proposigao 4.4. Sendo (X, 7) um Espago Topoldgico, as sequintes afirmagoes sao equi-

valentes:

EB1) Seja (Op)nen uma sequéncia de abertos densos em X. Se G = Nyeny On, entao G €

denso em X.

EB2) Se (F,)nen € uma sequéncia de fechados sem interior, entao M = Uy Fr também

€ um conjunto sem interior.
EB3) Todo conjunto aberto nao vazio de X € nao magro.
EB4) O complementar de um conjunto magro de X € denso em X.

Demonstracao:
EB1 < EB2 (F,)nn é uma sequéncia de fechados sem interior e M = U,y F, tem
interior vazio se, e somente se, (X \ F},),y é uma sequéncia de abertos densos, pela

Proposigao [2.20) e X \ M é denso. Como

X\M=X~UF,=N(X\F,)=G
neN neN
¢ denso e X \ F), é aberto para todo n € N, segue a equivaléncia.

EB2 = EB3 Se M é magro, entao M c U, Iy, com F, fechado e int F,, = @&,
para todo n € N. Dessa forma, M estd contido em um conjunto que nao tem interior e,
portanto, M nao tem interior. Logo, M nao é aberto. Assim, todo conjunto aberto nao
vazio nao é magro.

EB3 = EB4 (~EB4 = ~EB3) Seja M um conjunto magro cujo complementar nao
seja denso em X. Entao existe um aberto A tal que X N\ M n A =@, isto é, A c M, ou

ainda, int M + @. Mas int M c M. Assim, int M é magro, aberto e nao vazio.
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EB4 = EB1 (~EB1 = ~EB4) Suponha (O,,) .y uma sequéncia de conjuntos abertos

e densos tais que G = N,y On, nao seja denso. Entao

XNG=X~N0,=UX~0,

neN neN

e, com toda razao, X NG c U,y X N O,,. Mas, pela Proposicao [2.20) X \ O,, sao conjuntos
fechados sem interior, portanto, X \ GG é magro e seu complementar nao é denso.

Definigao 4.5. Dizemos que (X, 7) é um espaco de Baire se satisfizer EB1, EB2, EB3
ou FB4.

Proposicao 4.6. Seja X um espago de Baire.
1. Todo aberto A+ @ de X, com a topologia induzida, é um espaco de Baire.
2. Todo Gsc X denso, com a topologia induzida, € um espaco de Baire.
3. O complementar de um conjunto magro M de X ¢é um espaco de Baire.

Demonstracao:

1. A ideia aqui é transferir a sequéncia de abertos densos do subespaco para o espaco.

Para isso, precisaremos fortemente do fato de que o subespaco é aberto.

Suponha que exista uma sequéncia (O, ),y de abertos e densos de A com N,y Oy,
nio denso. Entdo, se definirmos (O, )ney tal que 07 = O, U (X \ A), O, sdo abertos
(unido de dois abertos). Além disso, provaremos que O/, sao densos em X. Se B é
aberto de X,

BnO!=Bn(0,u(X~A)=(BnO,)u(BnX~\A).

Se BnO, =@, Bc X\O0,. Além disso, B ¢ A, pois, caso contrario, terfamos
BnO, +#+ @, jd que O, c Ac A. Entdo B c X \ A. Assim, se B # &, entdo
BnO! +@. Agora, se (Bn X\ A) =@, entdo B c A e, assim, BnO, # @ pela
densidade de O,. De qualquer forma, teremos B n O/, # @, assim, (O! ),y é uma

sequencia de abertos densos em X, ja que B foi tomado arbitrariamente. Mas,

MO, =) 0nu(X\A)

neN neN

nao é denso em X, o que contradiz o item FB1 da Proposicao

2. Seja G = Npey On, em que O, sao abertos densos de X e seja (A, )meny Uma sequéncia

de abertos densos em G (e, logo, em X). Entao, A,, = G nU,, em que (Uy)men
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é uma sequéncia de abertos de X, pela definicao de topologia induzida. Vamos
provar que U, é denso em X. Se B é um aberto de X, BnA,,=Gn(BnU,,). Se
BnU,, =@, entao terfamos Bn A,,=Gng =g e A,, nao seria denso em X. Logo

U, € denso em X. Além disso, observe que

N An=(GnU,

meN meN

= m ﬂOnIﬁUm

meNn’eN
= m Onl N Um
(m,n’)eN?
Mas, para cada m e para cada n’, O, nU,, é um aberto denso. Assim, como X é

espaco de Baire, N,y A € denso em X e, consequentemente, em G. Logo, pelo
item FB1 da Proposigao .4, G é um espago de Baire.

3. Seja M um conjunto magro de X, entao, como X ¢é espago de Baire, tem-se X \ M
denso, pelo item EB4 da Proposi¢ao .4l Seja G5 denso, podemos tomar G5 como
int(X N M). Sabemos, pelo item (2) desta Proposigao, que tal G5 é também espago
de Baire, assim, se (A, )y for uma sequéncia de abertos densos em X \ M, entao
(A,)neny € uma sequéncia de abertos densos em Gg. Assim, N,y A, N Gs é denso em
Gs e, logo, denso em X N\ M. Se B for um aberto de X ~ M tal que (N,ey An)NB = &,
entao Ny An NGs N B = @ e G nao seria espaco de Baire. Dessa forma, N,y Ay €
denso em X \ M. Portanto, do item EB1 da Proposigao [£.4, X \ M é um espago

de Baire.

Definicao 4.7. Definimos o diametro de um conjunto limitado A ¢ X como sendo o
numero real

diam(A) =sup{d(z,y) : z, y e A}.

Teorema 4.8 (Teorema de Baire). Todo espago métrico completo com a topologia induzida

pela métrica € um espaco de Baire.

Demonstracao:

Seja E' um espago métrico completo e (A, )ny uma sequéncia de conjuntos abertos
densos em X. Usaremos o item EB1 da Proposicao para mostrar que E é um espaco
de Baire. Para isso, mostraremos que N,y A, também é denso em FE, ou seja, para
qualquer aberto O c E, tem-se N,y Ap N O + @.

Para tanto, definiremos a sequéncia de conjuntos abertos nao vazios da seguinte forma:
fixe O aberto nao vazio de E e tome a; = 0. Como A; c (A,)ney € denso em E, a;n Ay é

nao vazio, além disso, da Proposicao [2.37, E ¢é regular, assim pela Proposigao [2.32] existe
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as € E aberto tal que a3 c a; n A;. Dado a,, construiremos a,,; como o conjunto aberto

cujo fecho esta contido em a, N A,, pela regularidade de F.

Assim,
N@,=0n(\aricOn((4.na,),
neN neN neN
mas
On((Anna,)cOn (A, =0nG.
neN neN
Assim,
(@ cOnG.
neN

Desde que essa intersecao seja nao vazia, nosso resultado esta provado. Precisamos mos-
trar que (Npen Gn * @.

Para isso, tomemos uma sequéncia tal que lim,_diam(a,) =0, em que diam(a,) =
sup{d(z,w) : 2, weay}, e Gps1 € a,. Fixado z; € O =@y, existe uma bola aberta B; com
centro x; e diametro d tal que B1n O # @.

Vamos tomar a; = By n O = By na;. Da mesma forma, fixado xo € @y existe uma
bola aberta By com centro xs e diametro d/2 tal que Bynag # @ e tomamos ag = By N as.
Seguindo este raciocinio, dado o n-ésimo termo da sequéncia, construimos a,; da seguinte
forma: tome z, € a,, como a, é aberto, entdao existe uma bola B, de centro x, tal

que B, na, + @ e diam(B,,) = 4 Tomaremos, assim, a,.q = B, Nna,. Como cada

2”1
Ty € Ay € Gy C Ay, Mostraremos que (e @y, # 3,0 que mostra que a sequéncia (z,)nen €
convergente. Para tanto, mostraremos que é de Cauchy.

. 1 d ~
Fixado € > 0, se tomarmos nq tal que ng > % entao, para p € N, teremos

d(xn7 xn+p) < d(l‘n, xn+1) + d(xn+17 xn+2) toeeet d(xn+(p71)7xn+p)

4 d d
- 2n+1 2n+2 toet Qn+p

d(l 1 1) d
=— |+ =++=]<—.
2n\2 22 2p 2n

Logo, para todo n > ng, d(x,, Tnip) < €.

Assim, (2,)ney € de Cauchy, logo é convergente e a intersecao dos @, é nao vazia.
Dessa forma, N,y An N O # @, para todo aberto O c E, ou seja, Ny A, é denso em F.
Portanto, pelo item FB1 da Proposicao [2.20, £ é um espaco de Baire.

4.2 Fungoes continuas sem derivada

Como aplicagao do importante Teorema de Baire, apresentamos um resultado que
garante a densidade do conjunto de fungoes continuas e peridédicas, de periodo 27, que nao

possuem derivada em qualquer ponto da reta, no conjunto de todas as fungoes continuas e
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periddicas, de periodo 27; entretanto, atentamos que, como no Capitulo anterior, podemos
encontrar na Literatura varias outras aplicagoes na mesma direcao.

De acordo com |Aron et al. | (2016), a procura por fungdes continuas que nao possuem
derivada em ponto algum - e suas consequéncias - tem despertado a curiosidade e sendo
motivo de pesquisa de muitos matematicos. Embora alguns exemplos tenham surgido
antes, foi Weirstrass (1815 - 1897), em 1872, quem ganhou destaque ao mostrar a existéncia

de funcoes com essas caracteristica apresentando a seguinte funcao real
o0
flx)y=>d* COS(bkﬂ'l’)
k=0

com 0<a<1,beZ, impar, e ab> 1+ 3m/2.

Na diregao da aplicacao que apresentamos aqui, o préprio Banach mostrou, em 1931,
como consequéncia do Teorema de Baire, que o conjunto de todas as fungoes reais continuas
que nao possuem derivada em ponto algum é residual em C(R), quando este est4 munido
da topologia da convergéncia uniforme em compactos. Ademais, os estudos mais recentes
desse tema tém sido voltados a linearidade dessas classes de funcoes. Recomendamos
Aron et al. | (2016) para uma leitura mais cuidadosa sobre o tema.

Vamos a nossa aplicagao:

Teorema 4.9. O conjunto das funcgoes definidas e continuas na reta, periddicas e de
periodo 27, e que nao possuem deriwada em qualquer ponto da reta € denso no conjunto

E de todas as fungoes periodicas e de periodo 27 definidas e continuas na reta.

Demonstracao:
Se f, ge E, seja
d(f,9) = If - gle = max [f(z) - g(x)|.

0<z<L2m
Que d é uma métrica sobre F, é andlogo ao feito anteriormente para funcoes continuas,
considerando que os elementos de E tem periodo 27, logo estao completamente definidas
no intervalo [0, 27].
Mostremos, entao, que o espaco E com a distancia d é um espago métrico completo.

Para isso, tome (f,,)neny € £ de Cauchy, logo, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que
| fn = fnlE <&, ¥Yn,m > ny.
Como C([0,27],R) é completo com a métrica do supremo, pelo Exemplo , e
an - meE = an|[0,27r] - fm|[0727r] Hoo <&, Vn,m > ny,

segue que (fnlfo,2r])nen € de Cauchy em C([0,27],R). Portanto, existe f € C([0,2n],R)
tal que f,|[0,2,) = f. Definindo agora f:R - R tal que
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f(1), se0<t<2m
f(t-2km), se2km<t<2(k+1)m
f(~t=2km), se —=2(k+1)w<t<-2km,

f

com k € N, temos f eFe f,—>f. Logo E é um espaco métrico completo.
Agora, seja F),, n € N, o conjunto das funcoes f de E tais que exista um ponto ¢t € R

tal que

Y

fem-fO)
h
para todo h real positivo.

1. O conjunto F, é fechado: dada a sequéncia (f;);n de fungoes de F,, que converge

para a funcao f em E, devemos provar que f € F},. Para h > 0 real qualquer, seja

fi(t+h) = f;(1)
h

g;(t) =

Como f; € F),, existe t; e R, 0 <t; < 2m, tal que

Como (%;)jen € [0,27], do Teorema de Bolzano Weirstrass, existe uma subsequéncia
(tj, )ken convergente para um ponto ¢y € [0,27]. Como g é funcao continua de t,
de t;, — to, segue que g(t;, ) = g(to) e, como as fungoes f; convergem uniforme-
mente para f, gracas a métrica considerada de E, as fungoes g; (h fixo) convergem

uniformemente para g, ou seja, dado € > 0, existe kg € N tal que k > ky implica em
€ €
195 = 9llee < 5 € 19(t5,) = 9(t0)] < 5
Assim, para k > kg, usando a desigualdade triangular, temos

|gjk(tjk) _g(t0)| < |gjk(tjk) - g(tjk)| + |g(tjk) - g(t0)|
< gs = glleo +19(25,) = g(to)]
g g

<§+§:€

segue entao que limy_« gj,(t;,) = g(to) e de (4.1) obtemos que |g(tp)| < n, isto é,
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existe 5 € R tal que

f(to+h)~ f(to) <n
. <

para h > 0 real qualquer, logo f € F,.

. O interior de F,, é vazio: dada a funcao f € F,, e € > 0, devemos provar que existe
uma fungao g € E tal que d(f,g) <e e g ¢ F,,, ou seja, nenhuma vizinhanga de f estd
inteiramente contida em F,. Como f é uniformemente continua em [0,27], que é
um compacto da reta, existe § > 0 tal que para x, x' € [0,27] e |z — 2'| < §, temos

|f(xz) - f(«")| < §. Tomemos um inteiro positivo ny tal que

2 €
— <min ((5, —) (4.2)
Un) n

e seja xy = 275—;’, k=0,1,---,n9. Consideremos a funcao g definida na reta, periddica
e de periodo 2m que em cada intervalo [zg, xgi1], k=0, n9 — 1, é tal que g(zy) =
f(xr), glor+ ) = f(ar) + 5, g(whe1) = f(2r1), para zp <o <y + X a fungao g ¢
linear assim como para xy + nlo <z < xpy1. A funcao g é continua em R e nos pontos
r € R em que g é derivavel, temos |¢’(z)| > n. Se x € [0,27] tomando x; tal que
0<x -, <, de (4.2) vem que

€

lg(z) = f (@) <lg(x) = f (@)l + | f (ze) - f2)] < % TiTe

LOgO, d(fag) = MaXp<z<2r |f(x) - g(l’)| <E&.

Segue, entdo, que F, é fechado e int F,, = @. Como, do Teorema [£.8] £ é um espago

de Baire, da condicao F B2 da Proposicao vem que U,y F, tem interior vazio em F.
Logo, da Proposicao ENUnen Fro = Mpen(E N F,) é denso em E.

Agora, se uma funcao fy € E possui derivada em um ponto ty € R, entao existe o limite

lim Jo(to+h) + fo(to)
h—o0 h

e, consequentemente, fy € F,, para algum ny. Logo o conjunto E\U,y F}, esta contido no

conjunto das funcoes continuas da reta, peridédicas e de periodo 27 que nao sao derivaveis

em nenhum ponto de R e segue o resultado.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Com este trabalho pudemos estudar e usar resultados importantes da Topologia Geral
e da topologia dos Espacos Métricos e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e
o Teorema de Baire, Teoremas com consequéncias essenciais para a Analise Matematica.

Verificamos que utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, vélido para espagos
métricos completos, para garantir a existéncia de solugoes para determinados tipos de
equacgoes, ¢ muito conveniente, pois, além de garantir a existéncia e unicidade de solugoes,
através da procura de um ponto fixo em contragoes, também nos fornece um método itera-
tivo para encontrar tal solucao, como fizemos nas aplicagoes aqui apresentadas, nas quais
sempre partiamos de uma contracao 7' : £ - E, sendo F um espaco métrico completo.

Além disso, apos definirmos espacos de Baire, vimos que o teorema de Baire dado neste
trabalho nos fornece condicgoes suficientes para que um Espago Métrico seja um espaco
de Baire, e isto ocorre desde que o Espaco Métrico seja completo. Com este resultado
pudemos provar, nas condi¢oes dadas, que funcgoes continuas sem derivada aproximam
todas a funcoes periddicas e de periodo 27 definidas e continuas na reta, uma vez que este

é um espaco métrico completo e, portanto, um espaco de Baire.
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