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“A menos que modifiqguemos a nossa maneira
de pensar, ndo seremos capazes de resolver 0s
problemas causados pela forma como nos
acostumamos a ver o mundo.”

Albert Einstein.



RESUMO

Este trabalho trata de forma sucinta o estudo de defeitos topoldgicos em sistemas planares
relativisticos (conhecido como vortices), onde o mesmo apresenta peculiaridades bastante
interessantes em diversas areas da fisica. Discutimos inicialmente alguns conceitos relativos a
topologia geral, o estudo da origem da relatividade restrita desenvolvida por Einstein partindo
da incoeréncia das transformacdes de Galileu, o formalismo lagrangeano para determinar as
equacOes de movimentos que governam os fendmenos. Além disso, realizamos o estudo do
mecanismo de Bogomol nyi, ferramenta matematica que permite obter as equacGes BPS
(Bogolmol nyi-Prasad-Sommerfield) que minimizam a energia do sistema. Foram
encontradas solugdes para os modelos Maxwell-Higgs e Chern-Simons-Higgs no que diz
respeito as solucdes tipo vortices, nos possibilitando chegar a uma energia finita e que, de
fato, gera um circulo de vacuo degenerado no plano (energia minima degenerada), como
previsto na literatura. Por outro lado, quando o espaco dos vortices é imerso no espaco
quadridimensional ocorre o surgimento das cordas. Como a parede de dominio (kink), cordas
ndo apresentam energia finita, mas encontramos energia finita e localizada por unidade de
comprimento.

Palavras Chaves: Defeitos Topoldgicos; Quebra Espontanea de Simetria; Mecanismo de

Bogomol’nyi; Vortices.



ABSTRACT

This work deals briefly with the study of topological flaws in relativistic planar systems
(knows as vortexes), where it presents very interesting peculiarities in several areas of
physics. Initially, we discussed some concepts related to general topology, the study of the
origin of special relativity developed by Einstein starting from the incoherence of Galileo's
transformations, the Lagrangian formalism to determine the equations of movements that
govern the phenomena. Besides, the study of Bogomol nyi's mechanism, a mathematical tool
that allows obtaining the BPS equations (Bogolmol’nyi-Prasad-Sommerfield) that minimize
the energy of the system, was carried out. Solutions were found for the Maxwell-Higgs and
Chern-Simons-Higgs models with regard to vortex-type solutions, enabling us to arrive at a
finite energy that, in fact, generates a degenerated vacuum circle in the plane (minimum
degenerated energy), as predicted in the literature. On the other hand, when the space of the
vortexes is immersed in the four-dimensional space, the appearance of the strings occurs. Like
the domain wall (kink), strings do not have finite energy, but we find finite and localized
energy per unit length.

Keywords: Topological flaws; Symmetry spontaneous break; Bogomol’nyi’s mechanism;
Vortexes.
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1 INTRODUCAO

O estudo de defeitos topoldgicos em sistemas planares (conhecido como vortices)
apresenta peculiaridades bastante interessantes em diversas areas da fisica; indo da
cosmologia a matéria condensada, no que diz respeito a transicdo de fase e supercondutores
do tipo Il. A mudanca de fase da matéria provocada pelo superaguecimento pode alterar as
suas propriedades originais, porém, num estado de mais baixa temperatura algumas
propriedades podem permanecer idénticas as originais. A medida que o universo foi
resfriando ocorreram mudancas de fases, e como consequéncia, quebra espontdnea de
simetria, dando origem aos defeitos topoldgicos e o surgimento de novas particulas (GOMES,
A., 2006).

Segundo Yoichiro Nambu, citado por Lustosa, F. B. (2011, p. 12); “Se a minha visao
estiver correta, o Universo pode ter uma espécie de estrutura de dominios. Em uma parte do
Universo vocé pode ter uma direcdo preferencial para o eixo; na outra parte, a direcdo pode
ser diferente.”

Quando um material supercondutor tipo 11 é submetido a um campo magnético externo
suficientemente pequeno (Campo Critico H.,) acontece a expulsdo total do campo, se o
campo externo for aumentado até certo valor maior que o valor critico, tal campo externo
atravessa este supercondutor em uma forma de tubo de fluxo magnético (Vortices) e a
supercondutividade estard presente em toda regido, exceto no interior desses tubos de fluxo
magnéticos. A supercondutividade seré destruida quando o campo externo atingir um segundo
valor critico superior (H.;) (CAMACHO, W. Y. C., 2011).

De acordo com Miller, C. (2012, p. 5)

Em teorias de campos, defeitos sdo solugdes classicas das equa¢bes de movimento
caracterizadas em uma regido do espago em que a ordem do sistema (valida em
regides distintas) € alterada ou quebrada. Desta forma, defeitos podem ser vistos
como um conjunto de solucfes das equacges de movimento que conectam os estados
de vacuo (minimos do potencial) do campo em quest&o.

Esses fenbmenos aparecem em diversos tipos de sistemas fisicos que sdo descritos por
potenciais que apresentam caracteristicas especificas e sdo caracterizados pela presenca de
uma carga topologica conservada. Além disso, o sistema tem que apresentar mais de um

estado de vacuo.
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Miller, C. (2012, p,5,6), ressalta ainda que esses defeitos podem ser classificados
como topoldgicos e ndo topoldgicos de acordo com a conexdo dos estados de minima energia
da teoria (vacuo). Sendo classificado como topoldgico aqueles defeitos que conectam estados
de menor energia a outros estados de menor energia. Ja o ndo topologico sdo aqueles defeitos
que conectam um estado de minima energia a si mesmo.

Dada essa definicdo, podemos entender o conceito de defeitos topoldgicos como sendo
solucdes estaveis de equacdes de movimento e ocorre quando ha uma quebra espontanea de
simetria em uma determinada regido do espaco.

Gomes, A. (2006, p. 1) aponta que “A origem dos defeitos topologicos é explicada de
forma natural pela quebra espontanea de simetria descrita em varios modelos e teorias
utilizadas na construcdo do modelo padrdo das interacGes fundamentais (forcas eletrofracas e
fortes).” Existem trés tipos diferentes de defeitos topoldgicos que sdo os monopdlos
magnéticos, paredes de dominios e os vortices. Daremos uma énfase maior nos dois ultimos
cujas solugdes topoldgicas sdao chamadas kinks e vortices, e que ocorre em (1+1)-D e (1+2)-
D, respectivamente.

Os vortices estdo constantemente presente em muitos fenbmenos que ocorrem no dia a
dia, como furacdes e redemoinhos; fazendo com que esse conceito esteja presente no
imaginario humano. Acreditava-se que 0s planetas vagavam pelo espaco por meio de linhas
de vortices gigantes, remontando as nocdes de cosmologia de Descartes (GUIMARAES, T.
V.M., 2015). Essas solucdes apresentam configuracdes de campo com energia localizada e
finita, como por exemplo, os solitons torvelinhos, que surgem a partir da quebra espontanea
de simetria das teorias de gauge do grupo U(1).

Como evidencia Silva, A. (1996, p.12) “solugdes topoldgicas sdao solugdes das
equacbes de movimento para as quais € possivel introduzir uma corrente conservada, cuja
carga ¢ diferente de zero”.

Neste trabalho nosso propdsito é estudar alguns defeitos topoldgicos em sistemas bi e
tridimensional, bem como fazer uma introducéo conceitual de solugdes do tipo kink e do tipo
vortices em teorias de gauge planares. Para isso, € necessario observar essas solucdes por
meio do mecanismo de Bogomol 'nyi, onde as mesmas sdo obtidas para 0 mecanismo de
Higgs com e sem o termo Cherno-Simons (CS), além do termo de Maxwell.

No entanto, antes de tudo, introduziremos alguns conceitos relativos a topologia geral,
uma vez que é necessario fundamentar o entendimento qualitativo do espaco ao qual esta
ocorrendo esses fendmenos. Além disso, o estudo da origem da relatividade restrita

desenvolvida por Einstein partindo da incoeréncia das transformacoes de Galileu e buscando
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principios de relatividade validos ndo somente para a mecénica e a eletrodindmica cléssica,
mas também todos os fendmenos da natureza. Para o estudo de teoria de campos é necessario
entender o formalismo lagrangeano para determinar as equacfes de movimentos que
governam os fenémenos.

Iremos realizar uma pequena revisdao sobre o fendmeno da quebra espontanea de
simetria, utilizando um modelo de campo escalar real e um campo escalar complexo. Quando
esse fenbmeno ocorre aparecem o0s bosons de Goldstone (sem massa) que podem ser
eliminados quando a teoria apresentar simetria de gauge local, surgindo uma redefinicdo do
campo que gauge e consequentemente o aparecimento de massa para esse respectivo campo.

Apresentaremos também, o mecanismo de Bogomol nyi, que permite obter as
equacbes BPS (Bogolmol nyi-Prasad-Sommerfield) que minimizam a energia do sistema.
Esse mecanismo serd utilizado tanto para encontrar as equac¢fes BPS que minimizam a
energia do sistema no defeito tipo Kink com potencial ¢*, que ligam estados assintéticos de
minimos de energia (vacuo), como para encontrar solugdes de vortices BPS estacionarias em
modelos abelianos acoplados ao campo de Higgs.

Nosso objetivo é estudar como se da a formulacdo de teorias classicas de campos
utilizando o formalismo lagrangeano que seja compativel com a teoria da relatividade, bem
como aplicar o método de Bogomol’nyi nos sistemas do tipo Kink e do tipo Vortices, 0 qual
nos fornece uma maneira de escrever a energia para configuracdes de campos estaticas de

forma quadratica, fechada e minima.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 ESTRUTURA TOPOLOGICA
2.1.1 Espacos Topologicos e Grupos Topologicos

Em diversas areas, o conhecimento é construido com o tempo por meio da
contribuicdo de diversos estudiosos e para o estudo da topologia geral ndo foi diferente. O
conceito de espago topoldgico surgiu a partir da necessidade de se estudar alguns conceitos ja
conhecidos da reta real e dos espacos euclidianos, bem como a continuidade de funcdes
continuas aplicadas nesses espacos (NACIB GURGEL, 2011).

Nacib Gurgel (2011, p. 2) afirma que para um par (E,t), onde E um conjunto e T uma
colecdo de subconjuntos de E, ser um espaco topoldgico é necessario que 0 mesmo satisfaca
as seguintes condigdes:

i. {}eE €1 (conjunto vazio ¢ todo conjunto E pertencem a t)
ii.  Aunido de qualquer subcolecdo de 1 (finita ou infinita) ¢ um elemento de t

iii. A interse¢do de qualquer subcolegdo finita de T pertence a .

A topologia pode ser classificada em trés tipos, que sdo eles: topologia discreta,
topologia cadtica e topologia do complemento finito. Essa classificacdo se dar por meio de
diversas caracteristicas. Chamamos de topologia discreta aquela em que todos o0s
subconjuntos de E sdo abertos, ou seja, todo subconjunto V contido em E temos V
pertencente a T. Chamamos de topologia caotica, a topologia em que somente { } e 0 proprio
E pertencem a 1. Ja a topologia do complemento finito ¢ aquela em que todos os subconjuntos
V contidos em E tais que, o0 complemento relativo de V em E (E\V) ou é vazio ou € finito
(NACIB GURGEL, 2011).

Vamos considerar o conjunto W composto por cinco elementos, W =

{W; W,, W3, W, W5 }. Existem varias maneiras de topologias no conjunto W.

Figura 1. Representacdo da colecao de subconjuntos de W, bem como algumas propriedades.

(a) (b) (c)
o W, T W, T e W,
e W, W, W,
o W; W, W,
e W, © W, W,
o W5 W5 ® WS
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

A Figura 1 mostra as condigdes necessarias para que o par (W, 1) seja classificado
como um espacgo topoldgico. A Figura 1.(a) apresenta na colegdo o conjunto vazio e 0
conjunto W (t = {{ },W}), satisfazendo assim, a condi¢do (i) das propriedades acima. A
figura 1.(b) relaciona-se com a condic¢do (ii), onde a unido de qualquer subcoleg¢do de 1
pertence T, ou seja, T = {{ }, {W,, W, W53} {W, W} W}. Ja a figura 1.(c) exemplifica a
condicdo (iii), ou seja, t= {{ },{W,, W5} {W5}{W;,W,}}. Portanto, o par (W, 1) é um espago
topoldgico.

O conceito de grupo topoldgico serd de extrema importancia para a continuacdo do
entendimento do espaco o qual os fendmenos estdo ocorrendo. De acordo HOFF DA SILVA,
J.M. (2005, p. 14), “um grupo topoldgico é um grupo cujos elementos sdo membros de um
espaco topoldgico em cuja topologia a operacdo do grupo € continua”. Ou seja, ¢ um grupo
onde o conjunto subjacente apresenta uma topologia que coexiste com o produto no grupo, no

sentido em que:

% o produto p:G X G — G, p(g,h) = gh, € uma aplicacdo continua. Considerando
G x G com a topologia produto e

< aaplicacdo inv : G - G, inv(g) = g1, é continua (um homeomorfismo).

2.1.2 Funcdo Continua e Continuidade

Flemming e Gongalves (2007, p. 106) afirmam que uma funcdo f é continua num

ponto b se as seguintes condi¢Ges forem satisfeitas:

a. fé definida no ponto b, ou seja, o ponto b tem que pertencer ao dominio de f (b €

D(f));

b. lim,_, f(x) existe;
c. lim,,, f(x) =f(b).

Para um melhor entendimento vamos a alguns exemplos:

Considere as seguintes fungdes e verifique se elas sdo continuas no ponto atribuido.



X sex # =2
o f(x) = {x+2 sex ;emx = —2.
4,sex = —2
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Vamos observar se as condi¢cGes mencionadas acima serdo satisfeitas; se sim, f(x) é continua.

Primeira condicao:
-2 € D(f), pois f(-2) = 4.

Segunda condicéo:

. . Z-4 . —2)(x+2 .
lim,__, f(x) =lim,__, 9;? = 9}1}@2% = xlirpzx —2=—4.

Portanto, lim2 f(x) existe.
xX——

Terceira condicdo:
lim f(x) # f(=2)
x——2
—4 * 4,

Logo, f(x) ndo é continua no ponto x = —2.

x*-8 sex # 2
® fix)= {x2—4’ ;emx =2
3,sex =2

Vamos proceder da mesma forma do item anterior. Portanto, primeira condi¢do:
2 € D(f), pois f(2) = 3.
Segunda condigé&o:

x*-28 (x=2)(x%+2x+4) _ .

x2+2x+4
lim x) =lim,_,=— = lim =lim,,———— =
xX—2 f( ) xX—2 x2—22 X—2 (x—2)(x+2) X—2 X+2

Portanto, lirr% f (x) existe.
X—

Terceira condicdo:

= 3.
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limf (x) = £(2)
3=3.

Logo, f(x) é continua no ponto x = 2.

Propriedades das Funcdes Continuas

Preposicdo — Se as fungdes h e j sdo continuas em um ponto b, logo:
» h+jécontinuaemb.
» h—jécontinuaem b.
» h.j é continuaem b.

» hlj é continua em b, desde que j(b) # 0.
Preposicdo — Sejam h e j funcdes tais que lim,._,. h(x) = d e j é continua em d. Logo:
limy,c(j o h) = j(d), ou seja; limy_,¢ j[A(x)] = j[limy_ h(x)] = j(d).

Preposicdo — Sejam h é continua em c e j € continua em h(c), entdo a funcdo composta j o h é

continua no ponto c.

2.1.3 Homeomorfismo

Em topologia, um dos problemas mais comuns é provar que dois espagos Sao
homeomorfos. Para isso, faz-se necessario a construcdo de um homeomorfismo entre 0s
espacos ou uma fungdo continua cuja inversa seja continua também. Além disso, no ponto de
vista topoldgico, espacos topoldgicos homeomorfos sdo iguais, ou seja, quando dizemos que
“X é homeomorfo a Y” estamos estabelecendo uma relagdo de equivaléncia em qualquer
conjunto de um determinado espaco topoldgico (NACIB GURGEL, 2011).

Mas afinal, o que € um homeomorfismo? Nacib Gurgel (2011, p. 11) define que “um
homeomorfismo de um espaco topoldgico X sobre um espaco topoldgico Y é uma aplicacéo

continua e biunivoca de X sobre Y, cuja inversa também ¢ continua.” Ou seja,

f:X-Y
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ffl:Yy-X

sao continuas.

Exemplo: seja, B é um subespaco de Y, entdo a funcdo chamada de inclusdo f : B <=>Y €
continua.
Demonstracdo. Dado um aberto V em X, temos que f~1 =V N A, onde V N A é aberto em A

por definicdo de subespaco.
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2.2 ATEORIA DA RELATIVIDADE RESTRITA

Até meados dos anos 1890, sabia-se que as leis da mecanica sdo invariantes sob as
transformacoes da Galileu, ou seja, toda a fisica conhecida até entdo era governada por essas
transformacfes. Porém, essas transformacBes ndo eram vélidas para o estudo do
eletromagnetismo, gerando discordia entre os diversos estudiosos da época (JACKSON,
DAVID JOHN, 1925; p. 388).

2.2.1 Transformac6es de Galileu

Considere dois sistemas de referéncia S e S, com coordenadas (x,y,zt) e

(x,y,z,t), respectivamente, e com velocidade uniforme relativa o .

Figura 2. Esquematizagéo das transformagdes de Galileu.

Z Z

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

De acordo com a esquematizagdo acima podemos perceber que as coordenadas

espaciais e temporal estdo relacionadas da seguinte maneira:

x' =x—vt
y =y (2.2.1)
Z =7Z
t =t
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Vale ressaltar que a equacdo (2.2.1) s6 sera valida se, no instante t = 0, as origens dos
dois sistemas coincidirem.

Segundo Jackson, David John (1925, p. 390), Einstein prop0s algumas possibilidades
para tentar explicar o fato da incoeréncia entre as teorias do eletromagnetismo e as

transformacoes de Galileu:

“A primeira suposicdo era que as equacdes de Maxwell estavam incorretas. A teoria
do eletromagnetismo seria invariante nas transformagdes de Galileu. Ja a segunda
suposicdo é que relatividade de Galileu aplicava-se a mecénica classica, mas o
eletromagnetismo tinha um sistema privilegiado de referéncia, um sistema onde o
éter luminifero estaria em repouso. Por Gltimo, ele supds que existia um principio de
relatividade ndo sé para a mecanica classica como também para o eletromagnetismo,
mas este principio ndo era a relatividade de Galileu. Isto implicaria a necessidade de
modificacdo das leis da mecénica.”

Avaliando as possibilidades a disposicdo, Einstein percebeu que era muito pouco
provavel que a primeira afirmacdo fosse veridica, uma vez que Hertz havia comprovado
experimentalmente a teoria de Maxwell. A segunda alternativa era a mais aceita pelos
estudiosos da época, mas perdeu forca com as experiéncias sem éxito realizadas por
Michelson-Morley e Fizeau a respeito da existéncia do éter. Logo, a Unica suposi¢ao que resta
a ser avaliada é a terceira, Einstein buscou principios de relatividade validos ndo somente para
a mecanica e a eletrodindmica classica, mas tambem todos os fenémenos da natureza. Ele e
Poincaré mostraram que as equacdes de Maxwell eram invariantes as transformacoes
elaboradas por Lorentz (JACKSON, DAVID JOHN, 1925; p. 390).

2.2.2 Transformagdes de Lorentz e Consequéncias da Relatividade Restrita

A teoria da relatividade é fundamentada em dois principios basicos: a existéncia de um
conjunto infinito de sistemas de referéncia euclidianos, equivalente, que se movimentam com
velocidades relativas constante em trajetoria retilineas, uns em relacdo aos outros, na qual o0s
fendmenos ocorrem de maneira idéntica (referenciais inerciais). O segundo postulado leva em

consideracdo a constancia da velocidade da luz.

Transformagéo de Lorentz coordenadas simples

Considere dois sistemas de referéncia S e S, com coordenadas (x,y,zt) e
(x,y,z,t), respectivamente, e com eixos coordenados dos dois sistemas paralelos e

orientados de modo que S  move-se na direcio positiva de x com velocidade uniforme
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relativa o . Além disso, considere um pulso produzido por uma fonte luminosa (em t = t =
0) em repouso em relagdo ao sistema S. De acordo com o segundo postulado de Einstein
implica os dois observadores verem uma esfera de radiacdo eletromagnética expandindo-se
com velocidade c (velocidade da luz) (JACKSON, DAVID JOHN, 1925; p. 397).

Figura 3. Esquematizacgéo das transformac6es de Lorentz considerando uma exploséo

luminosa em dois referenciais inerciais.

vy s y s
—>
t
[i=o0
t
r
-
27
0 X 0 X
Z ,
z
Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.
Para o sistema S, temos;
r=ct
r? = (ct)?
x? + vy + 2% = Pt?
AP — (x*+y2+2z%)=0. (2.2.2)

A métrica, ou norma, é um caso especial do elemento diferencial geral de comprimento

definido por:

(ds)? = g pdxtdx”, (2.2.3)

onde g, € o tensor-métrico.
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De maneira analoga para S,

r'2 = (ct)?
x?+y?+z?%=c*?

cit'? — (x'2 + y'2 + 2'2) = 0. (2.2.4)

De acordo com a hipotese de o espaco-tempo ser uniforme e que apresente
propriedades que varie de forma proporcional em todas as dire¢cbes nos dois referencias

inerciais, a razdo entre os dois sistemas de coordenadas, no instante t, é linear. Portanto,

' 2 2 2
cztz—(x +y +z)

— 92
c?t? — (x%2 + y2 + z2)

=> %2 — (xlz + y'2 + ZIZ) = A?[c?t? — (x* + y? + z?)], (2.2.5)

onde A é um possivel reajuste da escala entre os sistemas de coordenadas.
Partindo ainda da Figura 3 podemos observar que os referencias inerciais S e S’
admitem uma simetria completa entre eles. Ou seja, podemos encontrar as coordenadas

referentes a S para obter as coordenadas em S'. Portanto,

x =y(x—vt)
y =y (2.2.6)
zZ =z

x=y(x +vt)
y=y . (2.2.7)

Z =27
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Substituindo a equacdo (2.2.6) referente a direcdo x' na equacdo (2.2.7) referente a x,

obtemos:

z=y[(y(z —vt) + vt )].
z = y%z —y?vt + yvt .

yvt =z — y?z +y?ut. (2.2.8)

Onde y? = 1_;32 ep= % Fazendo uma manipulacdo matematica, a Equacdo (2.2.8) fica da

seguinte forma:

]/Ut =Z— 1_ﬁzZ +1_—ﬁzvt.
. —zp? 1
t=vam tiamt
t=y— +yt
’ vz
t =y (t - ;). (2.2.9)

A Equacdo (2.2.9) é chamada transformacéo de Lorentz.
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2.3 TEORIA CLASSICA DE CAMPOS

Nesse capitulo iremos fazer uma discussdo no que diz respeito a construcdo e
formulacdo de teorias classicas de campos utilizando o formalismo lagrangeano e que
apresentem compatibilidade com os principios da teoria da relatividade restrita, uma vez que a
natureza é relativistica. Para exemplificar uma teoria de campo relativistica usaremos uma
densidade lagrangeana para um campo escalar ¢ e encontrando a equacéo de Klein-Gordon a

partir das equacfes de movimento.
2.3.1 Formalismo Lagrangeano no estudo de Teoria de Campos

Usualmente, campo pode ser definido com sendo um agente que possui infinitos graus
de liberdade (quantidade minima de ndmeros reais necessarios para determinar
completamente o estado fisico de um dado sistema), tendo valor definido em cada ponto do
espaco e tempo. Os campos sdo utilizados, normalmente, para descrever sistemas continuos
(MELO, T., 2014; p. 5).

Na formulacdo lagrangeana da mecénica classica, um sistema de N particulas (graus
de liberdade) é descrito por 3N coordenadas cartesianas ou por qualquer conjunto de 3N
coordenadas generalizadas g; e 3N velocidades generalizadas ¢,. Para a formulacdo da teoria

de campos ¢ utilizado o campo ¢ (ao invés das coordenadas generalizadas q;) definido em

todo espaco e tempo e as derivadas desses respectivos campos 6<p/at (ao invés das

velocidades generalizadas ¢,).
Isso implica na existéncia de uma densidade lagrangeana que surge a partir de um
sistema de infinitos graus de liberdade e que € representada pela funcdo £, onda a mesma

apresenta uma dependéncia funcional da seguinte forma:

> > dp(Xt) -
L&) = L[(p@ 1), 2222 Vo, 1], (2.3.1)
A integral de £ sobre todo o0 espaco resulta na lagrangeana do sistema L,

L=[Ldx (2.3.2)
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Ja a integral de L no tempo é a acdo S,
S = [ Ldt. (2.3.3)

As equacOes de movimento podem ser determinadas a partir do principio de minima
acao (principio variacional de Hamilton), o qual afirma que a acdo da dindmica de sistema é
minima entre os instantes t1 e t2 (MELO, T., 2014; p. 5). Portanto, substituindo a equacao

(4.2) na equacdo (4.3) e fazendo com que a ac¢éo seja minima, temos

6S =0.
t2 P (_) )
X, t -

=>5 f dtfﬁ(cp(f,t),“”T,Vgo, £) d®x = 0

t1
2 3. (0 ( oL o (L) oL _
== Ju dt J'V d x{at (a(a<p/at)) +V. (V<p) a<p} 0 = 0. (2.3.4)

A Equacdo (2.3.4) resulta na equacéo de Euler-Lagrange,
a oL > (0L oL
at (6(6<p/6t)) +V. (%) VR 0. (2.3.5)

A Equacdo (2.3.5) relaciona-se apenas com um Unico campo, podendo generalizar

para N campos ¢, (v =1,...,N).

3¢ Gpnran) * - () =39, = 0 @39

Sabemos ainda que a natureza é relativistica, logo a teoria de campos deve ser
construida em consonéncia com a teoria da relatividade restrita. Portanto, a Equacéo (2.3.6)

pode ser escrita utilizando os escalares de Lorentz, assim temos:
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6( oL )+6( oL )+6( oL )_I_a( oL )_

dx9 \9(d¢,/0x9) dx1 \9(d¢,/0x1) 0x2 \9(0¢,/0x2) 0x3 \0(0¢,/0x3)
oL
0y

= 0. (2.3.7)

Considerando a notagdo relativistica covariante onde x°=1t, x! =x,x2 =y, x3 =z

Generalizando, a Equacéo (2.3.7) pode ser reescrita como:

9 aL . aL
# a(a#(pv) a<pV

=0, (2.3.8)

]
onde g, = e M= 0,1,2,3.

Para exemplificar o estudo de uma teoria de campo relativistica consideremos a

seguinte densidade lagrangena para o campo escalar real ¢:
_1 _m? 9
L= Molilde _a (2.3.9)

Observe que a Equacdo (2.3.9) é valida para todos os referenciais inerciais e podemos
encontrar as equacdes de movimento para esse campo utilizando a equacédo de Euler-Lagrange

relativistica. Logo, temos que:

0L g
oD 0% (2.3.10)
e
oL _
% meao. (2.3.11)

Substituindo as Equacdes (2.3.10) e (2.3.11) na equacéo de Euler-Lagrange, resulta em:

0,$8%p + m2p = 0, (2.3.12)

que é conhecida como equacéo de Klein-Gordon.
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Note que no lugar da letra m poderia ser utilizada qualquer outra letra. Porém, o termo
quadrético no campo é chamado termo de massa, isso explica a utilizagdo da respectiva letra.
Note ainda que o campo ¢ apresenta apenas um minimo ¢,,;, = 0, fazendo com que o
sistema ndo apresente quebra espontanea de simetria.

A Equacdo (2.3.12) descreve mésons escalares, que sdo particulas eletricamente
neutras, de massa m, de spin nulo e ainda tém probabilidades de serem as suas proprias
antiparticulas (ALDROVANDI; PEREIRA, 2008, p. 109).
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2.4 QUEBRA ESPONTANEA DE SIMETRIA

O estudo do fendbmeno de quebra espontdnea de simetria é muito importante para
compreendermos diversas teorias, pois, serve como ponto de partida para a compreensdo de
diversos acontecimentos posteriores ao mesmo. Este fendmeno surge quando um determinado
sistema dindmico possui uma simetria, porém o seu estado fundamental (estado de menor
energia) ndo é invariante quando submetido a esta simetria (SILVA, A.,1996).

Para tentar tornar mais concreto a compreensédo sobre o conceito, vamos exemplificar
com uma situagéo cotidiana. Considere as seguintes situagoes:

» Uma turma de amigos, composta por cinco integrantes, vai a um restaurante
jantar e todos se integram a uma Unica mesa dispondo de forma fechada. O
garcom coloca sobre a mesa cinco pratos, cinco garfos, cinco facas e cinco
copos. Uma vez distribuida os Kits para o grupo de amigos, o primeiro dos
integrantes a escolher seu kit tem a possibilidade de escolher o que esta
localizado na sua esquerda ou o que esta localizado a sua direita. Uma vez
escolhida a simetria sera quebrada e os demais terdo que pegar o kit no mesmo
sentido do primeiro escolhido, pois, se caso isso ndo for feito, um dos
integrantes ficara com dois kits enquanto outro ficara sem nenhum. A (nica
forma de igualar a quantidade de Kits € o integrante que ficou com os dois kits
passar para 0 outro que nédo recebeu nenhum.

» A roleta dos jogos de azar, por exemplo, uma vez rodada o sistema apresenta
uma simetria completa, porém, a roleta vai perdendo energia até parar em uma
casa. Houve uma quebra de simetria através da variacdo da energia, levando a
mesma para um estado de menor energia (estado de vacuo) (HOFF DA
SILVA, J.M., 2005).

A partir desse evento podemos identificar e estudar alguns fendmenos, bem como o
aparecimento e o desaparecimento dos bosons de Goldstone com a quebra de simetria

continua global e local, respectivamente.
2.4.1 Quebra Espontanea de Simetria Continua Global de Gauge

Vamos considerar a seguinte densidade lagrangeana

L= 0,905 —;2(lgl* - a*)?, (24.0)
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no qual o primeiro termo representa a parte cinética e o segundo termo € o potencial que
desejamos investigar, |¢|? é uma funcdo polinomial do tipo (@), A € uma constante de auto-

interacdo e a € dada por:

2

a2=_é%_ (2.4.2)

A lagrangeana representada pela Equacdo (2.4.1) é invariante sob a transformacao de

gauge global:
@ - @' =exp(id)e, (2.4.3)

onde A ¢ uma constante arbitraria.
Vamos minimizar o potencial, encontrando assim, o estado de menor energia (estado

fundamental):

v _.
50 =
Z—; = A2(pp —a*)p = 0. (2.4.4)

Substituindo a Equagdo (2.4.2) na Equacéo (2.4.4) temos que:

2 _ 2\ - .~
é =12 <<p<p - (- 4%)) ¢ =22(pP) + = ¢. (2.4.5)

Para u* > 0,¢ = @ = 0, logo, ndo ha quebra de simetria. Porém, para u®> < 0, =0 e
|| = a. Nesse ultimo caso, a quebra espontanea de simetria é possivel.
Agora vamos realizar uma decomposicdo do campo escalar complexo em dois campos

reais dado por

+¢+u
=a ;
v NG
o (2.4.6)
— 1
(ﬁ=a+¢ 24
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Substituindo a Equacéo (2.4.6) na Equacéo (2.4.1) e fazendo as operagdes, temos:

L=-
2

(0.9)° +§(6ux)2 —22%a*¢* —V222ap(¢* — x?) —§(¢2 — 3% (247

Se minimizarmos o potencial da Equacdo (2.4.7), vamos observar a existéncia de
termo associado ao campo ¢, esse termo estd associado a massa referente ao respectivo
campo que adquire massa dada por m?, = 4A%a®. Além disso, surgiu um campo , o qual néo
possui massa € nomeado como bdson de Goldstone. Portanto, a teoria ndo € mais invariante
mediante a transformacdo de gauge global. Esse fendmeno nos mostra o surgimento de
bosons escalares sem massa na teoria, uma vez que a simetria continua global for quebrada
espontaneamente (SILVA, A.,1996).

2.4.2 Quebra Espontanea de Simetria Continua Local de Gauge - Mecanismo de Higgs

O mecanismo de Higgs € um processo gque gera massa para 0s campos de gauge de
forma espontanea. Para exemplificar este processo considere a seguinte densidade

lagrangeana para um campo complexo ¢, acoplado a um campo vetorial A, (campo de

gauge):
1 —_ — —
L =—<E,F*¥ + DyoD*o — u* o — A(@g)*. (2.4.8)

Onde D, = (9, + ie4,) é a derivada covariante (relaciona-se com a energia cinética do
sistema para o campo 4,) e F,, = d,A, — d,A, é o tensor intensidade do campo de guage.

Observe que, a Equacdo (2.4.8) é invariante frente as transformacGes de gauge local:
@ - ¢ =elt®g (2.4.9)
@ - W = e_iA(x)(ﬁ (2410)

, 1
Ay > Ay = Ay +20,A(x) (2.4.11)
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Consideremos o caso onde 2 > 0 e u* < 0, situagdo onde a teoria apresenta quebra
espontanea de simetria de gauge. Vamos estudar o comportamento desta teoria na vizinhanca

de um estado de vacuo, logo, consideremos

Po=a= % (2.4.12)
POrtantO,

p(x) = a+2, (2.4.13)
e

F(x) =a+2E (2.4.14)

Substituindo as Equacdes (2.4.14) e (2.4.13) na Equacéo (2.4.8), obtemos:

e?a?

1
L = —ZF#VFMV + >

A,4% +%(6#q§)2 +%(6u)()2 —42%¢* — ead Oy + - (2.4.15)

O segundo termo da Equacdo (2.4.15) apresenta o campo vetorial A4, que descreve a
propagacdo do campo de gauge elevado ao quadrado, indicando que o mesmo é massivo. O
campo escalar ¢p também é massivo, porém o campo y aparece sem massa. Podemos eliminar

0 campo y da teoria fazendo uma redefinicdo no campo de gauge. Portanto, sabemos que:

e?a?
2

e2a? 1 2 1 2
AuAf + 5 (9ux)" — ead, 0%y = [A“ B Eaﬂx] ' (2:4.16)

2
Definindo um novo campo para que possamos eliminar o campo de Goldstone:

1
By = Ay — =01, (2.4.17)

substituindo a Equacdo (2.4.17) na Equacéo (2.4.16), obtemos:
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e?a?
2

e?a?
2

1 2
AA* +-(0,x)" — ead, 0"y = ——B,B". (2.4.18)

Além disso, o tensor intensidade do campo de gauge pode ser reescrito como sendo:
M,, = 0,B, — 9,B,. (2.4.19)
Substituindo as Equacdes (2.4.19) e (2.4.18) em (2.4.15) resulta em:
L=— MM +E% B Br 4 1(5,0) — 422¢? 2.4.20
=~ Muw +_E_ M +E(”¢) - o+ - (2.4.20)
e 0 campo de Goldstone y foi eliminado da teoria.
Inicialmente, comegamos com um campo complexo ¢ que apresentava dois graus de
liberdade e um campo vetorial A, que também apresentava dois graus de liberdade,
totalizando quatro graus de liberdade. O resultado final € uma teoria que apresenta um campo

escalar real ¢ e um campo vetorial B,, com um grau de liberdade e trés graus de liberdade,

respectivamente. Portanto, o nimero de graus de liberdade € preservado (SILVA; A, 1996).
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2.5 0 METODO DE BOGOMOL’NYI

O mecanismo de Bogomol’nyi ¢ uma ferramenta matematica de extrema importancia
quando se trata em levar a energia de um sistema para seu estado fundamental ou de menor
energia, fornecendo uma maneira de escrever a energia para configuracdes de campos
estaticas numa forma quadratica, fechada e minima. A partir dela encontraremos equacées
diferenciais em primeira ordem que é solucdo das equagdes de movimentos em segunda
ordem, veremos a seguir. (HOFF DA SILVA, J.M., 2005).

Vamos considerar a seguinte densidade lagrangeana que descreve um campo escalar

real:

L=-0,00"¢ — V(). (2.5.1)

T2

A equacdo de movimento da Equacdo (2.5.1) pode ser encontrada por meio da

aplicacdo da equacéo de Euler-Lagrange:

, oL oL
Ho(0,p) 0@

logo, a equacdo de movimento é:
u v
0,09 + i 0. (2.5.2)

J& que estamos levando em consideracdo um sistema que apresenta configuracdo
estatica e que estamos inseridos no espaco de (1+1)-D considerando assinatura métrica (1,-1,-

1,-1), as varia¢cdes temporais sdo nulas e com isso a Equacédo (2.5.2) resulta:

9%¢ oV

= — 2.5.3
dx2 1J0) ( )

Note que a Equacgdo (2.5.3) é uma equacéo diferencial ordinéria de segunda ordem e
ndo linear. Portanto, sabemos que encontrar solugdes dessas equacfes nem sempre € simples,
por isso, torna-se necessario a aplicagdo do método de Bogomol’nyi 0 qual nos fornece uma

maneira de escrever a energia para configuragdes de campos estaticas numa forma quadratica,
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fechada e minima. A partir dai encontraremos equacdes diferenciais em primeira ordem que é
solugéo das equacdes de movimentos em segunda ordem, veremos a segulir.
Para determinarmos a energia do sistema (configuracdo estatica) vamos utilizar a

seguinte equacao:
E = [" [Tooldx, (2.5.4)

onde T,, € o tensor energia-momento. Ja que estamos considerando uma configuragédo

estatica, logo:

Tuv = H¢av¢ - guv(ﬁ)

Too = 00$0°¢ — goo(L) = —L. (2.5.5)

Substituindo a Equagado (2.5.1) na Equacéo (2.5.5), produz:

Too = — |[50,09%¢ — V(9]

= —~(000°p + 0,01 + 0,002 + V (¢)

1
)

(@)2 + V(). (2.5.6)

dx

A Equacdo (2.5.6) é chamada de densidade de energia minima no vacuo e é uma
energia finita.
Por sua vez, vamos substituir a Equacdo (2.5.6) na Equacao (2.5.4), essa substituicao

nos fornece a seguinte expresséo:

E=[" E (%)2 + V(qb)] dx. (2.5.7)

Aplicando o método de Bogomol’nyi na Equacéo (2.5.7), obtemos:

(@) v RO aF @) ess
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Substituindo a Equacgéo (2.5.8) na Equacédo (2.5.7) nos leva a:

E= [0 21 @) axF [7, VB (). 259

Observe da Equacéo (2.5.9) que a energia sera minima quando o termo quadratico for

nulo. Portanto,

2+ J2V($) =0. (2.5.10)
Assim,
Emin = F [*. \[2V($)d¢. (2.5.12)
A energia descrita na Equagéo (2.5.11) acima ¢ chamada de energia de Bogomol’nyi,
que é finita.

Agora vamos demostrar que a equacdo em primeira ordem equacéo (2.5.10) resolve a

equacao diferencial em segunda ordem de movimento, Equacéo (2.5.6):

d’¢ _1 X dv(g) de
oz = T (V@) 2<2 2% a)

2 LDz )

d’¢ _ dV(¢)
dx? ~ d¢

Portanto, chegamos ao resultado que queriamos demonstrar.
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Portanto, a0 minimizar a energia chegamos a uma equacdo de movimento equivalente

4 equagdo original, porém de primeira ordem. O método de Bogomol’nyi permite escrever a

energia do sistema estatico de forma simples, quadratica, fechada e minima (SILVA, 1996).

2.6 CARGA TOPOLOGICA

Inicialmente foi mencionado que os defeitos topoldgicos suportam quebram

espontdnea de simetria, mas para que isso aconteca € necessario que caracteristicas

especificas de potenciais e a presenca de uma carga topoldgica seja conservada. Nesse

capitulo, iremos mostrar justamente a conservagdo dessa respectiva carga topolégica.

No espaco de (1+1)-D a corrente topoldgica J4 para um campo escalar real pode

ser definida da seguinte forma:

Jr = €"o,9,

(2.6.1)

onde eV € o pseudo tensor de Levi-Civita (apresenta 0 numero de indices igual ao niUmero

de dimensdes), €%t = —€1% =1 e €°° = €11 = 0. A corrente topoldgica descrita na Equacédo

(2.6.1) obedece a equacdo da continuidade,
9,/ =0,
pois,
d,Jr =€, 0,¢ =0,

tendo em vista que e*V é totalmente anti-simétrico (SILVA; A., 1996).

A carga Q correspondente a corrente J/#* ao longo do eixo x € dada por:

+00 +00 a¢
_ 0 — _r
Qr = J dxJ® = J dx I

Qr = $(+0) — (o) = 0.

(2.6.2)

(2.6.3)



35

Na equacdo (2.6.3) o resultado € zero uma vez que estamos considerando que a
configuragdo apresenta um Gnico minimo, situacdo a qual ¢ (+o) = ¢(—).

Porém, o que nos interessa € encontrar solugbes que possibilitem a presenca de
Qr # 0, ou seja solugdes que apresentem ¢(+) # ¢p(—0) e isso sO serd possivel se o
potencial tiver mais de um minimo. Isto porque, se o potencial tiver um Unico minimo
teremos necessariamente ¢ (+o0) = ¢p(—o0), igual o valor que minimiza o potencial (SILVA,
1996).
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3 DEFEITO TIPO KINK

O defeito tipo Kink, se origina a partir de uma simetria discreta (¢ - —¢) e
possui energia finita. Suas solugdes sdo estaveis e conectam duas regides do espaco onde
apresentam minimos distintos, por isso, sdo chamadas topoldgicas. Quando as solugdes
topoldgicas sdo obtidas num espaco-tempo de (1+1)-D, sdo chamadas de solucdes tipo
kink (MILLER, C.,2012).

Entdo, vamos considerar a seguinte densidade lagrangeana

L==
2

4o, P — 12 (¢? — a?)?. (3.1)
O segundo termo da Equacdo (3.1) representa o potencial ndo negativo e é conhecido
como modelo ¢*. Os pontos minimos de energia sdo encontrados minimizando o potencial,

logo:

av(g) _

ap 0

22(¢* —a*)(2¢) = 0. (3.2)

Observe que a Equagcdo (3.2) sera satisfeita quando, ¢? — a? = 0. Ou seja, ¢ = +a. A

equacdo de movimento para a densidade lagrangeana da Equacédo (3.1) é:

L oL o _
Y90, ¢
3,0°) +22%(p* — a>)¢p = 0. (3.3)

Considerando que o sistema apresenta (1+1)-D e considerando um sistema que

apresenta configuracdo estatica, temos:

Lo _ 222(¢? — a®)p. (3.4)

dx?

Vamos usar o mecanismo de Bogomol’'nyi descrito na Equagdo (2.5.10) para

encontrarmos o valor de ¢ (x), portanto:



37

d —
e A

dp  _
- = FA@? —ad)

d —
o f’az) = FAdx. (3.5)

Resolvendo a equacdo diferencial representado pela Equacdo (3.5) pelo método de

separacdo de variaveis, temos:
d¢ _
f—(¢2_a2)—+f/1dx
Pp(x) = ta tgh(a/l(x + xo)). (3.6)

A Equacéo (3.6) é chamada solugdo tipo kink em que a solucdo positiva é chamada
kink e a solucdo negativa anti-kink. Vamos encontrar agora a energia minima de Bogomol’nyi

para essa configuracao, representado pela equacgéo a seguir:

Emin = F [0, (V2V (@) 52) dx. (3.7)

Considerando ¢(x) = ta tgh(aA(x + x,)) para x, = 0, entdo temos:
Emin =+ f A(xa’tgh?(arx) — a?)[+Aa’sech?(lax)]

Epin="7F flza“sech“(aﬂx)dx
Emin = 340° = = (Aa)a® (3.8)

A energia representada na Equacdo (3.8) é finita tanto para o kink quanto para o
antikink.

Além disso, Aa é inversamente proporcional a largura do defeito [, logo:
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[~—

Aa

Portanto, a energia do sistema esta diretamente relacionada com a largura do defeito.
Um kink “estreito” possui alta energia, ja o kink “largo” apresenta baixa energia. Além disso,
quando o kink é inserido no espaco de (3+1)-D, acontece o surgimento do defeito chamado
parede de dominio (domain wall). Nessa situacdo, o defeito ndo apresenta mais energia finita.
Porém, se pegarmos por unidade de area a energia permanece finita. Esta energia por unidade

de area é chamada de tensdo superficial da parede (MELO, T., 2014; p. 24).
DINAMICA DO KINK

A Equacdo (3.6) descreve solucdes para sistemas com configuracdes estaticas. Para
obter solugdes dinamicas € necessario fazer uma mudanca de referencial, uma vez que
estamos inseridos no espaco relativistico. Dessa maneira, iremos observar o kink propagar
com uma velocidade diferente de zero e regidos por conexdo com as transformacgdes de
Lorentz:

x' =y(x —vt)
{t’ =y (t - %x)' (39)

Nt e :
ondey = (1 — ’;—2) é o fator de Lorentz. Portanto, a solugdo dinamica para o kink (e para

o0 antikink) é dada pela seguinte equagéo:

qb’i(x, t) = atanh[Aay(x — vt)]. (3.10)
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O kink dindmico dado na Equacgéo (3.10) se propaga como pacotes de ondas, com
energia localizada no espaco. A solugédo do kink se propaga com velocidade constante sem

mudar sua forma, ou seja, € uma onda solitaria (LEMQOS, 2007).

Figura 4. Representacdo da propagacao com velocidade constante da solugdo do Kink

dindmico em fungéo do tempo.

[—— =0 ——=03----- t=1]

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

Vamos encontrar a energia de Bogomol’nyi do sistema, l0go:

E'min = F [0, (VZV (@) L) dx (3.11)
Considerando ¢’ J_r(x, t) = atanh[Aay(x — vt)], entdo temos:

co

Ein="F J A[ta?tanh?(Aay (x — vt) — a®)][£Aya?sech?(Aay (x — vt))].

— 00

E . =yE=——. (3.12)

min
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Comparando a energia do kink estatico e a energia do kink dindmico observa-se que
esta onda solitaria se comporta como uma particula relativistica (LEMOS, 2007, p.341).

Em teorias que apresentam diversos campos escalares os kinks podem interagir entre si
por colisGes. Esses kinks descritos na Equacdo (3.10) ndo preserva sua forma depois das
colis@es, no caso da coliséo de um kink e de um anti-kink acontece a aniquilagdo dos mesmos
(MELO, T., 2014; p. 24).

Ondas solitarias que se recompdem apos colisbes entre si chamadas de solitons.
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4 VORTICES EM SISTEMAS PLANARES AUTO-DUAIS EM TEORIAS DE GAUGE

4.1 Modelo de Maxwell-Higgs Abeliano

O modelo abeliano de Higgs admite solugBes cléssicas tipo vortices, comportando-se
como cordas de Nambu no limite do acoplamento forte. Portanto, o estudo desses objetos tem
se tornado de extrema importancia tanto no espaco bidimensional, quanto no espaco
tridimensional, uma vez que, esta inserido em diversos contextos fisicos (SILVA, A., 1996).

Podemos introduzir uma corrente do tipo:
Ji = €"a,4;, (4.1.1)

onde A; é o campo de gauge.

Considere a densidade lagrangeana a seguir:
1 2 2
L=—2F*F, +|Dyo|” =5 (ll* — v*)% (4.1.2)

A Equacdo (4.1.2) define 0 modelo de Maxwell-Higgs, nela, € acrescido o termo de

Maxwell acrescido no termo de Higgs, o qual descreve a dindmica do campo de gauge A,,.

Agora, vamos encontrar as equacdes de movimento de Euler-Lagrange para o sistema:

aﬂﬁ_%: (4.1.3)
Resolvendo a Equacéo (4.1.3), temos:
05(0P A% — 09AF) — 2e2A,lp|* = 0.
Mas, sabemos que (9P A* — 0%AP) = FF* e 9,FF* = |*. Portanto,
J% = 2e*A,lp|% (4.1.4)

A Equagdo (4.1.4) € a equagdo para o campo de gauge A,. Considerando as

configuracOes sejam estaticas, teremos:
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J° = 2e*Aqlol?.
Ja para o campo complexo ¢, a equacdo de movimento resulta:

; oL oL
“0(0,9) O¢

DD ¢ = 2*(pp — v*)e.

Considerando as configuracGes dos campos estaticas, a mesma pode ser escrita da

seguinte forma:
o [1 2 22
E=[" [2E,F* — D" + 2 (lgl? - v?)| a?r. (4.1.5)

Como as solugdes sdo rotacionalmente simétricas, vamos utilizar o seguinte ansatz:

—in6

@(r,0) =vg(r)e
A, =0. A(r,0) = —e—lr[a(r) —n]

(4.1.6)
O parédmetro v foi introduzido para assegurar a quebra esponténea de simetria, e
controlar as dimensdes dos campos. Portanto, dim(v) = dim(e) =%, onde g, a séo

adimensionais (SILVA, A., 1996). Além disso, através do ansatz, da Equacdo (4.1.6)

podemos escrever a seguinte expressdo para 0 campo magnético:

B(r) = —:—;v“. (a’ = %) (4.1.7)

Vamos usar também a seguinte relacdo para expressar a energia da Equagéo (4.1.5) em

termos do campo magnético e do campo ¢:

E, F* = 2B

_ o . _ . (4.1.8)
{lDu<P|2 = —|D;p|* = —0,p0;¢ — iePAOk + iepA, 0, P — A% ||



43

Substituindo as Equacdes (4.1.6) e (4.1.7) na Equacdo (4.1.8), temos:

FoF* = 225 p0 (4.1.9)
—|D;p|? = —v?g'? — v? “iﬁ’z. (4.1.10)
A2 A2
~Upl? —v?) ==v*(g* - D2 (4.1.11)

Reescrevendo a equagéo da energia utilizando as Equagdes (4.1.9), (4.1.10) e (4.1.11),

chegamos a seguinte expressao:

alZ 2,2 /’{2
_ 8 2 .12 2 L oar 2 4y2)] g2
E = fIZlezv +veg"”“+v 2 +2v (g l)ldr

12

E=[" [zerz v® +v2(g"” + %) + 12_2U4(gz — 1)2] d>r. (4.1.12)

Aplicando o método de Bogomol’nyi para escrever a energia da Equacgédo (4.1.12),

numa forma quadrética, fechada e minima obtemos:

aIZ

2e2r?

5 P 2 ' —a
B+ o2 - 1)? =St [P FA(gP - 1| £ ZPPF I (4113)

Ja o outro termo da equacéo da energia, Equacéo (4.1.12) fica da seguinte forma:

(92 +28) =g % ag]z LICH] (4.1.14)

Substituindo as Equacdes (4.1.13) e (4.1.14) na equagéo da energia, Equagéo (4.1.12),

encontramos:

’ 2 2 2 ’
— (® 1 ala 2 2 _ 2, a9 280G a5 24 4 2| g2
E_f_oo{Zv [erv +A(g 1)] tv [‘g + ] tv ierllv‘g +erlv}dr'
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Para que o método de Bogomol’nyi seja valido, vamos considerar a seguinte condicao:

e=A

Portanto,

E = foo {lv“‘ [a—’vz Fe(g? - 1)]2 + v? [g’ - ag]Z + v? a(o?) + T p2g2 ?a—vz} d?r
—oo (2 er - - '

(4.1.16)

De posse da Equacdo (4.1.16), vamos estudar as condi¢es de contorno, uma vez que
as solucdes desse sistema devem apresentar energia total finita e localizada e as condi¢des que

garantem isso, S80 as seguintes;

{limr_)oo a(r) =0t
lim,_,g(r)=1

(4.1.17)

Além disso, € necessario que, na origem o campo de Higgs ¢(r) deve ser univoco e a
componente angular do campo potencial ndo deve divergir (MILLER, C., 2012), portanto, é
necessario satisfazer as seguintes condicdes:

{anO a(r) =n (4.1.18)

lim, o 9(r) =0

Usando as condicBes estabelecidas nas Equacdes (4.1.17) e (4.1.18), chegamos a

seguinte equacado para determinacdo da energia:
T2 (© 3,28 (@ g2 (1 afd o o2 2 )+ ag]?
E=Fv? [ dr*—+ [ d r{;v [;v Fe(g? - 1)] + [g +7] } (4.1.19)

Observe que para a Equacédo (4.1.19) seja minima, o termo quadratico deve ir & zero.

Portanto,
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@ _ e 2 _
e + /v2 (g 1). (4.1.20)

g =% (4.1.21)

Resultando na seguinte expresséo:

al

Epps = Fv22m [ “rdr = Fv?2nfa(eo) — a(0)] = £2n|n|v?.  (n=10,£1,42,..)

r

(4.1.22)

A Equacéo (4.1.22) mostra que a energia minima do sistema é quantizada (finita),
onde o nimero inteiro n (vorticidade) é chamado numero de voltas. Podemos perceber que a
energia é proporcional a esse nimero inteiro de revolugbes que a fase do campo complexo
realiza. Além disso, existe um circulo vacuo degenerado no plano dos complexos ¢.

Por outro lado, quando o espaco dos vortices é imersos no espaco quadridimensional
ocorre 0 surgimento das cordas. Como a parede de dominio, cordas ndo apresentam energia
finita, mas encontramos energia finita e localizada por unidade de comprimento (SILVA,
1996).

4.2 Modelo Chern-Simons-Higgs Abeliano

O modelo CSH (Chern-Simons-Higgs) ocorre no espacgo-tempo de Minkwoski em

(1+2)-D e € definido pela seguinte densidade lagrangeana:
2
L=1e"P AR, + (Dol Ve, (4.2.1)

onde Ee““PAMF;,p é conhecido como o termo de Chern-Simons e k € uma constante de

acoplamento que tem dimensdo de massa. Vale ressaltar que €°1? = 1. O primeiro termo € o
responsavel por governar o campo de gauge A,.
Utilizando a equacdo de Euler-Lagrange, vamos encontrar as equacfes de movimento

para a densidade lagrangeana representada pela Equacéo (4.2.1), logo, temos:

9.2k 9L _
Po@pae) 04q
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que resulta em:

D,Dtgp = ~% (4.2.2)
e para o campo escalar complexo ¢:
oL o
Yo@a0) 09
que resulta na equacao:
EEMMFM = —JK, (4.2.3)

para o campo de gauge A,. Considerando que estamos trabalhando com configuracGes

estaticas, as componentes espaciais das Equagdes (4.2.2) e (4.2.3) séo:

ov

2. 412 _ 9V
D.Dy + e“pA 0= 55

(4.2.4)

para o potencial vetor A, onde D = (V + ieA). Ja a equacdo vetorial para ¢ fica da seguinte

maneira:

k(E, — RE,) = ie[p(Dg) — (D@)¢]

(DEx — REy) = - [#(D9p) — (D)), (4.2.5)
Vamos aplicar o método de Bogomol’nyi para escrever a energia para configuracao de
campos estaticos com o objetivo de encontrar as solugdes das equacdes de movimento em

segunda ordem. Portanto,

E = [[Tooldv. (4.2.6)
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Ressaltando que os campos sdo estaticos, a energia representada na Equacdo (4.2.6)

resulta em:
E = [[IDg|* + e?|p|?A5 + V(lo|*)]dv, (4.2.7)

uma vez que o termo de Chern-Simons ndo contribui para a energia do sistema via o tensor
energia momento, e sim por meio da lei de Gauss. Isso acontece pelo fato deste termo ser
topoldgico; ndo depende da métrica do espaco (SILVA, 1996). A solucdo da energia descrita

na Equacdo (4.2.7) ndo é tdo simples, por isso, usaremos a seguinte identidade:
IDg|? = |(D; + eijiDj)<p|2 teBlol? F Y9, (4.2.8)

Considerando que o r seja muito grande, o Gltimo termo da Equacdo (4.2.8) pode ser
desconsiderado (MILLER, C., 2012). Vamos fazer com que essa mesma equacédo fiqgue com

uma dependéncia em relacdo a A, logo, a equacéo fica da seguinte forma:
. 2 3
ID|? = |(D; + &;iD))o|” + 2= Aolol*. (4.2.9)

A dependéncia acrescida na Equacao (4.2.9) pode ser absorvida pelo segundo termo da

Equacdo (4.2.7), resultando em:
2 2A2='A +£ 2 _ 42 2_3_4 2 2 _ 22_2£ 2 _ 2A 2
e’lp|*Ag = |iedop ti—(lpl° —ao| —Zlol*(el* = a®)* + 2 (lol* = a*)Aolo|".
(4.2.10)

Substituindo as Equacgdes (4.2.9) e (4.2.10) na equacdo de energia descrita pela
Equacdo (4.2.7), resulta em:

et

2 2 . 2
£ = [leaon £ < o> = ao| + (D £ 24iD)o|” +V(Iol) - S 1o (ol - a2 £

eazB] dv. (4.2.11)
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Para que a Equacéo (4.2.11) seja minima, é necessario que todos os termos quadraticos

sejam zero. Portanto, se faz necessario usar as seguintes expressdes para saturar a energia:

) 2
[ 1(D; £eiD)0l" =0,
4 Ay = ¢§(I<p|2 —a?), (4.2.12)
4
VU0l = S 1o Aol - a2y

Fazendo uso das relacbes da Equacdo (4.2.12), na equacdo da energia, Equacéo
(4.2.11), temos:

E = ieaszdv,

=>F = +ed®d. (4.2.13)

onde & ¢é o fluxo magnético e € igual a 2mn e e e a sdo constantes. Portanto, a Equacéo
(4.2.13) resulta em:
E = t+ea®2mnn. (4.2.14)

Note que a Equagdo (4.2.14) mostra novamente que a energia minima do sistema é
quantizada (finita), onde o numero inteiro n (vorticidade) ¢ chamado nimero de voltas.
Podemos perceber que a energia é proporcional a esse niumero inteiro de revolucdes que a fase

do campo complexo realiza.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesse capitulo sdo apresentadas analises sobre o comportamento de solugdes cléssicas
de diversos defeitos topoldgicos, sejam eles em (1+1)-D ou (1+2)-D, defeito tipo Kink e
Vortices, respectivamente. Além disso, a praticidade da implantacdo do método de solucao de
Bogomol’nyi, possibilitando o fornecimento de um conjunto de equacdes diferenciais de
primeira ordem que saturam a energia minima do sistema.

Na Equacdo (2.5.11) ¢é representada a energia de minima de Bogomol’nyi para o
sistema de (1+1)-D, onde a mesma € finita e localizada em uma pequena regido do espaco
préxima a origem. As solucbes das equacdes de movimento que representam as paredes de

dominio ndo possuem energia finita, porém, a solucéo por unidade de area possui.

Figura 5. Representacdo da solucgdo do sistema ¢(x), paral =a=1ex, = 0.

Kink = e .\nll‘k:I\L]

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

A Figura 5 representa o comportamento do campo ¢(x) para a solugéo tipo kink
(representada pela linha continua) e antikink (representada pela linha tracejada). O gréafico foi

plotado no Maple utilizando a Equacéo (3.6), onde a tangente hiperbolica varia de -1 a 1.

Figura 6. Representacdo da densidade de energia do sistemaparadl =a =1e xy, = 0.
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04

02

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

Ja a Figura 6, representa a densidade de energia e pode ser encontrada por meio da

seguinte equac4o:

2
¢ = %(Z—f) + V($) = 22a2sech*[aA(x + xo)].

O grafico da Figura 6, tem 0 comportamento de um pico que apresenta maximo em 1
em torno da origem, confirmando assim, a existéncia de uma energia localizada em uma
pequena regido do espaco.

No capitulo 4, fazendo uma reviséo bibliografica mostramos a existéncia de solugdes
cléssicas tipo vortices em (1+2)-D utilizando diversos modelos utilizando o mecanismo de
Bogomol’nyi sempre que possivel, pois, esse método faz uma relagdo entre a energia minima
do sistema com a vorticidade dessas solu¢es. Os modelos utilizados para encontrar solugoes
tipo vortices (Modelo Maxwell-Higgs e o Modelo Chern-Simons-Higgs) possibilitaram
chegar a uma energia finita e que, de fato, gera um circulo de vacuo degenerado no plano
(energia minima degenerada).

Por outro lado, quando o espago dos vortices é imerso no espago quadridimensional
ocorre o0 surgimento das cordas. Como a parede de dominio, cordas ndo apresentam energia

finita, mas encontramos energia finita e localizada por unidade de comprimento.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo estudar alguns defeitos topoldgicos em sistema
planares relativistico, introduzindo uma densidade lagrangeana que apresenta simetria U(1)
local, abeliana. Este estudo possibilitou a capacidade de compreender e diferenciar o que é um
defeito topologico e ndo topoldgico, bem como aplicar o fendmeno de quebra espontanea de
simetria para assim, encontrar as solugdes para os modelos Maxwell-Higgs e Chern-Simons-
Higgs.

Além disso, trabalhamos com o mecanismo de Bogomol’nyi, facilitando a saturacao
da energia do sistema, fornecendo solugbes das equagdes de movimento em segunda ordem a
partir das equacOes de movimento em primeira ordem. Portanto, a0 minimizar a energia
chegamos a uma equacdo de movimento equivalente a equacéo original, porém de primeira
ordem. O método de Bogomol’nyi permite escrever a energia do sistema estatico de forma
simples, quadratica, fechada e minima.

Os defeitos topoldgicos suportam quebram esponténea de simetria, mas para que iSso
aconteca € necessario que caracteristicas especificas de potenciais e a presenca de uma carga
topoldgica conservada.

A principio, revisamos também o estudo dos defeitos em (1+1)-D, chamado de
defeitos tipo kink. Eles foram de extrema importancia para dar continuidade ao entendimento
para 0os modelos utilizados para nossos interesses de estudo. A energia via método de
Bogomol’nyi para esse defeito apresentou energia finita e localizada. Portanto, a energia
desse sistema estd diretamente relacionada com a largura do defeito. Um kink “estreito”
possui alta energia, ja o kink “largo” apresenta baixa energia. Além disso, quando o kink ¢
inserido no espaco de (3+1)-D, acontece o surgimento do defeito chamado parede de dominio
(domain wall). Nessa situacdo, o defeito ndo apresenta mais energia finita. Porém, se
pegarmos por unidade de area a energia permanece finita. Esta energia por unidade de area é
chamada de tenséo superficial da parede.

Comparando a energia do kink estatico e a energia do kink dindmico observa-se que
esta onda solitaria se comporta como uma particula relativistica. Em teorias que apresentam
diversos campos escalares os kinks podem interagir entre si por colisbes. Esses kinks ndo
preserva sua forma depois das colisdes, no caso da colisdo de um kink e de um anti-kink
acontece a aniquilacdo dos mesmos.

A energia minima do sistema tipo vortices é quantizada (finita), onde o nimero inteiro

n (vorticidade) é chamado numero de voltas. Podemos perceber que tanto a energia quanto o
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fluxo magnético é proporcional ao nimero inteiro de revolugGes que a fase do campo
complexo realiza. Podemos perceber isso no aparecimento de 27t na sua equacao para energia.
Além disso, existe um circulo de vacuo degenerado no plano dos complexos ¢.

Por outro lado, quando o espaco dos vortices é imersos no espaco quadridimensional
ocorre o0 surgimento das cordas. Como a parede de dominio, cordas ndo apresentam energia
finita, mas encontramos energia finita e localizada por unidade de comprimento.

Este trabalho foi realizado apenas com os modelos M.H (Maxwell-Higgs) e C.S.H
(Chern-Simons-Higgs). Por isso, torna interessante dar continuidade a este estudo com
observagdes utilizando outros modelos mais complexos, como por exemplo, o0 modelo de
Chern-Simons-Maxwell-Higgs.
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8 APENDICE

8.1 APENDICE A — CALCULO DO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Neste capitulo iremos mostrar como foi obtido o tensor energia-momento de um
sistema a partir de uma densidade lagrangeana. Em teorias de campos a a¢ao pode ser usada
para determinar as equagdes de Euler-Lagrange por meio da variagdo em funcdo dos campos
ou a determinacao do tensor energia-momento via variagdo em funcéo da métrica do espaco.

Portanto, a acdo para uma teoria de campo, pode ser escrita como:

S = [d"x \[gLcampo: (8.1.1)

onde n é o numero de dimensdes do espaco e d™x,/g € o elemento de volume do espago-

tempo. Podemos escrevendo a equacédo (8.1.1) em funcdo da métrica do espago, logo:
1
88 == [d"x \[g8g* T, (8.1.2)

onde g*v é a métrica no espaco de Minkowski. Considerando agora que a métrica do espaco

g*¥ seja constante, logo temos que:

5 1
5o = 3 Jd"x \[gT,,. (8.1.3)

A equacdo (8.1.3) é a forma de calcular o tensor energia-momento para qualquer
sistema. Vamos calcular o tensor energia-momento para o sistema descrito pela densidade
lagrangeana de um campo escalar real ¢ e para o sistema de Maxwell-Higgs.

Primeiramente vamos calcular para o campo escalar real ¢. Considere a seguinte

densidade lagrangeana:
1
L= Eaugba#(p — V(). (8.1.4)
Escrevendo a Equacdo (8.1.4) em termo da métrica, temos:

L=2g"0,$0,¢ — V(¢). (8.1.5)
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Esse sistema apresenta (1+1)-D, portanto, a agéo tem a seguinte forma:

S=[dx JgL (8.1.6)

Variando a Equacdo (8.1.6) em funcéo da métrica do espago gV, temos:

“sgl o

g“” g‘”

>sam=ldx(55) £ +V9 (5w)] 6L7)

onde

5vVg
sSghv - _g'uV\/g-

Logo, a Equacdo (8.1.7) resulta em:

5guv = fdz \/_[5guv Iuv ] (8.1.8)

Comparando as Equacdes (8.1.8) e (8.1.3), observamos que:

6L

uv = m - guvﬁ' (819)

Para encontrar o tensor energia-momento vamos variar a densidade lagrangeana

(8.1.5) em funcédo da métrica, logo:

6L 1.6 o
6g)’ﬁ_§6g)/ﬁg “d) v¢
5L
=> 0= %(5;‘5; + 555;) 9, P8,
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oL
=>357 = 0,¢0F ¢. (8.1.10)

Substituindo a Equacéo (8.1.10) na Equacéo (8.1.9), obtemos a seguinte expressao:
Ty = 0,¢0"¢p — g, L. (8.1.11)
A Equacéo (8.1.11) é a forma explicita do tensor energia-momento para o sistema de
um campo escalar real ¢.

Agora vamos fazer o mesmo procedimento para calcular o tensor energia-momento

para o sistema de Maxwell-Higgs. Considere a seguinte densidade lagrangeana:
L=—E,F* + DD o — V(lp|?). (8.1.12)
Escrevendo em termo da métrica a Equacéo (8.1.12), obtemos:
L=—7g""g" FusF + 9" DDy — V. (8.1.13)

Variando a densidade lagrangeana representada pela Equacdo (8.1.13) em funcdo da

métrica, temos:

S 16
Sg)/ﬁ_ 46gVB

0 _
QWQM]FMFMV + Sg—yﬁ [QMV]DMPDV(P

8L 1 ; N R
=7 5gF = —Z[(S#Sg + 6;;63) g+ gua(@@ﬁ + 5/13/67/)] FaaFyy +
[5#5[1; + 5;;6)1/}] DDy
5L _
=> 558 = B +2Dy9Dgo. (8.1.14)

Substituindo a equagéo (8.1.14) na Equagéo (8.1.9), temos:

THV = lMFV/1 + ZDu(pDv(p - g/,wL- (8115)
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A Equacdo (8.1.19) é a forma explicita do tensor energia-momento para o sistema de

Maxwell-Higgs.

8.2 APENDICE B - CALCULO DO TENSOR INTENSIDADE DO CAMPO DE
GAUGE

Se o divergente do campo magnético B é igual a zero, podemos reescrever esse campo

como sendo o rotacional de outro campo, logo
B=VxA. (8.2.1)

Vamos observar o comportamento do campo elétrico E. Substituindo a Equacdo

(8.2.1) na lei de Faraday, temos:

~ . 0B
VXE+ _t =0
Soz,00xd) = = 04\
VxE+22 —VX(E+E)—0 (8.2.2)
Observando a Equacéo (8.2.2), temos que E+ ‘;—f =E masE' = —qu. Logo:
E + 04 ==V
- Ve
F=—vp-2 (8.2.3)
= —Vp-= 2.

A Equacéo (8.2.3) calcula o campo elétrico em cada componente.

E, = 0pA; — 014,
Ey = aoAZ - azAO
E, = 0043 — 034,
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Vamos encontrar os valores para o campo B, para isso vamos calcular o rotacional do

campo 4, entdo:

so]]
Il
<l
X
o )

=> § = EijkéiajAk
=> E = é1(62A3 - 63142) + é2(03A1 - 61A3) + é3(61A2 - azAl). (824)

Da Equacédo (8.2.4), podemos retirar as componentes do campo magnético B, logo:

Ex = 0,43 — 034,
Ey = 63141 - 61A3.
, = 014, — 0,44

Além disso, sabemos que o tensor intensidade do campo € F,, = d,A4, — d,4,.

Representando matricialmente, temos:

F10 Fll F12 F13

F3O F31 F32 F33

— y
En=|_ E, -5, 0 B, (8.2.5)
-E, B, -B, 0

Para determinar a energia do campo eletromagnético, temos:

Fy F* = FooF%0 4 Fy  FO' + FypFO2 + F3F%% + FgF'° + F; F1* + Fy,F'% + Fy3F13
+ Fp F?1 + FppF?? + FpaF?3 + F3  F31 + F3p F32 + FypF33,



F,F® =E* +E,”+E,”+E, +B,*+B,”+E,+B,”+ B, + E,+ B,” + B,”.

F, F* = 2E* + 2B?
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