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"A Man is like a fraction whose
numerator is what he is and whose
denominator is what he thinks of
himself. The larger the denominator,

the smaller the fraction."

Leo Tolstoy



Resumo

O presente trabalho tem como objetivo realizar um estudo sobre homomorfismos entre
os anéis Z,, e Z,, especificamente, apresentamos um resultado que quantifica os homo-
morfismos existentes entre eles. Para o desenvolvimento do trabalho, propomos uma
abordagem didatica do Artigo intitulado The number of homomorphisms from Z,, to Z,,
de Diaz-Vargas e Santos e para isso, utilizamos alguns conceitos e resultados de Teoria
dos Numeros e de Algebra Abstrata, tais como: Divisibilidade, Congruéncias modulo m,
Grupos, Anéis, Homomorfismos de Anéis, entre outros.

Palavras-chave: Congruéncias, Homomorfismos de Anéis, Inteiros médulo m.



Abstract

The present work has as its purpose to realize a study about homomorphisms between the
Z, and Z, rings, besides, specifically we showed a result that quantifies the existing ho-
momorphisms between them. For the work development, we propose a didactic approach
of the entitled article The number of homomorphisms from Z,, to Z,, by Diaz-Vargas and
Santos, and thereunto, we will use some concepts and results from the Number Theory
and Abstract Algebra, such as: divisibility, congruences modulo m, groups, rings, ring
homomorphisms, and others.

Keywords: Congruences, Ring homomorphisms, Integer modulo m.
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1. Introducao

O presente trabalho consiste em apresentar um resultado que determina o namero de
homomorfismos existentes entre os anéis Z,, e Z, e, para isto, fez-se necessario abordar
alguns conceitos e resultados preliminares da Teoria dos Nimeros, da Teoria de Grupos,
e por fim, da Teoria de Anéis. Esse resultado é apresentado tanto em |Gallian e Bus-
kirk| (1984), quanto em Diaz-Vargas e Santos (2015]). A priori, tomamos como base esses
dois artigos, fizemos uma analise de ambos e, posteriormente, desenvolvemos o traba-
lho. Embora tratem da mesma tematica, os autores trazem abordagens diferentes para o
desenvolvimento da prova do referido resultado: Enquanto Gallian e Buskirk trazem argu-
mentos essencialmente da Teoria de Anéis, Diaz-Vargas e Santos apresentam argumentos
majoritariamente da Teoria dos Numeros, especialmente, das relacoes de congruéncia.
Nesse sentido, escolhemos apresentar as ideias de Diaz-Vargas e Santos, uma vez que 0s
resultados de Teoria dos Ntumeros nos sao mais familiares, enquanto alunos do Curso de
Licenciatura, do que os resultados da Teoria de Anéis.

Ressaltamos que, tanto Gallian e Bussirk, quanto Diaz-Vargas e Santos apresentam
também um resultado que quantifica os homorfismos de grupos entre Z, e Z,,, com a
abordagem semelhante ao que eles fazem para o caso dos Homomorfismos de Anéis. Esse
resultado foi estudado por [Santos (2018) e apresentado de forma didatica, a partir da
abordagem dada por Gallian e Bussirk.

Entendemos que a relevancia do tema proposto se deve ao fato de que a Teoria de
Anéis é pouco vista nos cursos de Licenciatura em Matematica, em muitos casos, nem
sequer é estudada. Nessa perspectiva, pretendemos auxiliar os futuros discentes da area a
compreender melhor essa subarea da Algebra Abstrata, como também disponibilizar um
recurso para futuros docentes da area levarem até os seus alunos, como forma de material
extra a ser utilizado em salas de aula de turmas de graduacao.

A Matematica é uma ciéncia que sobrevive de argumentos. Nao é suficiente apenas
supor que um resultado, uma afirmacao, seja verdadeira, é necessario provar a veracidade
desta afirmacgao por meios de raciocinios logicos. Sua estrutura se fundamenta a partir de
axiomas que sao constituidos de afirmativas consideradas verdades absolutas; teoremas e
proposicoes que sao demonstrados através de raciocinio lo6gico ou dedutivo, e outros tipos

de raciocinio, corolarios que sao resultados os quais seguem imediatamente dos teoremas,
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lemas usados para demonstrar um teorema, e assim vai se construindo a base de um
conhecimento sélido e robusto.

Hoje, a Matematica é dividida em dezenas de areas. Essas subdivisoes tém a fina-
lidade de facilitar o seu estudo, por exemplo: Aritmética, Algebra, Geometria, Calculo
Diferencial e Integral, entre outras. Diante disso, o presente trabalho tem como foco o
ramo da Algebra, mais precisamente, o estudo da Teoria de Anéis, de modo especifico,
relacionado a Homomorfismos de Anéis através de aplicacoes de resultados da Teoria dos
Nameros.

Segundo [Baumgart (1992)), Al-Khowarizmi (780-850), que foi um matematico arabe,
escreveu um livro intitulado Hissab al Jabr wa-l-Muqabala que deu origem ao nome Al-
gebra. Ela surgiu para atender a necessidade das pessoas de calcularem quando apenas
o célculo aritmético nao era mais suficiente. Porém, levou-se bastante tempo para que a
linguagem criada para a Algebra fosse compreendida por aquelas pessoas, tendo em vista
que envolvia uma linguagem bastante simbolica.

Uma ferramenta muito importante da Algebra, que também ¢ muito importante para
o nosso trabalho, quando estudamos problemas de divisibilidade, envolve o trato de con-
gruéncias modulo m que, segundo Milies e Coelho (2006), foram originadas a partir de
estudos de restos de divisdes por primos feitas por Leonhard Euler (1707-1783). Em-
bora outros matemaéticos também tenham se envolvido com a problematica, a Teoria das
Congruéncias s6 foi formalizada por Gauss, nas suas DisquisitionesE] Gauss introduziu a
notagao = para a congruéncia, gracas a familiaridade de suas propriedades com a relagao
de igualdade , simbolizada por =.

Ja com respeito & Algebra Moderna, segundo Milies| (2004), o primeiro a introduzir o
conceito de Grupo Abstrato foi Arthur Cayley(1821-1895), a partir da generalizagao de
casos particulares que vinham sendo estudados, mas foi Evariste Galois (1811 - 1832),
que utilizou o termo grupo com o sentido que conhecemos hoje, no seu trabalho de 1830.
Por fim, Millies ainda afirma que foi Richard Dedekind (1831-1916) o primeiro a apre-
sentar uma defini¢ao rigorosa de Anel que, & época, ele chamava de ordem. O termo
anel,como conhecido hoje, foi introduzido em 1897 por David Hilbert (1862 - 1943), mas
num contexto especifico. A definicao geral, foi dada em 1914 por Abraham A. Fraenkel
(1891 - 1965). O que nos mostra que, considerando a histéria da Matematica, essa teoria
¢é consideravelmente nova.

Como dito, a proposta desse trabalho consiste em quantificar o niimero de Homomor-
fismo de Anéis existentes entre Z,, e Z, utilizando resultados de Teoria dos Numeros.
Para alcancgar nosso objetivo, é necessario apresentar alguns conceitos e resultados pre-
viamente estudados para bem entendermos todo o procedimento executado na prova do

nosso resultado principal. Por isso, este texto estd organizado da seguinte forma:

10 texto completo de Gauss estd disponivel em |<https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/
PPN2359933527¢ify—{ %22view%22:%22info %22} >


https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN235993352?tify={%22view%22:%22info%22}
https://gdz.sub.uni-goettingen.de/id/PPN235993352?tify={%22view%22:%22info%22}
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No Segundo Capitulo, apresentaremos as defini¢goes e resultados da Teoria dos Nuimeros
que serao lteis e importantes para o nosso estudo, desde divisibilidade até os Inteiros
Z. Ainda, serdo expostos as principais definicoes e resultados da Algebra Abstrata que
serao utilizadas, estas envolvem desde conceitos de Grupos até Anéis, especificamente
Homomorfismo de Anéis.

No Terceiro Capitulo, demonstraremos por sua vez o resultado mais importante do
nosso trabalho, que se trata do nimero de homomorfismo de anéis, a partir de uma

abordagem didatica da referéncia Diaz-Vargas e Santos| (2015) .
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2. Resultados Preliminares

Neste Capitulo, apresentamos algumas defini¢coes e resultados que serao necessérios
para nos auxiliar no préoximo capitulo, o qual é o principal deste texto, com o objetivo de
deixar esta monografia o mais autossuficiente possivel.

A principio, trabalhamos alguns conceitos basicos de Teoria dos Numeros, pois, o re-
sultado principal do nosso trabalho trata-se do ntmero de homomorfismo entre os anéis
Loy, € Ly, €, portanto, faz-se necessario estudarmos o conjunto Z,,. Além disso, sua de-
monstragao utiliza prioritariamente resultados referentes a divisibilidade e a relacao de
congruéncia modulo m.

Para a construcao dessa primeira se¢do, seguimos as ideias de Hefez| (2014), Milies e
Coelho| (2006), [Santos| (2017) e|Vieira (2015). Sempre que possivel, iremos exibir as provas
dos resultados apresentados e, aquelas que nao forem possiveis - por utilizarem muitos
conceitos que fogem ao nosso objetivo - podem ser facilmente encontradas em qualquer

das referéncias indicadas.

2.1 Toépicos em Teoria dos Numeros

Comecamos apresentando alguns resultados basicos de divisibilidade.

2.1.1 Divisibilidade e Maximo Divisor Comum

Definigao 2.1 (Divisibilidade). Sejam a,b € Z, dizemos que a divide b, e denotamos por

a | b, se existir um inteiro c, tal que
b=a-c.

Assim sendo, podemos dizer ainda que b € divisivel por a, que a € divisor de b, ou
b

ainda, que b € miltiplo de a. Ainda, escrevemos ¢ =bja ouc= 7 .
Proposigao 2.1. Sejam a,b € Z. Se bla e a # 0, entao |b| < |al.

Prova: Suponha que b|a logo, por defini¢ao, existe ¢ € Z, tal que

a = be.
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Assim,
|a| = [be| = [b|c|.

Como a # 0, segue que b # 0 e ¢ # 0, logo, |¢| > 1, dai,
|a] = [bllc] = [b] - 1 = [b] = [b] < al.

g

Proposigao 2.2 (Algoritmo da Divisao). Sejam a,b inteiros, com b > 0. Entao, existem

unicos inteiwros q e r, tais que:
a=bg+r, com0<r<b.

Observacao 2.1. Os inteiros r e q da Proposicao (2.2 sao chamados de quociente e

resto da Divisao FEuclidiana de a por b, respectivamente.

Definigao 2.2. Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. Dizemos que d € N é mdximo

divisor comum (mdc) entre a e b quando as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) dla e d|b;
(i1) Se cla e c|b, entao c|d.

Em outras palavras, o mdximo divisor comum entre a e b € um numero natural que o0s
divide e € divisivel por todo divisor comum de a e b. Nessas condigoes, utilizamos a
notagao

d = mdc(a, b).
Quando mdc(a,b) = 1, dizemos que a e b sao primos entre si.

Teorema 2.1 (Teorema de Bézout). Sejam a,b € Z, nao ambos nulos, e d = mdc(a,b).

Entao, existem inteiros r e s tais que d = ra + sb.

Observagao 2.2. A reciproca do Teorema de Bézout, em geral, nao é valida, ou seja,
se d satisfaz d = ra + sb, para algum r, s € Z, nao implica em d = mdc(a,b). De fato,
observe que 4 =2 -4 + (—2) -2, mas 4 # 2 = mdc(2,4).

Agora, se d = 1, ou seja, se mdc(a,b) = 1, entdo vale a reciproca.

Com efeito, suponha que existem r, s € Z, com 1 = ra + sb. Se d = mdc(a,b), entao
d|a (portanto, d|ra) e d|b (portanto, d|sb), logo, d|(ra+ sb) = 1. Da Proposigao segue
que d < 1. Como d € N, segue que d = 1.

Proposigao 2.3. Sejam a,b € Z nao ambos nulos, d = mdc(a,b) e ¢ um inteiro nao

nulo, entao, mdc(ac, be) = d|c|.

Prova: De fato, como d = mdc(a, b), segue pela Definicao[2.2|que d|a e d|b, logo (d|c|)|(ac)
e (d|c])|(be). Ainda, do Teorema de Bézout, existem r, s € Z, tais que d = ra + sb, logo
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dle| = r(ale]) + s(ble])

Agora, se d' é um inteiro tal que d'|ac e d'|be, da relagdo acima, vem imediatamente
que d'|(d|c|) e, portanto, pela Definigao [2.2] temos o desejado.
O

Teorema 2.2 (Teorema de Euclides). Sejam a, b, c € Z, tais que a|(bc). Se mdc(a,b) =1,

ent@o alc.

Prova: A prova é imediata, pois se mde(a,b) = 1, entdao da proposi¢ao anterior, temos
mdec(ac,be) = |c|. Agora, como al(ac) e, por hipdtese, a|(bc), entdo, pela definicao de
mde, segue que allc|, ou seja, alc.

O

Corolario 2.1. Sejam a,b € Z, com mdc(a,b) = 1. Se ¢ € Z ¢é tal que, alc e b|c, entdo
(ab)|c.

Prova: Como alc e b|c, existem k,r € Z, tais que ¢ = ak e ¢ = br, logo ak = br, isto ¢é,

a|(br). Do Teorema de Euclides, a|r, portanto, r = as, s € Z, e assim
c = abs

e (ab)|c .

Proposicao 2.4. Seja a € Z, entao mde(a,a — 1) = 1.

Prova: Suponha que d = mdc(a,a—1), entdo d > 1, dla e d|(a — 1), dai a = d-k e

a—1=d-r, com k,r € Z. Donde das duas igualdades, temos
l=a—(a—1)=d-k—d-r=d-(k—r)

e portanto, d|1, o que garante, pela Proposicao [2.1] que d < 1. Logo, mdc(a,a — 1) = 1.
]

Defini¢ao 2.3. Um nimero p € Z — {0, £1} € dito primo quando seus unicos divisores

positivos sao 1 e |p|. Caso contrdrio, dizemos que p é composto.

Teorema 2.3 (Teorema Fundamental da Aritmética - TFA). Seja a € Z, a # 0,1, —1.

Entao, existem primos p1 < ps < -+ < P, € inteiros positivos ny, N, - -+ , N, tais que

ni, ng

a==£p;'py” P

Ademais, a decomposicao € unica.
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Observagao 2.3. (i) A fatoragdo do ntmero a € Z dada pelo Teorema Fundamental

da Aritmética é, por vezes, chamada de Fatoragao Canonica de a.

(ii) Se a,b € Z e a = p}'py?---pl, entdao podemos escrever b = p"py? - prq com

mdc(p;,q) = 1. De fato, considere a = pi'py?---pl'r, produto onde os fatores sao
ntmeros primos. Observe que para a fatoragao de b, se p; nao divide b, entao m; = 0,
pois terfamos p{ = 1 e claro que 1|, logo ele esta na fatoracao de b. Se p;|b, entao
my serd o maior natural tal que p"|b e p"* "' ndo divide b. Os demais fatores até
pr sao analisados de forma analoga. Agora, observe que se essa ja for a fatoragao
de b, entao claramente ¢ = 1, porém, se tiver faltando mais primos na fatoracao
de b além de pi"',py?,--- ,p entdo g vai ser o produto desses outros primos que
vao estar faltando na fatoracao de b. Dai, como todos esses outros primos nao sao

nenhum dos p;’s entao mde(p;, q) = 1.

2.1.2 Congruéncia médulo m

Os principais argumentos utilizados para a prova do Teorema principal do presente
trabalho envolvem propriedades relacionadas a Congruéncia médulo m, tais resultados

sao apresentados nesta secao.

Definigao 2.4 (Congruéncia). Sejam a,b,m € Z e m > 1. Dizemos que a € congruente

a b modulo m, em simbolos
a = b(mod m),

quando m dwide a — b, em simbolos, m | (a — b). Em outras palavras, existe um inteiro
k tal que,

a—b=km, ou ainda, a = b+ km.
Exemplo 2.1. 7 = 2(modb), pois, por defini¢ao,
7=2(mod5) & 5| (7T—2) < 7—2=>5k
e, como 7—2=>5=05.1, entdo, 7= 2(mod5).

Proposicao 2.5. Sejam € Z, m > 1. Dois inteiros a e b sao congruentes modulo m se,

e somente se, a e b possuem o mesmo resto quando divididos por m.
Prova: Sejam a,b € Z. Pelo Algoritmo da Divisao (Proposicao [2.2)), temos
a=mq+reb=maqgy+ 19

com 11,72,q1,q2, € Z e 0 < ry,r9 < m.

Assim

a—b=m(qg —q) + (1 —ra),
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logo m|(a — b) se, e somente se, m|(r; — rg), donde (r; — r9) > m. Mas,

como 0 < |1y — rg| < m, temos m|(ry — r2) se, e somente se, r; — ry = 0 e, portanto,
a=bmodm)<r—ry=0

o que prova o desejado.

Proposigao 2.6. Sejam m > 1 um inteiro fixo e a,b,c,d € Z. Sao validos:
i) Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m), entio (a+ ¢) = (b+ d)(mod m);

ii) Se a = b(mod m), entdio (a+ ¢) = (b+ ¢)(mod m);

iii) Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m), entao ac = bd(mod m);

iv) Se a = b(mod m), entdo a™ = b"(mod m), para todo n € N;

v) Se (a+c¢) = (b+ ¢)(mod m), entdo a = b(mod m).

Prova: A fim de evitar repetigoes, provaremos (i) e (iii), os demais itens sao analogos e

podem ser encontrados em quaisquer das referéncias indicadas.

i) Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m), entao existem ki, ks € Z,
a—b=kmec—d=kym
logo,
(a+c)—(b+d) = (a—b)+(c—d) = kym~+kym = (k1 +k2)m = m|[(a+c) — (b+d)]
e, portanto, (a 4+ ¢) = (b + d)(mod m).
iii) Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m), entdo existem ky, ky € Z, com
a—b=kmec—d= kym,
logo
ac = (kym + b)(kam + d) = bd + (k1kam + kid + kab)m = bd + km
ou seja, ac — bd = km e m|(ac — bd), portanto,
ac = bd(mod m),

com k = kikam + kid + kob € Z, portanto vale o item iii).
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Para finalizar esta secao, considere a congruéncia
ax = b(mod m), (2.1)

com a,bbm € Z,a # 0,m > 1 e x € Z a se determinar. A congruéncia acima é chamada

de congruéncia linear e um numero xy € Z que satisfaz (2.1 é dito solugao da equagao.

Teorema 2.4 (Teorema Chinés do Resto). Sejam ni,na,--- ,ng inteiros, dois a dois,
relativamente primos entre si, e sejam cy,Co,--- ¢ € Z. O sistema de congruéncias
lineares

X = ¢ (mod ng)

X = ¢ (mod nyg)

(2.2)
X = ¢ (mod ny)
admite solucao, que € unica modulo n = ning - - - ny.

Prova: Inicialmente, considere n = nins - --n; e defina N; = nﬂl =NiNg - - Ny_1Nj11 -~ N
paracadai = 1,--- k. Sabemos que, como N; é o produto de todos os inteiros ny, ng, « - - , ng
exceto o proprio n;, entao eles sdo relativamente primos entre si, ou seja, mde(N;, n;) = 1.
Sendo assim, pelo Teorema de Bézout (2.1)), existem 7;, s; € Z, tais que

Vamos mostrar que o namero xg = ¢171 Ny + car9Na + - - + ¢, Ny, € solugao de 2.2
De fato, se i # j, entao , n;|N; ou seja, N; = O(mod n;), em outras palavras, N; é

multiplo de n;. Deste modo, ¢;7;N; = 0(mod n;) e, portanto,
To — 01T1N1 -+ CQ?”QNQ + -+ Ck’/’ka = CiTZ‘Ni<mOd n,;),

ou seja,

xo = ¢;r;N;y(mod n;).

Por outro lado, multiplicando ({2.3|) por ¢;, temos ¢; = ¢;r; N; + ¢;8;n;, ou seja,
¢iriN; = ¢;(mod ny).

Dali, por transitividadeﬂ, zo = ¢;(mod n;), donde ¢ = 1,--- | k, portanto isso mostra que

xp € uma solucao de [2.3] restando mostrar agora que ele é tinico moédulo n.

!Mostramos, na Proposicao na proxima se¢ao, que a relagdo = (mod n) é uma relagdo de equiva-
léncia sobre Z e, portanto, transitiva.
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Considerando agora y, uma outra solu¢ao de sendo assim, yo = c¢;(mod ny),
para i = 1,--- k. Consequentemente, xy = yo(mod n;), isto é, n;|(zo — yo) para cada
1 <i <k, e como ng,ng,---,n, sao primos entre si, logo segue do Corolario que

n = ning -+ ngl(zo — Yo), ou seja, rg = yo(mod n), como queriamos, provando assim a
unicidade da solucao modulo n.
]

2.1.3 Inteiros Médulo m, Z,,

A seguir, recordamos alguns conceitos e resultados acerca de Relagoes sobre um con-
junto nao vazio A que sao esseciais para a definicao do nosso objeto de estudo principal,

o conjunto Z,,.

Definigao 2.5 (Relagao de equivaléncia). Dizemos que a relagio ~ sobre um conjunto
A € de equivaléncia, quando a mesma satisfaz as sequintes condigoes, para quaisquer
a,b,c € A:

i) Reflerividade, ou seja, a ~ a;
ii) Simetria, ou seja, se a ~ b, entdo b ~ a;
iii) Transitividade, isto €, se a ~b e b~ ¢, entdo a ~ c.

Nessas condigoes, para cada a € A, o conjunto de todos os elementos x € A tais que

x ~ a chama-se classe de equivaléncia de a e indica-se por a. Ou seja,
a={reA:x~a}.

Um elemento b € a € dito um representante da classe a.
O conjunto de todas as classes de equivaléncia sequndo a relagao ~ é chamado conjunto

quociente de A por ~ e indica-se por A/ ~. Assim,
Al ~={a:a€ A}.
Observagao 2.4. Seque da defini¢ao de relagao de equivaléncia sobre um conjunto A que:

(i) Sendo ~ uma relagao de equivaléncia sobre A, entdo a ~ a para todo a € A. Logo,

a € a, o que implica em a # 9.
(i) @=0b ou@Nb= @, para todo a,b € A.

Proposigao 2.7. A congruéncia médulo m (= (mod m)) € uma relagao de equivaléncia

sobre 7.
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Prova: Para provarmos que a congruéncia modulo m é uma relagao de equivaléncia,
temos que mostrar que ela é reflexiva, simétrica e transitiva.

Reflexiva: Para qualquer a € Z, temos
m|0 = m|(a — a) = a = a(mod m),

isto é, a = a(mod m). Portanto = (mod m) é reflexiva.
Simétrica: Para todo a, b € Z, se a = b(modn), entdo a —b = ¢-m, para algum ¢ € Z,
e, assim,

b—a=—(a—0b)=(—c)-m=m|(b—a).

Logo, b = a(mod m), o que implica que a relagao ¢ simétrica.
Transitiva: Sejam a, b, ¢ € Z, tais que a = b(mod m) e b = ¢(mod m), entdo a—b = e-m

eb—c= f-m, para alguns e, f € Z. Logo,
a—c=a—b+b—c=e-m+f-m=(e+f) m

Portanto, a = ¢(mod m), o que implica que a rela¢ao é transitiva.
Logo, tal relacao ¢ de equivaléncia.
]

Defini¢ao 2.6 (Conjunto dos nameros inteiros moédulo m). Seja m € Z, com m > 1.

Para cada a € Z, denotamos a classe de equivaléncia de a modulo m por
a:=4{b€Z;b=a(mod m)}.

Chamamos de Z,, o conjunto quociente de Z pela relagao de congruéncia mddulo m.
Portanto,
L, = {a;a € Z}.

Agora, sejamm € Z,m > 1 ea € Z,,. Como a € Z, aplicando o Algoritmo da Divisao
(Proposigao , temos a existéncia de ¢,r € Z tais que

a=qg-m+7rcom0<7r<m.

Logo, a —r = q-m, o que implica em a = r(mod m) e portanto, a =7, 0 < r < m. Sendo

assim, podemos concluir que

Loy ={0,1,...;m — 1}.

Como @ = 7, em que r é o resto da divisao de a por m, Z,, é também chamado de

classe de restos.

Exemplo 2.2. Seja m = 3, do comentdrio acima, temos
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Z3 = {67 T? i}v

em que
0={a€Z;a=0(mod3)} ={a=3-kkeZ}={.,-3,03,6,..};

I1={a€Z;a=1(modd)} ={a=3-k+1,ke€Z}={.,-2,1,47, ..};
2={a€Z;a=2(mod3)} ={a=3-k+2,keZ}={.,-1,2,538,...}.

Proposicao 2.8. Seja m > 1 um ndmero inteiro. Entao,

4+ Ly X Ly —> Ly © oy X Ly — Doy
— — - € — — -
(@b) +~—— a+b=a+0b (a,b) — a-b=a-b
definem duas operacoes sobre Zn,, a primeira chamada de adi¢io(ou soma) e a sequnda

de produto(ou multipliagao).
Prova: Sejam a, as, by, by € Z tais que
a=a e b =b.
Devemos mostrar que
@b =33+ by e by =az- by,

ou seja, os resultados que obtermos através dessas operagoes, independem de quais repre-
sentantes das classes aj e by forem escolhidos.

Por hipétese, temos @; = a3 e by = by logo, por definicio, a; = as(mod m) e by =
be(mod m) e, da Proposigao (item (i)), temos

(a1 + by) = (az + by)(mod m)

portanto,

a1+blza2+b2

e, por esse motivo, temos

a_1+b_1:a1+61:d2+b2:a_2+5.

Por conseguinte, fagamos a mesma anélise para a multiplica¢ao. Do item (iii) da Propo-
si¢ao 2.6}, temos

aj - by = as - by(mod m),

ou seja,

al'blzag'bg.

Portanto,

a1 by =a; by =ay by =71z - b,
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como queriamos demonstrar.

g

Teorema 2.5. As operagoes "+"e " " adicao e multiplicacao respectivamente, sobre Z,y,

tém as sequintes propriedades:
(i) @+ (b+¢) = (@ +b) +¢, para quaisquer @,b,¢ € Z, (+ € associativa);
(i) @+0b=a+ b, para quaisquer @,b € Zp,(+ € comutativa);

(iii) @+ 0 =@, para quaisquer @ € Z, (existéncia de neutro da adi¢io);
(iv) @+ m — a = 0(existéncia do inverso sob +)
(v) a-(b-¢) = (a-b)-¢, para quaisquer @,b,¢ € Z,, (- ¢ associativa);

(vi) @-b=a-b, para quaisquer @,b € Z,(- ¢ comutativa);

(vii) @ -1, para qualquer @ € Z,, (- tem elemento neutro);

Prova: A fim de néo causar exaustao, faremos a prova para os itens (i), (7i7) e (vi). As

demais sao anédlogas e podem ser encontradas nas referéncias recomendadas.

(1) Sejam a, b, ¢ € Z,,, e levando em consideracio o fato da adicdo em Z ser associativa,

temos

a+(b+e)=a+(b+c)=a+(b+c)=(a+b)+c=(a+b) +c=(a+0b)+rc,

ou seja, a adi¢ao é associativa.

(1i1) Seja @ € Z,. Queremos mostrar que existe € € Z,, de tal modo que @a+¢ = @. Para

isso, usaremos as operacgoes que estao definidas em Z,,, sendo assim,

at+te=a& a+e=a.

Entretanto, a sentenca acima s6 é verdadeira se e for miltiplo de m, pois

at+te=a<a+e=a(modm)<=a+e—a=mk

dai,
e=km,k € Z.

Donde podemos concluir que a classe de e ¢ igual a classe do zero, ou seja,

e=0
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Portanto, 0 é o neutro da adicao em Z,,.

(vi) Considere @,b € Z,,, entdo como o produto em Z é comutativo, segue

a-b=a-b=b-a=0b-a.

Definigao 2.7. Um elemento @ € Z,, ¢ dito invertivel se existe b € Z,, tal que
a-b=1
Neste caso, dizemos que b € o inverso multiplicativo de @ e denotaremos por b = (a)~?

Proposicao 2.9 (Existéncia do inverso sob -). Dado @ € Z,,, existe b € Zy, coma-b = 1,

se, e so se, mdc(a,m) =1 .

Prova: Seja @ € Z,,, suponha que existe @ € Z,, tal que @-b=a - b = 1. Assim,

ab = 1(mod m).
Dai, existe k € Z, tal que
ab—1=km,
ou ainda,
1 =ab+ (—k)m,

donde concluimos, pela Observacao 2.2, que mde(a, m) = 1.
Reciprocamente, suponha mdc(a,b) = 1. Pelo Teorema existem r, s € 7Z, tais que

d = ra + sm, porém, como d = mdc(a,m) = 1, entdo, 1 = ra + sm, logo
l=ratsm=ra+sm=ra+0=7-a,

ou seja, a-T = 1, de modo que @ tenha inverso multiplicativo, neste caso (a)~! =T.

2.2 Topicos em Algebra Abstrata

O resultado principal do nosso trabalho trata de quantificar os homomorfismos de
Anéis entre Z,, e Z,. Um Anel é uma Estrutura Algébrica formada por um conjunto nao
vazio, munido de duas operagoes que satisfazem determinadas condig¢oes e um homomor-
fismo de anéis é uma funcao entre duas dessas estruturas que "preserva as operacoes".

Nesta se¢ao mostramos que Z,, ¢ um anel com as operacoes de soma e produto.
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Antes disso, apresentamos alguns conceitos e resultados relativos a Grupos, que sao
Estruturas Algébricas mais simples formadas por um conjunto nao vazio e uma operacao
definida nesse conjunto satisfazendo algumas condigoes.

Para esta segdo, utilizamos como referéncias [Domingues (2003), Garcia e Lequain
(2018) e |Vieira) (2013)) e as recomendamos para um estudo mais aprofundado dos assuntos

abordados.

2.2.1 Teoria de Grupos

Definigao 2.8 (Operagao Binaria). Seja A um conjunto nao vazio. Uma aplicagdo * :

A x A — A chama-se operacao bindria sobre A.

Exemplo 2.3. A aplicacao + : N x N — N dada por +(a,b) = a + b é uma operagao
binaria chamada de adicao sobre N. Da mesma forma, a aplicacao - : N x N — N
chamada de multiplicagao também é uma operagao sobre N. E mais, vale ressaltar que

estas operacoes podem ser estendidas aos conjuntos Z, Q, R e C.
Exemplo 2.4. A soma e produto sao operagoes binarias em Z,,, pela Proposicao [2.8|

Definigao 2.9 (Grupos). Seja G um conjunto nao vazio, munido com uma opera¢ao
bindria x. Dizemos que o par (G,*) € um grupo se o mesmo satisfazer as sequintes

condigoes:
i) A operagao x é associativa, ou seja,
a* (bxc) = (axb)*c, para quaisquer a, b, c € G;
ii) Existe um elemento neutro para «, isto é, existe e € G, tal que
a*e=exa=a, para qualquer a € G,

iii) Todo elemento em G possui inverso em relagao a x, ou seja, dado a € G, existe d’ € G,

tal que

axa =e=a xa.

a’, nessas condicoes, é dito inverso de a e denotado por a~!.

Exemplo 2.5. O conjunto Z,, munido da operacao de multiplicagdo nao é um grupo,

pois embora 1 seja neutro, 0 nao possui inverso, ja que nao existe a € Z,, tal que
0-a=1.

Mas, pelo Teorema Z,, com a soma ¢ um grupo.
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Observacgao 2.5. Se o grupo (G, *) satisfaz também a comutatividade, ou seja,
axb=bxa,Va,be G
entao, é chamado de Grupo Abeliano ou Grupo Comutativo.

Definicao 2.10 (Homomorfismo de Grupos). Sejam (G1,*) e (Ga,*) grupos e f: Gy —

Gy uma aplicagao. Dizemos que f € homomorfismo do grupo G em Gy quando,
flaxb) = f(a)* f(b), para todo a,b € Gj.

Proposicao 2.10. Sejam (Gy,x) e (Ga,*) grupos e f : G — Gy um homomorfismo de

grupos, entao, f(e1) = es, em que e; € elemento neutro de Gy e ey € neutro em Gs.
Prova: A prova da proposicao é imediata, pois como e; = e1 x €1, entao
fler) = flerxer) = fler) * f(er)
Considerando, f(e;)™! € Gq, temos
ea = fler) " * fler) = fler) " * f(ea) * f(er) = ea x fler) = fler):
0

Observagao 2.6. Considere os grupos (Z,,+) € (Zy,+) e seja f : Z, — Z,, um homo-

morfismo de grupos, assim, para @,b € Z,,
f@+b) = f(@+ f(v).

A fim de nao causar confusao, vamos denotar os elementos de Z,, por @ e os elementos de

2oy, POT b. Agora, para cada T € Z,, temos

f@=fA+1++1)=f1)+ 1)+ -+ f(1)=zf(1),

Vv v
x VeZes T VeZes

entao, escrevendo a = f(1), temos f(Z) = az. Logo, o0 homomorfismo é determinado pelo
valor de f em 1.

Consequentemente, para identificar os homomorfismos de grupos de Z, em Z,,, pre-
cisamos encontrar os valores de a € Z,, tal que a fungdao f(Z) = ar,z € Z, ¢ um
homomorfismo de grupos.

Note que, se f(Z) = az,z € Z, ¢ um homomorfismo de grupos, entao f(0) = 0, pela
Proposicao , como 0 =7, e f(n) = na = na, segue que

na =0,

ou ainda,

na = 0(mod m).
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Exemplo 2.6. Sejam n =4 e m =6, entio g : Z4 — Zg tal que g(T) = azx, para T € 7,

é homomorfismo de grupos, se e somente se,
@ € Zg e 4a = 0(mod 6).
Temos
4-0=0(mod 6),4-1=4(mod 6),4-2=2(mod 6),4 -3 = 0(modb)

4.4 = 4(mod6) e 4-5=2(mod6),

logo g(z) = azx, para T € Zy é homomorfismo de grupos, se e somente se, a = 0oud=

cell

Exemplo 2.7. Sejam m =2 en =4, entio g : Zy — Zy4 tal que g(T) = azx, para T € Zy

¢ homomorfismo, se e somente se,
a € Zy e 2a = 0(mod4).
Temos

2-0=0(mod4),2-1=2(mod4),2-2 = 0(mod4),2 -3 = 2(mod4)

logo g(Z) = ax, para T € Zy é homomorfismo, se e somente se, @ =0 ou a = 2.

2.2.2 Teoria de Anéis

Serao apresentados nesta secao, as principais defini¢oes e resultados acerca da Teoria
dos Anéis que nos serao uteis, na tentativa de fazer com que o entendimento do resultado

principal se torne o mais simples e claro possivel.

Definigao 2.11 (Anéis). Seja um conjunto nao vazio A munido de duas operagdes de

nn

adi¢ao "+ "e multiplicagao ".". Chamamos esse conjunto A de anel quando as sequintes

propriedades sao satisfeitas:
(i) (A,+) € um grupo abeliano;

(ii) A multiplicagdo € associativa, ou seja,
Z - (yZ) = (l’y) 2, VLY, z € A.
(iii) A multiplicacao € distributiva sobre a adi¢ao, isto €,

r-(y+z2)=z-y+zx-ze(x+y)-z=x-2+y- -z, Ve,y,z€ A



26

Exemplo 2.8. Z,, com a soma e produto usuais € anel. Pelo exposto no Teorema [2.5,
para que as condigoes da definicao anterior sejam satisfeitas, resta mostrar o item (iii).

Seja T,y,Z € L, entao

T-W+2)=7-(y+z2)=z-(y+2)=1v-y+r-2=T-y+T -2=T-Y+7T-

|

T+7y)-z2=@+y) - Z=(x+y)-2)=x-2+y-2=T-2+Yy 2=

TEZ+GZ
Portanto, o item (iii) da defini¢ao é satisfeito, sendo assim, Z,, com a soma e produto €

anel.

Definicao 2.12. Sejam A, e Ay anéis. Uma aplicagao f : Ay — As chama-se homo-

morfismo de Anéis entre A1 e Ay quando as sequintes condicoes sao satisfeitas:
a) f(a+b) = f(a)+ f(b), para quaisquer a,b € A;.
b) f(a-b) = f(a)- f(b), para quaisquer a,b € A;.

Na condigao (a) da defini¢ao anterior, a adigao do lado esquerdo (a+b) refere-se natu-
ralmente & adigdo do anel Ay, enquanto a adi¢ao do lado direito (f(a)+ f(b)) corresponde

a adigdo do anel A;. O mesmo comentério vale para a multiplica¢do em (b).

Observagao 2.7. Segue do fato de (A;, +) ser grupo e do item (a) da Defini¢do anterior
que todo homomorfismo de anéis é também um homomorfismo de grupos. Em particular,

da Observacao todo homomorfismo de Z,, em Z, ¢ da forma f(7) = ax.

Exemplo 2.9. Da observagao anterior e do Exemplo as unicas possibilidades para a
aplicagao g : Z4 — Z¢ dada por g( ) = az, para T € Z4 ser um homomorfismo de grupos,
acontecem quando @G=0oud=3.

Sed = 0, entao

() =0, paratodo T € Zy

Q

e, nesse caso, g é claramente homomorfismo de anéis, chamado de Homomorfismo Tri-
vial.
Se @ = 3, entao

g(Z) = 3z, paratodo T € Zy4

e, aqui g também é um homomorfismo de anéis. De fato, temos

9(0)=0,9(1) =3,9(2) =0 e g(3) =3,
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dai, para T,y € Zy:

Se 7 =0, entao ¢g(0-7) = g(0) = 0= 9(0)9(m)
Sez=1,entao g(1-9)=9g(@H) =3-y=9-1=3-3-7=g9(1)9()
Se T = 2, entao
— 0,sey=2ouy=0
2-y=4 _ _ _
2, sey=1louy=3

Portanto, g(2-7) = 0 = 0g(y) = ¢(2)g(y). Como a operacio de produto é comutativa

em Z, € Zp,, entao g ¢ homomorfismo de anéis.

Agora, fazendo a mesma analise para o Exemplo [2.7] vamos ter dois homomorfismos
de grupos, assim como no exemplo anterior, porém apenas um deles é homomorfismo de
anéis. Com efeito, dada a funcao g : Zy — Z, definida por g(Z) = az, para T € Z, ser um
homomorfismo de grupos, acontecem quando @ = 0 ou @ = 2.

Se @ = 0, entdo

g9(z) = 0, para todo T € Zy

e, nesse caso, g é claramente homomorfismo de anéis, o chamado Homomorfismo Tri-

vial.
Se @ = 2, entdo
g(z) =2z, paratodo T € Z,

e, aqui g nesse caso nao ¢ um homomorfismo de anéis, pois

Agora, fazendo g(1-1) = ¢g(1) = 2. Por outro lado, g(1)g(1) = 2.2 =0. Como
g(1-1) =2 #£ 0= g(1)g(1), entdo para @ = 0, a fungao dada niao define um homomorfismo

de anel.

O Teorema que apresentaremos no préoximo capitulo indica quando g : Z,, — Z,
dada por ¢(Z) = az ¢ homomorfismo de anéis e quantifica os @ € Z,, que fazem de g um

homomorfismo de anéis, isto €, diz exatamente quantos homomorfismos de anéis existem

entre os anéis Z,, e Z,,
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3. O niumero de homomorfismos de anéis
de Z,, em Z,

Neste Capitulo, nosso objetivo é determinar o ntimero de homomorfismos de anéis
existentes entre Z,, e Z,, utilizando os resultados que enunciamos no capitulo anterior.
As ideias aqui apresentadas foram retiradas de Diaz-Vargas e Santos (2015)) que, por sua
vez, se baseou em |Gallian e Buskirk| (1984).

Gallian e Buskirk provaram que existem exatamente 2 ~“(*) homomorfismos de anéis
entre Z,, e Z,, em que k = n/mdc(m,n) e w(a) é a quantidade de ntimeros primos
existentes na fatoracao de um nimero inteiro a. A prova feita por eles utiliza muitos
resultados da Teoria de Anéis, tais como decomposicao em soma direta, propriedades de
elementos idempotentes, entre outros. Ja a prova apresentada por Diaz-Vargas e Santos,
utiliza apenas a definicao de homomorfismos e majoritariamente resultados de Teoria
dos Numeros, tornando-a mais acessivel e, por este motivo, essa é a prova que vamos
apresentar aqui.

Chamamos a atengao que, no enunciado proposto por Diaz-Vargas e Santos, a quanti-
dade procurada é 2! em que | = # {i;o; < B3;} e os als, Bls sdo expoentes na decomposicao
em primos de m,n. Em verdade, e como esperado, 2¢(M~®*) e 2! 530 iguais.

De fato, sejam m,n € N e considere m = p'fl ---p) a sua fatoragdo canonica e
n =pi'---pirq que pode ser escrito assim, devido a Observacao [2.3]

Dali,
mdc(m,n) = p{* - p}r, com v; = min{a;, B}

logo,

P N ey
de(TL, m) p’Iﬂ o p;"/r

(3.1)

Se aj = 75, entdo o primo p; nao estara na fatoracao de k, como se vé facilmente por [3.1]

isto ¢, se a; < 3;, o primo p; nao estard na fatoracao de k. Assim,

w(k) =w(n) — #{i; 05 =7} =w(n) — #{i;0: < fi} =w(n) -1

Portanto,
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Il =w(n)—w(k).

Para atingir nosso objetivo, precisamos ainda de alguns resultados auxiliares que serao

apresentados a seguir:

Lema 3.1. A aplicagio g, : Zn — Zp, dada por g(T) = az, para T € Z,, com a € L,

fixado, € um homomorfismo de anéis se, e somente se,
na = 0(modm) e a= a*(modm). (3.2)

Prova: Suponha que ¢,(Z) = az, para T € Z,, ¢ um homomorfismo de anéis entao, da
Observacao 2.7, g, ¢ um homomorfismo de grupos e da Observacao [2.6] na = 0(modm).
Ainda da Observacao , @ = g,(1) e da segunda condigao na Defini¢ao de Homomorfismo

de Anéis, temos

ou seja,

a = a*(modm).

Reciprocamente, se a € Z satisfaz (3.2, devemos provar que g, é homomorfismo de
anéis, ou seja, estamos supondo que na = 0(modm) e a = a*(modm). Da Observacao ,
ja sabemos que dados 7,y € Z,, temos g,(T+7Y) = ¢4(T)+94(y) desde que na = 0(modm).
Na divisao de zy por n pelo Algoritmo da divisao, existem k,r € Z tais que zy = nk +r

com 0 < r < n, logo zy = r(modn) e, portanto,
90(TY) = ga(nk +7) = gu(0+7) = 4u(T) = T = a(ay — nk).
Como zy — nk = xy(modm) e a = a*(modm), por , da Proposicao 2.6, temos
azxy — ank = a*xy(modm)

logo,

94(TY) = a(zy — nk) = a’xy = (aT)(@y) = 9a(¥)ga(Y) em Zp.

Portanto, g, ¢ um homomorfismo de anéis.
O
A fim de encontrar o numero de homomorfismo de anéis de Z,, em Z,, devemos
determinar o numero de solucoes do sistema de congruéncias no Lema . E nessa

direcao que apresentamos os resultados seguintes.

Lema 3.2. Seja f um polinomio de coeficientes inteiros. Se xg,a1,m; € Z sao tais que,

zo = ai(modmy) e f(xg) = 0(modmy), entao f(ai) = 0(modm).
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=miq + ay.

Escrevendo f(x) = apa® +ap_128 1+ ...+ o124+ ap, com o; € Z,0 < i < k e aplicando

em r = rg = qgmy + a1, temos

f(xo) =

Usando a féormula do Binémio de Newton para (gm; + a;)",

k 0.0, k k 1.1 k—1
(gmi+a1)" = caymiq” + ca;(magq)
h=1gk—1
= mlq +cka1m1
k=1 k h=2 k=1
= mi(m*1¢" + cpaym]
= m1t+a1,
em que t = mF~ 1qk—l—caml qu 1—|—c

os numeros binomiais, para 0 =1, - - -

f(qm1 + Oq)k = ak(qml + al)k + ak,l(qml + al)k’1

k3qk2+ +Ck1k1q€ZeC]

k. Dessa igualdade, concluimos que

+ cpai(mig)*

+ ...+ al(qml + CL1) + Q.
segue que

+ oo+ ckal (mig)°

k—2 k 2
—i—ckalml + .. —I—al

k3 gk f—1 k-1 k
+ ciaim +.. 4 ay Q) +af

(’;) sao

(miq + a1)* = a¥(modm,).

Analogamente, podemos concluir que,

(miq + al)kfl

(miq + a1)k_2

(mi1gq + aq)

a®*(mod m,)

a®2(mod m,)

ai(mod my).

Do Item (iii) da Proposigao e da reflexividade da relacao de congruéncia, temos

ag(mig + a1>k

ag—1(miq + a1)k_1

ag—o(miq + a1)k_2

ai(miq + aq)

Qg

aak (modm,)
a_1ay " (mod my)
ap_sat 2 (mod my)
aja(mod my)

ap(mod my).

Agora, do Item (i) da Proposicao [2.6] segue que

a(mig + Gl)k

= akal + o 1a1

e podemos concluir que f(zg) =

tag_1(miq+ a7t + oy Q(mlq + al)”“_2 + ..+ ar(mig+a1) + ap

)

" 0d™ 2 + .+ aja; + ap(mod my)

f(mig+ ay) = f(ar)(modmy).
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Portanto, como f(z¢) = f(ai)(mod my) e f(zo) = 0(mod my), por hipotese, entao
f(ar) = 0(mod my).
U

Teorema 3.1. Sejam f1, fa, ..., fr polinémios com coeficientes inteiros e, para m > 1,

inteiro, denote N(m) como sendo o nimero de solugées do sistema de congruéncias

fi(z) =0 (modm),
fo(x) =0 (modm), (3.3)
fe(x) =0 (modm).

Se m = myms, com mde(mims) =1, entdo N(m) = N(my)N(ms). Sem = [[,_, pi"

€ a fatoragcao de m em fatores primos, entao, N(m) = [[;_; N(p{").

Prova: Para a prova do Teorema, a ideia principal é mostrar que para cada x € 7Z
satisfazendo o sistema (3.3)), existe um par (a;, az) € ZxZ de tal modo que x = a;(modm;)

e a; satisfaz, para i = 1,2,

fi(a;)) =0 (modm,),
folai) =0 (modm;), (3.4)
fr(a;)) =0 (modm,),

e vale a reciproca, isto ¢, se a; € Z, i = 1,2 satisfaz (3.4)), entdo existe x € Z, tal que
xr = a;(modm;), para i = 1,2 e x satisfaz (3.3)).

Seja x € Z, tal que vale (3.3

com M = MMy, assim,

fl(ﬂﬁ) =qm = (Q1m2)m1

para algum ¢; € Z, ou seja, fi(x) = 0(modm,) e, de forma analoga, para fo(x), ..., fr(z).

Por conseguinte, seja @y € Z,,, tal que x = a;(modm;). Note que @ é tnico nessas
condicoes, ja que a relacao de Congruéncia é de Equivaléncia em Z. Pelo Lema anterior,
fi(ay) = 0(modmy), fa(ar) = 0(modmy), ..., fr(a1) = 0(modm;). Do mesmo modo, temos
a existéncia de a3 € Z,, tal que x = as(modms) e fi(az) = 0(modms), ..., fr(ar) =
0(modms). Portanto, se x é solugao do sistema de congruéncias modulo m, temos um par
(a1, as), no qual a; é uma solugao do sistema de congruéncias modulo m;, parai = 1,2, o
que prova a primeira parte do teorema.

Para a segunda parte, sejam a; e as satisfazendo , para ¢ = 1, 2, respectivamente.
Pelo Teorema Chinés do Resto (Teorema [2.4)), ja que mdc(my,my) = 1, existe x € Z tal
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que

x = a;(modmy) e x = as(modms)

e r é tnico moédulo m. Do Lema anterior, concluimos que z satisfaz simultaneamente

parai=1ei= 2. Assim,
m|fj(x) e malf;(x),
para j = 1,--- , k. Como mdc(my, my) = 1, do Corolério 2.1 segue que
m = mimy|f;(z)

para j = 1,--- , k e x satisfaz (3.3]), como queriamos.

Da relagao apresentada acima, temos

e o Teorema ¢é valido. Ademais, se m = [[;_, pi" ¢ a fatoracdo de m em fatores primos
rema Fundamen ritméti rema |2. ntao, mdc(p;, p;) =
dada pelo Teorema Fundamental da Aritmética (Teorema [2.3), entao, mdc(p;, p; 1,
. . . . _ r o

para i # j e, da primeira parte, N(m) = [[:_; N(p;").
O
Neste momento, com base no tltimo teorema visto, como também todos os conceitos
preliminares apresentados até entao, enunciamos o resultado principal do nosso trabalho,
que é justamente uma anélise feita para encontrar o niimero de homomorfismo existentes

entre os anéis Z,, € Z,,.

Teorema 3.2. Sejam m,n € Z,m,n > 1. Se m = p{'p3>..p%" € a fatoragao candnica
dem en = pf1p§2...pfrq com mdc(q,m) = 1, entao nimero de homomorfismos de anéis
G Ly — Ly de Ly €25, em que k = # {i;0; < Bi}.

Prova: Seja g : Z,, — 7Z, um homomorfismo de anéis. Da Observacao [2.7,g é também
um homomorfismo de grupos, logo, da Observacao g = ¢,, para algum a € Z,, em

que
9o i Loy —> D
T — g.(7)=az.

Do Lema [3.1} a satisfaz
na = 0(modm) e a = a*(modm).

Assim, para provar o Teorema basta saber quantas solucoes existem para o sistema acima.

Considerando fi(z) = nz e fo(x) = v — 2%, para x € Z, entdo estamos nas condigoes
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do Teorema [3.1] logo, se N(m) ¢ a quantidade de soluges do sistema

fi(z) = 0(modm) e fa(x) = 0(modm), (3.5)
entao §
N(m) = [[ NG,
i=1
ou seja, precisamos descobrir o valor de N (p;*), parai=1,---,r.

Sejam p um namero primo, a > 0 e a > 0 inteiros satisfazendo
ala — 1) = a® — a = 0(modp®).

Nesse caso, a = 0(modp®) ou a = 1(modp®).

De fato, desde que mdc(a,a — 1) = 1, pela Proposigao apenas um dos termos,
a ou a — 1, pode ser divisivel por p, entdo mdec(p®,a) = 1 ou mde(p®,a — 1) = 1. Se
mde(p®, a) = 1, como p®|a(a — 1), do Teorema de Euclides (Teorema [2.2), p®|(a — 1), daf
a = 1(modp®). Analogamente, se mde(p®,a — 1) = 1, entdo p®|a e dai, a = 0(modp®).

Mas, 1 é solugao de fi(z) = 0(modp®) se, e somente se, p*|n, enquanto 0 é sempre

uma solugao. Portanto, o sistema de congruéncias

fi(x) = 0(modp®), fa(x) = O(modp®)

tem duas solugdes se p®|n. Caso contrario, o sistema de congruéncias tem uma tunica
solugao (modulo p®).
Assim, se m = pi'p5?---p% é a fatoragdo candnica de m e n = pf1p§2...pf’“q com

mdc(q, m) = 1, o nimero de solugoes N (p]*) para

fi(x) = 0(modpi™) e fa(x) = 0(modp;”),

comi=1,---,r édado por

NGy =4 2 erln
b= 1, sepi{n

Entao, o namero de solugoes ¢é

IV = [T2= [ 2=

pytn a; <P

em que k = # {i;; < f3;}, é o ntimero de elementos no conjunto {i;o; < 5;}.
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4. Consideracoes Finais

Este trabalho objetivou apresentar um resultado que determina o ntimero de homo-
morfismo existentes entre os anéis Z,, e Z,. Ele originou-se a partir do nosso contato
com as disciplinas de Teoria dos Numeros e Estruturas Algébricas, durante o curso de
Licenciatura em Matemaética oferecido pela Universidade Estadual da Paraiba - Campus
L.

Desde entao, dada a complexidade da Algebra Abstrata, bem como sua relevancia em
se tratando dos estudos matematicos na academia, surgiu a necessidade de aprofundar-se
ainda mais nesse ramo. Outro motivo que justifica e norteia a escolha do tema é o fato
de, no curso supracitado, nao estudarmos a parte de anéis em estruturas algébricas, o que
também originou dificuldades no desenvolvimento do trabalho, haja vista a precariedade
no contato com tais teorias, o que nao impossibilitou sua concretude.

Com base nos artigos em estudo, percebemos que nao existe uma tnica forma de
provar o resultado que fornece a quantidade de homomorfismos existentes entre os anéis
Ly, € Ly, tampouco de enunciar tal resultado. Entretanto, é necessario chegar ao mesmo
ntmero, o que de fato acontece, como vimos no Capitulo final do nosso texto. Verificou-se,
ainda, que é possivel determinar o nimero de homomorfismos existentes entre Z,, € Z,,
através de apenas alguns conceitos simples da Teoria dos Numeros, da Teoria dos grupos,
como também alguns conceitos da Teoria dos Anéis.

Nesse sentido, espera-se colaborar com a producao de conhecimento cientifico,ao passo
que fornecemos aqui uma abordagem didatica para apresentacao de um resultado que, em
geral, nao encontra-se em livros didaticos de Algebra Abstrata. Além disso, contribuimos
no sentido de subsidiar uma formacao mais segura e soélida ao Professor ao atuar em
sala de aula diante desses objetos de conhecimento, bem como sua relevancia para sua

formacao algébrica.



35

Referéncias Bibliograficas

BAUMGART, J. K. Algebra. In: Tédpicos de historia da matemdtica para uso em sala de
aula. Sao Paulo: Atual, 1992.

DIAZ-VARGAS, J.; SANTOS, G. V. de los. The number of homomorphisms from Z,, to
L. Abstraction & Application, n. 13, p. 1-3, 2015.

DOMINGUES, H. H. Algebra Moderna. 4. ed. Sao Paulo: Atual Editora, 2003.

GALLIAN, J. A.; BUSKIRK, J. V. The number of homomorphisms from Z, to Z,,. The
American Mathematical Monthly, v. 91, n. 3, p. 196-197, Mar 1984.

GARCIA, A. I; LEQUAIN, Y. Elementos de Algebra. Rio de Janeiro: IMPA, 2018.
363 p.

HEFEZ, A. Aritmética. In. PROFMAT. Rio de Janeiro: SBM, 2014. 338 p.

MILIES, C. P. Breve Historia da Algebra Abstrata. In: II Bienal da SBM. Salvador:
[s.n.], 2004. Disponivel em <www.bienasbm.ufba.br/M18.pdf>. Acesso em 02 de
Dezembro de 2020.

MILIES, C. P.; COELHO, S. P. Numeros. Uma Introducao a Matemdtica. Sao Paulo:
Edusp, 2006. 248 p.

SANTOS, J. G. L. Analisando os homomorfimos de Z,, em Z,. Monografia (Trabalho de
Conclusao de Curso) — Universidade Estadual da Paraiba, Curso de Licenciatua Plena
em Matematica, Campina Grande, 2018.

SANTOS, J. P. O. Introdu¢ao a Teoria dos Niumeros. Rio de Janeiro: IMPA, 2017. 196 p.

VIEIRA, V. L. Algebra Abstrata para Licenciatura. Campina Grande: EDUEPB, 2013.
613 p.

VIEIRA, V. L. Um curso Bdsico em Teoria dos Nimeros. Campina Grande: EDUEPB,
2015. 560 p.


www.bienasbm.ufba.br/M18.pdf

	Introdução
	Resultados Preliminares
	Tópicos em Teoria dos Números
	Divisibilidade e Máximo Divisor Comum
	Congruência módulo m
	 Inteiros Módulo m, Zm

	Tópicos em Álgebra Abstrata
	Teoria de Grupos
	Teoria de Anéis


	 O número de homomorfismos de anéis de Zm em Zn
	Considerações Finais
	Referências Bibliográficas

