Q\V

&
UEPB

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA
CAMPUS |
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA
CURSO DE BACHARELADO EM ESTATISTICA

DEBORA DE SOUSA CORDEIRO

ESTUDO DE SIMULACAO DE UM SISTEMA COM FILA DO
TIPO M/M/C COM DESISTENCIAS

CAMPINA GRANDE - PB
2020



DEBORA DE SOUSA CORDEIRO

ESTUDO DE SIMULACAO DE UM SISTEMA COM FILA DO TIPO M/M/C
COM DESISTENCIAS

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado ao
curso de Bacharelado em Estatistica do Depar-
tamento de Estatistica do Centro de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Estadual da Paraiba,
como requisito parcial a obtencdo do titulo de
bacharel em Estatistica.

Orientador: Profa. Dra. Divanilda Maia Esteves

Coorientador: Prof. Dr. Gustavo Henrique Esteves

CAMPINA GRANDE - PB
2020



E expressamente proibido a comercializacdo deste documento, tanto na forma impressa como eletronica.
Sua reproducéo total ou parcial é permitida exclusivamente para fins académicos e cientificos, desde que na
reproducao figure a identificacdo do autor, titulo, instituicdo e ano do trabalho.

C794e  Cordeiro, Débora de Sousa.
Estudo de simulacdo de um sistema com fila do tipo M/M/C
com desisténcias [manuscrito] / Debora de Sousa Cordeiro. -
2020.

27 p.
Digitado.
Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduacdo em

Estatistica) - Universidade Estadual da Paraiba, Centro de
Ciéncias e Tecnologia , 2020.

"Orientacdo : Profa. Dra. Divanilda Maia Esteves ,
Coordenacao do Curso de Estatistica - CCT."

1. Filas markovianas. 2. Filas com desisténcia. 3.
Simulag&o. I. Titulo

21. ed. CDD 519.2

Elaborada por Giulianne M. Pereira - CRB - 15/714 BC/UEPB




DEBORA DE SOUSA CORDEIRO

ESTUDO DE SIMULACAO DE UM SISTEMA COM FiLA DO TIPO M/M/C COM
DESISTENCIAS

Trabalho de Conclus3o de Curso apresentado ao
curso de Bacharelado em Estatistica do Depar-
tamento de Estatistica do Centro de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Estadual da Paraiba,
como requisito parcial a obteng¢3o do titulo de
bacharel em Estatistica.

Trabalho aprovado em 11 de Dezembro de 2020.

BANCA EXAMINADORA

TRV

\I;tf. Dr. Gustéﬂ) Hekr'r)que Esteves
(Coorientador)
Universidade Estadual da Paraiba (UEPB)

Cguee==" P R
VAo  Alwmork ob {,j o
Prof. Dr. Tiago Almeida de Oliveira
Universidade Estadual da Paraiba (UEPB)

gt 2.

Prof. Ms. Ednério Barbosa de Mendonga
Universidade Estadual da Paraiba (UEPB)




Dedico este trabalho primeiramente a Deus que me permitiu a realizacao de tudo e a meu
querido amigo Bruno Farias Gomes (in memoriam) que, assim como muitos entes

queridos, passou a me proteger de um outro plano.



AGRADECIMENTOS

Minha vida sempre foi regida por sonhos. Muitos deles pareciam utopia, mas cada
um se tornou um degrau na escada de metas pessoais a serem vencidas.

Nao sonhava em ser estatistica, no entanto essa profissao floresceu dentro de mim
como um carinho na alma. Relembrando tudo que passei, tantos desafios e muita luta,
gostaria de fazer um agradecimento especial a Deus, guia de toda a minha trajetoria nessa
emocionante graduagao.

A meu irmao Welson que é minha inspiracao desde o dia que tornou-se meu pai
aos seis anos de idade, quando ficamos 6rfaos de mae e caimos em um novo mundo e, por
isso, ¢ o motivo das minhas buscas constantes em ser alguém melhor.

A meus pais/avés Dona Vera e Indcio Primo (in memoriam) que apés cuidarem de
onze filhos receberam de bracos abertos mais dois netos para passar todo conhecimento
e carater que tinham, ensinando-nos desde muito cedo a enfrentar os desafios de frente,
nunca perder a esséncia, nem esquecer de onde viemos.

A todos os tios e familiares que me incentivaram a estudar e buscar uma profissao,
visto que tive a oportunidade de ir a uma escola, Corrinha, Aninha, Luciana, Isa, Jailson,
Jacinto e meus tios do coragdo Alcimar, Tony e Jack. E também agradeco aos que me
desmotivaram, pois foram combustivel na minha luta diaria.

Acredito que na vida de todos, na minha nao seria diferente, além da familia ser
um grande pilar para que eu conseguisse chegar até aqui, um combustivel fundamental na
minha jornada foram meus amigos, que chegaram por acaso, mas se tornaram indispensaveis
em meu coracao. Dessa forma, faco meus agradecimentos a cada um de voceés.

Aos que me acompanham desde a infancia Gizele e Iuri que, de certa forma,
tornaram-se irmaos e sao responsaveis por boa parte da pessoa que me tornei.

A Moisés e Demmily que chegaram por acaso, mas hoje me guiam e criticam quando
preciso e por isso me mantém firme diante dos obstaculos.

Aos parceiros da graduacao Hiago, Pedro, Leo, lago, Lucas, Janaina e Adenilson que
foram minhas companhias didrias e muitas vezes o abraco que acalentou minhas ldgrimas,
a forca que eu precisava.

Os encontros do destino Mayara, Mateus, Gabriel e Elizandra que foram cruciais
em determinados momentos.

Aos que nao estao comigo diariamente mas que posso contar Francinildo e Ramon.

Aos demais colegas que o fio do destino foi trazendo e levando e de alguma forma
me ajudaram.

A Vitor Brasil que desde os projetos iniciais na academia contribuiu seja descrevendo
formulas ou dando apoio moral.

Nao menos importante, faco minhas honras aos meus queridos professores de todo o

periodo escolar que me lapidaram por meio dos conhecimentos compartilhados e motivacao



a leitura, em especial Nildinho e tia Jailma.

A todos os professores da UEPB que tive o prazer de agregar conhecimento: Tanise,
Ednério, Tiago, Ricardo, Ana Patricia, Erika, Kléber, Juarez.

Aqueles que de alguma forma marcam de um jeito especial pela forma que passam
conhecimento ou pelo carinho e respeito extra classe: meu coorientador Gustavo e minha
amiga de outras vidas Vitdria.

A diretora do Centro, Isabelle, por todo o carinho e pelo exemplo de mulher
batalhadora que luta pelo direito de nés estudantes sem medir esfor¢os e ao ex diretor e
meu pai académico Mara (in memoriam) pelo acolhimento no dia a dia e por sempre ter
me apoiado nas lutas pelo movimento estudantil.

As pessoas que hoje me protegem de um outro plano espiritual mas, continuam
habitando meu coracao e deixam uma saudade enorme: minha mae Luciene, Artulho,
Mariana e Bruno.

A mulher que me inspirou desde a primeira vista por seu carater impar e destaque
numa area que ainda é muito masculinizada, minha orientadora Diana. A pessoa que
teve paciéncia com minhas particularidades e meu tempo para realizar este trabalho e
sem duvidas a que mais agregou durante toda trajetéria pela humildade e por nunca ter

poupado esforcos para me ensinar algo.



“Seu trabalho vai preencher uma grande parte da sua vida, e a Uunica maneira de ficar
realmente satisfeito € fazer o que vocé acredita ser um otimo trabalho. E a inica maneira

de fazer um excelente trabalho é amar o que vocé faz.”
(Steve Jobs)



RESUMO

Esse trabalho teve por objetivo principal escrever uma funcao para simular dados de
uma fila M /M /c com énfase nas situagdes em que alguns clientes desistem de esperar
e saem da fila. Além disso foi executado um estudo teérico do modelo implementado.
Faz parte do cotidiano da maioria das pessoas, situagoes em que, ao se procurar por
um servigo, precisa-se esperar para ser atendido. Essa possibilidade de espera resulta em
uma fila, seja ela fisica ou nao. Muitas vezes, as filas para realizar os atendimentos estao
congestionadas, fazendo com que os clientes fiquem impacientes, levando-os muitas vezes
a desistir do servico. Em geral, embora seja cada vez mais comuns servicos nos quais o
cliente é impaciente diante da fila de espera, nao é facil conseguir banco de dados que
contenham informagoes acerca da desisténcia. Dessa forma, a simulacao é uma técnica
ferramental importante pois otimiza as andlises de modelos dessa natureza por fornecer a
geracao desses dados, que normalmente nao sao faceis de encontrar, a partir de fungoes

que contenham as caracteristicas do modelo desejado.

Palavras-chave: Filas markovianas. Filas com desisténcia. Simulacao.



ABSTRACT

The main objective of this work was to write a function to simulate data from an M/M/c
queue with an emphasis on situations in which some customers arrive to receive service
and, due to their impatience with the waiting time, end up giving up the service. Also, a
theoretical study of the implemented model was carried out. It is part of the daily lives of
most people, situations in which, when looking for a service, one has to wait to be served.
This possibility of waiting results in a queue, whether physical or not. Often, the lines
to perform the calls are congested, making customers impatient, leading them to give up
the service. In general, although it is increasingly common for services in which the client
is impatient in front of the waiting line, it is not easy to obtain a database containing
information about the withdrawal. Thus, simulation is an important tooling technique
as it optimizes modeling analyzes of this nature by providing the generation of this data,
which is usually not easy to find, from functions that contain the characteristics of the

desired model.

Key-words: Markovian queues. Queues with withdrawal. Simulation.
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1 INTRODUCAO

Faz parte do cotidiano da maioria das pessoas, situagdes em que, ao se procurar
por um servigo, precisa-se esperar para ser atendido, pois o que se deseja nao esta a
disposicao imediata. Essa possibilidade de espera resulta em uma fila, seja ela fisica ou nao,
formada, por exemplo, em supermercados, bancos, impressoras, servigos de atendimento
ao consumidor. Muitas vezes, as filas para realizar os atendimentos estao congestionadas,
fazendo com que os clientes fiquem impacientes, levando-os muitas vezes a desistir do
servico.

Segundo Magalhaes (1996), as filas de espera sdo formadas quando clientes que
chegam para receber um certo tipo de servigo sao impossibilitados de um atendimento
imediato. Diante disso, Fogliatti e Mattos (2007) definem a Teoria de Filas como uma mo-
delagem analitica de processos ou até mesmo sistemas que resultam em espera. Essa teoria
tem por objetivo avaliar e determinar quantidades, chamadas medidas de desempenho,
que expressam a produtividade e operacionalidade desses processos. Tais quantidades sao
de suma importancia, visto que sao base para a tomada de decisao no que se refere a
modificar ou até mesmo na manutencao da operacionalidade do sistema no estado atual.
Elas também facilitam o dimensionamento de processos que geram as filas, entre outras
coisas que visam um bom desempenho corroborando com a ideia de que a Teoria de Filas
¢ fundamental nos quesitos de geréncia e a administracao de sistemas produtivos. Entre
tais medidas pode-se citar o nimero de usuarios no sistema e o tempo de espera pelo
atendimento.

Em diversas circunstancias, o usuario acaba desistindo de esperar por um servico
devido ao tempo de espera ser “longo”. Essa desisténcia, muitas vezes, é causada devido
a falta de informacao no sistema quanto ao inicio do atendimento por parte do cliente.
A exemplo disso, Baccelli, Boyer e Hebuterne (1984) citam a busca de informagoes ou
davidas, por ligacao, referente a cartoes de crédito, em que as filas sao consideradas
invisiveis e o cliente ndo poderd avaliar a velocidade do atendimento. Outra forma de
interrupgao da busca por algum servico é considerar que o cliente ja chega no sistema
impaciente e por isso estard propenso a esperar apenas uma pequena parcela de tempo.
Para avaliar essa impaciéncia do usuario, que tem sido comum nos servigos, faz-se necessario
o calculo de medidas especificas como o tempo de paciéncia do n-ésimo cliente, a taxa
individual de abandono, o tempo virtual e real de espera, entre outras que irdo dimensionar
adequadamente a capacidade do sistema. Segundo Oliveira (2009), tais medidas permitem
avaliar a eficacia do sistema no que se refere a um melhor atendimento e ao menor custo
de operacao gerando, assim, um equilibrio entre a geréncia e o usuario. Contudo, nao se
encontra a demonstracao dessas medidas na literatura, portanto, elas nao serao abordadas
com tanta énfase.

Em geral, embora seja cada vez mais comum servigos nos quais o cliente é impaciente
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diante da fila de espera, nao é facil conseguir bancos de dados que contenham informagoes
acerca da desisténcia, especialmente porque o processo de coleta desse tipo de dados
nao é simples. Dessa forma, a simulacdao é uma técnica ferramental importante pois
otimiza as andlises de modelagem dessa natureza por fornecer a geracao desses dados,
que normalmente nao sao faceis de encontrar, a partir de fun¢des que contenham as
caracteristicas do modelo desejado. Ou seja, o uso de simulacao possibilita a reproducao
de modelos probabilisticos, de forma que permita a analise e inferéncia no mesmo.

Mesmo com a escassez de ferramental para analisar modelos de filas, encontra-se
na literatura estudos relevantes utilizando como base para a tomada de decisao a Teoria
de Filas, consolidando sua importancia. A exemplo desses estudos, pode-se citar o uso
dessa teoria para otimizar as filas de atendimento numa loja de artigos do Aeroporto
Internacional de Guarulhos - SP por Correia et al. (2019), bem como a aplicagdo de um
modelo de teoria de filas em um restaurante universitario a fim de estudar o tempo de
atendimento do local, proposto por Soares et al. (2016) e a avaliacdo de desempenho, com
base nessa teoria, de uma rede de comunicagao congestionada de uma Universidade por
Vazquez, Morabito e Marcondes (2018).

Deste modo, esse trabalho teve por objetivo principal escrever uma funcao para
simular dados de uma fila M /M /c com énfase nas situagoes em que ha clientes que chegam
para receber um servico e, devido a sua impaciéncia quanto ao tempo de espera, acabam

desistindo do atendimento.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serdao apresentados alguns topicos importantes que foram estudados
acerca da teoria das Filas. Inicialmente sera apresentado o conceito de Processo de Nasci-
mento e Morte, seguido das ideias gerais a respeito de um modelo de fila. Posteriormente,
serdao abordadas defini¢oes e resultados importantes referente a essa teoria, como as medi-
das de desempenho e, por fim, serd apresentada uma sintese do modelo escolhido para
esse estudo e particularidades deste ao se deparar com situacoes envolvendo desisténcia

e/ou impaciéncia de clientes nas filas de espera.

2.1 O Processo de Nascimento e Morte

Um processo estocéstico é uma sequéncia de varidveis aleatérias { X (¢) |t € T'} que
descreve a evolucao de um processo ao longo do tempo. Em particular, diz-se que um
processo estocastico é markoviano (de ordem 1) quando a distribui¢ao de probabilidade
condicional de X (t) para os valores X (to), X(t1) ... X(t,) depende apenas de X(¢,) dada
uma sequéncia de tempos tg < t; < ... < t, < t, implicando afirmar que para prever a

posicdo do processo no futuro apenas a informagao do presente é relevante. Ou seja,
PIX(t) <z |X(t,) =xn, X(tn-1) =Tp_1,...,X(to) = 20| = P[X(t) <z | X(t,) = x,].

Quando as varidveis X (t) sao discretas, entao tem-se uma cadeia de Markov. Neste caso,

para s > 0, a probabilidade
P,,(t,t+s)=P[X(t+s) =y|X(t) = 2]

¢ chamada probabilidade de transi¢do. Em particular, se P, ,(t,t + s) ndo depende de
t, entao a cadeia é homogénea no tempo e entao a probabilidade de ir de um estado z
para um estado y em uma unidade de tempo serd denotada simplesmente por P(z,y).
Diz-se ainda que uma cadeia é irredutivel quando todos os estados do processo podem ser
alcangados pelos demais.

No contexto deste trabalho, sera explorado uma cadeia de Markov em particular que
é o processo de nascimento e morte. Para esse processo considera-se que os eventos
referente aos nascimentos e as mortes sao estatisticamente independentes e que, se o
sistema estd no estado n, em um intervalo de tempo (¢,t 4+ At), em que At é tdo pequeno

quanto se queira, a probabilidade de ocorréncia de:
« um nascimento serd dada por A\, At 4 o( At);
« uma morte serd dada por p, At + o(At);

 nascimento(s) e/ou morte(s), que resultam em mais de um evento simultaneamente,
sao despreziveis, sendo igual a o(At), em que,
o(At
- 0(AY)
At—0 At

= 0.
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O processo de nascimento e morte é homogéneo, irredutivel e permite transi¢coes
de um estado n, em uma unidade de tempo t, apenas para os vizinhos imediatos, sendo
classificado como nascimento quando a transicao é realizada para o estado n + 1, bem
como uma morte quando essa transicao é, por sua vez, para o estado n — 1. Esse processo
sera considerado, para todo n > 0, com taxas:

Pn,n+1) =\,
Pnn—1)=1—=X\, = .
P(n,k)=0 Vk#n—1n+1.
Aqui, A\, e u, sao chamadas, respectivamente, de taxa de nascimento e taxa de morte.

Por meio dessas taxas, obtém-se a distribuicao limite dos estados do sistema
(Po, P, P»...), também definida como a distribui¢cdo do estado do regime estacionario,
completamente determinada pelas taxas de nascimento e morte. Para obter tal distribuicao,
inicialmente denominamos as equacoes de balango ou de equilibrio que utiliza o fato de
que para estado, “o fluxo que entra é igual ao fluxo que sai”. Em outras palavras (ROSS,

1995) tem-se que para qualquer estado n > 1:
/\nPn + ann - An—lpn—l + ,un—l—IPn—l—ly

ou seja,

)\nPn - Nn+1pn+1 = )\n—IPn—l - ,U/nPn
Para o estado 0,
)\OPO = ,LL1P1. (21)
Recursivamente,
/\nPn - Mn—l—lpn—l-l = >\n—1Pn—1 - ,unPn
= /\n—2Pn—2 - ,un—lpn—l

= XoFPo — P
=0,
sendo que a ultima igualdade é consequéncia da Equagao (2.1). Assim,
An
Pn+1 = Pn;
Hn+1
que ¢ uma féormula de recorréncia cujo termo geral é
“r A1
i=1 i
Como > P, =1, conclui-se que
n>0
1
Py = - . (2.3)
L+ 3 ]2t

n>1i=1 M
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2.2 0O Modelo de Fila

Segundo Fogliatti e Mattos (2007), um sistema com fila tem sua composigao
fisica formada por um espaco estabelecido para a espera, canais ou postos que prestarao
servigos/atendimentos e por usuérios. Estes usudrios chegarao caracterizando um processo
de chegadas e devem ser atendidos nos postos de servigo segundo um padrao definido por
meio das disciplinas pela geréncia. Nos momentos em que os postos estao sendo utilizados,
os demais clientes aguardam atendimento numa fila inica no espaco atribuido para a
espera. Assim, quando o(s) canal(is) fica(m) livre(s), o usuério que esta na fila é convidado
para o atendimento e liberado do sistema logo que o servico seja concluido.

De acordo com Magalhaes (1996), a forma como os usuarios procuram um servigo
descreve um processo de chegadas, o qual é classificado como deterministico quando se
tem conhecimento prévio acerca dos instantes de tempo que as chegadas ocorrem e o
nimero destas. Por sua vez, quando nao se sabe essas quantidades tem-se um processo
aleatorio, caracterizado por uma distribuicao de probabilidade, em que o parametro taxa
de chegadas corresponde ao niimero médio de usuarios que ingressam no sistema por
unidade de tempo. O processo de atendimento, é andlogo ao processo de chegadas, com a
distribui¢ao dependendo do estado do sistema ou do tipo do usuério, em que tal processo
é estabelecido pelo modo do fluxo destes usuérios que sao atendidos.

Quanto a maneira como os clientes serao selecionados para receber um certo tipo
de servigco quando um posto fica disponivel usa-se uma disciplina de atendimento pré-
estabelecida pela geréncia do sistema. Na literatura, encontram-se comumente as seguintes

rotinas de atendimento:

o FCFS (do inglés, first come first served) ou FIFO (do inglés, first in - first out),
onde os atendimentos sao de acordo com a ordem de chegada. Essa é a rotina mais

comum e aparece em situagoes como filas de supermercado e atendimento bancario.

o LCFS (last come first served) ou LIFO (last in - first out), em que o usudrio que
serd atendido primeiro é o que chegou por ultimo, como modelos de arquivo, busca

por disco rigidos ou contéineres em navios.

o PRI (priority service), no qual o atendimento terd algum tipo de prioridade esta-
belecida pela geréncia do sistema, como cirurgias de alto risco, idosos, etc. Nessa
disciplina, é necesséario que seja especificado como se dara a ordem de atendimento

dentro dessa mesma classe de prioridade e, nesses casos, utiliza-se a FCFS ou FIFO;

o SIRO (service in random order), referente ao atendimento aos usuérios de forma
aleatoria sendo independente do tempo de chegada dos mesmos, como a contemplagao

de consoércios.
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Os postos de servigo também podem ser chamados de canais de atendimento e
definem-se como os locais designados para atender o usuario que busca por servigo. Estes
podem ser fisicos ou nao, como guichés e centrais de atendimento online, e podem ser
finitos ou infinitos.

O ntimero méaximo de clientes que um sistema pode comportar é definido pela
capacidade do sistema que também pode ser finita ou infinita. A capacidade designada
em um sistema inclui a quantidade de clientes na fila e no atendimento. Quando esta
capacidade é do tipo finita, os usuarios que tentam ingresso apods ela ser atingida sao
rejeitados.

Para descrever um sistema com fila sera utilizada apenas a notagao proposta por
Kendall (1953), dada por A/B/C/D/E, em que as letras A e B referem-se, respectivamente,
as distribuicoes dos tempos entre chegadas sucessivas e de atendimento, enquanto C denota
o numero de postos de atendimento em paralelo, D diz respeito a capacidade fisica do
sistema adotado e E representa a disciplina de atendimento dos clientes no servigco. Quando
D e E sao omitidas, serd considerado que o sistema possui capacidade infinita e disciplina

FCFS/FIFO. Para as distribui¢oes de A e B, as notagoes mais utilizadas sdo:

M: Distribui¢ao de Probabilidade Exponencial (Markoviana);
o D: Distribuicao deterministica ou degenerada;

o (G Distribuicao geral, em que nao ha especificacao;

E}: Distribuicao Erlang do tipo k.

As medidas de desempenho ou medidas de operacionalidade sdo a forma como a
Teoria de Filas avalia a eficiéncia de um sistema analisando suas respectivas caracteris-
ticas. Como estas normalmente se alteram ao longo do tempo, serao representadas por
variaveis aleatorias, no qual, seus valores esperados podem ser utilizados como medidas do
sistema quando o regime for estacionario. Esse regime é dado no intervalo de tempo de
funcionamento do sistema [t*,t), em que t* é o instante no qual tais medidas se mantém

estaveis. Dentre essas medidas tem-se:
« Numero médio de usudrios na fila (L,) e no sistema (L).
e Tempo médio de espera de um usudrio qualquer na fila (1,).
» Tempo médio de permanéncia de um usudrio qualquer no sistema (W).

» Probabilidade de se ter no maximo um nimero ng pré fixado de usudrios no sistema,

o Probabilidade de um usuario qualquer ter que aguardar mais do que um determinado
tempo t na fila, P(T}, > t).
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o Probabilidade de se ter algum servidor ocioso em um sistema com c¢ postos de
atendimento, P(N < c¢).

Vale salientar que considera-se N como o ntiimero de usudrios no sistema e 7, o

tempo de espera de um usuario qualquer na fila.

2.3 O Modelo M/M/1

O modelo M/M/1, que também pode ser escrito por M/M/1/00/FCFS em sua
forma sem abreviacao, é caracterizado por ter o tempo entre chegadas sucessivas e o tempo
de atendimento ambos com distribui¢oes de probabilidade exponenciais, pela existéncia de
um unico servidor, por ndo haver limitagdo no que se refere ao espaco destinado para a
fila de espera e, por fim, a ordem em que os usuarios acessam o servico acontece de acordo
com a ordem de chegada destes ao sistema.

Esse modelo possui as taxas constantes de ingresso ao sistema e de atendimento

dadas, respectivamente, por
A=A >0 e p,=pn, VYn>1

Consequentemente, substituindo essas taxas em (2.2) e (2.3) tem-se:

n 00 nq—1
un

n=0 H
A s v ~ .
Se 2 < 1, a serie em Po converge e entdo se conclui que

A
Py=1-12,
W

¢ denominado a taxa de ocupacao do sistema.

sendo que p = ﬁ

2.4 O Modelo M/M/c

Assim como o modelo anterior, este possui o tempo entre chegadas sucessivas e o
tempo de atendimento seguindo distribuicoes de probabilidade exponenciais, entretanto,
hé ¢ servidores disponiveis. Vale salientar que este modelo nao contém restricao quanto
o numero de usuarios na fila de espera e que estes ingressam no servigo pela ordem de
chegada no sistema.

Por conter as chegadas e atendimentos caracterizando um processo de nascimento

e morte, as respectivas taxas sao:
A=A Vn>0

nw, sel<n<c,

M =
" cl, semn>c.
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A taxa de utilizacao do sistema é dada por

Substituindo essas taxas acima em (2.2) e (2.3), tem se:

n

r
PO—‘, 1<n<c,
n!

Cco1m

2.5 O Modelo com Desisténcia/Ilmpaciéncia

O modelo M/M/c considerando a desisténcia é um diferencial ao comum, pois
considera-se que estas desisténcias podem ser causadas por uma impaciéncia por parte do
cliente que pode estar ligada a uma tolerancia para o tempo de espera em um determinado
servico, bem como no que diz respeito em como a geréncia do sistema estd sendo eficaz
e eficiente. Neste estudo, considera-se um sistema de filas markovianas (tempos entre
chegadas e de atendimentos exponenciais) operando com taxa de chegada A e taxa de
atendimento u e ¢ servidores, no qual, o usuario que busca por um dado servico desiste
sempre que o tempo de espera na fila for superior ao tempo que ele esta disposto a aguardar
o atendimento. Esse tempo que o usuario fica esperando é chamado tempo de tolerancia
ou paciéncia (OLIVEIRA, 2009).

O estudo desse modelo deve-se ao fato de eles serem frequentes em situagoes praticas.
Frequentemente, o cliente aguarda para receber atendimento por um tempo limitado e
deixa tal servico quando nao é atendido durante esse periodo, levando-o a decidir (de
forma subjetiva) se o servigo buscado “vale o tempo” de espera. H4 um entendimento que,
além da paciéncia e necessidade do usuario, o tempo de tolerancia também evidencia a
eficiéncia da geréncia e operacionalidade do sistema. Observa-se desisténcia gerado pela
impaciéncia do usuario em filas de bancos, postos de gasolina, supermercados, entre outros.
Kok e Tijms (1985) também citam sistemas de inventario com mercadoria perecivel. Eles
afirmam que o primeiro modelo de fila considerando a impaciéncia do cliente, em que os
servicos seguiam uma func¢ao densidade de probabilidade exponencial foi estudado por
Gnedenko e Kovalenko (1968).

Segundo Oliveira (2009), o modelo de fila Erlang - A é o mais simples que considera
o abandono de clientes pois enfatiza que estes chegam impacientes no sistema com os
respectivos tempos de paciéncia seguindo uma distribui¢do Exponencial (de média w™1).

Este também pode ser representado por M /M /n + M. Garnett, Mandelbaum e Reiman
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(2002 apud OLIVEIRA, 2009) estudaram esse modelo e constataram boas aproximagoes do
mesmo para as medidas de desempenho estudadas. Brown et al. (2005) falam ainda que o
tempo de paciéncia pode ser modelado usando outras distribuigdes que nao a exponencial.

Na secao anterior, foram citadas algumas das medidas de desempenho mais utilizadas
para examinar quao bem um sistema esta operando. Quando se leva em conta a tolerancia,
novas medidas passam a ser relevantes para dimensionar adequadamente o impacto
causado quando um cliente desiste de um servigo. A ocupacio e as medidas de desempenho
envolvendo abandono e espera quantificam o nivel da operacionalidade do servi¢o que
é de suma importancia para a geréncia (FEINBERG et al., 2000). No entanto, ha uma
dificuldade visivel em encontrar, na literatura, a demonstragao dessas medidas. Dentre
estas, tem-se a fracao de cliente perdido, o atraso médio da fila de um cliente, o tempo
virtual de espera e, talvez a mais importante, probabilidade de abandono. Vale salientar que
nesse trabalho nao serao utilizadas as medidas de desempenho relacionadas a desisténcia
do usudrio inerentes a esse modelo, portanto, serd omitido o calculo destas. Como estes
servigos possuem um problema para serem analisados devido a alta complexidade de coleta

dos dados, a simulagao passa a ser uma técnica viavel para a modelagem desses sistemas.
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3 SIMULACAO

Problemas relacionados a servigos com desisténcias devido ao tempo de espera pelo
atendimento ser superior a tolerancia do cliente sao rotineiros. Os avangos tecnolégicos na
area computacional proporcionam a simulacao de sistemas desta natureza, possibilitando
conhecer melhor seu funcionamento e favorecendo a tomada de decisdes. A procura por
modelagem e em especial pela simulagao tem crescido, principalmente para a anélise
e desenvolvimento de sistemas (FURLANETTO, 2016). Essa ferramenta (simulacao)
contribui em termos de eficiéncia e permite a modificacdo nas caracteristicas de um dado
sistema em estudo para a andlise e avaliacao sem que este seja necessariamente fisico. Ela
pode ter um papel importante de investigar como um sistema se comporta (VAZQUEZ;
MORABITO; MARCONDES, 2018).

Segundo Sakurada e Miyake (2003), a simulacao trata-se de uma ferramenta baseada
em modelos para reproduzir um sistema estudado e, entao, atuar na resolugao de problemas
em que ¢ inviavel solucionar analiticamente.

Contudo, Furlanetto (2016) atenta para o fato de que nao hé ferramentas consolida-
das disponiveis que gerem simuladores de filas. Dessa forma neste trabalho, serao simuladas
filas M/M/c com desisténcias em que os tempos entre chegadas sucessivas, tempos de
atendimento e tempos de tolerancia seguem uma distribuicao Exponencial com taxas A, u
e T, respectivamente. Para tal foi criada a funcao r.MMC_pacience utilizando o software
R (R Core Team) (2016). A fungdo mencionada ji esta disponivel no pacote r.queuepb
e pode ser obtido em <https://github.com/mayaral24/queuepb>. Para a instalagdo no

software R inicialmente instala-se o pacote devtools pelos comandos

>install.packages("devtools")
>devtools::install_github("mayaral24/queuepb") .

Essa funcao, utilizando operadores condicionais e de loop, possui recursos que
viabilizam a modelagem de sistemas considerando clientes impacientes representando,
adequadamente, um sistema que na pratica é complexo e, portanto, apresenta ao usuario
como este funciona no cotidiano. Ela simula bancos de dados contendo informagoes acerca
dos tempos de chegada, de comecgo do servico, de saida e guiché que normalmente sao
muito dificeis de coletar. Assim, a partir dos parametros de entrada informados pelo
usuario - numero de clientes, guichés, taxas médias de chegada, atendimento e tolerancia
- o compilador oferece como saida uma matriz com as informagoes, em que as colunas
representam os tempos descritos acima e cada linha o n-ésimo cliente.

A seguir serd representado o script da fungao e posteriormente a sequéncia de

procedimentos utilizados para especificar, parametrizar e simular o modelo de estudo:

r.MMC_pacience <- function(n,c,lambda,mu,tau){


https://github.com/mayara124/queuepb
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##Vetor para os tempos de saida de cada guiché

saida.guiches = vector("numeric", c)
##n tempos entre chegadas sucessivas com taxa lambda
time.arrival <- rexp(n,1/lambda)

tdc <- comsum(time.arrival) #tempos de chegadas

##n tempos de atendimento com taxa mu

time.service <- rexp(n,1/mu)

##n tempos de tolerAncia com taxa tau

time.tolerance <- rexp(n,1/tau)

##Vetores de armazenamento:

saida <- NULL ##Tempos de saida
tcs <- NULL ##Tempos de comego de servigo
guiche <- NULL ##Guiche de atendimento

tempo.waitting <- NULL  ##Tempo de espera

##Funcdo auxiliar para evitar o problema de usar o sample diretamente

resample <- function(x, ...) x[sample.int(length(x), ...)]

for(i in 1:n) {

idx = which(saida.guiches < tdc[i]) #Verifica se existem guiches livres

if (length(idx)> 0) { #Caso exista

atendente <- resample(idx, 1) #Sorteia um entre os livres
tcs[i] <- tdc[i] #Inicio do servigo coincide com a chegada
guiche[i] = atendente

saida[i] <- saida.guiches[atendente] <- tcs[i] + time.servicel[il
}

else { #Caso todos estejam ocupados

atendente <- which.min(saida.guiches) #Pega o primeiro a desocupar

tcs[i] <- saida.guiches[atendente] #Inicio do servigo quando desocupar o 1

tempo.waitting[i] = tcs[i] - tdc[i]
if (tempo.waitting[i] < time.tolerance[i]) {
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#Tempo de espera menor que a tolerédncia

guiche[i] = atendente

saida[i] <- saida.guiches[atendente] <- tcs[i] + time.servicel[i]
}

else { #Caso contrario, o cliente desiste

tcs[i] <- guiche[i] <- NA

saida[i] <- tdc[i] + time.tolerancel[i]

}

}

##Matriz com os valores simulados

return(cbind(tdc, tcs, saida, guiche))

No corpo da funcao o processo de simulacao é dividido de acordo com as estruturas
condicionais e de loop. O inicio do codigo possui um vetor para guardar os parametros de
entrada, em que os tempos simulados seguem uma distribui¢ao exponencial, bem como
uma funcao auxiliar para gerar os nimeros de simulacoes desejadas.

Em seguida, ha um operador de loop com o comando for para que as condigoes do
modelo desejado sejam testadas para o niimero de simulag¢oes estabelecidas. Na primeira
estrutura condicional testa-se o caso em que hé guichés livres de imediato, sorteando
um entre os habilitados e fazendo o calculo dos tempos de inicio de servigo e de saida,
bem como guardando a informacao do guiché ao qual o usuério foi atendido. Para o caso
dos guichés estarem ocupados, na segunda estrutura condicional o comando which.min
destinara o cliente simulado para o primeiro guiché a desocupar, em seguida calculara o
tempo no qual o servico comegou e o tempo de espera do n-ésimo usuario.

Dentro dessa estrutura ha um outro operador para solucionar a questao da desistén-
cia. No primeiro bloco verifica-se se o tempo de espera é menor que o tempo de tolerancia,
caso em que o cliente permanece no sistema. No segundo, considera-se os casos em que
o tempo de espera foi maior ou igual a tolerancia, o que levara o cliente a abandonar o
servigo. Se o n-ésimo cliente desiste, o tempo de comego de servigo e guiché de atendimento
receberao na matriz o c6digo NA e, portanto, o tempo de saida serda apenas o tempo de
chegada adicionado ao tempo de tolerancia.

Por 1ltimo hé o comando return, responsavel por fazer a funcao retornar a matriz
com o modelo de fila simulado. Desse modo, apdés a compilagdo é obtido um banco de
dados que representa um sistema de filas com desisténcias. Vale salientar que a funcao

também permite calcular o tempo na fila utilizando as duas primeiras colunas, bem como
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o tempo de atendimento com os tempos de saida e do comego dos servicos.
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A fim de visualizar a matriz de saida do banco de dados simulado, um exemplo

serd mostrado a seguir. Suponha que se deseja simular um sistema de fila com 2 guichés de

atendimento, no qual passaram 30 usudrios. Considere que os tempos entre chegadas suces-

sivas e de atendimento tem taxas médias A = 5 minutos e p = 4 minutos, respectivamente,

e que a taxa de tolerancia 7 = 2 minutos.

>r.MMC_pacience(30,2,5,4,2)

Neste caso, o comando usado seria

Como o software R nao tem semente fixa, cada vez que esse comando for compilado, o

resultado variara. Abaixo tem-se uma saida que foi obtida.

[1,]
[2,]
[3,]
[4,]
(5,]
(6,1]
(7,]
(8,]
[9,]
[10,]
[11,]
[12,]
[13,]
[14,]
[15,]
[16,]
[17,]
[18,]
[19,]
[20,]
[21,]
[22,]
[23,]
[24,]
[25,]
[26,]

tdc

2.107462
4.270652

20.
23.
25.
2b.
26.
43.

45.
48.
50.
53.
55.
66.
67.
76.
92.
95.
102.
107.

112
113
116
118
119

.991835

995457
962813
543120
961526
826635
916696
820256
508842
385516
522652
506252
086124
237384
840437
210930
174793
904233
055745
.530833
.395707
.362382
. 705526
.173001

tcs

2.107462
4.270652
4.991835

20.
23.
25.
2b.

43.
45
48

53.
55.
66.
67.
76.
92.
95.
102.
107.

112
113
116

120.

995457
962813
543120
961526
NA
916696
.820256
.570289
NA
836613
506252
086124
237384
840437
210930
174793
904233
055745
.530833
.395707
.362382
272776
NA

S

aida

3.910068
5.144090

12.
24.
28.
25.
28.
27.
48.

53.
57.

51

55.
59.
69.
69.
76.
o7.
95.
103.
109.
113.
136.
120.
120.
119.

558764

206657

317463

667078

344772

620739

570289

836613
820423
.010247
475387
752504
448188
750859
871140
437063
494829
137845
241824
441310
858294
272776
597219
420111

guiche
2

= ok, R, N

NA

=
= N

N N ~ NN P, = NN =~ N = =

=
=
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[27,] 136.411855 136.411855 136.571525 2
[28,] 137.100559 137.100559 140.354564 2
[29,] 137.835009 137.835009 148.206784 1
[30,] 137.917234 NA 139.067396 NA

Em cada linha ha quatro valores referentes a um usuério:

e tdc: tempo de chegada, ou seja, quantos minutos se passaram entre o momento que

o sistema comecou a funcionar e a chegada desse cliente;

« tcs: quantos minutos se passaram entre o momento que o sistema comecou a funcionar

e o instante em que o cliente comeca a ser atendido;

o saida: quantos minutos se passaram entre o momento que o sistema comecou a

funcionar e o instante em que o cliente termina o atendimento;
e guiche: nimero do guiché no qual o cliente foi atendido.

Nas linhas 8, 12, 26 e 30 os clientes sairam da fila antes de chegar sua vez de ser
atendidos, ou seja, houve desisténcia e por isso os NA’s em tcs e guiche.

O uso de ferramentais como a simulagao é de suma importancia para a otimizagao
de analises estatisticas como os modelos de filas, pois tais técnicas trazem a rapidez e
precisao que a forma analitica por vezes é invidvel. Um trabalho de simulacao, que utiliza
um modelo de filas de maneira complementar, pode dar a exata dimensao das necessidades
de aumento de estrutura (SOARES et al., 2016).

Apesar da modelagem de filas ser cada vez mais comum, nao ha uma diversi-
dade de pacotes que possam analisar esse tipo de sistema. Por isso, foi criada a funcao
r.MMC_pacience no pacote r.queuepb para a simulacao de modelos de filas com desis-
téncias permitindo, agora, a interagdo com sistemas virtuais que dao uma visao de como
funcionam servigos em que os usudarios sao impacientes e, portanto, a possibilidade de
implementar melhorias.

Correia et al. (2019) analisaram filas em pontos de vendas do aeroporto de Guarulhos-
SP com o auxilio da simula¢do permitindo a organizacao e reducao de filas nesse local.
Vazquez, Morabito e Marcondes (2018) utilizaram a simulagao para avaliar o desempenho e
propor solugoes numa rede de comunicagao congestionada de uma universidade. Furlanetto
(2016) desenvolveu um gerador de simuladores baseado em filas. Estes autores utilizaram
a simulagao com o auxilio de softwares e pacotes diferentes do proposto nesse trabalho o
que consolida a importancia do mesmo.

No desenvolvimento deste trabalho a maior dificuldade foi conseguir atender, na
funcgao, a ideia de reproduzir o funcionamento de um dado sistema que possui varias
hipdteses, pois para cada uma delas ser representada, precisou-se de operadores executando
cada uma das condi¢oes que precisavam estar bem correlacionadas para que a simulagao

retornasse informacoes confiaveis.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho proporcionou o estudo de modelos de filas markovianas, bem como o
processo de simulacao de dados que representam servigos do cotidiano, no qual os usuarios
possuem uma certa tolerancia quanto ao tempo de espera e por isso acabam desistindo.

O aumento da modelagem de filas, a dificuldade de coleta dos dados e a escassez
de ferramental para simular modelos desta natureza, culminou com a implementagao no
solftware estatistico R da fungao r.MMC_pacience para simular sistemas que representam
filas com desisténcias. Deve-se compreender que a criagao desta funcao foi de suma
importancia, visto que o processo de elaboragao expande os conhecimentos computacionais
e consolida toda base tedrica utilizada.

O objetivo ao propor a simulagao das filas M /M /c é reproduzir, de forma auténtica,
o modelo e assim facilitar o processo de andlise e inferéncia. Todavia, embora a funcao esteja
finalizada, tem-se a necessidade, posteriormente, de implementar no pacote r.queuepb
fungoes para o calculo das medidas de desempenho do modelo trabalhado pois estas sao
importantes na tomada de decisdo embora possuam um dificil acesso no que se refere a
demonstragao por serem dificilmente encontradas na literatura. Sendo assim, o uso da
simulacao neste estudo, que ¢ utilizada comumente em outras modelagens mas nao em
sistemas considerando os clientes impacientes dentro do servigo, confirma a importancia
desse ferramental. Em analises bibliograficas, foi verificado uma gama de simuladores
utilizados para reproduzir sistemas mas a maioria dos autores utilizavam outros solftwares
como auxilio que nao fosse o R, tampouco faziam o uso de fungoes especificas para filas
markovianas ou era considerada a desisténcia de quem buscava pelo servico.

Diante disso, foi interessante a escolha de um modelo divergente aos comumente
apresentados na literatura voltado para a simulacdo com o uso de uma funcao inédita
que esta disponivel para todos. Dessa forma, espera-se que a fun¢ao desenvolvida neste
trabalho tenha uma contribuicao computacional para o avan¢o da modelagem de sistemas
de filas. Entretanto ha muito o que aprender sobre modelos de filas que considerem outras
especificagoes, sobretudo modelos mais robustos. Portanto, o conhecimento aqui adquirido
sera designado para o progresso em modelagem com simulagoes dado o horizonte de
expansao para pesquisa e estudo de filas e, assim este trabalho é uma opcao a quem deseja

adentrar nesse ramo da Estatistica.
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