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RESUMO

Esse trabalho teve por objetivo principal escrever uma função para simular dados de
uma fila M/M/c com ênfase nas situações em que alguns clientes desistem de esperar
e saem da fila. Além disso foi executado um estudo teórico do modelo implementado.
Faz parte do cotidiano da maioria das pessoas, situações em que, ao se procurar por
um serviço, precisa-se esperar para ser atendido. Essa possibilidade de espera resulta em
uma fila, seja ela física ou não. Muitas vezes, as filas para realizar os atendimentos estão
congestionadas, fazendo com que os clientes fiquem impacientes, levando-os muitas vezes
a desistir do serviço. Em geral, embora seja cada vez mais comuns serviços nos quais o
cliente é impaciente diante da fila de espera, não é fácil conseguir banco de dados que
contenham informações acerca da desistência. Dessa forma, a simulação é uma técnica
ferramental importante pois otimiza as análises de modelos dessa natureza por fornecer a
geração desses dados, que normalmente não são fáceis de encontrar, a partir de funções
que contenham as características do modelo desejado.

Palavras-chave: Filas markovianas. Filas com desistência. Simulação.



ABSTRACT

The main objective of this work was to write a function to simulate data from an M/M/c
queue with an emphasis on situations in which some customers arrive to receive service
and, due to their impatience with the waiting time, end up giving up the service. Also, a
theoretical study of the implemented model was carried out. It is part of the daily lives of
most people, situations in which, when looking for a service, one has to wait to be served.
This possibility of waiting results in a queue, whether physical or not. Often, the lines
to perform the calls are congested, making customers impatient, leading them to give up
the service. In general, although it is increasingly common for services in which the client
is impatient in front of the waiting line, it is not easy to obtain a database containing
information about the withdrawal. Thus, simulation is an important tooling technique
as it optimizes modeling analyzes of this nature by providing the generation of this data,
which is usually not easy to find, from functions that contain the characteristics of the
desired model.

Key-words: Markovian queues. Queues with withdrawal. Simulation.
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1 INTRODUÇÃO

Faz parte do cotidiano da maioria das pessoas, situações em que, ao se procurar
por um serviço, precisa-se esperar para ser atendido, pois o que se deseja não está à
disposição imediata. Essa possibilidade de espera resulta em uma fila, seja ela física ou não,
formada, por exemplo, em supermercados, bancos, impressoras, serviços de atendimento
ao consumidor. Muitas vezes, as filas para realizar os atendimentos estão congestionadas,
fazendo com que os clientes fiquem impacientes, levando-os muitas vezes a desistir do
serviço.

Segundo Magalhães (1996), as filas de espera são formadas quando clientes que
chegam para receber um certo tipo de serviço são impossibilitados de um atendimento
imediato. Diante disso, Fogliatti e Mattos (2007) definem a Teoria de Filas como uma mo-
delagem analítica de processos ou até mesmo sistemas que resultam em espera. Essa teoria
tem por objetivo avaliar e determinar quantidades, chamadas medidas de desempenho,
que expressam a produtividade e operacionalidade desses processos. Tais quantidades são
de suma importância, visto que são base para a tomada de decisão no que se refere a
modificar ou até mesmo na manutenção da operacionalidade do sistema no estado atual.
Elas também facilitam o dimensionamento de processos que geram as filas, entre outras
coisas que visam um bom desempenho corroborando com a ideia de que a Teoria de Filas
é fundamental nos quesitos de gerência e a administração de sistemas produtivos. Entre
tais medidas pode-se citar o número de usuários no sistema e o tempo de espera pelo
atendimento.

Em diversas circunstâncias, o usuário acaba desistindo de esperar por um serviço
devido ao tempo de espera ser “longo”. Essa desistência, muitas vezes, é causada devido
à falta de informação no sistema quanto ao início do atendimento por parte do cliente.
A exemplo disso, Baccelli, Boyer e Hebuterne (1984) citam a busca de informações ou
dúvidas, por ligação, referente a cartões de crédito, em que as filas são consideradas
invisíveis e o cliente não poderá avaliar a velocidade do atendimento. Outra forma de
interrupção da busca por algum serviço é considerar que o cliente já chega no sistema
impaciente e por isso estará propenso a esperar apenas uma pequena parcela de tempo.
Para avaliar essa impaciência do usuário, que tem sido comum nos serviços, faz-se necessário
o cálculo de medidas específicas como o tempo de paciência do n-ésimo cliente, a taxa
individual de abandono, o tempo virtual e real de espera, entre outras que irão dimensionar
adequadamente a capacidade do sistema. Segundo Oliveira (2009), tais medidas permitem
avaliar a eficácia do sistema no que se refere a um melhor atendimento e ao menor custo
de operação gerando, assim, um equilíbrio entre a gerência e o usuário. Contudo, não se
encontra a demonstração dessas medidas na literatura, portanto, elas não serão abordadas
com tanta ênfase.

Em geral, embora seja cada vez mais comum serviços nos quais o cliente é impaciente
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diante da fila de espera, não é fácil conseguir bancos de dados que contenham informações
acerca da desistência, especialmente porque o processo de coleta desse tipo de dados
não é simples. Dessa forma, a simulação é uma técnica ferramental importante pois
otimiza as análises de modelagem dessa natureza por fornecer a geração desses dados,
que normalmente não são fáceis de encontrar, a partir de funções que contenham as
características do modelo desejado. Ou seja, o uso de simulação possibilita a reprodução
de modelos probabilísticos, de forma que permita a análise e inferência no mesmo.

Mesmo com a escassez de ferramental para analisar modelos de filas, encontra-se
na literatura estudos relevantes utilizando como base para a tomada de decisão a Teoria
de Filas, consolidando sua importância. A exemplo desses estudos, pode-se citar o uso
dessa teoria para otimizar as filas de atendimento numa loja de artigos do Aeroporto
Internacional de Guarulhos - SP por Correia et al. (2019), bem como a aplicação de um
modelo de teoria de filas em um restaurante universitário a fim de estudar o tempo de
atendimento do local, proposto por Soares et al. (2016) e a avaliação de desempenho, com
base nessa teoria, de uma rede de comunicação congestionada de uma Universidade por
Vazquez, Morabito e Marcondes (2018).

Deste modo, esse trabalho teve por objetivo principal escrever uma função para
simular dados de uma fila M/M/c com ênfase nas situações em que há clientes que chegam
para receber um serviço e, devido a sua impaciência quanto ao tempo de espera, acabam
desistindo do atendimento.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo serão apresentados alguns tópicos importantes que foram estudados
acerca da teoria das Filas. Inicialmente será apresentado o conceito de Processo de Nasci-
mento e Morte, seguido das ideias gerais a respeito de um modelo de fila. Posteriormente,
serão abordadas definições e resultados importantes referente a essa teoria, como as medi-
das de desempenho e, por fim, será apresentada uma síntese do modelo escolhido para
esse estudo e particularidades deste ao se deparar com situações envolvendo desistência
e/ou impaciência de clientes nas filas de espera.

2.1 O Processo de Nascimento e Morte

Um processo estocástico é uma sequência de variáveis aleatórias {X(t) | t ∈ T} que
descreve a evolução de um processo ao longo do tempo. Em particular, diz-se que um
processo estocástico é markoviano (de ordem 1) quando a distribuição de probabilidade
condicional de X(t) para os valores X(t0), X(t1) . . . X(tn) depende apenas de X(tn) dada
uma sequência de tempos t0 < t1 < . . . < tn < t, implicando afirmar que para prever a
posição do processo no futuro apenas a informação do presente é relevante. Ou seja,

P [X(t) ≤ x | X(tn) = xn, X(tn−1) = xn−1, . . . , X(t0) = x0] = P [X(t) ≤ x | X(tn) = xn] .

Quando as variáveis X(t) são discretas, então tem-se uma cadeia de Markov. Neste caso,
para s > 0, a probabilidade

Px,y(t, t+ s) = P [X(t+ s) = y|X(t) = x]

é chamada probabilidade de transição. Em particular, se Px,y(t, t + s) não depende de
t, então a cadeia é homogênea no tempo e então a probabilidade de ir de um estado x
para um estado y em uma unidade de tempo será denotada simplesmente por P (x, y).
Diz-se ainda que uma cadeia é irredutível quando todos os estados do processo podem ser
alcançados pelos demais.

No contexto deste trabalho, será explorado uma cadeia de Markov em particular que
é o processo de nascimento e morte. Para esse processo considera-se que os eventos
referente aos nascimentos e as mortes são estatisticamente independentes e que, se o
sistema está no estado n, em um intervalo de tempo (t, t+ ∆t), em que ∆t é tão pequeno
quanto se queira, a probabilidade de ocorrência de:

• um nascimento será dada por λn∆t+ o(∆t);

• uma morte será dada por µn∆t+ o(∆t);

• nascimento(s) e/ou morte(s), que resultam em mais de um evento simultaneamente,
são desprezíveis, sendo igual a o(∆t), em que,

lim
∆t→0

o(∆t)
∆t = 0.
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O processo de nascimento e morte é homogêneo, irredutível e permite transições
de um estado n, em uma unidade de tempo t, apenas para os vizinhos imediatos, sendo
classificado como nascimento quando a transição é realizada para o estado n + 1, bem
como uma morte quando essa transição é, por sua vez, para o estado n− 1. Esse processo
será considerado, para todo n > 0, com taxas:

P (n, n+ 1) = λn.

P (n, n− 1) = 1− λn = µn.

P (n, k) = 0 ∀k 6= n− 1, n+ 1.

Aqui, λn e µn são chamadas, respectivamente, de taxa de nascimento e taxa de morte.
Por meio dessas taxas, obtém-se a distribuição limite dos estados do sistema

(P0, P1, P2...), também definida como a distribuição do estado do regime estacionário,
completamente determinada pelas taxas de nascimento e morte. Para obter tal distribuição,
inicialmente denominamos as equações de balanço ou de equilíbrio que utiliza o fato de
que para estado, “o fluxo que entra é igual ao fluxo que sai”. Em outras palavras (ROSS,
1995) tem-se que para qualquer estado n ≥ 1:

λnPn + µnPn = λn−1Pn−1 + µn+1Pn+1,

ou seja,
λnPn − µn+1Pn+1 = λn−1Pn−1 − µnPn.

Para o estado 0,

λ0P0 = µ1P1. (2.1)

Recursivamente,

λnPn − µn+1Pn+1 = λn−1Pn−1 − µnPn
= λn−2Pn−2 − µn−1Pn−1

= . . .

= λ0P0 − µ1P1

= 0,

sendo que a última igualdade é consequência da Equação (2.1). Assim,

Pn+1 = λn
µn+1

Pn,

que é uma fórmula de recorrência cujo termo geral é

Pn = P0

n∏
i=1

λi−1

µi
n ≥ 1. (2.2)

Como ∑
n≥0

Pn = 1, conclui-se que

P0 = 1
1 + ∑

n≥1

n∏
i=1

λi−1
µi

. (2.3)
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2.2 O Modelo de Fila

Segundo Fogliatti e Mattos (2007), um sistema com fila tem sua composição
física formada por um espaço estabelecido para a espera, canais ou postos que prestarão
serviços/atendimentos e por usuários. Estes usuários chegarão caracterizando um processo
de chegadas e devem ser atendidos nos postos de serviço segundo um padrão definido por
meio das disciplinas pela gerência. Nos momentos em que os postos estão sendo utilizados,
os demais clientes aguardam atendimento numa fila única no espaço atribuído para a
espera. Assim, quando o(s) canal(is) fica(m) livre(s), o usuário que está na fila é convidado
para o atendimento e liberado do sistema logo que o serviço seja concluído.

De acordo com Magalhães (1996), a forma como os usuários procuram um serviço
descreve um processo de chegadas, o qual é classificado como determinístico quando se
tem conhecimento prévio acerca dos instantes de tempo que as chegadas ocorrem e o
número destas. Por sua vez, quando não se sabe essas quantidades tem-se um processo
aleatório, caracterizado por uma distribuição de probabilidade, em que o parâmetro taxa
de chegadas corresponde ao número médio de usuários que ingressam no sistema por
unidade de tempo. O processo de atendimento, é análogo ao processo de chegadas, com a
distribuição dependendo do estado do sistema ou do tipo do usuário, em que tal processo
é estabelecido pelo modo do fluxo destes usuários que são atendidos.

Quanto à maneira como os clientes serão selecionados para receber um certo tipo
de serviço quando um posto fica disponível usa-se uma disciplina de atendimento pré-
estabelecida pela gerência do sistema. Na literatura, encontram-se comumente as seguintes
rotinas de atendimento:

• FCFS (do inglês, first come first served) ou FIFO (do inglês, first in - first out),
onde os atendimentos são de acordo com a ordem de chegada. Essa é a rotina mais
comum e aparece em situações como filas de supermercado e atendimento bancário.

• LCFS (last come first served) ou LIFO (last in - first out), em que o usuário que
será atendido primeiro é o que chegou por último, como modelos de arquivo, busca
por disco rígidos ou contêineres em navios.

• PRI (priority service), no qual o atendimento terá algum tipo de prioridade esta-
belecida pela gerência do sistema, como cirurgias de alto risco, idosos, etc. Nessa
disciplina, é necessário que seja especificado como se dará a ordem de atendimento
dentro dessa mesma classe de prioridade e, nesses casos, utiliza-se a FCFS ou FIFO;

• SIRO (service in random order), referente ao atendimento aos usuários de forma
aleatória sendo independente do tempo de chegada dos mesmos, como a contemplação
de consórcios.
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Os postos de serviço também podem ser chamados de canais de atendimento e
definem-se como os locais designados para atender o usuário que busca por serviço. Estes
podem ser físicos ou não, como guichês e centrais de atendimento online, e podem ser
finitos ou infinitos.

O número máximo de clientes que um sistema pode comportar é definido pela
capacidade do sistema que também pode ser finita ou infinita. A capacidade designada
em um sistema inclui a quantidade de clientes na fila e no atendimento. Quando esta
capacidade é do tipo finita, os usuários que tentam ingresso após ela ser atingida são
rejeitados.

Para descrever um sistema com fila será utilizada apenas a notação proposta por
Kendall (1953), dada por A/B/C/D/E, em que as letras A e B referem-se, respectivamente,
às distribuições dos tempos entre chegadas sucessivas e de atendimento, enquanto C denota
o número de postos de atendimento em paralelo, D diz respeito à capacidade física do
sistema adotado e E representa a disciplina de atendimento dos clientes no serviço. Quando
D e E são omitidas, será considerado que o sistema possui capacidade infinita e disciplina
FCFS/FIFO. Para as distribuições de A e B, as notações mais utilizadas são:

• M : Distribuição de Probabilidade Exponencial (Markoviana);

• D: Distribuição determinística ou degenerada;

• G: Distribuição geral, em que não há especificação;

• Ek: Distribuição Erlang do tipo k.

As medidas de desempenho ou medidas de operacionalidade são a forma como a
Teoria de Filas avalia a eficiência de um sistema analisando suas respectivas caracterís-
ticas. Como estas normalmente se alteram ao longo do tempo, serão representadas por
variáveis aleatórias, no qual, seus valores esperados podem ser utilizados como medidas do
sistema quando o regime for estacionário. Esse regime é dado no intervalo de tempo de
funcionamento do sistema [t∗, t), em que t∗ é o instante no qual tais medidas se mantêm
estáveis. Dentre essas medidas tem-se:

• Número médio de usuários na fila (Lq) e no sistema (L).

• Tempo médio de espera de um usuário qualquer na fila (Wq).

• Tempo médio de permanência de um usuário qualquer no sistema (W ).

• Probabilidade de se ter no máximo um número n0 pré fixado de usuários no sistema,
P (N ≤ n0).

• Probabilidade de um usuário qualquer ter que aguardar mais do que um determinado
tempo t na fila, P (Tq > t).
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• Probabilidade de se ter algum servidor ocioso em um sistema com c postos de
atendimento, P (N < c).

Vale salientar que considera-se N como o número de usuários no sistema e Tq o
tempo de espera de um usuário qualquer na fila.

2.3 O Modelo M/M/1

O modelo M/M/1, que também pode ser escrito por M/M/1/∞/FCFS em sua
forma sem abreviação, é caracterizado por ter o tempo entre chegadas sucessivas e o tempo
de atendimento ambos com distribuições de probabilidade exponenciais, pela existência de
um único servidor, por não haver limitação no que se refere ao espaço destinado para a
fila de espera e, por fim, a ordem em que os usuários acessam o serviço acontece de acordo
com a ordem de chegada destes ao sistema.

Esse modelo possui as taxas constantes de ingresso ao sistema e de atendimento
dadas, respectivamente, por

λn = λ, ∀n ≥ 0 e µn = µ, ∀n ≥ 1.

Consequentemente, substituindo essas taxas em (2.2) e (2.3) tem-se:

Pn = λn

µn
P0, ∀n ≥ 1 e P0 =

[ ∞∑
n=0

(
λ

µ

)n]−1

.

Se λ
µ
< 1, a série em P0 converge e então se conclui que

P0 = 1− λ

µ
,

sendo que ρ = λ
µ
é denominado a taxa de ocupação do sistema.

2.4 O Modelo M/M/c

Assim como o modelo anterior, este possui o tempo entre chegadas sucessivas e o
tempo de atendimento seguindo distribuições de probabilidade exponenciais, entretanto,
há c servidores disponíveis. Vale salientar que este modelo não contém restrição quanto
o número de usuários na fila de espera e que estes ingressam no serviço pela ordem de
chegada no sistema.

Por conter as chegadas e atendimentos caracterizando um processo de nascimento
e morte, as respectivas taxas são:

λn = λ, ∀n ≥ 0

e

µn =
 nµ, se 1 ≤ n < c,
cµ, se n ≥ c.
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A taxa de utilização do sistema é dada por

ρ = r

c
= λ

cµ
,

Substituindo essas taxas acima em (2.2) e (2.3), tem se:

Pn =


P0
rn

n! , 1 ≤ n < c,

P0
rn

cn−cc! , n ≥ c,

com

P0 =
(
c−1∑
n=0

rn

n! + crc

c!(c− r)

)−1

.

2.5 O Modelo com Desistência/Impaciência

O modelo M/M/c considerando a desistência é um diferencial ao comum, pois
considera-se que estas desistências podem ser causadas por uma impaciência por parte do
cliente que pode estar ligada a uma tolerância para o tempo de espera em um determinado
serviço, bem como no que diz respeito em como a gerência do sistema está sendo eficaz
e eficiente. Neste estudo, considera-se um sistema de filas markovianas (tempos entre
chegadas e de atendimentos exponenciais) operando com taxa de chegada λ e taxa de
atendimento µ e c servidores, no qual, o usuário que busca por um dado serviço desiste
sempre que o tempo de espera na fila for superior ao tempo que ele está disposto a aguardar
o atendimento. Esse tempo que o usuário fica esperando é chamado tempo de tolerância
ou paciência (OLIVEIRA, 2009).

O estudo desse modelo deve-se ao fato de eles serem frequentes em situações práticas.
Frequentemente, o cliente aguarda para receber atendimento por um tempo limitado e
deixa tal serviço quando não é atendido durante esse período, levando-o a decidir (de
forma subjetiva) se o serviço buscado “vale o tempo” de espera. Há um entendimento que,
além da paciência e necessidade do usuário, o tempo de tolerância também evidencia a
eficiência da gerência e operacionalidade do sistema. Observa-se desistência gerado pela
impaciência do usuário em filas de bancos, postos de gasolina, supermercados, entre outros.
Kok e Tijms (1985) também citam sistemas de inventário com mercadoria perecível. Eles
afirmam que o primeiro modelo de fila considerando a impaciência do cliente, em que os
serviços seguiam uma função densidade de probabilidade exponencial foi estudado por
Gnedenko e Kovalenko (1968).

Segundo Oliveira (2009), o modelo de fila Erlang - A é o mais simples que considera
o abandono de clientes pois enfatiza que estes chegam impacientes no sistema com os
respectivos tempos de paciência seguindo uma distribuição Exponencial (de média ω−1).
Este também pode ser representado por M/M/n+M . Garnett, Mandelbaum e Reiman
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(2002 apud OLIVEIRA, 2009) estudaram esse modelo e constataram boas aproximações do
mesmo para as medidas de desempenho estudadas. Brown et al. (2005) falam ainda que o
tempo de paciência pode ser modelado usando outras distribuições que não a exponencial.

Na seção anterior, foram citadas algumas das medidas de desempenho mais utilizadas
para examinar quão bem um sistema está operando. Quando se leva em conta a tolerância,
novas medidas passam a ser relevantes para dimensionar adequadamente o impacto
causado quando um cliente desiste de um serviço. A ocupação e as medidas de desempenho
envolvendo abandono e espera quantificam o nível da operacionalidade do serviço que
é de suma importância para a gerência (FEINBERG et al., 2000). No entanto, há uma
dificuldade visível em encontrar, na literatura, a demonstração dessas medidas. Dentre
estas, tem-se a fração de cliente perdido, o atraso médio da fila de um cliente, o tempo
virtual de espera e, talvez a mais importante, probabilidade de abandono. Vale salientar que
nesse trabalho não serão utilizadas as medidas de desempenho relacionadas a desistência
do usuário inerentes a esse modelo, portanto, será omitido o cálculo destas. Como estes
serviços possuem um problema para serem analisados devido a alta complexidade de coleta
dos dados, a simulação passa a ser uma técnica viável para a modelagem desses sistemas.
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3 SIMULAÇÃO

Problemas relacionados a serviços com desistências devido ao tempo de espera pelo
atendimento ser superior a tolerância do cliente são rotineiros. Os avanços tecnológicos na
área computacional proporcionam a simulação de sistemas desta natureza, possibilitando
conhecer melhor seu funcionamento e favorecendo a tomada de decisões. A procura por
modelagem e em especial pela simulação tem crescido, principalmente para a análise
e desenvolvimento de sistemas (FURLANETTO, 2016). Essa ferramenta (simulação)
contribui em termos de eficiência e permite a modificação nas características de um dado
sistema em estudo para a análise e avaliação sem que este seja necessariamente físico. Ela
pode ter um papel importante de investigar como um sistema se comporta (VAZQUEZ;
MORABITO; MARCONDES, 2018).

Segundo Sakurada e Miyake (2003), a simulação trata-se de uma ferramenta baseada
em modelos para reproduzir um sistema estudado e, então, atuar na resolução de problemas
em que é inviável solucionar analiticamente.

Contudo, Furlanetto (2016) atenta para o fato de que não há ferramentas consolida-
das disponíveis que gerem simuladores de filas. Dessa forma neste trabalho, serão simuladas
filas M/M/c com desistências em que os tempos entre chegadas sucessivas, tempos de
atendimento e tempos de tolerância seguem uma distribuição Exponencial com taxas λ, µ
e τ , respectivamente. Para tal foi criada a função r.MMC_pacience utilizando o software
R (R Core Team) (2016). A função mencionada já está disponível no pacote r.queuepb
e pode ser obtido em <https://github.com/mayara124/queuepb>. Para a instalação no
software R inicialmente instala-se o pacote devtools pelos comandos

>install.packages("devtools")
>devtools::install_github("mayara124/queuepb").

Essa função, utilizando operadores condicionais e de loop, possui recursos que
viabilizam a modelagem de sistemas considerando clientes impacientes representando,
adequadamente, um sistema que na prática é complexo e, portanto, apresenta ao usuário
como este funciona no cotidiano. Ela simula bancos de dados contendo informações acerca
dos tempos de chegada, de começo do serviço, de saída e guichê que normalmente são
muito difíceis de coletar. Assim, a partir dos parâmetros de entrada informados pelo
usuário - número de clientes, guichês, taxas médias de chegada, atendimento e tolerância
- o compilador oferece como saída uma matriz com as informações, em que as colunas
representam os tempos descritos acima e cada linha o n-ésimo cliente.

A seguir será representado o script da função e posteriormente a sequência de
procedimentos utilizados para especificar, parametrizar e simular o modelo de estudo:

r.MMC_pacience <- function(n,c,lambda,mu,tau){

https://github.com/mayara124/queuepb


Capítulo 3. Simulação 20

##Vetor para os tempos de saída de cada guichê
saida.guiches = vector("numeric", c)

##n tempos entre chegadas sucessivas com taxa lambda
time.arrival <- rexp(n,1/lambda)
tdc <- comsum(time.arrival) #tempos de chegadas

##n tempos de atendimento com taxa mu
time.service <- rexp(n,1/mu)

##n tempos de tolerÂncia com taxa tau
time.tolerance <- rexp(n,1/tau)

##Vetores de armazenamento:
saida <- NULL ##Tempos de saida
tcs <- NULL ##Tempos de começo de serviço
guiche <- NULL ##Guiche de atendimento
tempo.waitting <- NULL ##Tempo de espera

##Função auxiliar para evitar o problema de usar o sample diretamente
resample <- function(x, ...) x[sample.int(length(x), ...)]

for(i in 1:n) {
idx = which(saida.guiches < tdc[i]) #Verifica se existem guiches livres

if(length(idx)> 0) { #Caso exista
atendente <- resample(idx, 1) #Sorteia um entre os livres
tcs[i] <- tdc[i] #Inicio do serviço coincide com a chegada
guiche[i] = atendente
saida[i] <- saida.guiches[atendente] <- tcs[i] + time.service[i]
}
else { #Caso todos estejam ocupados
atendente <- which.min(saida.guiches) #Pega o primeiro a desocupar

tcs[i] <- saida.guiches[atendente] #Inicio do serviço quando desocupar o 1

tempo.waitting[i] = tcs[i] - tdc[i]
if(tempo.waitting[i] < time.tolerance[i]) {
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#Tempo de espera menor que a tolerância
guiche[i] = atendente
saida[i] <- saida.guiches[atendente] <- tcs[i] + time.service[i]
}
else { #Caso contrário, o cliente desiste
tcs[i] <- guiche[i] <- NA
saida[i] <- tdc[i] + time.tolerance[i]
}
}

}

##Matriz com os valores simulados
return(cbind(tdc, tcs, saida, guiche))

}

No corpo da função o processo de simulação é dividido de acordo com as estruturas
condicionais e de loop. O início do código possui um vetor para guardar os parâmetros de
entrada, em que os tempos simulados seguem uma distribuição exponencial, bem como
uma função auxiliar para gerar os números de simulações desejadas.

Em seguida, há um operador de loop com o comando for para que as condições do
modelo desejado sejam testadas para o número de simulações estabelecidas. Na primeira
estrutura condicional testa-se o caso em que há guichês livres de imediato, sorteando
um entre os habilitados e fazendo o cálculo dos tempos de início de serviço e de saída,
bem como guardando a informação do guichê ao qual o usuário foi atendido. Para o caso
dos guichês estarem ocupados, na segunda estrutura condicional o comando which.min
destinará o cliente simulado para o primeiro guichê a desocupar, em seguida calculará o
tempo no qual o serviço começou e o tempo de espera do n-ésimo usuário.

Dentro dessa estrutura há um outro operador para solucionar a questão da desistên-
cia. No primeiro bloco verifica-se se o tempo de espera é menor que o tempo de tolerância,
caso em que o cliente permanece no sistema. No segundo, considera-se os casos em que
o tempo de espera foi maior ou igual à tolerância, o que levará o cliente a abandonar o
serviço. Se o n-ésimo cliente desiste, o tempo de começo de serviço e guichê de atendimento
receberão na matriz o código NA e, portanto, o tempo de saída será apenas o tempo de
chegada adicionado ao tempo de tolerância.

Por último há o comando return, responsável por fazer a função retornar a matriz
com o modelo de fila simulado. Desse modo, após a compilação é obtido um banco de
dados que representa um sistema de filas com desistências. Vale salientar que a função
também permite calcular o tempo na fila utilizando as duas primeiras colunas, bem como
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o tempo de atendimento com os tempos de saída e do começo dos serviços.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

A fim de visualizar a matriz de saída do banco de dados simulado, um exemplo
será mostrado a seguir. Suponha que se deseja simular um sistema de fila com 2 guichês de
atendimento, no qual passaram 30 usuários. Considere que os tempos entre chegadas suces-
sivas e de atendimento tem taxas médias λ = 5 minutos e µ = 4 minutos, respectivamente,
e que a taxa de tolerância τ = 2 minutos.

Neste caso, o comando usado seria

>r.MMC_pacience(30,2,5,4,2)

Como o software R não tem semente fixa, cada vez que esse comando for compilado, o
resultado variará. Abaixo tem-se uma saída que foi obtida.

tdc tcs saida guiche
[1,] 2.107462 2.107462 3.910068 2
[2,] 4.270652 4.270652 5.144090 1
[3,] 4.991835 4.991835 12.558764 2
[4,] 20.995457 20.995457 24.206657 1
[5,] 23.962813 23.962813 28.317463 2
[6,] 25.543120 25.543120 25.667078 1
[7,] 25.961526 25.961526 28.344772 1
[8,] 26.826635 NA 27.620739 NA
[9,] 43.916696 43.916696 48.570289 2
[10,] 45.820256 45.820256 53.836613 1
[11,] 48.508842 48.570289 57.820423 2
[12,] 50.385516 NA 51.010247 NA
[13,] 53.522652 53.836613 55.475387 1
[14,] 55.506252 55.506252 59.752504 1
[15,] 66.086124 66.086124 69.448188 2
[16,] 67.237384 67.237384 69.750859 1
[17,] 76.840437 76.840437 76.871140 2
[18,] 92.210930 92.210930 97.437063 2
[19,] 95.174793 95.174793 95.494829 1
[20,] 102.904233 102.904233 103.137845 1
[21,] 107.055745 107.055745 109.241824 2
[22,] 112.530833 112.530833 113.441310 2
[23,] 113.395707 113.395707 136.858294 1
[24,] 116.362382 116.362382 120.272776 2
[25,] 118.705526 120.272776 120.597219 2
[26,] 119.173001 NA 119.420111 NA
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[27,] 136.411855 136.411855 136.571525 2
[28,] 137.100559 137.100559 140.354564 2
[29,] 137.835009 137.835009 148.206784 1
[30,] 137.917234 NA 139.067396 NA

Em cada linha há quatro valores referentes a um usuário:

• tdc: tempo de chegada, ou seja, quantos minutos se passaram entre o momento que
o sistema começou a funcionar e a chegada desse cliente;

• tcs: quantos minutos se passaram entre o momento que o sistema começou a funcionar
e o instante em que o cliente começa a ser atendido;

• saida: quantos minutos se passaram entre o momento que o sistema começou a
funcionar e o instante em que o cliente termina o atendimento;

• guiche: número do guichê no qual o cliente foi atendido.

Nas linhas 8, 12, 26 e 30 os clientes saíram da fila antes de chegar sua vez de ser
atendidos, ou seja, houve desistência e por isso os NA’s em tcs e guiche.

O uso de ferramentais como a simulação é de suma importância para a otimização
de análises estatísticas como os modelos de filas, pois tais técnicas trazem a rapidez e
precisão que a forma analítica por vezes é inviável. Um trabalho de simulação, que utiliza
um modelo de filas de maneira complementar, pode dar a exata dimensão das necessidades
de aumento de estrutura (SOARES et al., 2016).

Apesar da modelagem de filas ser cada vez mais comum, não há uma diversi-
dade de pacotes que possam analisar esse tipo de sistema. Por isso, foi criada a função
r.MMC_pacience no pacote r.queuepb para a simulação de modelos de filas com desis-
tências permitindo, agora, a interação com sistemas virtuais que dão uma visão de como
funcionam serviços em que os usuários são impacientes e, portanto, a possibilidade de
implementar melhorias.

Correia et al. (2019) analisaram filas em pontos de vendas do aeroporto de Guarulhos-
SP com o auxílio da simulação permitindo a organização e redução de filas nesse local.
Vazquez, Morabito e Marcondes (2018) utilizaram a simulação para avaliar o desempenho e
propor soluções numa rede de comunicação congestionada de uma universidade. Furlanetto
(2016) desenvolveu um gerador de simuladores baseado em filas. Estes autores utilizaram
a simulação com o auxílio de softwares e pacotes diferentes do proposto nesse trabalho o
que consolida a importância do mesmo.

No desenvolvimento deste trabalho a maior dificuldade foi conseguir atender, na
função, a ideia de reproduzir o funcionamento de um dado sistema que possui várias
hipóteses, pois para cada uma delas ser representada, precisou-se de operadores executando
cada uma das condições que precisavam estar bem correlacionadas para que a simulação
retornasse informações confiáveis.
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5 CONCLUSÃO

Este trabalho proporcionou o estudo de modelos de filas markovianas, bem como o
processo de simulação de dados que representam serviços do cotidiano, no qual os usuários
possuem uma certa tolerância quanto ao tempo de espera e por isso acabam desistindo.

O aumento da modelagem de filas, a dificuldade de coleta dos dados e a escassez
de ferramental para simular modelos desta natureza, culminou com a implementação no
solftware estatístico R da função r.MMC_pacience para simular sistemas que representam
filas com desistências. Deve-se compreender que a criação desta função foi de suma
importância, visto que o processo de elaboração expande os conhecimentos computacionais
e consolida toda base teórica utilizada.

O objetivo ao propor a simulação das filas M/M/c é reproduzir, de forma autêntica,
o modelo e assim facilitar o processo de análise e inferência. Todavia, embora a função esteja
finalizada, tem-se a necessidade, posteriormente, de implementar no pacote r.queuepb
funções para o cálculo das medidas de desempenho do modelo trabalhado pois estas são
importantes na tomada de decisão embora possuam um difícil acesso no que se refere à
demonstração por serem dificilmente encontradas na literatura. Sendo assim, o uso da
simulação neste estudo, que é utilizada comumente em outras modelagens mas não em
sistemas considerando os clientes impacientes dentro do serviço, confirma a importância
desse ferramental. Em análises bibliográficas, foi verificado uma gama de simuladores
utilizados para reproduzir sistemas mas a maioria dos autores utilizavam outros solftwares
como auxílio que não fosse o R, tampouco faziam o uso de funções específicas para filas
markovianas ou era considerada a desistência de quem buscava pelo serviço.

Diante disso, foi interessante a escolha de um modelo divergente aos comumente
apresentados na literatura voltado para a simulação com o uso de uma função inédita
que está disponível para todos. Dessa forma, espera-se que a função desenvolvida neste
trabalho tenha uma contribuição computacional para o avanço da modelagem de sistemas
de filas. Entretanto há muito o que aprender sobre modelos de filas que considerem outras
especificações, sobretudo modelos mais robustos. Portanto, o conhecimento aqui adquirido
será designado para o progresso em modelagem com simulações dado o horizonte de
expansão para pesquisa e estudo de filas e, assim este trabalho é uma opção a quem deseja
adentrar nesse ramo da Estatística.
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