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RESUMO

Neste trabalho, abordaremos como objeto de estudo a trigonometria, seus conceitos
bésicos (como seno, cosseno e tangente) e sua aplicabilidade para a resolugdo de problemas.
Para isto, iniciaremos o trabalho com uma breve retomada historica a respeito dos conceitos de
trigonometria, seguida de uma revisdo sobre os conceitos basicos da mesma. Apoés isto,
mostraremos exemplos de sua aplicabilidade no cotidiano e como estes conceitos podem ser
explorados em sala de aula, de forma experimental, no ensino de matemaética, atraves de
medicdes de objetos de grande altura. Assim, finalizaremos o trabalho mostrando os beneficios
alcancados pelos alunos de uma escola de ensino publico ap6s terem entendido o motivo de
estudar trigonometria e como as aulas experimentais tornam-se um importante instrumento de

auxilio para entender a matemética e o mundo.

Palavras-Chave: Trigonometria. Aplicagdes. Experimentos. Sala de Aula.



ABSTRACT

In this paper, we will approach as object of study the trigonometry, its basic concepts
(as sine, cosine and tangent) and its applicability to the problem solving. To this end, we will
begin the work with a brief historical review of the concepts of trigonometry, followed by a
review of its basic concepts. After this, we will show examples of their applicability in everyday
life and how these concepts can be explored in the classroom, experimentally, in mathematics
teaching, through measurements of objects of great height. Thus, we will conclude the work by
showing the benefits achieved by the students of a public school after understanding the reason
for studying trigonometry and how the experimental classes become an important aid to

understand mathematics and the world.

Keywords: Trigonometry. Applications. Experiments. Classroom.
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INTRODUCAO

A matematica como um todo é frequentemente mistificada por parte dos alunos, que a
partir de um certo ponto, quando se aumenta o nivel de abstragdo no contetdo programatico da
disciplina, comecam a perder o interesse pela mesma, ja que naquele dado momento néo
possuem ferramentas necessarias para a compreensao imediata. O uso de novas linguagens em
sala de aula se faz necessario para a melhoria no processo de ensino e aprendizagem no ambito
escolar, de modo a auxiliar o entendimento e assim facilitar a compreenséao da aplicabilidade e
importancia do conteddo matematico no cotidiano e na resolucdo de problemas.

Nesse contexto, nosso trabalho vira a mostrar como 0s conceitos bésicos de
trigonometria podem ser vistos de forma experimental em sala de aula, trazendo as razdes
trigonométricas e sua aplicabilidade. Iremos utilizar em especifico a definicdo da tangente de
um angulo para calcular alturas inacessiveis.

Para tal, nossa pesquisa bibliografica tem como motivacdo mostrar que a matematica
pode ser vista de forma diferente por nossos alunos. A teoria aliada a pratica torna mais atrativa
a ideia de aprender matematica e entender em que podemos utiliza-la. O objetivo deste trabalho
é estimular que o aluno entenda o porqué e para que se estuda matematica, mostrando que a
pratica experimental na disciplina é um fator auxiliar no processo de ensino e aprendizagem e
a torna mais divertida e de melhor compreenséo.

Inicialmente, traremos um breve apanhado histérico da trigonometria, passeando pela
trajetoria de seus principais colaboradores e trazendo a tona suas principais contribuicGes.
Mostraremos como 0s avan¢os deste ramo da matematica influenciaram as civilizacGes ao
longo dos anos e com isso criaram ferramentas que norteiam nossos estudos em trigonometria
nos dias atuais.

Em seguida, no capitulo dois, faremos uma abordagem de conceitos basicos, trazendo
definicbes e propriedades importantes para a construgdo dos conceitos das razdes
trigonomeétricas seno, cosseno e tangente.

No capitulo trés, mostraremos a aplicabilidade da razdo trigonométrica tangente no
calculo de disténcias e alturas. Iniciamos as aplicacGes com a resolucéo de situagcdes-problema
que podem ser discutidos em sala de aula e em seguida, mostramos como aplicar este conceito
através de uma aula experimental de matematica, realizando um experimento cujo objetivo é

medir alturas inacessiveis de diversos objetos (arvores, prédios, paredes, casas, etc).
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Por fim, trazemos os resultados obtidos e como esta nova linguagem que alia a teoria a
pratica pode ser uma ferramenta brilhante no processo de ensino e aprendizagem da matematica
nos dias atuais, assim, desmistificando a matematica e tornando-a mais prazerosa de ser
estudada.
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Capitulo 1
HISTORIA DA TRIGONOMETRIA

A trigonometria ndo pode ser vista como obra de uma s6 pessoa ou de um sé povo. Na
antiguidade, j& existiam registros de Teoremas que envolviam razdes em tridngulos, utilizados
pelos egipcios e babildnios por exemplo. Com o intuito de encontrar solucdes e desvendar
mistérios, outros povos como chineses, gregos, arabes e hindus, também tiveram contribuicdes
importantes nessa area de estudo da Matematica.

Os egipcios, aplicavam 0s conceitos de razdes entre triangulos semelhantes na
construcdo das histéricas piramides, como citado por Boyer no trecho de seu livro: “Na
construcdo de piramides era essencial manter uma inclinacdo constante das faces e pode ter sido
essa preocupacdo a levar os egipcios a introduzir um conceito equivalente ao de co-tangente de
um angulo” (1993, p. 13-14). Isto pode ser observado no Papiro Ahmes.

O Papiro Ahmes é uma cépia de um antigo papiro do século XIX a.C. que esteve em
poder do escriba Ahmes. Foi adquirido no Egito por H. Rhind e por isso, é conhecido como
Papiro Rhind. Este Papiro data de aproximadamente 1650 a.C. e faz menc¢éo ao seqt de um
angulo, que representava a razéo entre o afastamento horizontal e a elevacéo vertical.

No Egito também, surgiu a ideia de associar a sombra projetada por uma vara vertical a
nimeros em sequéncia, relacionando o comprimento das sombras com as horas do dia: 0s
famosos relogios de sol. Ja os babil6nios, destacavam-se por suas brilhantes contribuicdes no
ramo da Astronomia, como com a criacdo de um calendario astroldgico e uma tabua de eclipses
lunares.

Na Grécia, os principais estudos de trigonometria sdo atribuidos a grandes estudiosos
como Hiparco de Nicéia (180-125 a.C), Thales de Mileto! (625-526 a.C) e Pitagoras (570-495
a.C), grande fildsofo e matematico grego.

Hiparco nasceu em Nicéia e é provéavel que tenha falecido na ilha de Rodes. E conhecido
por ter sido um brilhante astrbnomo na antiguidade. Pouco se sabe sobre a vida de Hiparco e
apesar de varias obras e estudos terem sido desenvolvidos por ele, quase todo o conhecimento

dos trabalhos de Hiparco € baseado em relatos de terceiros.

" Thales de Mileto (625-526 a.C), Matematico, filésofo, engenheiro e astrénomo grego; incluido entre os sete

sabios da humanidade.
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Figura 1: Hiparco de Nicéia

Fonte: https://thpanorama.com/img/images/hiparco-de-nicea-biografa-y-aportaciones.jpg

Suas contribui¢fes foram fundamentais para os avancos da astronomia como Ciéncia
Matematica e para os fundamentos da Trigonometria. Hiparco ¢ conhecido como “pai” da
trigonometria, porém, é mais famoso devido as suas contribuicdes a astronomia.

Ainda Jovem, Hiparco compilou registros sobre os padrdes climéaticos na sua regido ao
longo do ano. Tais estudos, aliados com o inicio dos ventos, serviram como base para criagdo
de calendarios meteorologicos, por diversos astrdbnomos gregos.

A maior parte da vida de Hiparco foi dedicada a pesquisa observacional e astronémica
na ilha de Rhodes. Seu trabalho astrondmico mais importante se referia as orbitas do Sol e da
Lua com determinagdes de seus tamanhos e as distancias deles até a Terra, além de estudos
sobre eclipses.

Hiparco, assim como outros de sua época, assumiu a Terra estaciondria e no centro do
universo. Nessa perspectiva, o sol, a lua e os demais planetas giravam como estrelas em torno
da terra, todos os dias. Em seus escritos, Hiparco tentou explicar como o sol viajaria com
velocidade uniforme ao longo de um caminho circular regular mas, mesmo assim produzia
estacdes de diferentes duracdes.

Outras contribuicGes importantes também séo de Hiparco, a exemplo do catalogo de
estrelas, que foi posteriormente aperfeicoado por Ptolomeu, grande astronomo e matematico de
Alexandria, em sua obra Almagesto; a classificacdo das estrelas de acordo com seu brilho, que
ficou conhecida como magnitude estelar; e a precessao dos equindcios.

O ato de dividir uma circunferéncia em 360 partes e denominar cada parte como um
arco de um grau, também atribui-se a Hiparco. E ndo so6 isso: com influéncias de estudos de
outras civilizagGes, ainda expds uma unidade menor e que em teoria seria mais facil de trabalhar
na resolucdo de problemas, o minuto (que corresponde a divisdo de um grau em 60 partes

iguais).


https://thpanorama.com/img/images/hiparco-de-nicea-biografa-y-aportaciones.jpg
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Ainda na Grécia, Thales e Pitdgoras também contribuiram de forma significativa para
0s avancos dos estudos em trigonometria, desenvolvendo seus estudos em Geometria, para que
pudessem ser atrelados ao desenvolvimento dos conceitos trigonométricos.

No oriente, também foram encontrados indicios da Trigonometria. Na China, para
realizar célculos de distancias, comprimentos e profundidades, utilizavam-se os triangulos
retangulos. Porém, apesar de indicios evidenciados pela literatura chinesa de que havia
trigonometria primitiva na China, nada se ttm de como eram feitas as medicdes e quais as
unidades de medicédo utilizadas.

Os povos hindus, trouxeram a tona importantes conceitos para o estudo da
trigonometria: introduziram as principais “fun¢des” trigonométricas e, além disso, introduziram
0 conceito de semi-corda e demonstraram algumas identidades, dentre elas uma que equivale
ao que conhecemos hoje como a Relacdo Fundamental da Trigonometria: sen®x + cos?x = 1.

Arabes e Persas também tiveram suas contribuicdes. Os Arabes, através de seus
brilhantes estudos, introduziram a ideia de circulo de raio unitario. J& os Persas, contribuiram
diretamente para a desvinculacdo da Trigonometria que, antes atrelada a Astronomia, agora
passaria a se figurar como uma ciéncia independente.

Desde o século XI, na Europa, os conceitos da trigonometria passaram a ser
desenvolvidos com o olhar especial para as ditas fun¢des trigonomeétricas, que foram realmente
definidas e passaram a ser utilizadas como funcdo de um angulo. Formalmente, o termo
Trigonometria surge pela primeira vez, no titulo de um livro publicado em meados do século
XVI, por Bartholoméaus Pitiscus® (1561-1613).

Com todos os avancos dos estudos em trigonometria, esta toma sua forma atual gracas
aos brilhantes estudos de Leonhard Euler (1707-1783): este adotou a medida do raio de um
circulo igual a 1 unidade, formalizou a transicdo das razGes trigonométricas para as funcoes
periddicas e utilizou pela primeira vez as abrevia¢des que usamos hoje (sen, cos, tg, cotg, cossec
e Sec).

No inicio, a trigonometria aparecia como coadjuvante da astronomia e, ao decorrer do
tempo foi ganhando forma até tornar-se independente, autbnoma. Com contribuicfes de varios
povos, tornou-se um dos mais importantes ramos da Matematica e estudada minunciosamente,

é um instrumento brilhante para a resolucéo de problemas no cotidiano da humanidade.

! Bartholomaus Pitiscus (1561-1613) foi um astrénomo, matematico e te6logo alemédo do século XVI. Criou 0

termo trigonometria.
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Capitulo 2
NOCOES DE GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA

Neste capitulo mostramos 0s conceitos béasicos de geometria. Realizando uma
construcdo sequenciada desde a ideia de ponto e reta até adentrarmos em triangulos, chegamos
a trigonometria e as razdes trigonométricas, finalizando-o com as defini¢des de seno, cosseno
e tangente. Como base para nossas definicdes foram tomadas as obras de Jodo Lucas Marques

Barbosa e Gelson lezzi.

2.1 Retas e Semirretas

Em Geometria, ponto e reta sdo conceitos primitivos, portanto, ndo possuem definicéo
formal. No entanto, a partir da no¢do de ponto e reta, podemos definir semirretas. Dada uma
reta r, consideremos as seguintes defini¢oes:

)] O conjunto constituido por dois pontos distintos A e B da reta r e por todos 0s
pontos de r que se encontram entre A e B € chamado de segmento de reta AB (e representamos
por AB), ou simplesmente segmento AB. Os pontos A e B sdo chamados de extremidades do
segmento.

Observag&o: se dois segmentos de reta AB e BC possuem a mesma medida, utilizando
uma mesma unidade, dizemos entdo que 0s segmentos sdo congruentes, e representamos por

B = BC.

i) Sendo A e B pontos distintos de r, o conjunto constituido pelos pontos do
segmento AB e por todos os pontos C, tais que B encontra-se entre A e C, é chamado de
semirreta de origem A contendo o ponto B, que representamos por Sas. O ponto A €
denominado origem da semirreta Sag.

Figura 2: Semirreta Spag.

A B
*— —e >

Fonte: Proprio autor.

Note que dois pontos A e B determinam duas semirretas Sag € Sga, as quais contém o segmento
AB.
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Figura 3: Semirretas Sag € Sga na mesma reta.

A
.

[ Joel

Fonte: Proprio Autor.

2.2 Angulo

Defini¢do 1: Angulo é a reunido de duas semirretas de mesma origem, mas ndo contidas na

mesma reta.

O angulo abaixo é formado pelas semirretas 04 e OB, ambas com origem no ponto O.

Figura 4: Angulo.

Fonte: IEZZI, 2013.

As partes do Angulo da figura sio:
Lados do angulo: OA e OF ;
Vértice do angulo: O

Angulo: a0b ou AOB; bOa ou BOA:; 0.
2.2.1 Angulo Nulo e Angulo Raso

Particularmente, se as semirretas coincidem, dizemos que elas determinam um angulo
nulo.
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Figura 5: Angulo nulo

®O
\ 4

Fonte: Proprio Autor.

Se as semirretas sdo opostas, dizemos que formam dois angulos rasos.

Figura 6: Angulo Raso.

: 3 >
N

Fonte: Proprio Autor.

2.2.2 Unidade de Medida de angulos

Vamos considerar um angulo raso AOB. Dividamos o angulo em 180 partes iguais,

como mostra a figura:

Figura 7: Divisao do angulo raso

0

Fonte: IEZZI, 2013.

. . 1
Chamaremos de 1 grau (1°) a medida do angulo que corresponde a Ta0 do

i)

angulo raso;
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.. . s . 1
i) O grau possui submultiplos, de modo que 1 minuto (1°) corresponde a = do

1 :
grau e 1 segundo (1) corresponde a P do minuto;

iii) Medir um angulo, significa verificar quantas unidades de medida (1°) cabem no
angulo dado.

iv) Dois angulos séo ditos congruentes quando possuem a mesma medida.
2.2.3 Angulos consecutivos e Angulos adjacentes

Definicdo 2: Dois angulos séo consecutivos se um lado de um deles também é lado do outro.

Figura 8: Angulos consecutivos.

Fonte: IEZZ1,2013.

Na figura 8, AOB e AOC sdo consecutivos, possuem 04 em comum. Da mesma forma,

AOC e BOC s#o consecutivos, pois possuem o lado OC em comum.

Definicdo 3: Sejam dois angulos consecutivos e sem pontos internos (que pertencem a sua
regido interna) em comum entdo dizemos que os angulos sdo adjacentes.

AOB e BOC s&o adjacentes pois, s30 consecutivos e ndo possuem pontos internos em
comum, como mostra a figura:
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Figura 9: Angulos adjacentes

¢

Fonte: IEZZ1,2013.

2.2.4 Angulo Reto

Definicdo 4: Dois angulos sdo ditos suplementares se, e somente se, a soma de suas medidas é
180°.
Definicéo 5: Se dois angulos sdo adjacentes, suplementares e tem medidas iguais, entdo cada

um deles é chamado de angulo reto.
Figura 10: Angulo reto.

Fonte: IEZZ1,2013.

Observacdo: A medida de um angulo reto € igual a 90°.

2.3 Triangulos

Definigdo 6: Consideremos trés pontos ndo colineares, quais sejam A, B e C. Chamamos de
triangulo a figura formada pelos pontos A, B e C e pelos trés segmentos determinados por estes
pontos (AB, AC e BC). Aos pontos, daremos o nome de vértices, e os segmentos, chamaremos
de lados do triangulo. Os angulos ABC , BAC e ACB, s&o chamados de angulos internos do

triangulo.



19

Figura 11: Triangulo.

B

Fonte: Proéprio Autor.

2.3.1 Semelhanca de triangulos

Definicdo 7: Dois triangulos séo ditos semelhantes (e indicamos por ~) se, e somente se,

possuem os trés angulos ordenadamente congruentes e os lados homélogos! proporcionais.

Figura 12: Triéngulos semelhantes. E

Fonte: IEZZ1,2013.

Para os triangulos destacados na figura 12, verificamos que os lados homélogos séo: a
ee;bef;ced. Assim:

>

>
[l
o)

ol ..
)
(N
11
)

AABC ~ ADEF =

NS

Q| o

1 Lados homdlogos séo tais que cada um esta em um dos triangulos da semelhanca e ambos sdo opostos a dngulos
congruentes.
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2.3.2 Triangulo Retangulo

Definicdo 8: Um triangulo € dito retdngulo quando um de seus angulos internos € reto, ou seja,

possui medida 90°.

Figura 13: Tridngulo Reténgulo.

B
»
d
C
j
A b C

Fonte: Proprio Autor.

Para o triangulo da figura 13, utilizamos as seguintes notagdes:
) O lado BC, oposto ao angulo reto e que cuja medida é a, chamamos de

hipotenusa do triangulo;

ii) Os lados ABe AC adjacentes ao angulo reto, cujas medidas sdo,
respectivamente, ¢ e b, chamamos de catetos;

iii)  Chamamos os angulos 4, B e € de angulos internos do tridngulo.

2.4 RazBes Trigonométricas

Consideremos um angulo B e, marquemos sobre um de seus lados os pontos A1, Az, As,

As... An, e tracemos por eles as perpendiculares a este lado A;C,, A,C,, A3Cs5 ... A, C,, , COMO

mostrado na figura a seguir:

Figura 14: Tringulos retangulos semelhantes.

c./
G

/’

¢

o,
A____'A‘ ’A' P

A;

B

Fonte: IEZZ1,2013.
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Note que os tridngulos retangulos BA:Ci;, BA2Cz, BA3Cs... BANCn sdo todos

semelhantes entre si. Desta semelhanca, fixando o angulo B do triangulo da figura 14 e, sendo

AnCn, BnCh e BnAn as medidas, respectivamente, dos segmentos A,C, , B,C, e B,A, ;

decorrem as seguintes relagdes:

A1C;  AyC;  A3Cz _ AnCy

) = = = 0. =

BC;  BGC, BCs BCy,

Observe que o cateto oposto a B e a hipotenusa séo diretamente proporcionais, ou

seja, a razao (divisao) entre estes € constante.

" BA; _BA, _ BAs; __ BAy

BC, BC, BCs "~ BC,

Verificamos que o cateto adjacente a B e a hipotenusa sdo diretamente

proporcionais.

1)

BA,  BA, BAs BA,

E ainda que os catetos oposto e adjacente a B sdo diretamente proporcionais.

Analisando as relac@es I, Il e 111, nota-se que as rela¢cdes independem do tamanho dos

triangulos, dependem apenas do valor do &ngulo B.

Definigdo 9:

)] O seno de um angulo agudo é a razdo entre o cateto oposto ao angulo e a
hipotenusa;

i) O cosseno de um angulo agudo é a razdo entre o cateto adjacente ao angulo e a
hipotenusa;

iii) A tangente de um angulo agudo é a razdo entre o cateto oposto ao angulo e o

cateto adjacente ao angulo.

Consideremos agora, o triangulo retangulo da figura a seguir:
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Figura 15: Tridngulo retdngulo ABC.

C
a
b
B z = A

Fonte: IEZZ1,2013.

Em relagio ao angulo agudo B do tridngulo da figura 15, segue que:

Os conceitos de seno, cosseno e tangente, embora parecam abstratos de inicio para quem
0s V€ em primeiro contato, quando utilizados na resolucao de problemas cotidianos podem ser
de grande ajuda. No capitulo a seguir, mostraremos aplica¢cdes de como o conceito de tangente
de um angulo pode ser utilizado na resolugdo de problemas, além de exemplificar como isto
pode ser abordado na sala de aula, de modo a auxiliar como um recurso benéfico no processo

de ensino e aprendizagem nas aulas experimentais de Matematica.



23

Capitulo 3
APLICACOES DA RAZAO TRIGONOMETRICA TANGENTE
NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS.

No ensino de Matemética, sdo diversas as formas de mostrar as aplicacfes de um
determinado contetdo para os alunos. Quando se trata de trigonometria, isto ndo se torna
diferente: existem varias formas de demonstrar aplicacdes e causar fascinio pelo conteddo por
parte de quem esta aprendendo o0s seus conceitos. Desta forma, as aplicacdes tornam-se uma
via de réapido acesso a desmistificacdo dos conceitos matematicos, sanando uma duvida que
assola as mentes de quem tenta aprender matematica: “Professor, aonde vou usar isso? .

Esta pergunta, comum no processo de ensino e aprendizagem, traz a tona um importante
papel do professor: ser o mediador do conhecimento. Através disto, pode-se abrir uma discussao
e em decorréncia dela, fazer com que surjam naturalmente situacdes em que possamos utilizar
0s conceitos aprendidos em sala como facilitador para obtencéo de resultados.

Neste capitulo, iremos mostrar algumas aplicacdes das razdes trigonométricas na
resolucdo de situagbes-problema, finalizando com uma aplicacdo da razdo trigonométrica
tangente de um angulo agudo como instrumento matematico para medir alturas inacessiveis,
através das aulas de Praticas Experimentais em Matematica.

Os valores das tangentes utilizados nos calculos dos exemplos, foram retirados das

tabelas de razBes trigonométricas em anexo.
3.1 Problemas

PROBLEMA 1 — (IEZZI,2013.) Um observador vé um prédio, construido em um terreno
plano, sob um angulo de 60°. Afastando-se do edificio mais 30 m, passas a vé-lo sob um angulo

de 45°. Nessas condicdes, determine a altura do edificio.

Solucéo: Inicialmente, para facilitar a compreenséo do problema, organizamos os dados atraves
de um desenho. Os recursos visuais sdo de extrema importancia nos problemas que envolvem
a geometria e as razdes trigonométricas. Observe a figura abaixo esquematizando o problema
proposto. Note que atribuimos valores literais para as medidas que queremos determinar nos

triangulos.
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Figura 16: llustracédo do problema 1.

Y A7

LEL B Bl ]

45° 60° ] %
AT 30mg T X '

Fonte: IEZZ1,2013.

No triangulo BXY, retangulo em X, podemos extrair a seguinte razao:
h h
T:h=l\/§=>l=— (1)

h
tg60° = — = /3 =
g I NE]

Do triangulo AXY, retangulo em X, segue:

h h

Das relacdes (1) e (2) tém-se,

h
h=30 +1 :>h=30+ﬁ:>\/§.h=30\/§+h:>\/§.h— h=30V3=>

= (V3-1)h=30V3=>h= 30V3

RN

PROBLEMA 2 — (IEZZI,2013.) Um avido estd a 7000 m de altura e inicia a aterrissagem
(aeroporto ao nivel do mar) em linha reta sob um angulo de 6° com o solo. A que distancia o
avido esta da cabeceira da pista? Que distancia o avido ira percorrer?

Solucgéo: Fazendo a ilustracdo do problema, temos,

Figura 17: llustracdo do problema 2.

Aviao

7 Km

X .
Cabeceira

Fonte: Proprio Autor.
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Onde x é a distancia que o avido esta da cabeceira da pista e y é a distancia que ira
percorrer durante a aterrissagem. Sendo a altura em que se encontra o avido 7000 m = 7 km, da

figura, temos,

7 7
tg6° = o = 0,10510 = o = 0,10510x =7 =>x = m X =66,6km
Logo, a distancia que 0 avido esta da cabeceira da pista € 66,6 km.
Por outro lado, note que,
6 d 0,10453 ! 0,10453 7 4 66,97 k
0= — = = - = = = = —— = .
seny == 0 y Y Y =0,10453 " Y T >0 M

Assim, a distancia percorrida pelo avido durante a aterrissagem é de 66,97 km.

PROBLEMA 3 - (IEZZ1,2013.) Para obter a altura H de uma chaminé, um engenheiro, com
um aparelho especial, estabeleceu a horizontal AB e mediu os angulos « e S tendo a seguir

medido BC = h. Determine a altura da chaminé.

Figura 18: llustracéo do problema 3

Fonte: IEZZ1,2013.

Solugado: Sejam med(4AB) = x, e med(BD) = y.

Do AABC, segue que

h
tga x=>tgax h=x tga (D
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Do AABD, temos

y tgp
tgﬁ:;ztgﬂ.xzyzyztg—a.h (2)

Note que, H = BC + BD, donde segue, substituindo (2) na equacgéo anterior,
t t
HehtyoH=h+9E :>H=h.<1+g—ﬁ).
tga tga

Como visto nos exemplos acima, as razGes trigonomeétricas sdo de grande utilidade para
o calculo de medidas diversas (comprimento de um objeto, distancias, alturas). Nesse contexto,
apresentamos a seguir a aplicacdo de uma proposta de aula, na disciplina de Praticas

Experimentais de Matematica.
3.2 Aplicacdo em sala de aula: Proposta de aula experimental

Como dito anteriormente, a matematica a partir de certo ponto é vista pelos alunos como
algo de grande dificuldade e desinteressante. Isso se deve ao fato do nivel de abstra¢do de alguns
conteddos serem maiores e, portanto, ndo sao compreendidos de imediato.

As aulas de Praticas experimentais trazem um dinamismo essencial para que o professor
possa lidar com este problema. Estas aulas, proporcionam melhorias no processo de ensino e
aprendizagem no ambito escolar, auxiliam o entendimento e facilitam a compreensdo da
aplicabilidade e importancia do conteido matematico no cotidiano e na resolugéo de problemas.

Entender a diferenga entre “o que” se estuda e “para qué” se estuda ¢ importante. A
matematica ndo deve ser apenas a disciplina que o aluno resolve problemas dificeis fazendo
calculos, deve preocupar-se também em desenvolver o senso critico por parte dos alunos, para
que possam, eles proprios encontrar novas descobertas matematicas, como evidenciado no

trecho:

[...Jos jovens ndo estdo habituados a pensar e comunicar suas ideias. Isto é, na maioria
das escolas, o aluno ainda é levado a resolver uma lista enorme de exercicios
repetitivos, que para ele ndo tem significado algum. Ndo vendo uma ligagdo
significativa do contedldo com sua vida, o aluno apenas repete 0s modelos dados pelo
professor ou aplica férmulas e em nenhum momento é questionado ou levado a pensar
por que a resposta é aquela, ou mesmo se a resposta é coerente, plausivel com a
pergunta do problema. (NASSER; TINOCO, 2003, p. 02).
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A pesquisa, a investigacdo de uma relacdo e a experimentacdo matemaética sdo de
extrema importancia para a compreensdo do mundo que nos cerca, o olhar critico amplia 0s
horizontes do conhecimento. Provar que algum teorema ou formula matematica € veridica nao
restringe-se somente a mostrar que realmente é verdadeira: mostrar como funciona na pratica,
além de ajudar na compreensdo do que esta intrinseco por tras daquele contetdo, desenvolve
habilidades para que os alunos possam aplicar o modelo em outros problemas e ampliar sua
visdo matematica, ver a disciplina de outra forma. “[...] Pesquisar é: ter uma interrogagéo, e
andar em torno dela em todos os sentidos, sempre buscando todas as suas dimensdes e andar
outra vez e outra ainda, buscando mais sentidos, mais dimensdes e outra vez...” (notas de aulas
do Prof. Joel Martins, PUC-SP, citado por Bicudo, 1993, p. 18-23).

A necessidade de medir distancias acompanha o homem desde os primordios: descobrir
a extensdo do planeta, limites entre paises, distancias entre dois lugares, etc. Quando as
distancias sdo pequenas, ndo encontramos problemas em realizar as medi¢cbes com o0s
instrumentos que temos a nossa disposicdo. No entanto, se as distancias sdo consideravelmente
maiores (como a largura de um rio ou a altura de um prédio), € comum utilizar-se um teodolito.

Nesse contexto, nossa proposta de aula traz uma abordagem do conceito da tangente de
um angulo agudo onde, experimentalmente, os alunos seréo expostos a este conceito e, a partir
disto, construirdo uma ferramenta para medir angulos e, por fim, utilizardo este conjunto de

artificios para medir alturas consideradas inacessiveis.

3.2.1 Metodologia

A aplicagdo da proposta se dara em uma turma da 12 série do Ensino Médio de uma
escola da rede publica. Apesar de aplicada nesta série, 0 experimento pode ser realizado da
mesma forma em qualquer série a partir do nono ano do ensino fundamental.

Na segunda série do ensino médio, ha a transicdo do contetdo de razdes trigonomeétricas
em um tridangulo para trigonometria no ciclo e antes de prosseguir com esta ideia, 0 experimento
pode proporcionar melhor compreensdo do conteddo base para tal e assim, garantir melhor
aprendizagem do novo.

A seguir, apresentamos 0s materiais necessarios para a realizacdo do experimento. Os

materiais utilizados sdo de baixo custo e facilmente encontrados no ambito escolar.

1 O teodolito é um instrumento de preciséo optico que mede angulos verticais e horizontais aplicado em diversos

setores, como na navegacao, na construcdo civil, na agricultura e na meteorologia.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Navega%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Constru%C3%A7%C3%A3o_civil
https://pt.wikipedia.org/wiki/Agricultura
https://pt.wikipedia.org/wiki/Meteorologia
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Para realizar este experimento, é necessario:
e Papel cartdo ou cartolina;
e Transferidor;
e Tesoura;
e Régua;
e Calculadora;
e Canudinhos de plastico;
o Fita adesiva;
e Peso para o fio do prumo (pode-se usar qualquer objeto conveniente);
e Barbante;

e Fita métrica ou trena (de preferéncia).

Inicialmente, é importante que o professor fagca uma abordagem inicial dos conceitos
aprendidos anteriormente, a fim de verificar se os alunos estdo compreendem o conceito de
razdo trigonométrica. Em caso negativo, o professor pode propor uma atividade inicial para
desenvolver esta afinidade e familiarizar o aluno como uso do transferidor, que sera de grande
importancia em nosso experimento; em caso positivo, avangcamos para a proxima etapa do
experimento.

Nesta parte inicial (caso seja necessaria), € importante que fique claro ao aluno que a
razdo entre as medidas dos catetos de um tridngulo retangulo independe do tamanho do
triangulo e sim, depende apenas do angulo em questao.

Para esta parte inicial, formam-se grupos de trés pessoas e, distribui-se papel cartdo para
que os alunos possam construir triangulos retdngulos com indicac¢des de angulos dadas pelo
professor: cada trio fard um tridngulo com angulos previamente determinados. (Algumas
sugestdes: 90°, 45° e 45°; 90°, 20° e 70°; 90° 50° e 40°; etc.)

Cada grupo deve recortar trés triangulos, com medidas de diferentes tamanhos
mantendo o mesmo trio de angulos dados, assim, o intuito desta parte é fazer com que eles
percebam que triangulos distintos, construidos por pessoas distintas, irdo apresentar tangentes
iguais.

Apos isto, o professor auxiliard os alunos na medigdo dos catetos dos tridngulos
construidos por eles, e estes, anotardo os dados e fardo o calculo da razao entre o cateto oposto
e o cateto adjacente nos triangulos, para assim verificar e enfatizar o ponto chave: a tangente

ndo depende do tamanho dos catetos, mas sim do angulo.



29

Figura 19: Marcacdo dos angulos com o transferidor

Fonte: A altura da &rvore — Experimento.
Disponivel em https://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EHXJLwwNQ_ MDA 9b6e6 , acesso em 28/07/2019.

Figura 20: Medic&o dos catetos.

-

Fonte: A altura da arvore — Experimento.

Disponivel em https://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EHXJLWWNQ MDA_9b6e6_, acesso em 28/07/2019.



https://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EHXJLwwNQ_MDA_9b6e6_
https://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EHXJLwwNQ_MDA_9b6e6_
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A seguir, apresentamos as etapas de realizacdo do experimento. S&o elas: formalizagao
do conceito, construgdo do medidor de angulos e por fim, realizacdo da medicéo do objeto.

ETAPA 1 - Formalizacdo do Conceito

Nesta etapa, o professor far4 uma abordagem do conceito de tangente, iniciando com o
seguinte questionamento para os alunos: E possivel obter a tangente de qualquer angulo agudo
de um triangulo retangulo? Se sim, como proceder?

Esta é a hora de formalizar o conceito da tangente e mostrar que fixado um angulo,
podemos defini-la como a razdo entre o cateto oposto e o cateto adjacente ao angulo. Um
processo viavel é expor na lousa um angulo, formando os tridngulos semelhantes e discutindo

gue em razdo desta semelhanca, a razéo é constante.

ETAPA 2 — Construcio do Medidor de Angulos

Agora, construimos o Medidor de Angulos que sera utilizado para nosso experimento.
A construcdo € simples e rapida, mas os passos devem ser seguidos a risca, para evitar
problemas nas medicdes que serdo feitas posteriormente.

) Primeiro, recorte um pedaco (20 cm x 10 cm) do papel cartdo;

i) Logo ap0s, fixe o transferidor no papel, utilizando a fita transparente e destaque
segmento de reta que passa pela marca do angulo reto do transferidor (90°), conforme mostrado

na figura;

Figura 21: Construcéo do medidor I.

Fonte: A altura da arvore — Experimento.
Disponivel em https://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EHXJLwwNQ MDA 9b6e6_, acesso em 28/07/2019.

iii) Prenda o barbante, com o peso e o canudo, como mostrado nas figuras a seguir.

O canudo deve ser preso coincidindo com a linha-de-fé do transferidor;


https://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EHXJLwwNQ_MDA_9b6e6_

31

Figura 22: Constru¢do do medidor 1.

Fonte: A altura da arvore — Experimento.
Disponivel em https://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EHXJLwwWNQ MDA _ 9b6e6 , acesso em 28/07/2019.

Figura 23: Medidor finalizado.

Fonte: A altura da &rvore — Experimento.
Disponivel em https://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EHXJLWwWNQ_ MDA 9b6e6 , acesso em 28/07/2019.

Agora, estamos aptos a dar prosseguimento com o experimento. Nesta etapa final, a
proposta é de que os alunos procurem algo com medida inacessivel, para que tentem encontrar
essas medidas com o auxilio do instrumento construido e fazendo alguns célculos através da
tangente do angulo ao qual chamaremos de angulo de visada.

De inicio, selecionamos junto com os alunos os objetos que iriam ser medidos e, por
escolha dos proprios medimos primeiro alturas menores e por fim uma arvore de medida

inacessivel. Foi feita uma abordagem inicial, instigando os alunos a pensar como utilizariam 0s


https://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EHXJLwwNQ_MDA_9b6e6_
https://m3.ime.unicamp.br/dl/1-EHXJLwwNQ_MDA_9b6e6_
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conceitos das razdes trigonométricas para tentar determinar as alturas procuradas e, montamos

0 esquema para melhor visualizagdo do problema, como mostra a figura abaixo.

Figura 24: Esquema para visualiza¢do do problema.

Fonte: Préprio autor.

Feito isso, foi indagado aos alunos quais seriam as medidas necessarias para o célculo
da altura que desejamos, ficando definidos os seguintes parametros:

. Objeto a ser medido;

. Distancia do objeto (d) medida em metros (m), que indica a distancia em que o
observador estara do objeto que recebera a medicéo;

. Altura do medidor (h) medida em metros (m), que indica a altura que o medidor
de angulos estara do plano horizontal,

. Angulo de visada (8) medido em graus (°), que indica o angulo em que o
observador vé o topo do objeto em questdo. Para determina-lo, basta fazer a diferenca entre o
angulo marcado no medidor e 90°.

Observagao: O professor deve orientar os alunos para que todas as equipes megam 0S
mesmos objetos. Assim, podem-se comparar os resultados obtidos para um mesmo objeto.

Com isto, montamos a tabela para preenchimento, conforme modelo a seguir:

Tabela 1: Dados necessarios para a medigéo.

Objeto Distancia do objeto Altura do medidor Angulo de visada

Fonte: Préprio Autor.
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Agora, nosso problema esta modelado com todos os parametros a serem coletados com
a trena e 0 medidor. As tarefas de medigédo e anotagdo dos dados foram divididas entre os
membros da equipe.

No nosso experimento, foram medidos quatro objetos encontrados na propria sala de
aula e nas redondezas do pétio da escola, conforme mostrado a seguir na tabela de dados

coletados por uma das equipes que realizaram o experimento.

Tabela 2: Dados coletados no experimento.

Objeto Distancia do objeto Altura do medidor Angulo de visada
PAREDE 3,06 m 1,40 m 22°
PORTA 3,0m 1,50 m 15°
ARMARIO 2,04 m 1,54 m 20°
ARVORE 9,13 m 1,70 m 70°

Fonte: Préprio Autor.

Figura 25: Coleta de dados 1. Figura 26: Coleta de dados 2.

Fonte: Proprio Autor. Fonte: Proprio Autor.
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Figura 27: Coleta de dados 3. Figura 28: Arvore a ser medida.

i

Fonte: Préprio Autor.

Fonte: Proprio Autor.

Apbs a coleta dos dados, damos prosseguimento ao experimento iniciando os calculos.
Para melhor compreens&o de como trabalhar os dados da maneira correta, é recomendado que

montemos o0 esquema descrito na figura, facilitando a compreensdo do procedimento por parte
dos alunos.

Figura 29: Esquema com dados alocados.

QObjeto a ser

medido
'-— A
""" - x
Angulo de e
Visada -7
e
) e
Medidor i) [ v
(observador)

Altura do
Medidor (h)

Distancia até o objeto (d)

Fonte: Proprio Autor.
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A partir disto, os alunos introduziram os dados no esquema e visualizaram que
precisamos determinar o valor da medida x para em seguida somar o valor com a altura em que
se encontra o medidor (h), encontrando assim a altura procurada. Para determinar o valor de X,
basta efetuar o calculo da tangente do &ngulo de visada 6, no tridngulo retangulo obtido na
situacéo.

Por exemplo, para calcular a altura do armério da sala de aula foram realizados os
seguintes célculos:

Observacdo: os valores das tangentes utilizadas nos calculos do experimento foram

obtidos com o auxilio da calculadora.

tgh = =
9% =3

Substituindo os dados coletados, disponiveis na tabela 2, obtemos:

X
tg20° = 557 = tg20°.2,04 = x = x = 074 m

Assim, a altura do armario da sala de aula sera,
Altura =x+ h = 0,74 + 1,54 = 2,28 metros
Apbs os célculos, constatamos que a diferenca entre a real altura do armario e a altura
obtida experimentalmente € muito pequena, mas existe. Isto se da ao fato de estarmos utilizando
instrumentos construidos manualmente e que, consequentemente, possuem baixa precisao nas
medi¢des. Porém, com a aproximacdo do valor real, fica evidenciada a eficacia do processo

experimental para a obtencdo das alturas inacessiveis.

Figura 30: Calculando o x.

Fonte: Proprio Autor.
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Para a altura da arvore realizamos os seguintes calculos:
X X
= —_-= 0 = —1 o . = = =
tgl P tg70 913 tg70°.9,13 = x = x = 25,08 m

Assim, a altura da arvore sera:

Altura = x + h = 25,08 + 1,70 = 26,78 metros.

Foram calculadas todas as alturas dos objetos descritos na tabela 2 e, foram feitas suas
respectivas “provas” utilizando a trena para a medigdo, com exce¢do apenas da arvore, que
calculamos sua altura utilizando o processo descrito acima, mas, por se tratar de uma altura
inacessivel, ndo pudemos fazer a conferéncia e posterior comparagdo de valores.

Apos o experimento realizado em sala, pdde-se constatar melhorias na compreenséo dos
conceitos das razdes trigonomeétricas no triangulo retangulo. Para os alunos, foram feitas duas
perguntas ao fim da aplicacdo da atividade experimental:

Primeira Pergunta: Para vocé, as aulas de Praticas experimentais ajudam na
aprendizagem de matematica?

Por unanimidade a resposta foi sim e, foi possivel verificar que a principal justificativa
englobou justamente a ideia de que a teoria aliada a pratica torna a matematica mais atrativa e
de fécil compreensao.

Segunda Pergunta: Apos a realizacdo desta atividade, vocé compreendeu com clareza
0s conceitos de razBes trigonométricas e como podemos utiliza-los?

Aproximadamente 80% do total de alunos da turma afirmou que sim pois, apds
entenderem a real aplicacdo dos conceitos, ficaram com as lacunas trazidas de séries anteriores
preenchidas, tendo em vista que para eles “ € uma forma divertida de revisar”, “ € mais facil de
entender, Professor”.

Ao fim, obtivemos resultados satisfatorios. Ficou evidenciado nas respostas dos alunos
que a teoria matematica aliada a préatica facilita o processo de ensino e aprendizagem da
disciplina e a torna mais atrativa. O dinamismo nas aulas e o uso de novas linguagens no ensino

contribuem diretamente para um melhor desempenho de quem estuda esta brilhante ciéncia.
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CONCLUSAO

Com o dinamismo proposto nas aulas de praticas experimentais em matemaética, nota-
se que os alunos conseguiram assimilar o real sentido de aprender matemaética de forma natural:
utilizar a modelagem matematica para a resolucéo de problemas € algo fascinante e inspirador.
Muitas vezes, nosso alunado possui dificuldades imensas em assimilar contetdos e entender
para que o servem. Matemaética ndo é apenas fazer contas e colocar dados em equacdes e
férmulas. Deve-se entender a razdo de estudar matematica e qual sua aplicabilidade perante ao
gue nos cerca, sanando assim aquela ddvida que sempre nos perguntam no exercicio da
docéncia: Professor, para que vou usar isto?

Dificilmente consegue-se atingir 100% de alunos com compreensdo total pois, nota-se
que alguns ainda tém dificuldades com a matematica basica (operacfes e conceitos basicos).

Ao fim da aplicacdo, notamos que as aulas experimentais na docéncia em matematica
podem ser grandes aliadas na busca pela qualidade do ensino e a melhor aprendizagem por parte
dos alunos. Com elas, temos alunos mais interessados em aprender matematica, em entender
como esta ciéncia descreve o mundo e como podemos utiliza-la para resolver problemas.
Costumo sempre dizer: A matematica serve para encantar pessoas, e ndo as assustar. Aplicada
da maneira correta, a matematica é brilhante, fascinante.

Por fim, concluimos que o processo de ensino e a aprendizagem da matematica pode
englobar diversos fatores e, entre eles, esta a aprendizagem de novas linguagens. As préaticas
experimentais, as tecnologias e todos os recursos didaticos que possamos utilizar em beneficio
deste processo sdo de grande importancia. Através das novas linguagens, o professor descobrira
novos horizontes, novas formas de avaliar o aluno e novas habilidades nos mesmos para que
possam desenvolver além do pensamento critico, habilidades fundamentais para o

conhecimento e a sociedade.
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ANEXO A

Seno leum m-:"m Seno | Ta
001745 0,99985 001746 46 071934 069466 1,03553

i
2 0,03490 0,99939 0,03492 a7 0,73135 0,68200 1,07237 ’
3 0,05234 0,99863 0,05241 48 0,74314 066913 1,11061
4 0,06976 0,99756 0,06993 49 0,75471 0,65606 1,15037
5 008716 0,99619 0,08749 50 0,76604 064279 119175
6 0,10453 0,99452 0,10510 |
7 0,12187 0,992556 0,12278 51 077715 0,62932 1,23499
8 0,13917 0,89027 0,14054 52 0,78801 061566 1,27994
9 0,15643 0,98769 0,15838 53 0,79864 060182 132704
10 0,17365 098481 0,17633 54 0,80903 0,58779 1,37638
55 081915 0,57358 142815
11 0,19087 098163 0,19438 56 0,82904 0,55919 1,48266
12 0,20791 0,978156 0,21256 57 0,83867 0,54464 1,53986
13 0,22495 0,97437 0,23087 58 0,84805 0,52992 1,60033
14 0,24192 0,97030 0,24933 59 0,85717 0,51504  1,66428
15 0,25882 0,96593 0,26795 60 0,86603 0,50000 1,73205
16 0,27564 0,96126 0,28675 :
17 0,29237 0,95630 0,30573 61 0,87462 0,48481 180405
18 0,30902 0,95106 0,32492 62 0,88295 046947 188073
19 0,32667 0,94552 0,34433 63 0,89101 045399 196261
20 0,34202 0,93969 0,36397 64 0,89879 0,43837 2,05030
65 0,80631 0,42262 2,14451
21 0,35837 0,93358 0,38386 66 0,91355 0,40674 2,24604
22 0,37461 0,92718 0,40403 67 0,92050 0,39073 2,35885
23 0,39073 0,92050 0,42447 68 092718 0,37461  2,47509
24 0,40674 091355 0,44523 60 0,93358 0,35837 2,60509
25 0,42262 0,90631 0,46631 70 0,93969 0,34202 2,74748
26 0,43837 0,89879 0,48773 o
27 045399 089101 0,50953 71 0,94552 0,32557 2,90421
28 0,46947 088285 0,563171 72 0,95106 0,30902 3,07768
29 0,48481 0,87462 0,55431 73 095630 029237 3,27085
30 0,50000 086603 057736 74 0,96126 0,27564 348741
75 0,96593 0,25882  3,73205
31 0,61504 0,86717 0,60086 76 0,97030 0,24192 4,01078
32 0,62992 0,84805 0,62487 77 0,97437 0,22495 4,33148
33 0,54464 0,83867 0,649841 78 087815 0,20791  4,70463
34 0,56919 0,82004 0,67451 79 088163 0,19087 5,14455
35 0,57368 0,81916 0,70021 80 098481 017365 567128

36 0,58779 0,80903 0,72654
a7 060182 079864 075355 81 098769 015643 6,31375
38 061566 078801 078120 82 099027 013917 7,11537
39 062932 077715 080978 83 099255 0,12187 8,14435
40 0,64279 0,76604 083910 84 099452 0,10453 0,51436
85 099619 008716 11,43010
4 0,65606 0,75471 086020 86 009756 0,06976 14,30070
42 066913 0,74314 090040 87 099863 005234 19,08110
43 068200 0,73135 093252 88 099939 0,03490 28,63630
44 060466 0,71934 096560 89 099985 0,01745 m.mqu
45 0,70711  0,70711  1,00000

Fonte: IEZZ1,2013.




Fonte: IEZZI1,2013.
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