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Resumo

O presente trabalho expoe a aplicagao de modelos de crescimento no que se refere ao
desenvolvimento fisiologico em pessoas do sexo feminino, caracterizado pela puberdade,
sendo esta, o processo de determinagao biologica para todos os seres humanos, na qual se
restringe ao periodo de transi¢do da crianga para fase adulta, popularmente chamada de
adolescéncia. Foram ajustadas curvas de crescimento associadas a altura e peso de meninas
dos oito aos dezoito anos de idade e os dados em estudo foram submetidos ao ajuste dos
modelos Logistico, Gompertz e Von Bertalanffy. O método utilizado para o ajuste foi
o processo iterativo de Gauss Newton, consequentemente foi realizada a interpretacao
biolégica dos parametros, o coeficiente de determinacao, o intervalo de confianca a 95% das
estimativas, seguida da analise dos residuos projetados. Também foi empregado o critério
de Informagao de Akaike e o critério de Informacao de Bayes e andlise das distancias de
Cook para selecionar o modelo que mais se adequou aos dados. O modelo Logistico se
mostrou o mais adequado, sendo o mais indicado para representar curvas de crescimento

médio da altura e do peso de meninas.

Palavras-chaves: Modelos nao lineares. Curvas de crescimento. Critério de selegao.



Abstract

This paper exposes the application of growth models with regard to physiological develop-
ment in females, characterized by puberty, which is the biological determination process
for all human beings, which is restricted to the transition period of child to adulthood,
popularly called adolescence. Growth curves associated with height and weight of girls from
eight to eighteen years old were adjusted and the data under study were adjusted to the
Logistic, Gompertz and Von Bertalanffy models. The method used for the adjustment was
the iterative Gauss Newton, consequently the biological interpretation of the parameters,
the coefficient of determination, the confidence interval at 95 % of the estimates, followed
by the analysis of the projected residues. The Akaike Information criterion (AIC) and
Bayes Information criterion (BIC) and Cook distances analysis were also used to select
the model that best fit the data. The Logistic model was the most appropriate, being the

most suitable to represent average growth curves of height and weight of girls.

Key-words: Nonlinear models. Growth curves. Selection criteria.
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1 Introducao

A puberdade é um processo de determinacao bioldgica para todos os seres humanos,
na qual se restringe ao periodo de transi¢ao da crianga para fase adulta, popularmente
chamamos esse periodo de adolescéncia. A adolescéncia compreende a faixa etaria situada
entre os dez e dezoito anos de idade, ja o processo de puberdade ocorre como uma parte
dela, variando de pessoa para pessoa, pois deve-se levar em consideracao fatores genéticos e
socioeconomicos. As mudangas ocorridas no desenvolvimento do sexo feminino e masculino
ocorrem de maneira diferente e em periodos diferentes. Para as meninas, a puberdade

comeca entre oito anos e meio e 10 anos e dura cerca de quatro anos.

De acordo com a ORGANIZACAO MUNDIAL DA SAUDE (2019) a adolescéncia
constitui como a fase mais importante do crescimento e desenvolvimento de um individuo,
marcada pelas transformacoes tanto no aspecto fisico quanto psiquico e sociais. E durante
a puberdade que as meninas sao marcadas por todo o seu “amadurecimento”, algumas
caracteristicas sao: o crescimento esquelético linear, ocasionando o aumento da estatura; a
alteracao da fisiologia e composicao corporal no qual o formato do corpo muda, o percentual

de gordura corporal aumenta e se acumula nos quadris e coxas.

Através do estudo de Regressao nao linear é possivel analisar fases de desenvolvi-
mento utilizando curvas de crescimento envolvendo a adolescéncia feminina, possuindo
variacoes de altura e peso, tornando-a uma possivel fonte de estudo para fins estatisticos.
Com isso, avaliar a possivel relacdo entre uma variavel dependente com uma ou mais

variaveis independentes é uma das tarefas mais comuns nesses estudos.

Segundo Bucur e Gazzola (2011) um modelo nao linear é considerado o melhor, em
comparacao a outros, se ele apresentar o comportamento mais linear. Para avaliar a nao
linearidade de um modelo, as ferramentas utilizadas sdo as medidas de curvatura de Bates
e Watts e o viés de Box. Na pratica, a medida de vicio de Box e as medidas de curvatura
de Bates e Watts sao as ferramentas mais utilizadas na avaliagdo da nao linearidade
de um modelo de regressao nao linear, podendo, também, ser usadas em problemas de
discriminacao, uma vez que o melhor modelo possivel, dentre todos os propostos, pode ser
considerado como aquele que apresenta o comportamento mais préximo do comportamento

linear (RATKOWSKY et al., 1983).

O presente trabalho tem o intuito de realizar um estudo da nao linearidade de
modelos de crescimento por meio de medidas de nao linearidade, assim como caracterizar
as curvas com suas devidas interpretagoes de acordo com os modelos ajustados, dentre
eles os Logistico, Gompertz e o Von Bertalanffy propiciando inferéncias necessarias para o

estudo em questao.



2 Fundamentacao Tedrica

2.1 Modelos de Regressao nao Linear

Com o objetivo de estudar consequéncias fisicas e biologicas, diferentes tipos de
modelos surgiram em meados do século XX para solucionar equacoes diferenciais em
regressao, buscando principalmente descrever fendomenos advindos de processos naturais,
uma area na qual outrora nos deparamos com comportamentos lineares e também nao
lineares para parametros de um determinado modelo (PAINE et al., 2012). Comumente
identifica-se que um modelo segue comportamento nao linear, quando os estimadores de
minimos quadrados dos seus pardmetros nao possuem propriedades desejaveis, ou seja,
os coeficientes estimados sdo muito tendenciosos, tém um excesso consideravel, variancia
acima do limite minimo de variacao e tem distribuicdo marcadamente distorcida. Assim,
propriamente o denominamos “nao linear”, pelo fato desses modelos de regressao diferirem
muito da linearidade a medida em que o estimadores demonstram manifestacoes de

comportamento nao-linear.

Por defini¢cao os modelos de regressao nao linear padrao possuem a seguinte formas:
v = f(X;,0)+e, i=1,...,n, (2.1)

em que temos a variavel reposta y;, sendo f(Xj, #) a funcao das variaveis preditoras, X; o
vetor de variaveis explicativas e 6 os parametros a serem estimados. Os erros €; assim como

nos modelo lineares também sdo considerados #id seguindo uma distribuigio N ~(0, o*I).

Nesse estudo é importante saber que os modelos nao lineares sao caracterizados
como exposto da equagao (2.1) em que a fungao f(Xj, 6) ndo apresenta linearidade em
pelo menos um dos parametros #;, ou seja, para termos certeza de que um modelo é nao
linear basta que ao menos uma das derivadas da funcao f(Xj, ) com relagao a 6 dependa

de ao menos um dos parametros 6;.

2.2 Meétodos de Estimacao

Nas subsegoes a seguir, apresentamos um conjunto de métodos de estimagao que
podem ser utilizados para obter as estimativas dos parametros em regressao nao linear,
entre os varios métodos, o método dos minimos quadrados é o mais popular. Na aplicacao
de modelos nao lineares, o sistema de equag¢oes normais nao é resolvido de maneira facil ou
agil, mas gracas a evolucao da computacao, métodos iterativos se tornaram cada vez mais
utilizados, dentre os quais temos os métodos de Gauss-Newton e Newton-Raphson sendo

os mais trabalhados atualmente, em um deles é possivel estimar parametros desconhecidos
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sem calcular a matriz hessiana e no outro seu uso é necessario (COELHO-BARROS et al.,
2008).

2.2.1 Método dos Minimos Quadrados

Admitindo o modelo apresentado em (2.1), o estimador de minimos quadrados para
0, denotado por f é um ponto no espago de pardmetros tais que f (é) ¢ mais préximo de
y no espago amostral entre todos os possiveis f(#) na solucao local (HUANG; HUANG,
2010). O estimador de minimos quadrados é denominado assim, pois minimiza a soma de

quadrados dos residuos.

SQRes(0) = i{yz — f(z;0)}?,0 €0 CRP. (2.2)

Quando [ exposta na equagao (2.2) é diferencidvel em relacao a cada um dos
parametros @, podemos encontrar o estimador de minimos quadrados 0 a partir do seguinte

sistema de equacoes
0SQRes(0)
00,

Assim, o sistema de equagoes normais para um modelo nao linear é dado por,

=0,r=1,...,p.
0=0

>80 s o)

i=1

=0,r=1,...,p. (2.3)
0=0

Muitas vezes esse sistema de equacoes normais determinado em (2.3) ndo possui uma

solugao analitica, sendo necessario procedimentos iterativos.

2.2.2 Método da Maxima Verossimilhanca

Considere uma distribui¢do normal independente e identicamente distribuida, logo

os erros ¢; se distribuem da seguinte forma:
yi — f(2;0) = ¢; ~ N(0,0°1),

em que a funcao de log-verossimilhanca é dada por

_ SQRes(0)

n n
1(6,0°) = D) log(27) — B) log(o?) 52

. (2.4)

Quando em (2.4) 02 é conhecido, é maximizado em respeito ao pardmetro @ que
é 0 mesmo que minimizar o SQRes(6) (SEBER; WILD, 2003). Assim, o estimador de
maxima verossimilhanca 6,,;. ¢ o mesmo estimador dos minimos quadrados 6. Por outro

lado, quando o2 é desconhecido, dl/00? = 0 que tem solucao

o%(0) = SQR;S(H).
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Substituindo ¢%(#) na log-verossimilhanga obtém-se o seguinte resultado
1(8,0%(8)) =  — 5 log(SQRes(6)).
no qual  é alguma constante. Maximizando [(8, 02(0)) com relacdo a 8, temos

SQRes(0
0, e Ufnle:%s().

Em resumo, quando a estrutura do ruido segue uma distribuicdo normal, a estima-

tiva de maxima verossimilhanga é igual as estimativas dos minimos quadrados.

2.2.3 Métodos lterativos

Afim de minimizar o SQRes(0) em (2.2), tanto quanto maximizar L(0,0?), é
necessario o uso de algum método numérico iterativo, pois geralmente essas equagoes nao
possuem solugao analitica. Deste modo, sera apresentado o método de Newton-Raphson e
Gauss-Newton, que foi utilizado computacionalmente nesse estudo para aproximacao da

estimativa dos minimos quadrados em modelos nao-lineares (MATTOS, 2013).

2.2.3.1 Método Newton-Raphson

Tal método é usado para encontrar raizes de uma func¢do. Portanto, ndo é um
método de maximagao ou minimizacao de fungoes, mas usa o fato equivalente de que a
derivada no ponto critico de uma fungéo é zero (HARTMANN, 2005).

n

SQRes(0) = (yi — f(x:,0)?).

i=1
Seja SQRes(0), efetuamos chutes geralmente com base na andlise grafica residual, e

denotamos 0@, com o objetivo de minimizar a soma de quadrados dos residuos, iremos
) )

entao aproximar da seguinte forma

g(a))

SQRes(8) ~ SQRes(0') + U' (') (6 — ) + (6 — 9<a>)'H<2(9 — @),

Sendo U (0) = 35%;5(9) o vetor gradiente e H(0) = %5;,(0) a matriz Hessiana de

SQRes(0). A aproximacao da funcao de soma de quadrado terd um ponto estacionario

quando seu gradiente é zero, isto é, quando
U6+ H(0) (@ — ) =0,

e este ponto estaciondrio serda um minimo se H (0(“)) é positiva definida. Admitindo que

H (0(“)) ¢ positiva definida, o préximo passo do algoritimo é

6+ = 0 = [H(6)] " U(6). (2.5)
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Dentre os muito existentes, um critério para verificar a convergéncia poderia ser

‘SQRes(O(a“)) - SQResw(“))] < 0,000001.

O método de Newton-Raphson funciona bem em muitas situagoes, mas pode
apresentar desempenho ruim em alguns casos. Em particular, se a fungao nao for aproxi-
madamente quadratica ou se a estimativa corrente se encontrar muito distante do ponto

otimo, pode ocorrer problemas de convergéncias

2.2.4 Método Gauss-Newton

Suponha que 0@ ¢ uma aproximacao da estimativa de minimos quadrados 0 de um
modelo nao linear (FRERY; CRIBARI-NETO, 2005). Para 6 préximo de 8“, considera-se

uma expansao em série de Taylor de primeira ordem como

flx,0) ~ f(x,09) + F(0“W)(0 —69)

onde F(0) = {8(5(3’_9)] Definindo 7(€) como sendo um vetor de residuos,

r0 ~r(0%) — FY(9 - 0%

substituindo r(60)'r(8) em SQres(#) pelo método de minimos quadrados, tem-se que esta

aproximacao resulta em

9@t = 9@ 4 [Fr@ p@)] 1 pr@pgla)), (2.6)

O processo iterativo conhecido como Método de Gauss-Newton é repetido até obter

a convergencia.

2.3  Medidas de nao linearidade

A medida que o tamanho da amostra cresce, o comportamento dos estimadores
de minimos quadrados para os modelos nao lineares se torna cada vez mais proximo do
comportamento dos estimadores lineares, mas, até recentemente, nao havia prontamente
métodos aplicaveis para quantificar o comportamento nao linear. As expressoes que indicam

a adequacao de uma aproximagao linear e seus efeitos nas inferéncias sao chamadas medidas
de nao linearidade (BATES; WATTS, 1980).

Ratkowsky et al. (1983) compararam algumas formas paramétricas para diversos
modelos normais nao lineares por meio de simulacoes e utilizou as medidas de Box e de
Bates e Watts. Para se ter uma ideia mais clara dos conceitos de nao linearidade intrinseca
e de nao linearidade paramétrica, serao comparados, a seguir, um modelo linear e um

modelo nao linear para o casoden =2 e p = 1, p é a quantidade de parametros. Considere,
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inicialmente, o modelo linear simples Y; = Bxi + ¢;, © = 1,2, em que x é uma covariavel
qualquer e § um parametro desconhecido. Nesse caso, o espago de estimacao tem dimensao

igual a um, sendo formado pelos pontos

3 = (z1,72)3, B €R,

ou seja, ¢ uma reta em R?. Além disso, para qualquer conjunto de solucoes B*,5%,. .., tais
que ) — 30 = A onde A é uma constante arbitraria, as solucdes possiveis para X3
serao tais que

2B — 289 = (2, 2)A i =1,2,.. .,

portanto, se as solugoes para ( forem igualmente espacadas, entao os valores ajustados

correspondentes serao, também, igualmente espacados.

Considere agora, o modelo normal nao linear y; = xf +¢€, ©=1,2¢e os dados
apresentados em (ZEVIANI, 2009)

y=(2,5, 10)7e z =(2,3)"

Nesse caso, o espaco de estimagao nao é mais uma reta, e sim uma curva ao redor da
estimativa de maxima verossimilhanca 3 = 2,05. A curva correspondente aos pontos
(25 , 3(5))T com [ variando em espacamentos iguais a 0,5. Note que os pontos do espaco
de estimagao nao sao igualmente espacados como ocorre no modelo linear (Figura 1).
Assim, quanto mais essa curva se afasta da reta tangente em 3 maior serd o que Bates e
Watts (1980) chamam de nao linearidade intrinseca do modelo, e quanto mais desiguais
forem os espacamentos entre os pontos do espaco de estimagao, maior serd o que ambos
autores chamam de nao linearidade aparente causada pela parametrizagao do modelo

(PRUDENTE, 2009).

Figura 1 — Representagao da curva (2° 3%)T com 3 variando em espagamentos iguais a 0,5

[ Espacoe das respostas possiveis
L] 9225

Egago do Parimsiry

Fonte: (RATKOWSKY et al., 1983)
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Portanto, a nao linearidade de um modelo pode ser diversas causas. A primeira
¢ a curvatura real do modelo ou intrinseca, como definem Bates e Watts (1980), que é
invariante com qualquer tipo de reparametrizacao. A segunda é a curvatura devida a forma
como os parametros aparecem no modelo. Essa ultima pode ser eliminada ou pelo menos
reduzida por meio da reparametrizacao. Para ilustrar esse fato, considere o modelo normal

nao-linear descrito anteriormente com a seguinte reparametrizagao:
_ logo :
Yi=x; 0 + €, 1—1,2 (2.7)

em que, ¢ = exp(3). A Figura 2 mostra os pontos da curva (2'°¢?, 31°69)T com espacamentos
iguais a 1,0 para ¢. Nota-se que os espagamentos entre os pontos correspondentes sao
praticamente iguais, indicando que o grau de nao linearidade aparente foi, substancialmente,
reduzido com essa reparametrizacao. Entretanto, a curvatura do espaco de estimacgao

continua com a mesma forma anterior, com era de se esperar.

Figura 2 — Representacao da curva (2'°¢¢ 31°6¢)T com ¢ variando em espacamentos iguais
al,0.

® Espago das respostas possivels
1

¢—>n(¢)=[§:] 1

4=Ing o s
1
¢ §=7.796
—_—
(b)
R T
Espaco do Pardmetro 2 ‘2,

Fonte: (RATKOWSKY et al., 1983)

2.3.1 Medidas de curvatura de Bates e Watts

Um tratamento explicitamente mais geométrico para a nao linearidade foi apresen-
tado por Bates e Watts (1980), que propuseram a quantificagdo da nao linearidade em

duas componentes.

Considere o modelo de regressao normal nao linear Y = g(3; X) + € = u(p) + €.
Uma reta no espaco paramétrico passando por B , pode ser expressa usando um parametro

escalar b, dado por
Bb = [ + bh,
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em que h = (hy,...,h,)" é um vetor de valores ndo-nulos. Essa reta gera uma curva, sobre
o espago, definida por

N

pn(b) = p(B + bh).

Aceleracao da curva uy, € estimada por

fin, = hTWh
em que W é uma matriz de dimensao n x (p X p) com i-ésima face expressa como
W; = agjgziu t=1,....,n e r,s = 1,...,p. Portanto, cada elemento indexado por %
¢ da forma hTW;h, para i = 1,...,n. Bates e Watts (1980), descreveram as seguintes
curvaturas:

Curvatura intrinseca definida por:

A reparametrizacao nao mudara o formato da superficie esperada. Entretanto, pode tornar
as propriedades dos modelos nao lineares mais similares aquelas dos modelos lineares com

relagdo a questao das variagoes iguais em /3 nao produzem variagoes iguais em ().

Essas curvaturas podem ser padronizadas de modo que fiquem invariantes a mudan-
cas de escala. Ap6s padronizadas as medidas relativas podem ser usadas nao somente para
comparar diferentes parametrizagoes de um determinado modelo, mas também diferentes
conjuntos de dados para o mesmo modelo ou para modelos diferentes. Para efetuar os
calculos nao ha, em geral, formulas explicitas, sendo necessario recorrer a algum processo

iterativo.

Segundo Bates e Watts (1980), as reparametrizagbes nao mudam a forma da
superficie esperada, nem o efeito da curvatura intrinseca, sendo invariante com qualquer
tipo de reparametrizacao, que é uma propriedade do local da solu¢ao. Assim, uma boa
reparametrizagdo pode mudar consideravelmente a curvatura de efeito parametro, sendo
eliminada ou pelo menos reduzida, tornando mais validos os resultados das inferéncias que

foram obtidos pela aproximacao linear e pela teoria assintética.

2.4 Modelos de Crescimento

O estudo de modelos de crescimento pode ser utilizado em diferentes areas de

pesquisa, contudo se torna bastante interessante quando partimos geralmente de dados
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biologicos (PAINE et al., 2012). Na biologia podemos estar interessados em analisar o
crescimento de animais e plantas com objetivo de compreender seus comportamentos
e utilizarmos os resultados esperados, por exemplo, para melhorar a economia de uma
empresa através de experimentos que resultem na diminuicao de tempo e custeio até
seu faturamento, para plantas uma das variaveis interessantes é o tamanho em que pode
assumir uma assintota por causa da limitagao dos recursos do subsolo ou alteragoes

ontogenéticas, como o inicio da floragao.

As curvas de crescimento esbocam modelos assintoticos que geralmente representam
o peso e altura durante toda vida util ¢ (Aggrey (2002), Kimura (1980)). Para modelar

esse tipo de comportamento existem diversos modelos dentre os quais se destacam:

Tabela 1 — Modelos de regressao nao linear utilizados para descrever curvas de crescimento

Modelo Funcao
Logistico Y = 01 (1 4 Ope %)™
Gompertz yp = Ope—02e™"
Von Bertalanfty Y = 01 (1 — Gpe=0%1)3

De acordo como foram apresentados na Tabela 1, a funcao y; é a resposta média,
0, é o parametro que representa o valor assintotico da curva, isto é, o valor médio livre das
variagoes sazonais, #, ¢ uma constante que esta relacionada aos valores iniciais, indicando
a propor¢ao do crescimento assintotico a ser ganho, f5 e a taxa de crescimento da variavel
de interesse, determina a eficiéncia do crescimento, t e o tempo em dias, m representa
o parametro que define a forma da curva nos modelos e consequentemente determina o
ponto na qual passa de uma fase de crescimento inibitério, indicando o ponto que ele passa

a crescer com menor e ciéncia.

2.5 Técnicas de Diagnéstico

Diagnosticar modelos de regressao nao-linear ¢ bastante importante para a analise
de dados. Os principais fatores a serem observados sao a nao-linearidade do modelo
e as caracteristicas dos dados. Depois de obter as estimativas de minimos quadrados,
algumas verificagoes de diagnoéstico da magnitude da nao linearidade intrinseca por efeito
de parametros sao necessarios para avaliar o desempenho dos estimadores e o modelo
ajustado. Alguns métodos praticos podem ser discutidos afim de validar a qualidade e

performasse dos ajustes dos modelos em questao.

(i) O nudmero de iteragoes necessarias para convergéncia no algoritmo de Newton-
Raphson. Uma grande quantidade de iteracoes até a convergéncia ou divergéncia do

algoritmo serve como uma indicacao de que o modelo e a combinacao dos dados nao
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sao préoximos do linear e as propriedades de normalidade assintética na convergéncia

no ponto nao é confiavel.

(ii) Medidas de curvatura na convergéncia e reparametrizagao.

Conforme exposto por Bates e Watts (1980) definir limites nos valores maximos
intrinsecos e nas medidas de nao-linearidade por efeitos de pardmetro é importante
para determinar se o estimador atinge um minimo global na soma de quadrados dos
residuos. Além disso, eles ofereceram uma outra maneira para validar os efeitos de
parametros, propondo uma re-parametriza¢ao do modelo estudado (BATES; WATTS,
1980).

2.5.1 Distancia de Cook

Uma das mais conhecidas medidas de influéncia é a distancia de Cook, que foi
proposta por (COOK, 1977), inicialmente aplicada em modelos normais lineares e

foi rapidamente estendida para classes de modelos nao lineares, definida por
Di= (8 (F'F)(8 — () /po*. (28)
Desenvolvendo a expressao (2.8), obtém se a forma aproximada

2/\
t5 Dis

D} =
]9(1 _pii>

i 1=1,...,n.

2.5.2 Modelo Adequado

Para escolher o modelo adequado para seu experimento é essencial obter bons
resultados, ou seja, o modelo selecionado deve representar muito bem o comportamento da
variavel resposta. Exitem métodos que sao capazes de medir a proporc¢ao da variacao no
modelo ajustado, uma delas é o coeficiente de determinagao ajustado R? muito utilizado em
regressao linear, embora seja uma ferramente comum na aplicacao de regressao linear, pode
nao ser interessante aplica-lo em modelos nao lineares, pois a quantidade de parametros
nem sempre esta relacionado com o numero de varidveis explicativas. Alternativamente, é
essencial outros testes de ajuste como o criterio de informagao Akaike (AIC) e o critério de

informagao bayesiano (BIC) .

2.5.2.1 Coeficiente de determinacao

Para regressao linear e nao-linear, o coeficiente de determinacao é possivelmente a
estatistica mais utilizada para avaliar a adequac¢ao dos modelos empiricos ajustados aos
dados. Isto é porque o valor de R? é fornecido por todos os softwares atuais para analise
de regressao (CORNELL; BERGER, 1987). Porém para o modelo nao linear nao é tao

simples a aplicacdo desta defini¢cdo, no entanto, um dos critérios para sua defini¢ao requer
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a presenca do intercepto no modelo, na qual, nem sempre estda presente no modelo de
regressdo. Deste modo, consideraremos o R? como sendo uma medida préxima ao R?. Para

o calculo do R? temos
Rt SQEO)
ly — 9l1?
em que, SQF (é) ¢ a soma dos quadrados dos residuos avaliados em é, y € o valor observado
e 9 indica o valor predito. Entretanto, apenas o valor do R? nio serve como um critério
adequado para verificagao de ajuste dos modelos, em muitos casos o ajuste de modelos

nio lineares, ¢ comum a obtencido de R? assintdticos altos e similares (RESENDE, 2007).

2.5.2.2 Critério de Informacdo de Akaike (AIC)

O critério de informagao de Akaike é um método popular para comparar a adequagao
de varios modelos possivelmente ideais (AKAIKE, 1973). A selegao de modelos pode ser
vista como uma forma de identificar o modelo que entre um conjunto de candidatos, esta

mais proximo da realidade. Procurando por um equilibrio entre precisao e simplicidade.

O calculo ¢ feito com uma relagdo simples entre a log-verossimilhanga da funcao

avaliada em (0) e o numero de pardmetros (K):
AIC = —21n(0) + 2K.

Sendo assim, a partir dos modelos concorrentes opta-se por aquele que apresentar o menor
valor de (AIC). Apesar da maioria entre os pesquisadores utilizarem o (AIC), alguns
acreditam que é muito liberal e tendencioso selecionando modelos mais complexos. Foi
apontado que (AIC) negligencia a variabilidade amostral dos parametros estimados. Uma
outra alternativa popular que serve como critério de selecao de modelos é a informacao

bayesiana critério ou (BIC) (BURNHAM; ANDERSON, 2004).

2.5.2.3 Critério de Informacdo (BIC)

Uma abordagem diferente, mas simples, ¢ a critério de informagao Bayesiano (BIC)

Schwarz et al. (1978), formulado como
BIC = —2In(0) + K logn

no qual, n é o nimero de observagoes que entram no célculo de probabilidade. O (BIC) é
uma aproximacao assintética para selecdo de modelo Bayesiano (BMS), em qual integra
no espago de parametros. Especificamente, o (BMS) requer o calculo da probabilidade de
dados fornecidos pelo modelo (POSADA; BUCKLEY, 2004). O valor minimo do (BIC)
estimado para um determinado modelo de um subsistema ¢ utilizado para selecionar qual

o modelo mais corresponde aos dados.
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2.5.3 Residuos Projetados

De acordo com Cook e Tsai (1985) pode-se empregar uma expansao em série de
Taylor para aproximar e investigar o comportamento dos residuos ordinédrios na regressao
nao linear. Entretanto, em alguns casos, esses residuos podem produzir resultados enganosos
quando usados em métodos de diagndsticos analogos aos da regressao linear, nao refletindo
de forma correta a distribuicao dos erros. Sugere-se entao a utilizagdo dos residuos
projetados, sendo ele superior em qualidade de diagnéstico (MARTINS, 2013).

Scja X = Bg—ﬁ(ﬁ), 1 =1,...,ner =1,...,p a matriz de derivadas de primeira
ordem avaliada em 6 (Jacobiana) também denominada por matriz modelo local. A matriz
W é uma matriz de dimensao (nxp)xp de derivadas de segunda ordem avaliada em 6

(Hessiana). As estimativas dos residuos projetados pode ser calculados por
(I —Ha)r =1 —H)e— (I —Hi)e

em que, H; = S(STS)~18S ¢ operador de projecao ortogonal do espago gerado sobre a
projecao S = (I — H)T, em que, T' é uma matriz nxq obtida pelos vetores nao nulos,
de derivadas de segunda ordem ¢ H = X(X7X)"'X7. Sendo V uma matriz nx(p + q)
definida como V = (X, S) e Hy = V(VTV)~1VT o operador de projecio ortogonal
em C(V)
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3 Material e Métodos

Os dados utilizados para esse trabalho foram originalmente apresentados por (TUD-
DENHAM, 1954), na qual o Berkeley Guidance Study matriculou criancas nascidas em
Berkeley, Califérnia, entre janeiro de 1928 e junho de 1929, e as avaliaram periodicamente
até os dezoito anos de idade. As informagoes contidas no banco de dados possuem medidas
antropométricas longitudinais de 136 criancas desde o nascimento até os 18 anos. As
criancas foram medidas quanto a altura, peso (despido), comprimento do tronco, didmetro

biacromial, didmetro bi-iliaco, circunferéncia da perna e for¢a dinamométrica.

A aplicacao foi feita para a classe de modelos de crescimento discutida na metodo-
logia, neste estudo objetivou-se analisar especificamente a altura(cm) e o peso(kg) de 70
meninas durante o periodo que antecede e sucede a puberdade que é justamente entre os 8

e 18 anos. Toda parte computacional foi resolvida utilizando o (R Core Team, 2019).

E importante saber que determinadas mudancas fisiolégicas ocorridas no sexo
feminino se iniciam geralmente pdés menarca. Através do estudo de Tanner (1981) é
evidenciado que a menarca acontece geralmente entre 10 e 12 anos, em alguns casos
podendo ocorrer aos 15 anos. Existem poucos estudos que avaliam o envolvimento do
crescimento apés a ocorréncia da primeira menstruacgao, periodo em que sdo extremamente
visiveis mudancas na estrutura corporal feminina. Na Figura 3 é mostrado o grafico de
dispersdo da altura (a) e peso (b) respectivamente para o desenvolvimento das meninas ao

longo do intervalo pré estabelecido.

Figura 3 — Grafico de dispersdo para a altura (a) e peso (b) das meninas durante seu
desenvolvimento de acordo com a Idade (anos).
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Analisando descritivamente é possivel observar que apds os 16 anos de idade a
altura das criangas (agora adolescentes), estabiliza, a partir do qual decorre menores
incrementos em sua estatura, ou seja, as meninas apresentam taxa de crescimento até os
16,5 anos, algo que é biologicamente esperado. Para a dispersao do peso é interessante
saber que existe uma forte relacao entre a altura e o peso, por isso a taxa de crescimento
do peso se estabiliza na mesma faixa de idade, podendo ser comprovado estatisticamente
utilizando o coeficiente de correlagdo de Spearman que obteve p = 00,9929, portanto as

variaveis sdo fortemente relacionadas e ambas crescem no mesmo ritmo.

No grafico de boxplot, apresentado na Figura 4, observa-se que apds os 16 anos a

variabilidade da altura e do peso pouco se altera até a chegada dos 18 anos.

Figura 4 — Boxplot para a altura(a) e peso(b) das meninas durante seu desenvolvimento
de acordo com a Idade(anos).
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Posteriormente foi utilizado o valor médio entre todas as meninas com idade entre
8 e 8,5 e assim sucessivamente (até os 18 anos) para altura e o peso das meninas, tornando

possivel o ajuste dos modelos de crescimento, conforme exposto na Tabela 2.
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Tabela 2 — Médias da altura e do peso das meninas durante seu desenvolvimento no
intervalo de dez anos (dos 8 aos 18 anos).

Idade Altura Peso
8 129,16 28
8,5 132,15 29,76

9 135,12 31,62
9,5 138,02 33,76
10 140,94 35,88

10,5 144,20 38,17
11 147,62 40,66
11,5 151,12 43,46
12 154,46 46,15
12,5 157,37 48,80
13 159,75 51,29
13,5 161,61 53,31
14 163,07 54,92
14,5 164,10 56,46
15 164,85 57,82
15,5 165.35 58,94
16 164,74 59,76
16,5 166,02 60,07
17 166,22 60,02
17,5 166,37 59,89
18 166,54 59,77

No estudo utilizou-se os modelos de regressao nao linear Logistico, Gompertz e
Von Bertalanfty apresentados na Tabela 1 afim de inferir a altura e o peso das meninas ao
longo dos anos e comparar qual modelo teve melhor ajuste, além de verificar o grau de

linearidade de cada modelo.

Para a estimacao dos parametros do modelo nao linear foi utilizada a técnica dos
minimos quadrados ordinarios, com o uso do método iterativo de Gauss-Newton (BATES;
WATTS, 1980). Dentre as estatisticas fornecidas pelo procedimento de estimagao, foram
obtidos intervalos de confianca para os parametros, bem como o coeficiente de determinagao
assintético (R2). Para a comparacio dos modelos foram utilizado os critérios de informacao
AIC e BIC. Apods obtencao das estatisticas citadas acima, procedeu-se a analise grafica
do modelo selecionado para verificar a qualidade do ajuste e a obtencao das medidas de
nao linearidade. Os ajustes inferenciais foram realizados com o uso do software R (R Core
Team, 2019).
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4 Resultados e Discussao

A seguir, s@o apresentados os principais resultados inferenciais obtidos, assim como

os encontrados por meio de simulagao.

4.1 Ajuste dos modelos para as médias da altura e do peso

Para realizagdo do método iterativo de Gaus-Newton, foram obtidos os valores
iniciais dos parametros por meio da linearizacdo do modelo, sendo assim possivel ajustar
os modelos aos dados. A seguir sdo apresentadas as estimativas encontradas para os
pardametros dos modelos nao lineares Logistico, Gompertz e o Von Bertalanffy, conforme a
metodologia estabelecida, bem como os valores do erro padrao da estimativa, o teste ¢ e

os intervalos de confianga a 95%.

Observando a Tabela 3, sabe-se que o parametro #; é a estatura maxima para o
ajuste, #, ¢ uma constate que esta relacionada aos valores iniciais, indicando a proporcao
de crescimento a ser ganho e 03 é o quanto as meninas crescem (cm) por més. Também
percebe-se que as estimativas dos parametros de todos os modelos foram significativos
através do teste ¢, considerando um nivel nominal de 5% de significAncia, encontrando-se

dentro do intervalo de confianca assintético de 95%.

Tabela 3 — Estimativas dos pardmetros para o modelo Logistico, Gompertz e Von Berta-
lanffy, erro padrao da estimativa (E.P.E.), valor-p para o teste ¢ e intervalos de
confianca (IC) de 95% para altura das meninas durante a puberdade

Modelos Pardmetros Estimativas E.P.E. Valor-p IC (95%)
Logistico o 171,8286  1,4684 <0,0001 [169,2505; 175,1712]
02 1,2243 0,1768  0,0001 [0,8920; 1,5863]
03 0,2825 0,0228  0,0001 [0,2387; 0,3283]
Gompertz 0, 172,8328  1,7687 <0,0001 [169,7955; 176,9543]
02 0,2490 0,1787  0,0001 [0.4896; 1.1875)
05 0,0406  0,0235  0,0001 [0,2040; 0,2960]
Von Bertalanffy 0, 1732195  1,8890 <0,0001 [170,0020; 177,6622]
02 0,6643 0,1191  0,0001 [0,4765; 0.9584]
0 0,2379  0,0237  0,0001 [0,1925; 0,2853]

O mesmo raciocinio segue para a Tabela 4, o parametro #; é o peso maximo para o
ajuste, #, ¢ uma constate que esta relacionada aos valores iniciais, indicando a proporcao
de crescimento a ser ganho e #3 é o quanto as meninas ganham peso (kg) por més. As
estimativas dos parametros de todos os modelos também foram significativos através do
teste t, considerando um nivel nominal de 5% de significAncia, e encontram-se dentro do

intervalo de confianca assintético de 95%.
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Tabela 4 — Estimativas dos parametros para o modelo Logistico, Gompertz e Von Berta-
lanffy, erro padrao da estimativa (E.P.E.), valor-p para o teste ¢ e intervalos de
confianga (IC) de 95% para o peso das meninas durante a puberdade

Modelos Parametros Estimativas E.P.E. Valor-p IC (95%)
Logistico 61 65,0106 1,1704 <0,0001 [62,9235; 67,6417
02 3,04182 0,1707  0,0001 [2,7121; 3,3959]
0 0,3312  0,0203 0,0001  [0,2916; 0,3724]
Gompertz 01 68,0585 2,0576 <0,0001 [64,6202; 73,0100]
0, 18456 0,747 0,000  [1,5179; 2,2054]
03 0,2350 0,0222  0,0001 [0,1921; 0,2794]
Von Bertalanffy 0, 60,6372  2,5780 <0,0001 [65,4534; 76,0719]
02 1,4321 0,2513  0,0001 [1,0343; 2,0539]
0 0,2032  0,0228 0,0001  [0,1593; 0,2486]

A Figura 5 expoe as curvas ajustadas para os trés modelos e os seus respectivos
intervalos com 95% de confianca, nota-se que todos os pontos estao dentro do intervalo,
evidenciado que os ajustes se mostram satisfatérios. Contudo, o fato de os pardmetros
serem significativos nao é suficiente para validacao do ajuste dos modelos, é necessario

realizar a verificagdo da qualidade do ajuste por meio de uma analise de diagnéstico.

Figura 5 — Ajuste dos modelos Logistico, Gompertz e Von Bertalanffy para a altura das
meninas durante a puberdade.
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Na Figura 6 sao apresentados os histogramas dos residuos normalizados e a densi-
dade de uma distribuigdo normal com mesma média e varidncia da altura (cm), e logo
abaixo os envelopes simulados com 95% de confianca dos residuos normalizados, para
cada ajuste. Por meio da inspecao dos graficos nao é possivel avaliar se os residuos de
todos os modelos seguem normalidade. Para confirmar estatisticamente se os residuos de
cada ajuste seguem normalidade foi realizado o teste de Shapiro-Wilk no qual os p-valores
obtidos foram 0,21, 0,18 e 0, 17 respectivamente, ou seja, nao existem evidéncias para

rejeitar a hipotese nula de que os residuos seguem normalidade.

Figura 6 — Histogramas e o grafico de envelope dos residuos normalizados da media da
altura das meninas para cada modelo.
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Da mesma forma sao apresentados na Figura 7 os histogramas dos residuos norma-
lizados e a densidade de uma distribuicao normal com mesma média e variancia do peso
(kg), e logo abaixo os envelopes simulados com 95% de confianga dos residuos normalizados,
para cada ajuste. Realizando o teste de Shapiro- Wilk no qual os p-valores obtidos foram
0,20, 0,22 e 0,21 respectivamente, ou seja, nao existem evidéncias para rejeitar a hipotese

nula de que os residuos seguem normalidade.
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Figura 7 — Histogramas e o grafico de envelope dos residuos normalizados da media do
peso das meninas para cada modelo.
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A Figura 8 apresenta as curvas ajustadas para os pontos médios da altura (a) e do
peso (b), juntamente com os trés modelos ajustados. Nota-se que as curvas ajustadas para
altura ficaram muito semelhantes, dificultando julgar o modelo mais adequado, o mesmo

raciocinio segue para as curvas ajustadas do peso.

Figura 8 — Ajuste dos modelos Logistico, Gompertz e Von Bertalanffy para as médias
semestrais da altura e peso das meninas durante a puberdade.
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A seguir é apresentado o grafico para os residuos projetados dos modelos ajustados
para altura na Figura 9. Pode ser observado que os residuos projetados se apresentam de
forma aleatéria em todos os ajustes, descartando a suspeita de pontos discrepantes nos

dados observados, pois nenhum dos valores esté fora do intervalo (-2, 2).

Figura 9 — Residuos Projetados dos ajustes dos modelos (a) Logistico, (b) Gompertz e (c)
Von Bertalanffy para a altura das meninas.
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De maneira semelhante na Figura 10, os residuos projetados dos modelos ajustados
para o peso se apresentam de forma aleatéria em todos os ajustes, também descartando a
suspeita de pontos discrepantes nos dados observados, pois nenhum dos valores estéa fora
do intervalo (-2, 2).

Figura 10 — Residuos Projetados dos ajustes dos modelos (a) Logistico, (b) Gompertz e
(c) Von Bertalanffy para o peso das meninas.
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Ainda como ferramenta de diagnostico de ajuste dos modelos propostos no trabalho,
sao apresentados, nas Figuras 11 e 12, os graficos da distancia de Cook. Para altura, verifica-
se a presenca de um possivel ponto discrepante na 1° observacao. Por outro lado, observando
as distancias de Cook para os ajustes do peso, a 1° observacao também expde o fato de ser
um ponto discrepante, mas com um adicional, no modelo Gompertz a 21° observagao ¢ tida
como um ponto influente. Contudo, a retirada desse ponto teria que ser profundamente

analisada, pois certamente causaria variacao nas estimativas dos parametros.
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Figura 11 — Gréficos das distancias de Cook para os ajustes dos modelos (a) Logistico, (b)
Gompertz e (c) Von Bertalanffy para a altura das meninas.

(@) (b) (c)

20
20
20

C
e Ct
C

Dist:
Distancia
Dist:

05

05

05

Figura 12 — Gréficos das distdncias de Cook para os ajustes dos modelos (a) Logistico, (b)
Gompertz e (c) Von Bertalanffy para o peso das meninas.
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Uma vez realizadas as andlises, foram empregados critérios para verificar a qualidade
do ajuste, além de comparar os modelos. A validacao da qualidade de ajuste pode ser vista
na Tabela 5, indicando que o modelo Logistico apresentou maior R? e menor erro quadratico
médio. Os valores de AIC, BIC e QMRes apontam que o modelo é mais adequado, pois o

mesmo apresentou valores menores em relagao aos outros modelos ajustados aos dados.

Tabela 5 — Valores dos Coeficientes de determinacio ajustado (R?), Critério de Informagio
de Akaike (AIC), critério de informacao Bayesiano (BIC) e quadradro médio
dos residuos (QMRes) para os modelos Logistico, Gompertz e Von Bertallanffy
para as variaveis altura e peso.

Varigvel Modelo R? AIC BIC QM Res
Logistico 0,9882 80,6477 84,8257  2,1720
Altura Gompertz 0,9866 83,2251 87,4032  2,4557
Von Bertalanffy 0,9860 84,0611 88,2392  2,5554

Logistico 0,9919 67,9237 72,1018  1,1850
Peso Gompertz 0,9881 75,9653 80,1433 1,7379
Von Bertalanffy 0,9866 78,4445 82,6225 1,9557
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Na Tabela 6 estao apresentados os valores das curvaturas quadratica média (RMS),
propostas por Bates e Watts (1980) para analisar o quao préximo estd um modelo nao
linear de um modelo linear, por meio de dois tipos de curvatura: a curvatura de efeito
parametro (c?) e a curvatura intrinseca (¢*). A curvatura intrinseca foi menor do que 0,5,
para todos os modelos, indicando-se que o local da solu¢ao na vizinhanca das estimativas

¢é relativamente plano, tornando-se, assim, verdadeira a aproximacao linear por um plano.

Tabela 6 — Medidas de curvatura quadratica média (RMS) para os modelos Logistico,
Gompertz e Von Bertallanffy referente a altura e peso das meninas.

Variavel Modelo & c
Logistico 0,7984 0,0556
Altura Gompertz 0,9567 0,0547

Von Bertallanffy 2,3140 0,0554

Logistico 0,6150 0,0452
Peso Gompertz 1,2319 0,0501
Von Bertallanffy 2,1676 0,0521

Por outro lado, a curvatura devido ao efeito de pardmetros apresentou valores que
excederam a cota 0,5, para os modelos Gompertez e Von Bertalanffy. Tendo em vista
o processo inferencial, tais resultados indicam que nem sempre seria aceitavel assumir
uma boa aproximacao da superficie esperada por um plano de coordenadas paralelas e
uniformes no local da solugao (RATKOWSKY, 1983).

Ha também o caso em que mesmo com uma curvatura intrinseca considerada baixa,
ocorre uma curvatura de efeito do parametros muito alta, acima de 1, indicando que ou a
forma com que o parametro aparece no modelo sdo inadequadas ou o modelo pode ser
inadequado para esse conjunto de dados, tendo em vista que as inferéncias obtidas por
meio de aproximacao linear e teoria assintética podem ser invalidadas, pois as propriedades
dos estimadores referentes a este modelo estdo muito distantes em relacao as propriedades
dos estimadores lineares. O resultado nao favoravel da curvatura de efeito de parametro

pode também ser justificado pelo comportamento do modelo em relacao aos dados.
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4.2 Andlise através de simulacao

Os estimadores dos parametros, em modelos de regressao linear, nao possuem
algumas das propriedades apresentadas pelos estimadores dos parametros em modelos de
regressao nao linear. Assim sendo, existe a necessidade de estudar o comportamento do
modelo, segundo (RATKOWSKY et al., 1983), isso pode ser feito por meio de estudos de

simulagao.

Para obtencao das amostras simuladas foram consideradas como valores paramé-
tricos as estimativas dos parametros apenas para o modelo logistico, por ter sido o que
melhor se ajustou tanto para altura quanto para o peso das meninas. Foram gerados 1000
amostras a partir de cada um dos modelos, cada uma com 21 observacoes, e considerando

2

€; ~ N(0,0?) em que 2 é a estimativa da varidncia residual obtida, também, dos ajustes

dos modelos aos dados experimentais (07 = 1,4745 e o = 1,0893)

Nas Tabelas 7 e 8 estao apresentadas as cinco primeiras amostras simuladas por

meio do modelo logistico, para altura e peso, respectivamente.

Tabela 7 — Cinco primeiras amostras da altura das meninas simuladas para o modelo
logistico dos 8 aos 18 anos

Amostras
Idade (anos) 1 2 3 4 5
8 127,6478 129,5379  127,6657 125,5196 128,8778
8,9 130,9496 131,8899 133,7436 132,8567 131,2413
9 138,187 134,0279 134,8784 134,212 136,1482
9,5 139,7228 140,3611 138,3758 138,6003 137,8499
10 144,6821 143,2175 141,4883 144,6936 145,3598
10,5 146,843  144,0784 143,3728 147,9169 147,7108
11 150,9712 146,1692 149,5669 148,8052 149,7184
11,5 152,1463 150,2387 153,874  150,1947 150,9634
12 153,6267 153,0918 154,5683 154,0749 152,3757
12,5 156,5558 156,2704 157,3966  155,3553 154,2708
13 157,9121 159,2776  157,6537 155,5206 156,0802
13,5 159,3193 159,4185 159,0376 159,59  159,4662
14 159,8995 160,5498 161,6717 160,0011 159,5192
14,5 160,5241 162,2335 162,1972 163,2034 162,9517
15 163,1427 162,8981 162,552  165,2101 163,8905
15,5 164,5215 164,3167 165,3085 165,3488 164,7671
16 166,6315 165,2108 166,0263 165,4599 165,1558
16,5 167,0001 165,344  167,5148 166,0077 166,0707
17 167,7593 165,9199 167,888  166,3641 167,3847
17,5 168,6805 167,9168 168,0754 166,3709 167,903

18 168,8043 170,638  168,2087 167,6075 167,9788
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Tabela 8 — Cinco primeiras Amostras para o peso das meninas simuladas para o modelo
logistico dos 8 aos 18 anos

Amostras
Idade (anos) 1 2 3 4 5
8 26,8274 28,2238 26,8407 25,2552 27,7361
8,5 28,5458 29,2405 30,6099 29,9547 28,7613
9 33,4618 30,3892 31,0175 30,5252 31,9556
9,5 34,4223 34,8939 33,4273 33,5931 33,0387
10 38,1298 37,0479 35,7704 38,1384 38,6305
10,5 39,946 37,9038 37,3825 40,7395 40,5873
11 43,3502 39,8026 42,3127 41,7499 42,4246
11,5 44,6672 43,2579 45,9435 43,2254 43,7933
12 46,2690 45,8738 46,9646 46,6001 45,3448
12,5 49,5107 48,7589 49,5909 48,2050 47,2817
13 49,9718 51,6256 50,3218 48,6238 49,1593
13,5 52,5754 52,0474 51,8701 52,5819 52,1867
14 52,9683 53,4845 54,3133 52,7754 52,7231
14,5 53,4636 55,1879 55,1611 56,3211 55,7184
15 56,2763 56,0956 55,8399 57,3869 56,8287
15,5 57,6667 57,5153 58,7783 58,3599 58,4623
16 59,8367 58,6013 59,1038 59,3550 58,7038
16,5 60,3534 58,7872 60,4807 59,5170 58,8111
17 60,3857 59,6554 60,4893 59,6442 60,3932
17,5 61,8944 61,2387 61,4543 59,8283 61,2845
18 61,9784 63,4245 61,5313 60,8022 61,4040

Na Tabela 9 encontram-se as estimativas dos parametros para cada uma das
amostras bem como o valor paramétrico utilizado no estudo de simulagao. Sdo apresentados,
média, varidncia e erro quadréatico médio (EQM) dos pardmetros, para cada um dos modelos
ajustados Tabela 10.

Tabela 9 — Estimativas dos parametros do modelo logistico para as cinco primeiras amostras
simuladas do ajuste da altura e do peso.

Amostras 0, 0, 05
1 172,1565 1,0986 0,2712
2 174,8302 0,85 0,233
Altura 3 172,9196 1,1035 0,2664
4 170,5226  1,3108 0,2956
5 172,7153 0,979 0,2549
Amostras 0, 0, 05
1 66,0101  2,7994 0,3065
67,1593 2,7441 10,2925
Peso 65,5487  2,9880 0,3238

64,0830  3,0988 0,3398
66,0891 2,7711 0,3011
64,6191 3,0539 0,3361

S UL = W N
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Tabela 10 — Média, varidncia e erro quadratico médio das estimativa dos parametros do
ajuste dos modelos da altura e do peso para as 1000 amostras simuladas

Parametros  Média  EQM Variancia

0, 171,9799 21910  2,1718
Altura 05 1,2228 00,0298  0,0299
05 0,2820  0,0005  0,0005

Parametros  Média  EQM Variancia
01 65,1049 1,3458  1,3393
Peso 05 3,0435 0,0280  0,0281
05 0,3312  0,0004  0,0004

Inspecionando as distribui¢oes dos estimadores dos parametros, apenas o parametro
01 ndo converge para uma distribuicdo normal. Este fato pode ser confirmado pelos
histogramas apresentados na Figura 13 e pelo teste de normalidade de Shapiro Wilk,
em que, os p-valores obtidos em 6, para altura e peso foi 3,43e — 07 e 1,304e — 06
respectivamente, os outros parametros (6 e 63) tiveram o nivel descritivo maior que 0, 05,

nao rejeitando a hipétese nula de que os estimadores seguem distribui¢ao normal.

Figura 13 — Histogramas das estimativas dos parametros para as 1000 amostras simuladas
a partir do modelo logistico, (a) 6, (b) 65 (c) 03 relacionado a altura e (d) 6,
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E importante lembrar que o valor do quadrado médio residual obtido para os
dados da altura e do peso através do modelo logistico foram menores que o valor obtido
pelos ajustes Gompertz e Von Bertalanffy, conforme foi apresentado na Tabela 5. Como a
simulacao foi realizada considerando esses valores para os dados originais, por consequéncia

a amplitude dos residuos encontrados permanecera sendo melhor.

No gréfico de envelope simulado Figura 14 é possivel perceber que o modelo logistico
se ajustou melhor para variavel peso, pois a amplitude dos residuos encontrados para todas
as curvas simuladas foi menor, sendo confirmado na Tabela 11, no qual expoe as medidas

de curvatura minima e maxima de todas as simulagoes.

Tabela 11 — Estatisticas para as curvaturas dos modelos logistico para altura e peso,
considerando as 1000 amostras simuladas.

Curvaturas  Min Méx
g
c 0,1828 1,035
Altura ¢ 0,0129  0,0465
Curvaturas  Min Méx
Peso e 0,1496 0,7645
ct 0,1111 0,0393

Figura 14 — Grafico normal de probabilidade dos residuos projetados calculados para o
ajuste do modelo Logistico aos dados da altura (a) e do peso (b), e envelope
simulado.
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5 Conclusao

A utilizacdo de modelos nao lineares foi adequada sendo capaz de apresentar
parametros com interpretacao bioldgica, comprovando sua importancia no estudo do
crescimento antropométrico feminino. Os modelos Logistico, Gompertz e o Von Berta-
lanffy apresentaram-se apropriados para descrever curvas de crescimento para os dados

apresentados.

A analise dos residuos projetados mostrou-se viavel na aplicacdo em modelos de
regressao nao linear, por apresentar maior qualidade de diagnostico do que outras técnicas.

Também foi possivel observar a existéncia de pontos discrepantes nos dados observados.

Terminadas as analises dos dados, através dos avaliadores da qualidade de ajuste,
o modelo Logistico se mostrou o melhor para estes dados, sendo o mais indicado para
representar curvas de crescimento médio da altura e do peso de meninas. Além disso foi
possivel observar que quanto maior a medida de curvatura melhor sera a utilizagao do

residuo projetado, o que pode ser comprovado por meio do estudo de simulacao.
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