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RESUMO

Este trabalho tem por objetivos principais apresentar e demonstrar o Critério de Eisens-
tein para irredutibilidade no anel de polinomios sobre Q. Para tanto, inicialmente, é feito
um estudo da Teoria dos Anéis de modo a definir conceitos basicos necessarios ao desen-
volvimento do trabalho. Como resultado, constatou-se que esse critério é muito 1util para

identificar se um polinémio inteiro é irredutivel sobre Q.

Palavras-chave: Critério de Eisenstein. Anéis de polinomios. Polinomios irredutiveis.
Irredutibilidade.



ABSTRACT

This work has as its main objectives to present and prove Eisenstein’s Criterion for irredu-
cibility in the polynomial ring over Q. Thus, at first, a study of the Ring Theory is made
in order to define basic concepts necessary for the development of this work. As a result,
it was found that this criterion is very useful to identify whether an integer polynomial is

irreducible over Q.

Keywords: FEisenstein’s Criterion. Polynomial rings. Irreducible polynomials. Irreduci-
bility.
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1 INTRODUCAO

Um polinomio sobre um anel A na indeterminada z é uma expressao formal do tipo:

f(z) =ag+aix+ax®+... +a,z",

em que a; € A e n € N[[]Os elementos a; tais que 0 < i <n sdo chamados de coeficientes do
polinoémio.

Essa expressao é chamada de notagao usual de representagao dos polinomios e costuma
ser vista na Educacao Béasica. No entanto, tal notacao nao deixa clara a distin¢ao entre
um polindomio e uma funcao polinomial.

A melhor maneira de definir polindomios é por meio de sequéncias quase nulas como é
a que ¢é feita no capitulo 3 deste trabalho. Dessa forma, além de ser possivel diferenciar
polinomios e funcao polinomial, pode-se entender o que é a “indeterminada” em tal con-
texto. Entretanto, apods esses esclarecimentos, recomenda-se a passagem da notacgao por
meio de sequéncias para a notacao usual devido a simplicidade de se trabalhar com esta
ultima.

A terna formada pelo conjunto dos niimeros inteiros e pelas operacoes usuais de adicao
e multiplicagdo possui propriedades que permitem classifica-la como um anel. Este é uma
estrutura algébrica mais geral formada por um conjunto nao vazio e por duas operacoes
bindrias internas que possuem certas propriedades. O conjunto dos polinomios sobre um
anel em uma indeterminada munido das duas operagoes que se definem sobre ele possui
essa estrutura e, por isso, é chamado de anel de polinomios.

Quando os coeficientes de um polinomio estao contidos em Z, o polinomio é chamado
de inteiro e o0 anel formado por todos esses polindémios é representado por Z[z]. Do mesmo
modo, quando os coeficientes de um polinomio sao elementos do conjunto dos nimeros
racionais (Q), o anel desses polinémios ¢ indicado por Q[z].

Em relacao aos polinomios irredutiveis, pode-se dizer que eles possuem propriedades
semelhantes aquelas que os niimeros primos possuem no conjunto dos nimeros inteiros.
Assim, dada a importancia que os numeros primos tém em criptografia, é possivel ver
também a importancia dos polinomios irredutiveis em Teoria de Cédigos Corretores de
Erros.

Sabe-se que os niimeros primos s6 admitem fatoragoes triviais, ou seja, toda vez que um
primo é escrito como um produto a-b com a,b € Z, conclui-se que a € {-1,1} ou b e {-1,1}.
O conjunto {-1,1} contém todos os elementos invertiveis de Z. Semelhantemente, um
polinémio f(x) é dito irredutivel sobre um anel A quando se f(z) = g(z)h(x) — com
g(x),h(z) € A[z] —, entao g(x) é invertivel ou h(z) é invertivel.

Para um numero inteiro muito grande, nao é facil determinar se ele é primo ou nao.

!Neste trabalho, o zero é considerado um ndmero natural.
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Da mesma forma, nao é facil determinar se um polinomio é irredutivel ou nao sobre um
anel. Todavia, hé critérios que auxiliam essa tarefa. Um desses é o chamado Critério de
Eisenstein 2

Este critério possui algumas versoes mais gerais, por exemplo, a exposta por |Domin-
gues e lezzi (2003 p. 343). Porém, este trabalho estd concentrado em apresentar a versao
para determinar se um polinémio inteiro é irredutivel em Q[x]. Assim, pode-se enuncié-lo

da seguinte forma:

Seja 0 # f(x) = ag+ a1 + azx® + ...+ a2 € Z[x]. Se existe um nimero primo
p tal que p + a,, p|a; para cada i€ {0,1,...,n—1} e p?> + ag, entdo f(x) é

irredutivel em Q[z].

Com o uso desse critério é possivel demonstrar que o polinomio ciclotomico de indice
primo ¢ irredutivel sobre o conjunto dos nimeros racionais. Essa classe de polinomio
¢ muito importante em Teoria dos Numeros e dentro da Algebra Abstrata. Inclusive,
costuma-se apresentar a demonstracao da irredutibilidade desses polinomios de indice
primo como um coroléario do Critério de Eisenstein.

Segue uma descri¢ao dos contetidos dos proximos capitulos. No capitulo 2, é feito um
estudo da Teoria dos Anéis de modo a apresentar as defini¢oes e resultados bésicos. No
capitulo 3, sao definidos os polinomios em uma indeterminada, bem como o conceito de
anéis de polinomios e de irredutibilidade. Ainda no capitulo 3, é apresentado o Critério
de Eisenstein e feita sua demonstragao. Por fim, no capitulo 4, sao apresentadas algumas
aplicagoes do critério em questao, como também sao definidos os polinomios ciclotomicos

e feita a demonstragao de irredutibilidade sobre Q para os de indice primo.

2 Apesar de o critério receber esse nome, ele foi descoberto inicialmente e de forma independente por
Theodor Schonemann (1812-1868). Para mais informacoes, recomenda-se a leitura do Apéndice B.
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2 DEFINICOES BASICAS

Neste capitulo, sao apresentadas as defini¢oes, propriedades e resultados basilares para
a devida compreensao do presente texto. Ademais, quando necessario, para melhorar o
entendimento, sao apresentados exemplos ou aplicacoes. Para elabora-lo, foram usadas as
referéncias [Boeing (2013), Domingues e lezzi (2003)), (Gongalves (2017)), Herstein| (1975) e
Lee| (2018)).

2.1 Anel

O anel é a primeira estrutura algébrica a ser definida. Por estrutura algébrica, entende-
-se um conjunto munido de uma ou mais operagoes que possuem certas propriedades. Se
C' é um conjunto nao vazio, entdo uma operacao bindria interna em (ou sobre) C' é uma

[T

funcao * : €' x ¢ — . Essa funcao “+” associa a cada par (z,y) € C' um elemento

+(x,y), que é chamado de composto de = e y pela operagao “x”. Costuma-se indicar

esse composto da seguinte forma x * y.

Definicao 2.1. Um conjunto A nao vazio munido de duas operacoes bindrias internas,

Wy ” W

+7 e “7 é chamado anel se para quaisquer a,b,c € A valem:

(i) (a+b)+c=a+ (b+c) (associatividade da adi¢ao);
(ii) a+b=>b+a (comutatividade da adigao);
(iii) 30¢€ A tal que a+0=0+a = a (existéncia do elemento neutro para a adi¢ao);
(iv) 3 —a tal que a+ (-a) = (—a) + a = 0 (existéncia de simétricos aditivos);
(v) (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade da multiplicacao);

(vi) a-(b+c)=a-b+a-c e (b+c)-a=b-a+c-a (distributividade da multiplicacdo em

relagao a adigao).

W, ” W

As operagoes “+” e “” sao chamadas de adicao e multiplicagao, respectivamente. Os
compostos a+b e a-b sao chamados de soma e produto, nessa ordem. Por conveniéncia,

quando possivel, denota-se o produto a-b apenas por ab.

Notacao. Quando nao houver ambiguidade quanto as operagoes envolvidas, por simpli-

cidade, denota-se o anel (A, +,-) apenas por A.

Observagao 2.1. O simétrico aditivo (ou inverso aditivo) de um elemento a de um anel A
é unico. De fato, admita, por contradicao, que b,c € A sao simétricos de a e que b # c.
Dessa forma, se 0 é o elemento neutro, tem-se b = b+ 0. Como ¢ é simétrico de a, entao

a+c=0 e, pode-se escrever b=b+ (a+c). Pela propriedade associativa da adi¢ao, obtém-
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-se b = (b+a) +c. Sendo b simétrico de a, conclui-se que b+ a = 0 e, assim, b = ¢, que
¢ um absurdo. Pela unicidade do simétrico aditivo, pode-se considerar a operagao “-":
Ax A — A, que associa o par (z,y) € Ax A ao elemento z+(-y). Tal operacao é chamada
de subtragao e ao composto = + (-y) dé-se o nome de diferenga entre z e y. E comum

indicar x + (-y) apenas por x —y.

Vé-se que, em um anel, a adicao é sempre comutativa e também possui elemento
neutro. Quando a multiplicacao possui propriedades adicionais, o anel recebe algumas

denominacoes. Veja-as a seguir:
Definicao 2.2. Um anel A serd chamado:

(i) anel comutativo se para quaisquer a,be A, tem-se a-b=0b-a (comutatividade da

multiplicacdo).

(ii) anel com unidade, ou anel unitario, se 31 € Atal quea-1=1-a=a, Vaec A

(existéncia da unidade).

Observagio 2.2. H4 autores que incluem a existéncia da unidade na definigao de anel]l]

Observagao 2.3 (Unicidade da unidade). Se A é um anel com unidade, entao existe um
unico elemento 1 € A tal que 1-a =a-1 = a para qualquer a € A. Suponha, por absurdo,
que exista um elemento 1’ # 1 que satisfaca 1’-a = a -1’ = a para todo a € A. Dessa forma,
desde que 1’ é uma unidade, entao 1 = 1-1’. Porém, como 1 também é uma unidade,
decorre que 1-1’ = 1’, de outra maneira, 1 = 1’, o que é um absurdo. Isto posto, a unidade

de um anel, quando existe, é tinica.

Além disso, de maneira similar a demonstracao feita na Observacao 2.5, prova-se que
o elemento neutro da adicao ¢ tnico.

Seguem alguns exemplos classicos da estrutura algébrica aqui definida.

Exemplo 2.1. O conjunto dos ntmeros inteiros munido da adi¢cao e da multiplicagao
usuais ¢ um anel comutativo com unidade, podendo ser representado da seguinte forma

(Z,+,-). O zero é o elemento neutro da adigdo e o nimero 1 é a unidade.

Exemplo 2.2. (My(Z),+,-) (conjunto das matrizes de ordem 2 com entradas pertencentes

ao conjunto dos inteiros) é um anel ndo comutativo com unidade, pois:

1 2 11 31
2 1 10 3 2

e

'Nicolas Bourbaki (pseudénimo de um grupo de mateméticos, em sua maioria franceses, que escreveu
vérios livros objetivando fundamentar a matemédtica na Teoria dos Conjuntos) é um exemplo. [Rotman
(2006)) é outro exemplo.
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(o))

1 0\ . . _ a b .
Note que ¢ a unidade, pois sendo € My(Z), tém-se:
0 1 c d
1 0 a b)Y f[a b
0 1) \e d) \c d
a b L 0)y [a b
c d 0 1) \c a)

Exemplo 2.3 (Anel dos inteiros de Gauss). Um inteiro de Gauss é um elemento da
forma a +b-i em que a,b € Z e i =+/-1. Seja Z[i] o conjunto formado por todos esses
elementos. Note que Z[i] ¢ C. O conjunto Z[i] munido da adigdo e multiplica¢do dos

nimeros complexos forma um anel.

Exemplo 2.4 (Conjunto dos inteiros médulo n). O conjunto Z, = {0,1,2,3,...,n -1},
n > 1, munido da adi¢cao e da multiplicacao de classes de equivaléncia médulo n é um
anel 2

A seguir sao apresentadas algumas propriedades basicas dos anéis acompanhadas de

suas respectivas demonstragoes.

2.1.1 Propriedades basicas

Sejam (A, +,-) um anel cujo elemento neutro é 0 e a,b e c € A. Valem as seguintes

propriedades:

(i) Sea+b=a+c, entdao b=c.

Essa propriedade é chamada de lei do cancelamento para a adigao. Somando
o elemento —a aos dois lados da igualdade da hipotese, tem-se, por associatividade,

(ma+a)+b=(-a+a)+c,ouseja, 0+b=0+c. Logo, b=c.

(ii) a-0=0-a=0.

Note que a-0=a-(0+0). Pela propriedade distributiva, tem-se a-0=a-0+a-0.
Somando —(a-0) a ambos os membros, decorre que 0 = a-0. Demonstra-se, de forma

analoga, que 0-a = 0.

2Recomenda-se a referéncia Beachy e Blair| (2019, p. 38) para informacdes sobre esse conjunto.
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(iii) a(-=b) = (-a)b=—(ab).
Somando a(-b) e ab e usando a propriedade distributiva, obtém-se a igualdade
a(=b)+ab = a(-b+b), isto é, a(-b)+ab = a-0. Pelo item (ii), segue que a(-b)+ab = 0.
Por consequéncia, a(-b) = —(ab). Da mesma forma, mostra-se que (—a)b = —(ab).
(iv) (-a)(-b) = ab.
Trocando b por —=b em (—a)b = —(ab), tem-se (—a)(-b) = —[a(-b)], isto é, (—a)(-b) =
—(-ab). Portanto, (-a)(-b) = ab.

(v) a(b-c)=ab-ac e (b-c)a=ba- ca. Escrevendo a(b-c¢) como a[b+ (-c)], obtém-
-se, por distributividade, a[b+ (-c)] =a-b+a-(-c). Usando o item (iii), vem que
a[b+(-c)] = ab+(-ac), de outra maneira, a[b+(—c)] = ab—ac. Assim, a(b-c) = ab-ac.

De modo similar, prova-se que (b - c¢)a = ba - ca.
Caso A seja um anel unitério, entao:
(vi) (-1)a = -a.
Somando a e (-1)a, consegue-se, pela propriedade distributiva, a igualdade a +

(-1)a=[1+(-1)]a, ouseja, a+(-1)a =0-a. Pelo item (ii), verifica-se a+ (-1)a = 0.

Dessarte, (-1)a = —a.

(vii) (-1)(-1)=1.
Tomando a =1 e b=-1em (-a)b=-(ab), segue que (-1)(-1) = -[1-(-1)]. Pelo
item (iii), sucede que (-1)(-1) = —=(-1). Logo, (-1)(-1) = 1.

(vii) Se 1=0, entao A ={0}.

Sel=0,entao a=a-1=a-0=0, isto é, A ={0}.

2.1.2 Subanéis

Um subanel é um tipo especial de subconjunto de um anel. Segue sua definicao.

Definicao 2.3. Seja A um anel e S um subconjunto nao vazio de A. Diz-se que S é um

subanel de A se S ainda tem a estrutura de anel com as operagoes de A.
Notagao. A notagao S < A é usada para indicar que S é um subanel de A.

Proposicao 2.1. Sejam (A, +,-) um anel e S um subconjunto nao vazio de A. Entdo S

¢ um subanel de A se, e somente se, para quaisquer a,be S:
(i) a-beS;

(ii) a-beS.
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Demonstracao.

(=) Se S é um subanel de A, entdao para quaisquer a,b € S, tem-se =b € S e a+ (-b) =
a—-beS, pois “+” é uma operacao em S. Além disso, a-b € S, pois ““” também é uma
operagao em S.

(<) Suponha que as duas condigoes sao satisfeitas e que S c A. Tome a,b€ S com a = b.
Pela condigao (i), segue que a—b=a-a=0¢€S. Se x € S, entdo —z =0—-1x € 5, pela
condigao (i). Agora considerando z,y € S, segue que z +y =z — (-y) € S, ou seja, o
conjunto S é fechad(ﬂ para a adi¢do. Ademais, pela condigao (ii), tem-se z -y € S para
quaisquer x,y € S. Por fim, como as propriedades comutativa, associativa e distributiva

sao hereditarias, conclui-se que S é um subanel de A. O

Sao apresentados, a seguir, dois exemplos de subanéis demonstrados com o uso desta

proposicao.

Exemplo 2.5. Sejam A um anel e a € A. O conjunto B ={z € A:ax =0} é um subanel
de A. De fato, B # @, pois a-0 = 0, ou seja, 0 € B. Ademais, sendo z,y € B, tem-se,
por distributividade, a(z —y) = ax — ay, isto é, a(z —y) =0-0 = 0. Portanto, z —y € B.
Outrossim, por associatividade, segue que a(zy) = (ax)y, ou seja, a(xy) =0-y = 0. Logo,

r-yeB.

Exemplo 2.6. Seja A um anel. O conjunto C' = {zx € A : ax = za, Ya € A}, denominado
centro do anel A, é um subanel de A. Com efeito, C'# @, porque a-0=0-a =0, isto é,
0 e C. Além disso, sendo x,y € C, tem-se, pela propriedade distributiva, a(z-y) = ax -ay,
ou seja, a(x —y) = xa — ya. Dessa maneira, a(x —y) = (r —y)a. Logo, x —y € C. Além
do mais, pela propriedade associativa, a(zy) = (ax)y, em outros termos, a(zy) = (za)y.
Ainda por associatividade decorre que a(zy) = x(ay). Como y € C, tem-se a(zy) = z(ya).

Por fim, novamente por associatividade, a(xy) = (xy)a. Portanto, z-y € C.

Observacao 2.4. Seja S um subanel de um anel A com unidade. Podem ocorrer trés

situacoes:

e S nao ser unitario. Como exemplo, pode-se citar o conjunto 27, que é um subanel
de Z e nao tem unidade. Em geral, para n € Z, tem-se que nZ é um subanel de Z.
De fato, se a,b € nZ entao existem p,q € Z tais que a = np e b = ng. Dessa forma,

a-b=n(p-q)enZea-b=n(npqg) e nZ.

e S ser unitario e sua unidade ser a mesma do anel A. O conjunto dos inteiros é

um subanel do conjunto dos racionais e suas unidades sao as mesmas, o numero 1.

e S ser unitario e sua unidade ser diferente da do anel A. Considere o anel Zs,

cuja unidade é 1, e o subanel {0,4,8}, que tem como unidade o elemento 4.

3Se * é uma operacdo em um conjunto C, diz-se que esse conjunto é fechado para essa operacio quando
se quer enfatizar que, para cada x,y € C, o composto x * y pertence a C.
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2.2 Dominio de integridade

Ao se deparar com uma equacao do tipo (z —3)(x +3) =0, no conjunto dos nimeros
reais, conclui-se que r -3 =0 ou x + 3 =0, ou seja, x =3 ou x = -3. Isso ocorre porque o
conjunto dos niimeros reais é um anel que nao tem divisores de zero. Veja a seguir o que

isso quer dizer.

Definigao 2.4 (Divisores de zero). Sejam a e b elementos nao nulos de um anel comutativo

A. Sea-b=0, os elementos a e b serao chamados de divisores de zero.

Nos exemplos que seguem, tém-se dois anéis que possuem elementos dessa natureza.

Exemplo 2.7. Considere o anel Zg. Tém-se 2+ 0e 3#0e 2-3=0. Logo, 2 e 3 sdo

divisores de zero nesse anel.

10 0 0
Exemplo 2.8. Seja o anel My(Z). Considere os elementos A = 0 0 e B = A 5).

10 00 1-0+0-4 1-0+0-5 00
Tem-se A-B = . = " ’ = . Ou seja, A e B sao
0 0] \4 5 0-0+0-4 0-0+0-5 0 0

diferentes da matriz nula e o produto entre elas é igual a matriz nula. Logo, A e B sao

divisores de zero.
Isso posto, pode-se definir um tipo especial de anel.

Definicao 2.5 (Dominio de integridade). Diz-se que um anel comutativo com unidade
A # {0} é um dominio de integridade se nao possui divisores de zero, isto é, para

quaisquer a,b e A com ab =0 ocorre que a =0 ou b= 0.

Observacao 2.5. Um dominio de integridade também pode ser chamado de anel de in-

tegridade ou, simplesmente, dominio.

Veja mais dois exemplos.
Exemplo 2.9. O conjunto dos ntimeros inteiros ¢ um dominio de integridade.

Exemplo 2.10. O conjunto dos inteiros de Gauss é um dominio de integridade. Como
visto no Exemplo , esse conjunto é Z[i] = {a+bi : a,b e Z e i =+/-1}. Tome dois
elementos nao nulos z1, 23 € Z[i]. Como Z[i] € C, pode-se escrever esses elementos usando
coordenadas polares da seguinte forma z; = e e z, = r9e?2, sendo r; e 7, nimeros reais
maiores do que zero. Além disso, 0; e #, sao os argumentos, em radianos, de z; e de 2,
de forma que 0 < 0,0, < 2. Dessa forma, tem-se z; 29 = r172e4?17%2)  Uma vez que 71 e 7y

sao reais maiores do que zero e que e/(?1+%2) £ (), conclui-se que 212y # 0.

Proposicao 2.2 (Lei do cancelamento para a multiplicacdo). Seja A um dominio de

integridade. Se a,b,ce A e a+0, entao

ab=ac=>b=c.
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Demonstracao. Se ab = ac, entao
ab—ac=0=a(b-c)=0.

Mas A é um dominio de integridade e a # 0, logo b — ¢ =0, ou seja, b =c. O]

Observe que se vale a lei do cancelamento para a multiplicacgdo em um anel A # &,
entao A é um dominio de integridade. Para isso, considere que a,b € A e ab=0. Deve-se
ter a =0 ou b =0. De fato, se a # 0, entao ab = a -0 e aplicando a lei do cancelamento

segue que b=0. Se b+ 0, obtém-se a = 0.
2.3 Corpos

Comparando os anéis QQ e Z, pode-se notar que todo elemento nao nulo de Q possui
um elemento que é simétrico em relagao a multiplicacao. Em Z, se for considerado o
elemento 2, é possivel ver que nao existe z € Z tal que 2-z=1. S6 ha dois elementos nao
nulos em 7Z que possuem simétricos, a saber, -1 e 1. Essa diferenca permite distinguir
mais um caso especial de anéis: corpo. Previamente, é necessario definir formalmente o

que é “ser simétrico em relacao a multiplicacao”.

Definicao 2.6 (Elementos invertiveis). Seja A um anel com unidade. Um elemento a € A
sera chamado invertivel se existir be A tal que a-b=b-a =1. O elemento b é chamado

de inverso multiplicativo ou simétrico multiplicativo.
Notagao. Para indicar o simétrico multiplicativo de a é usada a notagao a='.

O conjunto dos elementos invertiveis de um anel A é indicado, neste trabalho, por
U(A). Desse modo, pode-se escrever U(Z) = {-1,1}.

Defini¢ao 2.7 (Corpo). Um corpo ¢é um anel comutativo com unidade em que cada

elemento nao nulo possui um simétrico multiplicativo.
Exemplo 2.11. Os nimeros racionais, reais e complexos sao exemplos de corpos.

Exemplo 2.12. O conjunto Q [\/5] = {a+bV/2:a,be Q) é um exemplo de corpo. Sua

unidade é o elemento 1+0+v/2 = 1. Considerando um elemento a +bv/2 # 0 arbitrario nesse

a
Multiplicando esse tultimo elemento por

1
a+b\/§' a-bv2

1 . a-bh/2 ~ a—-bv/2 _ a . -b NG
a+bv/2 \a-b/2 Coa2-202 a2 - 22 a? — 2b? '

a? - 2h?

conjunto, seu inverso é , tem-se:

a . , . .
Note que tanto o3 pertencem ao conjunto dos niimeros racionais.
a —

Segue uma proposi¢ao que relaciona dominios e corpos.
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Proposicao 2.3. Todo corpo é um dominio de integridade.

Demonstra¢ao. Seja K um corpo e x,y € K. Considere = # 0 e -y = 0. Entao, multi-
plicando z~! & esquerda, em ambos os membros da igualdade, tem-se x='(zy) = =1 - 0.
Por associatividade, segue que (z~'z)y =0, isto é, 1-y = 0. Logo, y = 0. Dessa forma, o
conjunto K nao tem divisores de zero. Consequentemente, K é um dominio de integri-

dade. O

Para a demonstracao do Lema a ser exposto, cabe a definicao de elemento nilpo-

tente, apresentada a seguir.

Defini¢ao 2.8 (Elementos nilpotentes). Seja A um anel. Um elemento a € A é chamado

nilpotente se existe um inteiro positivo n tal que a™ = 0.

Exemplo 2.13. E imediato que 0 é nilpotente, pois existe um inteiro positivo n tal que
0" =0.

Exemplo 2.14. O elemento 3 é nilpotente em Zg, pois 3-0.

01
Exemplo 2.15. A matriz (O O) é nilpotente no anel (My(Z), +,-), porque:

o)) )

Como ja visto, todo corpo é um dominio de integridade, mas nem todo dominio de
integridade é um corpo. No entanto, todo dominio de integridade finito é um corpo. O
Lema é apresentado em seguida com o propédsito de fornecer uma demonstracao para

esse fato.
Lema 2.1. O zero é o unico elemento nilpotente em um dominio de integridade.

Demonstrag¢ao. Seja A um dominio de integridade e considere x € A um elemento nilpo-
tente. Dessa forma, existe n € N - {0} tal que 2" = 0. Assuma que n é o menor inteiro
positivo com tal propriedade, o qual existe devido ao Principio da Boa Ordenfl] Se n =1,
entdao £ =0. Sen>1, entdo n—1€ N-{0}. Dai, tem-se 2" = z- 2" =0. Como A é um
dominio de integridade, entao x =0 ou ™! = 0. Uma vez que n é o menor inteiro positivo
tal que 2™ = 0, nao se pode ter z"~! = 0. Por conseguinte, x = 0, ou seja, o zero é o Unico

elemento nilpotente em um dominio de integridade. O]

Proposicao 2.4. Todo dominio de integridade finito é um corpo.

4Como sugestdo para informacdes sobre esse principio, veja a referéncia [Evaristo e Perdigao| (2020,
p. 84).
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Demonstracao. Seja A um dominio de integridade finito. Considerea € Aea+0. Sea =1,
entdo a~! = 1. Admita entdo que a # 1. Serd mostrado que a é invertivel. Os elementos

4,... nao podem ser todos distintos, caso contrario, o conjunto A seria infinito.

a,a?, a3, a
Dessa forma, existem 7,j € N tais que a’ = @/, com i < j (sem perda de generalidade).
Entao:

ai=a = da'-a’ =0 = a'(1-a’") =0.

Como a # 0 e pelo Lema [2.1] conclui-se que a’ # 0. Além disso, como A é um
dominio de integridade, esse conjunto nao possui divisores de zero. Consequentemente,
tem-se (1 -a’~%) =0. Dai, 1 = a/~* = a-a/~"1. Desse modo, vé-se que a possui inverso

multiplicativo e, portanto, o conjunto A é um corpo. O
2.4 Ideais

Em 1637, o matemadtico Pierre de Fermat (1601-1665) afirmou que ndo existem in-
teiros positivos x,y,z e n tais que z" + y" = z" para n > 2. Essa afirmacao, conhecida
como o Ultimo Teorema de Fermat, chamou a atencao de muitos mateméticos. Um deles
foi Gabriel Lamé (1795-1870), que apresentou uma “demonstra¢ao” supondo que os in-
teiros ciclotomicos admitiam fatoragao unica. A busca pela unicidade da fatoracao levou
Ernst Eduard Kummer (1810-1893) a desenvolver o conceito de ntimeros ideais e com
esse conceito ele provou o Ultimo Teorema de Fermat para o caso dos chamados primos
regulares.

Outro matematico que se envolveu nessa busca foi Richard Dedekind (1831-1916), que,
por sua vez, generalizou a ideia de ntimero ideal para o que se entende hoje como ideal

de um anel. Para mais informagoes sobre isso, considere ver |Boeing| (2013).

Definicao 2.9 (Ideal). Sejam A um anel e I um subconjunto nao vazio de A. Diz-se que

I é um ideal de A se:

(i) a—be I para quaisquer a,be€ [;

(ii) ai el e ia el para todo a € A e para todo i € I (propriedade da absorgao).

Existem nocoes de ideal a esquerda e ideal a direita. Se o conjunto A satisfizer a
condigao (i) e, para todo a € A e todo i € I, ter-se ai € I, entdo ele serd chamado de ideal
a esquerda. Caso o conjunto A satisfizer a condigao (i) e, para todo a € A e todo i € I,
ocorrer ia € I, ele sera denominado ideal a direita.

Quando o anel A é comutativo, os conceitos de ideal a esquerda e ideal a direita nao

tém distingao.

Exemplo 2.16. Seja A um anel. Os conjuntos {0} e A sao ideais de A, chamados de

ideais triviais.
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A titulo de curiosidade, note que se A é um anel unitario e I é um ideal de A contendo
a unidade de A, entao A = I. Como prova, considere a € A e seja 1 sua unidade. Pela
propriedade da absorcao, tem-se a-1 =a € I. Assim A c I, mas, por definicao, I c A.
Portanto, A =1.

Os dois exemplos subsequentes mostram ideais que nao contém a unidade do anel do

qual sao subconjuntos. Assim, nao coincidem com o anel.

Exemplo 2.17. O conjunto dos inteiros pares é um ideal do anel dos inteiros, pois a
diferenca de dois nimeros pares é um nimero par e o produto de um nimero par por

qualquer inteiro € par.

0
Exemplo 2.18. Considere o anel (M3(R), +,-) e o conjunto B = {(m O) X,y € R}. Veja
Y

que B c M5(R). Sejam as matrizes X,Y € B. E facil ver que X - Y € B. Agora, assuma
0 b
X = (w 0) e(C = (a d)’ com C' € My(R). Tem-se:

z c
OX - a byfw O _ aw+bz 0 ’
c dJ\z O cw+dz 0
XO - w 0Y[a b _[wa wb ‘
z 0fJ\c d za zb

Note que CX € B, mas, em geral, tem-se XC ¢ B. Logo, o conjunto C' é um ideal a

mas

esquerda, mas nao o € a direita.
Proposigao 2.5. Todo ideal I de um anel A é subanel de AJ|

Demonstragao. Sera utilizada a Proposicao para esta demonstracao. Por definicao
de ideal, se a € A e rel, entao ar € A. Considere a =0, entao 0-r=0¢€ I, ou seja, 0 € I,
por conseguinte, [ # @. Além disso, segue imediatamente da definicao de ideal que para
quaisquer a,b € I, tem-se a —b e I. Ainda, se a,be I, entao a € A, pois I € A. Sendo [ um

ideal, decorre que ab € I. Logo, todo ideal de um anel A é um subanel de A. O]

Lema 2.2. Seja I um ideal de um anel A. Se I contém algum elemento invertivel de A,
entao I = A.

Demonstracao. Seja u € I um elemento invertivel de A. Entao existe u=! € A tal que
u-ut =1. Como I é um ideal, segue que uw-u=t € I, isto é, 1 € I. Assim, como

consequeéncia, qualquer que seja o elemento a € A, tem-se a = 1-a € I. Portanto, I = A. [

Definigao 2.10 (Ideal préprio). Um ideal I de um anel A é um ideal préprio de A se

I é um subconjunto préprio de A, isto é, [ + A.

5Se a existéncia da unidade for incluida na definicdo de anel, entdo nem todo ideal é um subanel.
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Proposigao 2.6. Seja K um corpo. O conjunto {0} € o unico ideal préprio de K.

Demonstra¢ao. A demonstracao serd feita por contradigao. Seja I # {0} um ideal préprio
de K. Considere r € I - {0}. Como K é um corpo, todos os seus elementos nao nulos
sao invertiveis. Assim, r é invertivel e, pelo Lema [2.2] tem-se I = K, que é um absurdo.

Logo, um corpo nao possui ideais préprios além de {0}. ]

Definicao 2.11. Sejam A um anel comutativo com unidade e a € A. O seguinte conjunto

é um ideal de A, chamado de ideal principal gerado por a:
(a) ={ra:reA}.

O conjunto (a) ¢ de fato um ideal de A. Com efeito, sejam z,y € (a). Entao, z =ria
e y = rea para determinados ry,79 € A. Tem-se x —y = ra —rea = (r1 — r9)a € (a).
Agora suponha que z € (a) e r € A. Tem-se z = rza para algum r3 € A. Note que

rz =r(rsa) = (rr3)a € (a). Além disso, como A é um anel comutativo segue que rz € (a).
Exemplo 2.19. O ideal (2) = {0,2,4} em Zg é um ideal principal.

Exemplo 2.20. Se n e N-{0}, entao o conjunto nZ = {0, +n, +2n, ...} é um ideal principal
de Z.

Definigao 2.12 (Ideal primo). Um ideal préprio I de um anel comutativo A é chamado

de ideal primo de A se:
a,be Aeabel = aeloubel.

Exemplo 2.21. O ideal I = {0} é um ideal primo de Z, pois se ab € I e a,b € Z, entao
a=0oub=0.

Proposicao 2.7. O ideal pZ € um ideal primo do anel Z. se, e somente se, p for um

niumero primo.

Demonstracao.

(=) A demonstragao sera feita por redugao ao absurdo. Suponha que pZ é um ideal
primo de Z e que p é composto, isto é, existem a,b € Z tais que p=abe 1 <a,b< p. Desse
modo, tem-se ab € pZ, mas a ¢ pZ e b ¢ pZ, ou seja, pZ nao é um ideal primo, que é uma
contradicao. Logo, p é um niimero primo.

(<) Reciprocamente, assumindo que p seja um ndmero primo, tome a, b € Z de modo que
ab € pZ. Entao, ab = pk para algum k € Z, ou seja, p | ab. Como p é primo segue que p | a
ou p | b (veja Proposigao |A.4]). Dessa maneira, existem ki, ks € Z tais que a = pk; ou

b = pky. Assim, a € pZ ou b € pZ. Portanto, pZ é um ideal primo de Z. O
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Defini¢ao 2.13 (Ideal maximal). Um ideal préprio M de um anel comutativo A é cha-
mado ideal maximal de A se para qualquer ideal I de Ae M c I c A, entao I = M ou
I=A.

Exemplo 2.22. O ideal {0} é maximal em qualquer corpo. Como visto na Proposi¢ao

um corpo s6 possui ideais triviais.

A Proposigao [2.8] a seguir, é importante para o entendimento do préximo exemplo

de ideal maximal a ser apresentado.

Proposicao 2.8. Um subconjunto nao vazio I de nZ é um ideal de nZ se, e somente se,

I =m(nZ) para algum m € N.

Demonstracao.

(=) Suponha que I é um ideal de nZ. Entao, se I = {0} e considerando m = 0, tem-se
I =m(nZ)=0-(nZ). Agora, assuma que I # {0}. Desse modo, existe a € I com a # 0.
Como [ é um ideal, entao I é um subanel e, dessa forma, —a € I. Entao, o conjunto
I possui algum inteiro positivo. Pelo Principio da Boa Ordem, o conjunto de todos os
inteiros positivos de I possui um menor elemento. Seja t esse elemento. Como t € I c nZ,
entdo existe um inteiro positivo m tal que ¢ = mn. Note que m(nZ) c I, pois mn € I e
I é um ideal. Por outro lado, tome um elemento u € I e divida-o pelo elemento t. Dessa
forma, pelo Algoritmo da Divisao de ntimeros inteiros, existem ¢, 7 € Z tais que u =tq+7
com 0 <r<t. Como u e tqg estao em I, tem-se u —tq =r € I. Sendo t o menor inteiro
positivo em [ e 0 <r <t, entdo r = 0. Logo, u =tq+0 = tqg = (mn)q = m(nq) € m(nZ).
Assim, I c m(nZ). Portanto, constatada a dupla inclusao, tem-se I = m(nZ).

(<) Considere I = m(nZ) para algum m € N. Dados a,b € I, existem xq,xs € Z tais que
a=mnzy e b=mnxy. Segue que a—b=mnxy —mnxs = mn(x, —x2) € I. Agora, tomando
arbitrariamente nxs € nZ, tem-se nxs-a = nrs - (mnry) = mn(nrsry) € I. Da mesma

forma, a-nwxs = (mnxy)-nrs = mn(nxszxr,) € I. Portanto I = m(nZ) é um ideal de nZ. [

Exemplo 2.23. O ideal 47Z é maximal no anel 2Z, pois considerando I um ideal de 2Z
tal que 4Z c I ¢ 27, tem-se, pela Proposicao [2.8] que I = 2mZ para algum m € N. Como
47, < 2mZ, entdo 2m |4 (veja Proposigao |[A.1]). Como os divisores positivos de 4 sao 1,

2 e 4, tem-se m =1 ou m = 2. Dessa forma, I =27 ou [ = 47Z.

2.5 Anel quociente

Quando se tem um conjunto e uma relacao de equivaléncia, é possivel particionar tal
conjunto em subconjuntos de forma que os elementos destes tltimos sejam equivalentes.

Nesta secao, é considerado um anel A e a seguinte relacao nessa estrutura.

Definigao 2.14. Sejam A um anel e I um ideal de A. Dois elementos a,b € A sao ditos

congruentes modulo 7, se a-bel.
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Notagao. Serd usada a notagao a = b (mod I') para indicar que a é congruente a b médulo
1.

Observacao 2.6. Uma relacao é dita de equivaléncia quando ela é reflexiva, simétrica e

transitiva.
Proposigao 2.9. A relagio a=b (mod I) € uma relagdo de equivaléncia.

Demonstragao. De fato, a relagdo a = b (mod I) possui essas trés propriedades.
Reflexiva: Se a€ A, entdo a—a=0¢€ . Logo, a=a (mod I).

Simétrica: Sejam a,b e A. Se a =b (mod I), entdo a —b € I. Dessa forma, como I um
ideal, segue que —(a—0b) € I, isto é, —a+b=b-a € I. Portanto, b =a (mod I).
Transitiva: Sejam a,b,ce A. Sea=b (mod I) eb=c (mod I), entdo a-beleb-cel.
Como [ é um ideal, entdo (a—b) + (b-c) € I. Desse modo, a—ce I.

Assim, a relacdo a = b (mod I) é de equivaléncia. ]

Definicao 2.15. Seja I um ideal de um anel A. O conjunto de todos os elementos de
A que sao congruentes a a € A médulo I é chamado de classe de equivaléncia de «a

modulo /.
Notacao. A classe de equivaléncia de a médulo I sera denotada por a.

Observagao 2.7. Note que, para todo a € A, tem-se a # &, porque a = a (mod 7). Logo,

ac€a.
Proposigao 2.10. Se I é um ideal de um anel A ea€ A, entaoa=a+1={a+i:i€el}.

Demonstra¢ao. Se x €@, entdo x = a (mod I), ou seja, x —a € I. Dessa maneira, x = a+y
para algum y € [, isto é, x € a+ I. Logo, @ c a+ I. Além disso, se = € a + I, entao
existe algum y € I tal que x = a + y, em outros termos, x —a = y. Desse modo, y € I, ou
seja,  —a € I, o que quer dizer que = = a (mod I'), de onde conclui-se que x € a. Por

conseguinte, a + I c a. Portanto, a=a+ I. ]

Observagao 2.8. Sejam x,y € A. Tem-se x+ I =y + I se, e somente se, x —y € I.

O conjunto de todas as classes de equivaléncia geradas no anel A pelo ideal I serd
indicado por A/I.

Defini¢ao 2.16 (Anel quociente). Seja I um ideal de um anel A. O conjunto A/I munido

das seguintes operacoes, para quaisquer a,b € A,
(a+1)+(+I)=a+b+1 e (a+I)-(b+I)=a-b+1

¢ chamado de anel quociente de A pelo ideal I.
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Essas operacoes estao bem definidas, isto é, as operacoes independem do representante
da classe. De fato, sejam ay,aq,b1,by € A tais que (a3 + 1) =(ag+1) e (by+1)=(ba+1).
Por conseguinte, a; —ag € I e by — by € I. Como um ideal é um subanel (fechado para a
adigao), segue que (a1 —ag) + (by —by) € I, ou seja, (a; +by) — (ag + be) € I, que equivale a
(a1 +by)+1=(az+by) + 1. Logo, a adi¢ao estd bem definida.

Em relacao a multiplicagao, veja que aijby — asby = a1by — a1by + a1by — asby, isto é,
a1by — agby = a1 (by —by) + (a1 —ag)be. Por hipdtese, tém-se a; —as € [ e by —by € I. Uma vez
que I é um ideal, decorre que a;(b; —bs) € I e (a3 —ag)by € I. Como I é fechado para a
adicao, conclui-se que ai(b; —by) + (a1 —as)by € 1, isto é, a1by — asbs € I, que é equivalente
a escrever ai1by; + I = asby + I. Assim, a multiplicacao também esta bem definida.

Pode-se verificar facilmente que o conjunto A/l munido das duas operagoes anteriores

¢ um anel. Dessa forma, constata-se que 0+ I é o elemento neutro para a adigao.

Exemplo 2.24. Como o conjunto 47 é um ideal de Z, tem-se que Z/4Z é um anel
quociente. Perceba que Z/47 = {0+4Z,1+47,2+ 47,3 +4Z}. Veja as tdbuas de operagao

nesse anel:

e Tabua da adicao:

+ 0+47Z | 1+47 |2+ 47 | 3+ 47
0+47Z | 0+47Z | 1 +4Z | 2+ 47 | 3+ 47
1+47Z | 1+47Z | 2+ 47 | 3+47Z | 0+ 4Z
2447 | 2+47 | 3+47Z | 0+47Z | 1 + 47
3+47 | 3+47Z | 0+4Z | 1+ 47 | 2+ 47

e Téabua da multiplicacao:

0+47Z | 1 +47Z | 2+47Z | 3+ 47
0+4Z |0+47Z | 0+4Z | 0+ 47 | 0 + 4Z
1+4Z | 0+47 | 1 +47 | 2+ 47 | 3+ 47
2447 |0+ 47 | 2+47Z |0+ 47 | 2+ 47
3+47Z | 0+4Z | 3+47 |2+ 47 | 1 + 47

O exemplo a seguir foi extraido de |Lee| (2018, p. 153).

Exemplo 2.25. Considere o anel A = My(Z) e o ideal I = M(2Z). O anel quociente
bir o

21 22

A/I é igual ao conjunto B = {l ] +1:b;; € {0, 1}} A demonstragao serd feita por

dupla inclusao:

@11 a2

(A/I ¢ B) Tome [ ] +1 e A/I. Note que, para cada a;; € Z, tem-se:

Q21 A2
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ail  G12 b1y bio
+1= +1
21 Q22 b1 Doy
em que b;; = 0 se a;; € par e bj; = 1 se a;; ¢ impar. Isso ocorre porque, nessas condigoes,

a;j — b;; € sempre par, ou seja,

11 a2 B bi1 bio _ ai; — b1 a2 —bo el
Q21 A2 ba1  bao a1 — b1 gy — bag
(A/I 2 B) E facil ver que todos os elementos do conjunto B sao também elementos do

conjunto A/I.

biy b
Desse modo, os elementos do anel quociente A/I sdo do tipo o

+ I com bij €
ba1  bas
{0,1}. Como existem 2% = 16 arranjos com repeticao 4 a 4 dos elementos 0 e 1, entao o

conjunto A/I tem 16 elementos.

. ) +1. Veja como se opera esses dois elementos:
0 1 11 1 2 10
+1 ]+ +1]= +1= +1
01 11 11
+1]- +1]= +1.

2.6 Homomorfismo de anéis

) 01 1 1
Counsidere os elementos [0 ]+I e [ )

O conceito de homomorfismo esta ligado a ideia de preservar a estrutura das operagoes
de dois conjuntos. De acordo com [Herstein| (1975, p. 54), “Se ha uma ideia central que é

comum a todos os aspectos da algebra moderna, é a no¢ao de homomorfismo.”

Definigao 2.17. Sejam (A,+,:) e (B,+,:) dois anéis. Uma fungdo ¢ : A — B é um

homomorfismo entre os anéis A e B se para quaisquer a,b € A valem:
(i) ¢(a+b)=o(a)+o(b);
(i) ¢(a-b) =o(a)- ¢(b).

Note que as operacoes dos anéis A e B estao sendo indicadas pelos mesmos simbolos.

Observagao 2.9. Se a fungao ¢ for bijetiva, o homomorfismo sera denominado isomor-
fismo e os anéis A e B serao chamados de isomorfos. Serd usada a notacao A ~ B para

indicar que A é isomorfo a B. Além disso, um automorfismo de A é um isomorfismo de
Aem A.
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Exemplo 2.26. Sejam A e B anéis quaisquer. A funcao ¢ : A — B definida por
o(x) =0, x € A, é um homomorfismo. De fato, ¢(a+0) =0 =0+0 = ¢(a) + ¢(b) e
¢(a-b)=0=0-0=¢(a)-¢(b) para quaisquer a,be A.

Exemplo 2.27. A funcao ¢ : Z — Z,, n > 1, tal que ¢(z) =T, x € Z, é um homomorfismo.
Com efeito, p(a+b) =a+b=a+b=¢(a)+d(b) e ¢(a-b) =a-b=a-b=¢(a)-¢(b) para

quaisquer a,b € Z.

Definicao 2.18 (Nicleo de um homomorfismo). Seja ¢ : A — B um homomorfismo de

anéis. O nucleo desse homomorfismo ¢ seguinte conjunto:

N(¢) ={aeA:¢(a) =05}

Exemplo 2.28. O nicleo do homomorfismo do Exemplo é N(¢) = A, pois ¢(x) =0
para todo x € A.

Exemplo 2.29. A fungao ¢ : C — C definida por ¢(a + bi) = a — bi é um homomorfismo
e seu nucleo é o conjunto N(¢) = {0}. Realmente, se ¢(a + bi) = 0, entdo a —bi =0 e,

consequentemente, a = b = 0.

Definigao 2.19. Seja ¢ : A — B um homomorfismo entre anéis. A imagem de ¢ é o

seguinte conjunto:
Im(p)={be B:b=¢(a) para algum a € A}.

Na proposicao que segue, sao apresentadas algumas propriedades importantes do ho-

momorfismo entre anéis.
Proposicao 2.11. Se ¢: A — B um homomorfismo de anéis, entdo:
(i) ¢(0a) =05;
(ii) ¢(-a)=-¢(a), VaeA;
(111) ¢(a—-0b)=¢(a)—d(b) para quaisquer a,be A;
(iv) N(¢p) € um ideal de A;
(v) ¢ € injetiva se, e somente se, N(¢) ={0a};
(vi) Im(¢p) € um subanel de B.

Demonstracao. (i) Tem-se ¢(04) = ¢(04 +04). Como ¢ ¢ um homomorfismo, entao
#(04) = ¢(04) + ¢(04). Subtraindo ¢(04) de ambos os membros, segue que Op =

$(04).



(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)
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Sendo a € A, tem-se ¢(04) = ¢[a + (-a)]. Como ¢ é um homomorfismo, entao
#(04) = ¢(a) + ¢(-a). Pelo item (i), decorre que Op = ¢(a) + ¢(-a), isto é, ¢(-a) =
—¢(a).

Recordando que a —b =a + (-b) e, usando o item (ii), tem-se:
¢(a=0) = gla+(=b)] = ¢(a) + ¢(=b) = d(a) - ¢(b), Va, b e A.

Como ¢(04) = 0p, segue que N(¢) + @. Agora, deve-se provar que para quaisquer
r,y € N(¢) e a € A, tem-se  —y,ax e xa € N(¢). Como z,y € N(¢), entao
6(x) = 6(y) = 0. Dai, 6(z —y) = 6(x) - 6(y) = 05 ~ s = 0. Logo, z—y € N(9).
Outrossim, ¢(za) = ¢(a) - ¢p(x) = ¢(a)-0p = 0. Por conseguinte, xa € N(¢).
Similarmente, tem-se ax € N(¢). Portanto, N(¢) é um ideal de A.

(=) Suponha que ¢ é injetiva. No item (i), foi provado que ¢(04) = 0p, ou seja, 04 €
N(¢). Dessa forma, {04} c N(¢). Por outro lado, se x € N(¢), entdo ¢(z) =0p =
#(04). Como ¢ é injetiva, tem-se x = 04. Assim, N(¢) c {04}. Consequentemente,
N(¢) ={04}.

(<) Admita que N(¢) ={04}. Sejam z,y € A tais que ¢(x) = ¢(y). Como provado
no item (iii), tem-se ¢p(x —y) = ¢(x) — ¢(y). Dai, ¢p(x —y) = 0p, ou seja, x —y €
N(¢) ={04}. Desse modo, a—b =04, isto é, a=b. Logo, ¢ é injetiva.

Como 0p = ¢(04) € Im(9), entdo Im(¢) + @. Além do mais, se ¢(a), d(b) € Im(¢),

entao ¢(a) — ¢(b) = ¢(a—-"b). Dai, ¢(a) — ¢(b) € Im(¢). Tem-se ainda ¢(a) - ¢(b) =
#(a-b), ou seja, ¢(a) - ¢(b) € Im(p). Logo, Im(¢p) é subanel de B. O

Teorema 2.1 (Teorema fundamental do homomorfismo entre anéis). Se ¢ : A — B ¢é

um homomorfismo, entdo 1 : A/N(¢) e Im(p) sdo isomorfos.

Demonstrag¢ao. Considere a seguinte fungao:

b AIN(¢) — Im(0)
a+N(¢) — ¢(a)

Tal fungao estd bem definida. De fato, se a + N(¢) = a’ + N(¢), entao a —a’ € N(9).
Dessa forma, 1(a + N(¢)) = ¢(a) +0. Como a —a’ € N(¢), segue que ¥(a+ N(¢)) =
o(a)+o(a-a’). Agora, pela definigdo de homomorfismo, tem-se 1) (a+N(¢)) = ¢(a+a’-a) =
o(a"), ouseja, Y(a+N(¢p)) = (a’'+ N(¢)). A fungao como definida é um homomorfismo.
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De fato,

Yl(a+N(¢)) + (b+N(9))] =2 ((a+b)+N(¢))
=¢(a+b)
= ¢(a) + ¢ (b)
=¥(a+N(9)) +1(b+N(¢)).

Além disso,

Yl(a+N())-(b+N(¢))]=v((a-b)+N(¢))
=¢(a-b)
= ¢(a) - o(b)
=(a+N(9)) - P(b+ N(9)).

Agora, para a bijetividade da funcao, veja:

Injetividade: Suponha que a + N(¢) € N(¢). Entao ¢(a + N(¢)) = ¢(a) = 0. Assim,
a € N(¢), o que significa que a + N(¢) =0+ N(¢). Logo, N(v) = {0+ N(¢)}. Pelo item
item (v) da Proposigao a funcao v é injetiva.

Sobrejetividade: Sabe-se que a imagem de v esta contida na imagem ¢. Falta mostrar
que Im(¢) c Im(yp). Considere ¢(a) € Im(¢p). Nesse caso, a € A, portanto, a + N(¢) €
A/N(¢) e v(a+ N(¢)) = ¢(a). Portanto, Im(¢) c Im(v)) e a fungao 1) é sobrejetiva.

Desse modo, esta provada a bijetividade da funcao ¢. Como essa fungao é um ho-
momorfismo bijetivo entre os anéis A/N(¢) e Im(¢), entdao segue que esses anéis sao

isomorfos. O]

No proximo capitulo, é definido o tipo de anel que mais importa para este trabalho,

qual seja, anel de polindmios.
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3 IRREDUTIBILIDADE EM ANEIS DE POLINOMIOS

Neste capitulo, sao introduzidos o conceito de polindomio em uma indeterminada por
meio de sequéncias, o de anel de polinomio e o de irredutibilidade. Além disso, nesta parte
do trabalho, é apresentado e demonstrado o Critério de Eisenstein sobre Q. A construcao
deste capitulo baseou-se nas referéncias Biazzi (2014), Domingues e lezzi (2003)), Lee
(2018)), [Rotman, (2006)) e |Saracino| (2008]).

3.1 Polinomios em uma indeterminada

Com a intencao de proporcionar uma melhor compreensao em relacao ao conceito de
“indeterminada” e também diferenciar funcao polinomial e polinémio, a definicao deste
serd abordada por meio de sequéncias como é feito, por exemplo, em Rotman| (2006).

Para tanto, antes sera definido o conceito de sequéncia em uma anel A.

Definigao 3.1. Seja A um anel comutativo com unidade[l] Uma sequéncia em A ¢ uma

funcao tal que 0 : N — A.

Sera denotada por a; a imagem de 7 € N pela funcao o. Dessa forma, pode-se escrever:
U:(a07 ay, Gz, ..., G, )7

em que os elementos a; € A sao chamados de coeficientes da sequéncia. Ademais, duas
sequéncias o e 7 em A sdo iguais se, e somente se, o(i) = 7(i) para todo i > 0. Agora,

pode-se definir o que é um polinémio.

Definigao 3.2. Uma sequéncia o = (ao, a1, asg, ..., a;, ...) em um anel comutativo com
unidade A é chamada polinémio se existe algum inteiro n > 0 tal que a; = 0 para todo

i>mn, ou seja, o = (ag, a1, ag, ..., ap, 0,0,0...).

Além disso, o polinémio o = (0, 0, 0, ...) é chamado polinémio identicamente nulo.
Se o # 0, entao existe algum nimero natural n de forma que a,, # 0 e a; = 0 para todo i > n.
Desse modo, o coeficiente a,, ¢ chamado coeficiente lider, ou coeficiente dominante,
de 0. Quando o coeficiente lider é igual a 1, o polinémio é chamado polinémio moénico.
Adicionalmente, quando os coeficientes do polinémio pertencem ao conjunto dos niimeros
inteiros, ele é chamado de polinémio inteiro. O ntumero natural n, por sua vez, é
chamado grau de o e serd denotado por (o). O grau do polinomio identicamente nulo
nao ¢é definido, pois todos seus coeficientes sao iguais a zero. Ha também o polinémio
constante que pode referir-se ao polinomio identicamente nulo ou a um polindomio de

grau zero.

LA exigéncia de o anel ser comutativo e com unidade foi apenas por conveniéncia.
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Suponha que o = (ag, a1, ag, ..., a4y, 0,0,...) e 7 = (bg, by, ba, ..., by, 0,0, ...) sdo
dois polinomios com coeficientes em um anel A. A adicao entre ¢ e 7 é definida da
seguinte forma:

U+T=(6L0+b(), a1+b1,a2+b2,...,ai+bi,...),

e a multiplicagao ¢é definida como segue:

o-7=(co, C1,Coyevy Chy--2),

k
em que ¢ = Z a;-bj = Zai-bk_i.
i+j=k i=0

Pelo Lema (3.1] é possivel ver que a soma e o produto de dois polindmios sao também

polinomios.

Lema 3.1. Sejam A um anel comutativo com unidade e o e T dois polindomios nao iden-

ticamente nulos com coeficientes em A.
(i) Se o+ 71 #0, entdo (o +7) <max(d(c),d(1)).
(ii) Se o-1 %0, entio O(c-7) <I(o)+0(T).
(ii1) Se A € um dominio de integridade, entdo o-7+0 e (o -7) =0(0) + (7).

Demonstracao. (i) Sejam o = (ag, a1, ...) e T = (by, b1, ...) polinomios de graus m e
n, respectivamente. Sem perda de generalidade, suponha que m > n. Entao o
coeficiente lider de o + 7 serd a,, e, desse modo, (o +7) = m = max(9(0),d(7)).
Se m =n, entdao o coeficiente lider o + 7 serd a,, + by, e, assim, d(o + 7) = m, caso

Ay + by 0, ou O(0 +7) <m, caso ay, + by, = 0. Logo, d(o +7) <max(d(c),d(7)).

(ii) Suponha que o = (ag, ay, ...) tenha grau m e 7 = (by, b1, ...) tenha grau n. Sejam
o-17=(cy, ¢1,...) e do-7)=k. Assim, tem-se ¢ # 0 e deve-se mostrar que ¢; = 0

para todo [ > m+n > k. Pela definicao tem-se ¢; = Z a;-b;. Suponha que [ >m+n
i+j5=l
ei<m,entao j=0-i>l-m>n. Desse modo, b; = 0. Agora, suponha que i >m e,

ainda, que [ > m +n, entao a; = 0, pois d(c) = m. Note que, em qualquer dos dois

casos, tem-se a; - b; = 0, ou seja, ¢; = 0. Portanto, d(o - 1) <9(0) + (7).

(iii) Suponha que A é um dominio e sejam o = (ag, ay, ...) e 7 = (bg, b1, ...) polinémios
de graus m e n, respectivamente, com coeficientes em A. Além disso, seja o -7 =
(co, c1, ...). Tem-se a; = 0, para todo i >m, e b; = 0, para todo j > n. Perceba que

o coeficiente de indice m +n é dado por:
Cm+n = aobm+n + ...+ am_lbn+1 + ambn + am+1bn_1 +...+ am+nb0.

Analise os dois casos a seguir. Se ¢ < m, entao m —¢ > 0 e, por conseguinte,

j=m+n—-i=(m-1)+n>n. Assim, neste caso, tem-se b; = 0. Agora, se i > m,
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entdao a; = 0, pois d(0) = m. Dessa forma, cada termo do desenvolvimento do
coeficiente de indice m + n, com excegao de a,,b,, é igual a 0. Consequentemente,
Cmsn = Amby. Sendo a,, # 0 e b, # 0 elementos de um dominio, segue que Cpin =
amb, # 0 e o-7 £ 0. Ademais, note que para cada k > m + n, o desenvolvimento
de ¢ contém termos da forma a;by_;. Como k =i+ (k—1) >m+n, entdo i > m ou
k —1>n. Desse modo, o produto a;b;_; = 0 para todo k> m +n e, como resultado,
d(o-1)=k=m+n=09(c)+0(7). O

Sendo assim, percebe-se que tanto os coeficientes nao nulos da soma quanto os do
produto de dois polinomios sao finitos, isto é, a soma e o produto de dois polinémios sao
polinoémios.

Veja a demonstracao em Biazzi (2014, p. 19-22) de que a adigao e a multiplicagao de
polindmios em um anel comutativo com unidade sao associativas, comutativas, possuem
elemento neutro e que, além disso, existem elementos simétricos para a adi¢ao, e a multi-
plicacao ¢ distributiva em relacao a esta. Dessa forma, o polinomio identicamente nulo é
o elemento neutro para a operacao de adi¢ao e o polinomio (1, 0, 0, 0, ...) é o neutro da
multiplicacdo. O simétrico do polindémio o = (ag, a1, as, ..., any, 0, ...), por sua vez, é o
polinémio —o = (-ag, —a1, —az, ..., =G, 0, ...).

Agora, é introduzida a notacao usual de polinémios como apresentada em |Lee (2018]).
Cabe destacar que essa mudanca de notacao é possivel devido a existéncia de um iso-
morfismo natural entre as duas formas. Para tal alteracao de notacgao, o polinomio
(0,1,0,0, ...) serd identificado por x e denominado indeterminada. Além disso, o
polinémio constante (ag, 0, 0, ...) serd representado apenas por ag. Pela multiplicagao de

polinomios como foi definida, tem-se:
x-ap=(0,1,0,0,...)(ap, 0,0,...)=(0, ag, 0,0, ...).
Analogamente,
ag-x = (ag, 0,0,...)-(0,1,0,0,...)=(0, ag, 0,0, ...).

Assim, o neutro da multiplicagao serd indicado por (1,0, 0,0, ...) =1.

Tém-se também:

z-x=22=(0,1,0,0,...)-(0,1,0,0,...)=(0,0,1,0,...)

r-2*=2%=(0,1,0,0,...)-(0,0,1,0,...)=(0,0,0,1, ...).

Por essas observacoes, pode-se conjecturar que, no polinomio z”, com n > 1, o coefi-

ciente de indice n é igual a 1 e os demais sao todos nulos. Veja a seguir que isso de fato
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ocorre.

Lema 3.2. Sen>1, entao o polinomio ™ possui o coeficiente de indice n igual a 1 e os

demais sao todos iguais a zero.

Demonstra¢ao. A demonstragao sera feita por indugao sobre n. Para o passo base (n = 1),
ja foivisto que z' =z = (0, 1, 0, 0, ...). Como hipétese de indugao, admita que para algum
k € N o polinomio z* possua o coeficiente de indice k igual a 1 e os demais iguais a zero.
Agora, tem-se que provar que o polinémio x**! possui o coeficiente de indice k + 1 igual a
1 e todos os outros iguais a zero. De fato, tem-se z¥+! = zF . x. Sejam z¥*! = (¢o, ¢y, .. .),
2% = (ag, a1, ...) e x = (bg, by, ...), sendo z a indeterminada. Pela multiplicagdo de
polindémios, tem-se ¢; = Z a;-bj = Zk: a;-b_;. Note que o coeficiente de indice k+1 é dado
bor: irj=l i=0

Ck+1 = agbk+1 + ...+ albk + ...+ akbl + ak+1b0.

Quando j = 1, tem-se b; = 1 e para j # 1, tem-se b; = 0. Além disso, tem-se a; = 1
para ¢ = k e a; = 0 para i #+ k. Assim, conclui-se que ¢, = agby = 1. Se [ > k + 1,
entdao [ =i+ (I —17) > k+1. Desse modo, i >k oul—-1i=j >1. Como consequéncia, o
produto a;b;_; é igual a zero. Com raciocinio andlogo, nota-se que quando [ < k+ 1, tem-se
l=i+(l-i)<k+1,ouseja, i <koul—i<1. Assim, o produto a;b,_; também é igual a
zero quando [ < k+ 1. Com isso, tem-se que todos os coeficientes com indice diferente de
k + 1 sao iguais a zero, e o de indice igual a k£ é 1. Logo, a afirmacao é vélida para todo
n>1. O

Com uso desse lema é possivel recuperar a notacao usual. Além disso, atente-se para
o fato de que (r, 0,0, ...) - (ag, a1, as, ...) = (rag, ray, ras, ...). E, como ji mencionado,

o polinomio (r, 0, 0, ...) serd representado apenas por r. Dessa forma,
(r,0,0,...)(ag, a1, as, ...) = (rag, ray, ras, ...) =r(ag, a1, as, ...).

Com esses esclarecimentos e o uso do Lema (3.2} sera demonstrada a proposicao que

segue.

Proposigao 3.1. Se o = (ag, a1, az, ..., a,, 0,0, ...) € um polindmio, entao o = ag+a1x+

aoT? + ... +a,a".
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Demonstracao.

o = (ag, a1, ag, ..., ap, 0,0, ...)
=(ap,0,0,...)+(0,a1,0,...)+(0,0,az,...)+...4(0,0,0, ..., a,)
=ap(1,0,0,...)+a1(0,1,0,...)+a2(0,0,1,...)+...+a,(0,0,0,..., 1)
=ag-1+a1x+asx®+ ... +a,x"

=g+ T + asT? + ..+ apa” O

O polinémio ¢ na forma ag + a1z + asx?® + ... + a,x™ é chamado de polinémio de grau

n na indeterminada .

3.1.1 Anel de polindmios

Agora, considere o conjunto de todos os polinomios na indeterminada x com coeficien-
tes em um anel A. Da forma como foram definidas tanto a adicao quanto a multiplicacao
de polinomios, tal conjunto munido dessas duas operacoes adquire a estrutura de um
anel, por isso serd denominado de anel de polinémios sobre A na indeterminada = e
seré denotado por A[z].

Usando a notagao usual é comum escrever o polinomio o como p(z) = ag + a1z + asx? +
.ot apa™.

Alguns chamam a indeterminada de variavel. Porém, este nao é o termo mais ade-
quado, pois, como definido, x é sempre igual a (0, 1,0, 0, ...) e, portanto, ndao varia.
Todavia, no contexto das fungoes polinomiais, a indeterminada pode assumir o papel de

varigvel.

Definig¢ao 3.3. Sejam A um anel comutativo unitario e f(x) = ag+a1x+asx?+...+a,z" €
Alz]. A funcdo f: A — A definida por f(a) = ag + aja + asa? + ... + a,a™ é chamada

funcao polinomial associada a f(z).

Sem exigir muito rigor, pode-se escrever apenas f(a) no lugar de f(a). E interessante
notar que polinomios distintos podem estar associados a func¢oes polinomiais idénticas.
Para ver isso, considere o anel Zz[x], ou seja, o conjunto dos polinémios na indeterminada
x e com coeficientes em Zs. Tome os polinoémios f(z) = 123 +2z e g(z) = 12° + 22, que sdo
distintos, pois os coeficientes correspondente sao diferentes. Considerando-os agora como
leis de funcoes de Zs em Zs, tem-se f(x) = g(z); pois f(0) = g(0) =0, f(1)=g(1)=0e
f(2) = g(2) =0. Logo, as funcoes f(z) e g(x) sdo iguais para todo x € Zs.

A proposicao a seguir mostra um resultado interessante.

Proposicao 3.2. Se A € dominio de integridade, entio A[z] também é.
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Demonstragdo. Como visto no item (iii) do Lema [3.1] se A é um dominio de integridade
e 0,7 € A[z] sdo dois polinémios nao identicamente nulos, entao o -7 # 0. Assim, A[x] é

um dominio de integridade quando A também é. m

Na subsegao que segue, pode-se entender que se A[z] é um anel de polinémios, entao
A é subanel de A[x]. Além disso, pela Proposigao é possivel notar que A[z] nao

tem a estrutura de corpo.

3.1.2 Imersao de A em A[z]

Sejam A um anel comutativo unitério e a seguinte funcao ¢ : A — A[x] que associa
a cada a € A o polinémio f,(x) = a. A fungdo como foi definida é um homomorfismo
injetivo entre os anéis A e A[z]. De fato, ¥ (a + 8) = fasp(z) = a+ . No entanto,
(o f3)() = fula) + f3(x) = a+ 5. Desse modo, d(a+8) = fu(z) + f5(x) = ¥(a) + ¥(5).
De maneira similar, tem-se ¥(a-5) =¥ («a)-9(5). Logo, a fungao 1 é um homomorfismo.
Para a injetividade, tome o, € A com a # § e note que f,(1a) = o e fg(la) = 5.
Portanto, ¥ («) # (). Assim, estd provado que ¢ : A — A[z] é um homomorfismo
injetivo. Como A/N (%) = A, entdo pelo Teorema tem-se A ~ I'm(v)), ou seja, sao
isomorfos. Nesse sentido, pode-se considerar A c A[x] e A um subanel de A[z].

Se A é um dominio de integridade, o conjunto dos elementos invertiveis de A[z]
coincide com os de A, ou seja, U(A) =U(A[x]). Assim, nem todos os elementos nao nulos
de A[z] possuem simétrico multiplicativo e, consequentemente, A[z] nao é corpo. Veja a

demonstracao desse resultado na proposi¢ao a seguir.
Proposigao 3.3. Se A é um dominio de integridade, entao U(A) =U(A[x]).

Demonstragao. Suponha que f(z) € A[z] é invertivel. Dessa forma, existe g € A[x] tal que
f(z)g(z) =1. Como I(f(x))+9(g(x)) = 0(f(x)-g(x)) =0, entdo I(f(x)) = (g(x)) = 0.
Logo, os polinomios f e g sao constantes. Pela imersao comentada anteriormente, segue
que esses polinomios constantes sao os elementos invertiveis do dominio A. Portanto, o

conjunto dos elementos invertiveis de A[z] é igual ao dos de A. ]

3.2 Irredutibilidade

Levando em consideragao o anel dos niimeros inteiros, pode-se perceber que o ntimero
3, por exemplo, s6 pode ser escrito em forma de produto como 3=1-3 ou 3 = (-1)-(-3).
Perceba que, nas duas formas, um dos fatores ¢ um elemento invertivel em Z. Isso significa
que o numero 3 ¢ irredutivel nesse anel. Além disso, 3 é um nimero primo. No conjunto
dos inteiros, ser primo e ser irredutivel sao caracteristicas coincidentes. No entanto, nem
sempre isso ocorre em todo anel. Por exemplo, no anel Z[\/—_S], o elemento 3 ¢ irredutivel,

porém nao é primo, veja Domingues e lezzi (2003, p. 326).
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Definicao 3.4. Seja D um dominio de integridade. Um elemento p € D, com p # 0 e
p¢U(D), é chamado irredutivel se para quaisquer a,b€ D e p = ab, entao a é invertivel

ou b é invertivel.

Um elemento nao irredutivel é chamado de redutivel. Quando D = A[z] é um anel

de polinémios e f(z) € A[x] é um elemento irredutivel, diz-se que f(x) é irredutivel em
Alz] ou sobre A.

Exemplo 3.1. Qualquer primo p é irredutivel em Z, porque se p = ab com a, b € Z, entao
ae{-1,1} oube{-1,1}.

Exemplo 3.2. O polinoémio 323 + 922 + 12 é irredutivel em Q[z], mas redutivel em Z[z].

Observe que 323+ 922 +12 = 3(23+ 322 +4) e 3 é um elemento invertivel de Q[z], mas nao

de Z[x].

Observagao 3.1. Como visto na Proposigao [3.3] os tinicos elementos invertiveis de um
anel de polindmios sobre um dominio sao os elementos invertiveis deste. Dessa forma,
suponha que K é um corpo. Um polinémio f(z) € K[z] nao nulo e nao invertivel é
chamado de irredutivel em K[z], ou sobre K, se p(z) = g(x)h(z), entao g(x) é constante

ou h(x) é constante.

Exemplo 3.3. O polinémio 22 -5 é redutivel em R[z], pois 22 -5 = (ac - \/5) (Jc + \/5) e

os polindmios (x - \/5) e (x + \/5) sdo ambos nao constantes.

Exemplo 3.4. O polinomio 22 + 1 é irredutivel sobre R, mas é redutivel sobre C. Note

que 22+ 1= (z—1i)(x+14). Além disso, x —i e = + i s@o ndo constantes.
3.3 Critério de Eisenstein

Existem critérios variados para determinar a irredutibilidade em anéis de polinémios.
No entanto, o escopo deste trabalho é apresentar as potencialidades apenas do Critério
de Eisenstein. Esse critério é atribuido ao matematico alemao Ferdinand Gotthold Max
Eisenstein (1823-1852), discipulo de Gauss.

Todavia, para culminar na demonstragao desse critério é preciso do Lema de Gauss,

das definigoes de contetido de um polinémio e de polindmio primitivo em Z[x].

Definicao 3.5 (Contetido de um polindémio). Seja 0 # f(z) = ag+ a1 + asx® + ...+ a,a" €
Z[z]. O contetddo de f(x), que serd denotado por C(f), é o méximo divisor comum

(mdc)P] dos seus coeficientes, ou seja, C(f) = mde(ae, a1, az, ..., an).

Exemplo 3.5. Seja o polinomio f(z) = 2x3 + 1222 + 62 + 4. Seu conteudo ¢ igual ao
mdc(2,12,6,4), isto é, C(f) = 2.
2Veja a Definigao no Apéndice A.
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Definigao 3.6. Um polinémio inteiro f(z) é chamado primitivo quando o seu contéudo

é igual a 1, ou seja, quando C(f) = 1.
Exemplo 3.6. O polinomio g(z) = 522 + 8x + 3 é primitivo, pois C(g) = mdec(5,8,3) = 1.

Perceba que se f(x) é um polinémio de Z[z], entdo f(z) =C(f)- f(z) sendo f(x) um
polinémio primitivo. Por exemplo, o polinomio f(x) = 223 + 1222 + 6 + 4 pode ser escrito
como f(z)=2(x3+ 622+ 3x+2).

Agora, pode-se enunciar o seguinte lema.
Lema 3.3 (Lema de Gauss). O produto de dois polinémios primitivos € primitivo.

Demonstra¢ao. Sejam g(x) = ag + a1 + asx®+ ...+ azaz™ e h(x) = by + byx + ... + bpazk dois
polinémios primitivos em Z[z]. Além disso, considere f(z) = g(x)-h(z) = co+ 1z + o +
...+ cpa™. B suficiente mostrar que existe algum coeficiente de f(z) que nao ¢ divisivel
por algum primo p. Para tanto, seja a, o coeficiente de g(x) de maior indice que nao é
divisivel por p, uma vez que g(x) é primitivo tal coeficiente existe. Do mesmo modo, seja
b, o coeficiente de maior indice de h(x) que também nao é divisivel por p. Sabe-se que o
coeficiente de indice r+1 é dado por ¢,4; = aghyp +. ..+ p_1bjp1 + A by + api b1 +. ..+ by,
Como p nao divide a, e b, entao p + a,b;, caso contrario p nao seria primo. Note que
para cada a;b; se ¢ > r, entdo r —i < 0 e, por conseguinte, j=r+1-i=(r—-1i)+[<[. De
maneira analoga, se j > [, entao ¢ < r. Dessa forma, p nao divide a,b;, mas divide todos
os termos restantes do desenvolvimento de ¢,,;. Portanto, p + ¢,.,; e, por conseguinte,
f(x) =g(x)h(x) é primitivo. O

Observagao 3.2. Se 0 # a € Z e f(x) € Z[z], entdo C(a- f) = |a|-C(f). Seja f(z) =
bo+biz+...+b,x". Dessa forma, tem-se f(x) = aby+abyx+...+ab,z™. Para mostrar que
mdc(aby, aby, ..., ab,) = |a|-mdc(bg, b, ..., b,), basta usar a propriedade distributiva do
mdc, a qual pode ser vista na Proposigao [A.5] no Apéndice A.

Ademais, para quaisquer f(z),g(x) € Z[x], tem-se C(f-g) = C(f)-C(g). De fato, se d; e

dy sao os contetidos dos polinomios f(x) e g(x), nessa ordem, entdao os polindémios 7 f(z)
1

1 1
e d—g(x) sao primitivos. Desse modo, pelo Lema de Gauss, o produto ﬁf(x)g(a:) é
2 1d2

também primitivo. Assim, tem-se:

(s 9) =it (77t )]

[dde|-€ (- f(w)g(a))
=dydy-1

=dydy

~C()-C(o).
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Uma importante consequéncia do Lema [3.3[¢é o seguinte resultado.

Lema 3.4. Seja f(z) € Z[z]. Se f(x) € redutivel em Q[z], entdo f(x) € redutivel em
Z[x].

Demonstragao. Suponha que g(z),h(z) € Q[x] sdo dois polindmios nao constantes tais
que f(x) = g(z)-h(z). Sejam c,d € Z e gi1(x),hi(x) € Z[z]. Pode-se escrever g(x) =
(1/¢)g1(x) e h(x) = (1/d)h1(x), ou seja, tomou-se um denominador comum aos coeficien-
tes de cada um dos polinomios. Ademais, pode-se escrever também g;1(x) = C(g1)g2(x) €

hi(xz) = C(h1)ha(x) sendo go(x), ha(x) € Z(x) polindmios primitivos. Dessa forma,

) = SO o ). 3.1)

Note que os graus dos polindomios g, e ho s@0 respectivamente iguais aos de g e h. Além
disso, pela igualdade (3.1)), tem-se:

cd- f(x) = C(g1)C(M) - g2 () ha(x). (3.2)

Tomando o contetido de ambos os membros da igualdade (3.2)), obtém-se:

led| - C(f) =C(g1)C(h1) - C(g2 - ha). (3.3)
Pelo Lema de Gauss, tem-se C(gy-h2) =1 e, assim, a igualdade (3.3)) fica:

|cd]
Como C(f) € Z, entao % € Z. Logo, observando a igualdade , percebe-se

que f(z) pode ser escrito como o produto de dois polinémios nao constantes em Z[z]. O

Teorema 3.1 (Critério de Eisenstein). Seja 0 # f(x) = ap + a1 + asa? + ... + a,a™ € Z[z].

Se existe um numero primo p tal que:

(i) p+ an,

(ii) pla; para cadai€{0,1,...,n-1} e
(ii) p* + ao,
entao f(x) € irredutivel em Q[z].

Demonstra¢ao. A prova serd feita por redugao ao absurdo. Se um polinémio f(x) € Z[z]
é redutivel em Q[z], entao ele é redutivel em Z[x]. Sendo assim, admita, por contradigao,
que existam g(z), h(z) € Z[x] tais que f(z) = g(x)h(z) e 1 <I(g(x)),0(h(x)) <n e que,

também, sao satisfeitas as condig¢oes do Critério de Eisenstein para um primo p. Sejam
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g(x) =bg+bix+...+bux™ e h(x) =co+crx+...+cab. Tem-se ag = bycy. Uma vez que
p|ag e p? + ag, decorre que p divide somente um dos dois coeficientes by ou ¢y. Caso estes
coeficientes fossem ambos divisiveis por p, entao seria possivel escrever by = pky e ¢y = pko
(k1,ky € Z) e, dessa forma, p? | bocy, que seria uma contradigao. Assim, sem perda de
generalidade, admita que p | by e p + ¢o. Note que o coeficiente lider do polindémio f é
dado por a, = b,, - ¢;. Como p + a,, entao, em particular, p + b,,. Suponha que b;, com
1 <i<m, é o primeiro coeficiente de g(z), da esquerda para a direita, de modo que p + b;
(uma vez que 1 <i<m e p+by,, o conjunto desses coeficientes é nao vazio e, assim, pelo
PBO, possui um menor elemento). Sabe-se que a; = boc; + b1¢;_1 + ... + b;cg. Dessa forma,
p|bo,b1,...bi—1 e p+cy. Consequentemente, p + b;cy, ou seja, p + a;, o que é um absurdo,
pois 1 <7 <m < n e, por hipétese, p | a; para cada 0 <i <n—1. Desse modo, sempre que o
grau do polinémio g(x) for menor do que o do polinémio f(x), vai existir um coeficiente

a; com i €{0,1,...,n—1} de forma que p + a;. O

Observagao 3.3. Note que, se fosse feita a escolha p 4 by e p | o, a andlise seria em relagao

ao polinémio h(x).

No préximo capitulo, sao apresentadas algumas aplicagoes desse critério.
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4 APLICACOES DO CRITERIO DE EISENSTEIN

Neste capitulo, apresentam-se algumas aplicagoes do critério estudado. Outrossim, é
definido o polinémio ciclotomico e demonstrado que, quando este tem indice primo, ele é

irredutivel em Q[z].
4.1 Exemplos elementares
Seguem dois exemplos de aplicacao direta do Critério de Eisenstein.

Exemplo 4.1. O polinémio 3z3 + 422 + 6x + 18 é irredutivel em Q[x]. De fato, o nimero
2éprimoe2+43,2|4,2|6e2|18. Além disso, 22 + 18.

Exemplo 4.2. O polindémio x4 -3z + 6 é irredutivel em Q[z] pelo Critério de Eisenstein.
De inicio, é conveniente notar que x* — 3z + 6 = x* + 022 + 022 + 2 + 6. Agora, observe que,
escolhendo o primo 3, tem-se 3 + 1, 3|0, 3| -3, 3|6 e, por fim, 32 } 6.

4.2 TIrracionalidade de 2

Atribui-se ao matematico grego Hipaso de Metaponto a descoberta da irracionalidade
da raiz quadrada de 2. Esse nimero pode ser visto como a medida da hipotenusa de
um triangulo retangulo isésceles de catetos unitarios. Como Hipaso pertencia a Escola
Pitagérica e esta acreditava que todo segmento é comensuravel, alguns dizem que ele
foi assassinado pelos pitagoricos por ter divulgado a descoberta. A demonstracao da
irracionalidade de v/2 envolve reducio ao absurdo e pode ser vista em [lezzi e Murakami
(1977, p. 46).

Segue uma outra forma de demonstrar a irracionalidade de \/5, mas usando o Critério

de Eisenstein.

Aplicagdo 4.1. O ntimero /2 é irracional. Se z é a raiz quadrada principal de 2, entdo
2% = 2. Assim, considere o polinomio 22-2 = 22-0x-2. Escolhendo o primo 2, note que 2 +
1,2]0,2|-2e22=442. Assim, pelo Critério de Eisenstein esse polinémio é irredutivel
sobre Q. Porém, pelas regras de produtos notéveis, tem-se 2 — 2 = (z — v/2)(z - V/2).
Como 22 - 2 é irredutivel em Q[z], segue que v/2 ¢ Q. |

Observagdo 4.1. De forma geral, se p € um ntimero primo, entao ,/p é um nimero irraci-
onal. Seja z a raiz quadrada principal de p, entao 22 = p. Desse modo, pode-se considerar

o polindémio z2 — p = 22 + 0z — p e proceder de forma andloga a feita na Aplicagao [4.1]

Este critério é uma condicao suficiente para um polinomio ser irredutivel em Q[z].
Assim, caso um polindomio nao o satisfaca, nao quer dizer que ele nao seja irredutivel
nesse anel. No entanto, em certos casos apds aplicar uma translacdo x + a é possivel
decidir se o polinomio ¢ irredutivel ou nao. Veja, na proposi¢ao a seguir, porque isso é

possivel.
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Proposigao 4.1. Se A é um dominio de integridade e a € A, entao a fungao p: Alx] —

Alz] definida por o(f(x)) = f(x+a) é um automorfismo.

Demonstragao. Sejam f(x),g(x) € Alx] e h(zx) = f(z) + g(z). Tem-se o(f(z)+g(zx)) =
p(h(x)) = h(x +a), ou seja, o(f(x) +g(2)) = f(z +a) +g(z+a) = o(f(2)) + ¢(g(x)).
Agora, se p(x) = f(z) - g(x), entdao p(f(x)-g(x)) = ¢(p(z)) = p(x + a). Dessa forma,
e(f(2)-g(x)) = f(z+a) g(z+a) = o(f(z)) p(g(z)). Portanto, a funcao ¢ é um
homomorfismo. Para a injetividade, serd usado o item (v) da Proposicao [2.11] Assim,
seja f(x) € N(p), isto é, o(f(x)) =0. Por conseguinte, tem-se f(x +a) =0 e, portanto,
f(x) =0. Para a sobrejetividade, tome f(x) € A[x]. Entao existe f(z —a) € A[x] tal que
o(f(xr-a))=f(x-a+a)=f(x). Logo, a fungao ¢ é um isomorfismo de A[z] em A[x]

e, por conseguinte, um automorfismo. L]

Assim, o polindémio f(x) é irredutivel sobre A se, e somente se, o polinomio f(x + a)

também é.

Aplicagao 4.2. O polinomio f(x) = 22 + x + 1 é irredutivel sobre Q. De fato, pela

proposigao anterior, considerando o polinémio f(x + 1), tem-se:

fx+1)=(z+1)*+(z+1)+1
=2?+2r+1+(z+1)+1

=22 +32+3

Agora, tomando o primo 3, decorre que 3 4 1, 3|3 e 32 + 3. Logo, o polinémio f(x+1) é

irredutivel sobre Q e, consequentemente, f(z) também é. <

4.3 Polindmios ciclotomicos

Uma aplicacao classica do Critério de Eisenstein é a demonstragao da irredutibilidade
do p-ésimo polinomio ciclotomico em que p é primo. Gauss ja tinha provado essa irre-
dutibilidade em sua obra “Disquisitiones Arithmeticae” (1801), porém ele o fez de uma
forma nao tao simples.

Os polinomios ciclotomicodl] sio importantes, pois estao relacionados as raizes da uni-
dade e aos corpos ciclotomicos. Tanto essas raizes quanto esses corpos surgem de maneira
natural na Teoria dos Niumeros, bem como na resolucao de equacoes como a do Ultimo
Teorema de Fermat. Além disso, esse tipo de polinomios tem aplicacao na demonstracao
do Teorema de Wedderburn, o qual diz que “todo anel de divisao finito é um corpo”. Um
anel de divisao é um anel com unidade em que todos os elementos nao nulos possuem

simétrico multiplicativo.

LA palavra “ciclotémico” é de origem grega e significa “divisdo de ciclo”. Esse termo se justifica devido
ao fato de as raizes enésimas da unidade dividirem o ciclo unitario do plano complexo em n arcos de
mesmo comprimento.
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Para falar de polinomios ciclotomicos, sao necesséarias algumas defini¢oes e resultados,

que sao apresentadas a seguir.

Definigao 4.1 (Raizes enésimas da unidade). Seja n um niimero inteiro positivo. Uma

raiz enésima da unidade ¢ um nimero complexo ¢ tal que (" = 1.

Veja em Rotman| (2006, p. 27) que cada raiz enésima da unidade é dada por
e¥mkIm = cos (2rk[n) + isen (27k/n),

sendo k& um ntdmero inteiro no conjunto {1, ..., n}. Percebe-se facilmente que cada raiz
primitiva é uma raiz do polinomio " - 1. Assim, pelo Teorema Fundamental da Algebra,

pode-se escrever:
" =1=[](z-0).
¢r=1

Diz-se que um ntumero complexo ¢ é uma raiz enésima primitiva da unidade

quando (" =1 e n é o menor nimero inteiro positivo para o qual isso ocorre.

Observacao 4.2. Seja ( uma raiz d-ésima primitiva da unidade. Se, para um inteiro
positivo n, tem-se (" = 1, entao d | n. Com efeito, pelo algoritmo da divisdo de ntimeros

inteiros | existem unicos inteiros ¢ e 7 tais que n = gd +r como 0 < r < d. Entretanto,
L= (M= (= (= () =10 = ¢

Se r # 0, entao seria um absurdo, uma vez que d é o menor nimero inteiro para o qual

¢4 =1. Assim, deve-se ter r = 0, ou seja, n = qd. Portanto, d | n.
Diante disso, segue a definicao de polinémio ciclotomico.
Definigao 4.2 (Polinémio ciclotomico). Se d é um nimero inteiro positivo, entdo o d-

-ésimo polinémio ciclotéomico ¢ igual a

() = [](z-0).

em que ( é uma raiz d-ésima primitiva da unidade.

Assim, se 1 <d <6, entdo ®1(z) =z-1, Po(z) =z+1, P3(x) =22+x+1, Py(x) = 22+1,
Os(z)=at+3+22+x+1e Pg(x)=2?-2+1.
Antes de ser apresentada a préxima proposicao, relembre que se n é um inteiro positivo,

entao:

" -1=(z-1)(@" 1 +a" 2+ +2P+ra+1) (4.1)

2Veja Domingues e lezzi (2003, p. 34) para informagdes sobre esse algoritmo.
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Isso pode ser comprovado resolvendo a multiplicacao a direita, ou seja:

(z-1)(@" ' +2" 2+ +2? v+ ) =a(@" v 2"+ P o+ 1)
1" "2+ 1)

n—2

A LU R L R Ay

n-l L e |

Observe que, quando n = 6, tem-se 2 -1 = (23)? - 12 = (23 - 1)(23 + 1), ou seja,
20-1=(x-1)(x?+x+1)(x+1)(2?2-2x+1). Organizando os fatores de forma conveniente,

pode-se escrever 26 —1=(z—-1)(x +1)(22+x+1)(22 -2z +1). Perceba que
25— 1= (2)Py(2)P3(z) P (7).

Além disso, note que, para cada ®4(x) presente na fatoragao do polindémio x6 — 1,

tem-se d | 6. Veja agora a proposicao que segue.

Proposicao 4.2. Para cada inteiro n > 1, tem-se:

2" -1=]] Pu(x),

dn
em que d € algum divisor positivo de n.

Demonstracao. A demonstracao é feita tomando, para cada divisor d de n, os termos da

fatoracao de z" -1 = H (z - () nos quais ¢ é uma raiz d-ésima primitiva da unidade, isto
¢n=1
é:

-1=[] (x _ 62ik7r/n) -T1 11 (x _ €2ik7r/n) = Hcp%(x) = [ ®a(z).
1<k<n dln 1<k<n dln dn
(kyn)=d
Nesta demonstracao, (k,n) representa o maximo divisor comum entre k e n. Sejam
os conjuntos A, ={1,2,...,n} e By={ke A, : (k,n)=d}. Pode-se mostrar que a familia
de subconjuntos {By : d | n} é uma parti¢cao de A,,. Isso explica a passagem do produtério
simples para o duplo. A passagem de @3(1;) para ®4(x) se justifica, porque hd uma

bije¢do no conjunto D(n) = {d|n:d >0} nele mesmo tal que n — g O

Se d ¢é igual a um nimero primo p, entao seus unicos divisores positivos sao 1 e p.
Dessa maneira, ¥ — 1 = ®1(2)®,(z), ou seja, a? — 1 = (z = 1)®,(x). Pela igualdade [£.1]
segue que O () =aPt+aP 2+ . +a?+x+ 1.

A seguir é demonstrado que todo p-ésimo polinomio ciclotomico, em que p é primo, é

irredutivel sobre Q.
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Aplicagao 4.3. O polinomio

P -1

=Pty aP e vzt
r-1

®y(x) =

é irredutivel em Q[x] para qualquer primo p.

Como nao é possivel aplicar o Critério de Eisenstein diretamente, considere o polinomio
(z+1)r-1

(z+1)-1"

Pelo Teorema Binomial (A.2)), tem-se que o termo (z + 1)? é igual a:

(z+1)P = (g):cp + (};)xpl + (g)xpz + (g)xp“Q’ +o+ (p]j 1)3:1 + (g)x07

®,(x +1). Dessa forma, obtém-se ®,(x+1) =

em que (Z) = (p—p—k':)'k' Assim, pelas propriedade (11?) = (p]—) 1) =pe (g) = (i) =1,
tem-se:
ey o1 (e Qe e Qo Qo ()l ()01
P (x+1)-1 x
_aP+ (D)art + (H)ar2+ (B)ar3 +... + pa
x

=Pty (]f)mp_Q + (g)xp_g + (g)xp_"‘ +...4p

Pela Proposigao |A.6, o nimero primo p divide (Z) para 1 <k <p-1. Além disso,

p+1ep?+p. Logo, pelo Critério de Eisenstein esse polinomio é irredutivel sobre Q. <«
4.4 Outras aplicagoes
Para finalizar este capitulo, seguem as duas ultimas aplicagoes.

Aplicagao 4.4. Seja p um niimero primo. O polinémio 2P + px +p— 1 ¢é irredutivel sobre
Q se, e somente se, p > 3.

Para que o Critério de Eisenstein, possa ser aplicado, considere o seguinte o polinomio:
flx+D)=(z+1)P+p(z+1)+p-1.
Ja se sabe que (x +1)? é igual a:

(z+1)P = (g)xp + (?)xpl + (g)xpz + (g)ﬂ’?’ +o+ (p]j 1)3:1 + (g)xo.

Desse modo,

3Veja a Observacio no Apéndice A.
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(z+1)P =2 +paP~ ' + (g)xi”‘Z + (g)xp‘S +...+pr+ 1.

Assim,
f(z+1)=af +paPt + (g)xP‘Q + (

= 2P + paP~t + (g)xp_Q + (

= oP + paP! +(

)xp_3+...+px+1+p(x+1)+p—1
)a:p‘3+...+px+1+px+p+p—1

+ ...+ 2px + 2p.

N3
N —
8
i
S
+
—_~~
w 3
N —
8]
b
w

p

k
p =2, tem-se p? = 22 = 2p, isto é, p? | 2p. Entao, pelo Critério de Eisenstein o polinémio

Como dito anteriormente p | ( para cada 1 < k < p-1. Além disso, observe que se

dado é irredutivel sobre Q sé quando p > 3. <
Aplicagao 4.5. O polinomio f(z) = 21 + 101219 + 102 é irredutivel em Q[x].

Considere o polinomio f(x —1). Desenvolvendo-o, tem-se:

f(z-1)=(x-1)"" +101(x - 1)1 + 102

101
= 2! - 1012 + ( 5 )x99 +...— 101z = 1+ 1012 - 101 - 1002% + ... +
+101-100z + = + 101 -1 + 102
Note que o coeficiente constante desse polinomio é —1+101 + 102 = 202. Considerando

o primo 101, tem-se que esse nimero nao divide o coeficiente lider e divide cada coeficiente

nao lider. Além disso, 1012 + 202. Portanto, o polinomio dado é irredutivel sobre Q. <«
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Como visto, o Critério de Eisenstein possui varias aplicagoes em Algebra Abstrata.
Sua importancia no estudo da prova de irredutibilidade dos polindmios ciclotomicos de
indice primo pode ser percebida pela simplicidade dessa demonstracao, a qual Gauss tinha
obtido de uma maneira mais trabalhosa.

Cabe destacar que este trabalho trata-se apenas de um estudo inicial desse assunto e
pode ser futuramente ampliado no sentido de avaliar solubilidade e, assim, irredutibili-
dade de polinomios com coeficientes em estruturas algébricas mais sofisticadas, como as

algebras.
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APENDICE A — TEORIA DOS NUMEROS

Neste apéndice, sao apresentadas algumas defini¢oes e resultados importantes de Teo-
ria dos Numeros que foram usados ao longo deste trabalho. A composicao deste apéndice
foi feita com base nas referéncias |Alencar Filho (1981), Beachy e Blair| (2019)), Hazzan
(1977), Rotman| (2006) e |Santos (1998).

A.1 Divisibilidade

A seguir é apresentada a defini¢gao de divisibilidade no anel dos ntimeros inteiros.

Definicao A.1. Sejam a e b dois numeros inteiros. Diz-se que a divide b se existe um

inteiro ¢ tal que b=a-c.

Quando a divide b, diz-se também que b é multiplo de a ou que a é um divisor, ou
fator, de b. Ainda, pode-se dizer que b é divisivel por a. A notacao para indicar que a

divide b é a | b. Caso contrario, escreve-se a + b.

Exemplo A.1. O ntmero 5 divide o ntimero 20, pois 20 =5-4 e 4 € Z. Assim, o nimero

20 ¢ um multiplo de 5.

Exemplo A.2. O nimero 0 divide o préoprio ntimero 0, porque 0 =0-0 e 0 € Z. Cabe
destacar que o unico multiplo de 0 é o proprio 0, uma vez que, para qualquer ¢ inteiro,
tem-se ¢-0=0. Além disso, com essa mesma justificativa pode-se notar que 0 é multiplo

de qualquer ntimero inteiro.

Pode-se denotar o conjunto de todos os multiplos de um inteiro a da seguinte forma
aZ ={beZ:b=a-c para algum c € Z}. Dessa maneira, o conjunto formado por todos os
multiplos de 5 pode ser representado por 5Z = {...,-20, -15, -10, -5, 0, 5, 10, 15, 20,...}.

Se um inteiro b é multiplo de um inteiro a, entao todo multiplo de b é também multiplo

de a. Veja a proposigao a seguir.

Proposicao A.1. Se a e b sio dois nimeros inteiros, entao a | b se, e somente se,
bZ < aZ.

Demonstracao.
(=) Se a | b, entao existe c € Z tal que b = a-c. Agora, tome = € bZ. Assim, existe um
certo k € Z de modo que x = b- k. Por substituigao, decorre que x = (a-c¢)-k. Usando a
propriedade associativa da multiplicagao, tem-se x = a - (¢- k), ou seja, x € aZ. Portanto,
bZ < al.
(<) Reciprocamente, se bZ € aZ, entao b € aZ. Consequentemente existe ¢ € Z tal que
b=agq, isto é, a|b.

m
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A proposicao a seguir apresenta propriedades importantes da divisibilidade de niimeros
inteiros.
Proposicao A.2. Se a,b,c € Z, entao valem as sequintes propriedades:
(i) a|a.
(ii) Se a|b, entdo a|be.
(1i1) Se a|b, entao ca | be.
(iv) Se cal|chb ec#0, entio a|b.
(v) 1]a.
(vi) Sea|beb#0, entdo |a| <|b|.
(vii) Se a|b eb|a, entao |a| = |b].
(viii) Se a|b e a#0, entao g | b.
Proposicao A.3. Sejam a,b,c,m,neZ. Sec|a ec|b, entao c|(am+an).

Demonstragao. Por definicao, se ¢ | a e ¢ | b, entao existem ky, ko € Z tais que a = cky e
b = cko. Multiplicando a igualdade a = ck; por m e, a b = cks por n, obtém-se ma = mck; e
nb = ncky. Agora, adicionando essas duas ultimas igualdades, tem-se ma+nb = mcki+nck,,

ou seja, ma +nb = (mky + nky)c. Portanto, ¢ | (ma + nb). O
A seguir serd apresentada a definicdo de um divisor muito importante.

Definicao A.2. Sejam a,b € 7Z, ambos nao nulos ao mesmo tempo. Um inteiro d é
chamado maximo divisor comum de a e bse d|a e d|b. Além disso, qualquer divisor

comum de a e de b é também divisor de d.

Para denotar o maximo divisor comum de a e b serd usada a notagao mdc(a,b).
Costuma-se também representar esse divisor por (a,b).
O resultado a seguir é um teorema muito importante em Teoria dos Nimeros envol-

vendo o maximo divisor comum de dois nimeros inteiros.

Teorema A.1 (Identidade de Bézout). Se a,b € Z (a ou b diferente de zero) e d =

mdc(a,b), existem x,y € Z tais que
d=ax+by.

Demonstragao. Veja Santos (1998 p. 5). ]
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Coroléario A.1. Se mdc(a,b) =1 e a|be, entao a|c.

Demonstragao. Suponha que mdc(a,b) =1 e e a|bc. Pela Identidade de Bézout, existem
x,y € Z de forma que 1 = ax+by. Multiplicando essa igualdade por ¢, obtém-se ¢ = cax+cby.
Como a | caz e a| cby (que segue da hipéStese e do item (ii) da Proposicao [A.2), conclui-
se, pela Proposicao [A.3] que a | (caz + cby), ou seja, a | c. ]

A seguir é apresentada a definicao de ntimero primo.

Definicao A.3. Um numero inteiro p > 1 é chamado primo se, e somente se, o conjunto

dos seus divisores positivos é {1,p}.

Quando um numero inteiro maior do que 1 nao é primo, ele é chamado composto.

Observag¢ao A.1. Sejam p um nimero primo e ¢ um nimero inteiro. Entao, mde(a,p) =1
se, e somente se, p 4+ a. De fato, como p é primo seus tnicos divisores positivos sao 1 e p.

Sabe-se que 1 divide qualquer nimero. Se p | a, entdo o tnico divisor comum é 1.
Proposicao A.4. Se p é primo e p|ab, entio p|a ou p|b.

Demonstra¢ao. Suponha que p é primo e que p | ab. Se p | a, ndo ha o que provar. Se
p 4 a, entao, pela observagao anterior, mdc(a,p) = 1 e, pelo Corolario , decorre que
plob. O

Observagcao A.2. Essa propriedade pode ser generalizada da seguinte forma. Se p é
um numero primo e p | ajas...a,, entao p | a; para algum i € {1,2,... ,n}. De fato,
escrevendo o ajas...a, como aj(as...a,), tem-se, pela Proposigao , p | ap ou
plas...a, Seplay, estd provado. Se p 4 ay, entdao p | as...a,. Dessa forma, escreve-
se az...a, = as(as...a,) e repete-se a andlise feita. Repetindo-se esse processo n vezes

tem-se o resultado.

Proposicao A.5 (Propriedade distributiva do mdc). Se a,b,t€Z et + 0, entdo
mdc(ta,tb) = |t|mdc(a,b).

Demonstracao. Sejam ¢ = mdc(ta,tb) e d = mde(a,b). Assim, por defini¢cao de mdc, d | a
e d|b. Pelo item (iii) da Proposigao [A.2] tém-se td | ta e td | tb. Como ¢ é o mdc de ta
e de tb, entdo, por defini¢ao, td | c. Consequentemente, existe x € Z tal que ¢ = tdx. Desse
modo, tdx | ta e tdz | tb, isto é, dx | a e dz | b. Como d = mdc(a,b), segue que dz | d, ou
seja, x | 1. Logo, x € {1,-1}. Assim, ¢ = [td|]. Como d é um méximo divisor comum, entao

d >0 e, por conseguinte, ¢ = |[t|d. Portanto, mdc(ta, tb) = |[t|mdc(a,b). O

Observacao A.3. Essa propriedade pode ser generalizada para n niimeros inteiros, ou seja:

mdc(tay, tas, ..., ta,) = [tjmde(ay, aq, ..., a,).
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A.2 Numeros binomiais

Antes de definir niimero binomial, é preciso saber o que é um fatorial.

Definicao A.4. Seja n um nimero inteiro nao negativo. O fatorial de n, denotado por

n!, é o nimero inteiro tal que:

lsen=0oun-=1

n-(n-1)-(n-2)...3-2-1sen>2

n.

O fatorial de n também pode ser chamado n fatorial.
Exemplo A.3. 5!=5-4-3-2-1=120.

De forma geral, tem-se n! =n(n-1)!.

A seguir, apresenta-se a definicao de nimero binomial.

Definigao A.5. Sejam n e k dois niimeros inteiros tais que 0 < k£ < n. Chama-se nimero

. . , . . n
binomial de numerador n e classe k o nimero inteiro ( k) de forma que

10)_ 100 10-9-8 10-9
8/ 8l(10-8)! 828 2

Exemplo A .4. ( =45.

Toda expressao do tipo (z +y)" em que x,y € R e n € N é chamada de binémio de

Newton.

Observagao A.4. Os seguintes casos particulares seguem da definigao:

n n! n! n!
i = = :—:1.
) (o) 0M(n-0) 1-n 7l

(i) (n) n! ~n(n-1)! nn-1)! o

1) Um-1) 1al (-1

(i) (n) n! n! n! n! ]
111 = = = = — =1.
n) nl(n-n)! n!-00 nl-1 nl

Teorema A.2 (Teorema Binomial). Se x,y € R e n €N, entdo:

(x+y)" = i (Z)x”_kyk.

k=0

Demonstracao. Veja Hazzan (1977, p. 50). ]

Proposicao A.6. Se p é um nimero primo, entdio p | (Z) para 0 < k < p.
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Demonstracao. Sabe-se que:

(p): pt _pp-1)...(p-k+1)
k)~ kl(p-k)! k! '

Dessa forma, tem-se k'(i =p(p-1)...(p-k+1), isto é p| k'(i) Se p | k!, entao,
pela Observagao [A.9 p divide algum fator de k!. Uma vez que 0 < k < p, entdo cada

fator de k! é estritamente menor do que p. Assim, p nao divide nenhum desses fatores

e, consequentemente, p 4+ k!. Portanto, pela Proposigao |A.4] tem-se p | (Z) para cada

0<k<p.
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APENDICE B — NOTA HISTORICA

Conforme Kleiner| (2007)), a palavra “algebra” até o inicio do século XIX significava
resolver equacoes polinomiais. Os polinémios nao eram tratados como entes separados
destas. Na aritmética do matemaético grego Diofanto de Alexandria (250 a.C.), por exem-
plo, eles podem ser interpretados como “lados” das equagoes. O primeiro passo no de-
senvolvimento da escrita dos polinomios foi dado por esse matematico, considerado por
muitos como “o pai da Algebra”. Ele criou uma notacio para valores desconhecidos de
um problema, representando-os pela letra grega ¢, a qual é a ultima letra da palavra
grega “Gowduoc” (nimero). Além disso, ele também introduziu outras notagoes, a saber,
AT para o quadrado da quantidade desconhecida, KT para o cubo da quantidade des-
conhecida, ATA para a quarta poténcia, e assim por diante. Essa notacao permitia a
escrita apenas de polinomios de grau no méaximo igual a 6. Usando a escrita de Diofanto,
o polinémio 3 - 322 + 2x + 4 era representado por KTagﬁZ\;lé h AT~ sendo =1, 3 =2,
v=3ed=4eosimbolo } usado para o sinal negativo; nao havia equivalente para o atual
“+” e, por isso, os termos positivos eram indicados juntos. Além disso, nessa notacao o
stmbolo M era usado para indicar o termo constante e vinha sempre acompanhado de um
coeficiente.

Outros mateméticos que tiveram contribuigao nessa trajetoria foram Al-Khwarizmi e
Al-Karaji (953-1029). Este ultimo nao sé estendeu a notagao de Diofanto para escrever
polindmios de graus maiores, como também forneceu regras para as operagoes com estes.

Foi o matemético francés Frangois Viete (1540-1603) que introduziu a notagdo mo-
derna e as regras de manipulagao algébrica. Considerado por varios historiadores como
o fundador da Algebra Moderna, ele representava as variaveis por vogais e as constantes
por consoantes maiusculas. Ademais, ele utilizava palavras para representar poténcias.
Em continuacao ao trabalho de Viete, René Descartes (1596-1650) introduziu a utilizagao
das letras x, y e z para indicar variaveis e das letras a, b e ¢ para indicar constantes.
Descartes também introduziu a notacao para poténcias tal qual a usada atualmente.

De acordo com Domingues e lezzi| (2003, p. 282), o conceito de polinomio irredutivel
s6 comecgou a ser abordado na primeira metade do século XIX. Foi com o estudo dos
polinémios ciclotomicos, na obra “Disquisitiones Arithmeticae” (1801) do matemédtico
alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que iniciou-se essa abordagem. Gauss desen-
volveu esse estudo motivado pela inscricao de poligonos regulares em um circulo usando
régua e compasso, que era um problema de muito interesse para os gregos antigos.

O Critério de Eisenstein também ja foi conhecido como Critério de Schonemann-
Eisenstein, uma vez que o matematico alemao Theodor Schonemann (1812-1868), des-
cobriu esse teorema de forma independente antes de Eisenstein. Ambos os matematicos

publicaram suas versoes no Jornal de Crelle, fundado pelo matematico alemao August
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Leopold Crelle (1780-1855).

Consoante |Cox| (2011)), a prevaléncia do nome “Critério de Eisenstein” deve-se & in-
fluencia do livro “Moderne Algebra”, publicado pela primeira vez em 1930 e de autoria
de Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996). Esse autor colocava apenas o nome de
Eisenstein no critério, mas havia uma menc¢ao a Schonemann na primeira edicao do livro,
a qual foi removida na segunda edigao (1937).

Ferdinand Gotthold Max Eisenstein nasceu no dia 16 de abril de 1823 na capital da
Alemanha, Berlim. O nome de seu pai era Johan Konstantin Eisenstein (1791-1875) e o de
sua mae, Helene Pollack (1799-1876). Eisenstein era o mais velho dos seis filhos do casal
e foi o Unico destes que sobreviveu a meningite infantil. Devido a essa doenga e outras,
ele foi hipocondriaco durante toda sua vida. De acordo com |[Schmitz (2004)), Eisenstein
quase nao tinha amigos quando ele era crianca e, além disso, sempre teve dificuldades em
sua situacao financeira. Apesar de tudo, ele sempre teve o apoio de Gauss e também a
sua admiracao. Além do interesse pela matematica, tinha inclinagdo para a musica. Ele
morreu em 11 de outubro de 1852 vitima de tuberculose.

Theodor Schénemann, cujo sobrenome também pode ser escrito como Schoenemann,
nasceu em 4 de abril de 1812. Além de ele ter descoberto o Critério de Eisenstein antes
de Eisenstein, também descobriu o Lema de Hensel e a Lei de Reciprocidade de Scholz
antes dos matematicos dos quais essas descobertas levam o nome.

Apesar de o Critério de Eisenstein ser chamado assim, Schénemann merece reconhe-

cimento por seu trabalho e descoberta.
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