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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo realizar um estudo histérico acerca da Equacao de
Bernoulli. A pesquisa abrangeu alguns dos principais fatos e respectivos trabalhos que contri-
buiram para o desenvolvimento no decorrer do tempo. Estudou-se as formas de resolucio da
equacao e algumas aplicacdes da Equacdo de Bernoulli para modelar e solucionar determinados
problemas em diversos ramos das Ci€ncias Naturais. Para isso, utilizou-se alguns conceitos das

Equacdes Diferenciais Ordindrias, tais como: EDQO’s linear, ndo linear e fator integrante.

Palavras Chave: Equacdo de Bernoulli. Equacao de Bernoulli-Resolu¢do. Jacob Bernoulli.



ABSTRACT

The present work aims to carry out a historical study about the Bernoulli Equation. The re-
search covered some of the main facts and respective works that contributed to the development
over time. We studied the ways of solving the equation and some applications of the Bernoulli
equation to model and solve certain problems in different branches of Natural Sciences. For
this, some concepts of Ordinary Differential Equations were used, such as: linear, non-linear

EDO and integral factor.

Keywords: Bernoulli equation. Bernoulli-Resolution equation. Jacob Bernoulli.
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Introducao

Uma Equagdo de Bernoulli é uma equagdo diferencial ndo linear, de primeira ordem, na
forma:

dy

o +p(t)y =q(t)y",

em que n € um numero real qualquer. Paran =0 e n = 1 a equagdo € linear em y.

O estudo da Equacdo de Bernoulli comecou no século XVII com investigacdes no incipiente
Cdlculo Diferencial e Integral feitas por Jacob, Johann e Leibniz e suas principais aplica¢des
foram nas Ciéncias Naturais, mas posteriormente foram feitas varias aplicacdes em outras areas.

A Equacio de Bernoulli, em geral, € classificada em n = 0 (quando € preciso usar um fator
de integragdo), n = 1 (a equacdo € resolvida por varidveis separaveis) ou Vn € R # 0, 1 (quando
a equacao € reduzida a uma equacao linear pela mudanca de varidvel).

No presente trabalho, iremos caminhar um pouco pela a histéria da familia Bernoulli, pro-
curando enfatizar o trabalho realizado por Jacob Bernoulli, que no ano de 1696 desenvolveu
a equacdo que conhecemos como Equacdo de Bernoulli. Jacob contou com as contribui¢des
de Leibniz para provar n # 0, 1, como podemos encontrar no artigo intitulado Who Solved the
Bernoulli Differential Equation and How Did They Do It?, conforme a referéncia [3].

Durante o periodo de estudo para a elaboracdo deste trabalho, pesquisando sobre a familia
Bernoulli, no site do IMPA, encontrei duas matérias de autoria do matematico Marcelo Viana,
com quem mantive contato e fiquei agradecida com a disponibilizacdo completa das matérias,
a primeira intitulada Os Bernouli sdo a familia real da matemdtica a segunda A notdvel familia
matemdtica Bernoulli era problemdtica, em que, fago citacdes das mesmas no Capitulo 1.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: No Capitulo 1, apresentaremos um
pouco da historia da polémica familia Bernoulli. No Capitulo 2, apresentaremos a importante
contribui¢do de Leibniz no estudo da equacdo. No Capitulo 3, apresentaremos a resolugdo da
equacdo considerando, separadamente, os casos n =0, n =1 e n # 0,1, bem como algumas

aplicacdes dela. Por derradeiro, tecemos algumas palavras em conclusio do trabalho.



Capitulo 1

Breve historico da familia Bernoulli

Os Bernoulli sdo origindrios da Bélgica e emigraram para a cidade suica da Basileia. A fa-
milia é formada por quatro irmaos e seis irmds. Dois deles alcancaram renome na matemadtica,
quais sejam, Jacob e Johann. Daniel, filho de Johann, seu primo Nicolaus I, seus irmaos Nico-
laus II e Johann II, e os filhos de Johann II: Johann III e Jacob II, também deram contribui¢des
a Matematica.

Os Bernoulli trataram de temas importantes. Jacob possibilitou, por exemplo, avancos na
teoria da Probabilidade, lei dos grandes nimeros, processos de Bernoulli. Johann trabalhou nas
equacOes diferenciais (em especial, na equacdo que carrega seu sobrenome) e no Calculo das
Variacoes.

Daniel trabalhou no conhecido “Principio de Bernoulli da Hidrodindmica”, além de ter es-
tudado o paradoxo de Sao Petersburgo. Os Bernoulli eram muito talentosos, mas eram uma
familia com muitos problemas. Havia ciime entre os irmdos Jacob e Johann. Logo apds Johann
ficar famoso, Jacob falava que ele havia sido seu aluno, o que deixava Johann irritado. Eles
chegaram ao ponto de brigar por causa da solu¢do de um problema dito isoparamétrico e por
esse motivo deixaram de se falar em 1697. Conforme preceitua Viana (2019, p. 1), “Jacob
desconfiava que Johann queria seu emprego na Universidade da Basileia, que Johann realmente
conseguiria depois da morte do irmao.”

Em 1738, Daniel publicou um livro sobre hidrodindmica. Johann, seu pai, publicou um livro
com as mesmas ideias de Daniel, mas colocou uma data anterior e falou que seu filho tinha feito
plagio. Johann novamente se envolveu em serias controvérsias com o marqués L'Hopital', seu

patrocinador.

!Guillaume Francois Antoine Marquis de L’Hospital (1661-1704) foi um matematico francés
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Marqués de L'Hopital, pagou a Johann um bom honorério para que o
informasse sobre suas descobertas na teoria do cédlculo, as quais ele ndo
poderia contar para mais ninguém. Dois anos depois, 0 marqués pu-
blicou o livro “Anélise dos infinitamente pequenos com aplicacdes as

linhas curvas”, que se tornou um enorme sucesso. (Viana, 2019, p. 1)

Ap6s a morte do marqués, Johann ndo recebeu mais o honorério dai em publico afirmou
que o livro era copia de suas notas de aula que ele tinha dado a I’ Hopital. Mas, os historiadores
ndo acreditaram nele, depois do que ele fez com o proprio filho. Em 1920, foi encontrado na
Universidade de Basileia uma cdpia das notas de aula de Johann comprovando o que ele tinha

afirmado.

1.1 Jacob (Jacques) Bernoulli

Jacob nasceu dia 27 de dezembro de 1654 em Basel e faleceu em 16 de agosto de 1705.
Estudou Matematica e Astronomia contra a vontade dos seus pais. Em 1676, apos licenciatura
em Teologia, foi trabalhar em Genebra como tutor. Depois de um tempo, viajou para Franca,
onde trabalhou dois anos com os seguidores de René Descartes.

Ja em 1681, Jacob foi para a Holanda e 14 conheceu vérios mateméticos. Continuando os
seus estudos com os cientistas e matematicos da Europa, logo apds, foi para Inglaterra, onde
conheceu, Boyle e Hooke e outros. Dai, comegou o interesse por Astronomia, drea na qual
elaborou uma teoria sobre cometas mas que, no final, se considerou incorreta.

Com tantas viagens feitas, Jacob manteve-se em correspondéncia com varios matematicos
durante muitos anos. Voltou, depois, a Suicga, e 14 ensinou Mecanica na Universidade de Basel
desde 1683, onde proferiu vérias palestras sobre mecanica de s6lidos e liquidos.

Como Jacob também era formado em Teologia, esperava-se que ele voltasse para a Igreja,
mas recusou o lugar oferecido a ele. Suas paixdes eram a Matemdtica e a Fisica Tedrica e
foi nestas dreas que se dedicou a pesquisa e ao ensino. Durante esse tempo, o0 membro da
familia Bernoulli estudou os trabalhos dos grandes mateméticos da sua época e, por meio deles,
comecou a se interessar por Geometria Infinitesimal.

Em 1682 Jacob comecou a publicar no Journal Acta Eruditorum, em Leipzig. J4 em 1684
se casou com Judith Stupanus e tiveram um casal de filhos que, ao contrdrio de muitos dos

membros da familia Bernoulli, ndo se tornaram nem matematicos nem fisicos.
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Em 1687 Jacob foi nomeado professor de Matematica em Basel e, juntamente com o seu
irmao Johann, comecou a estudar o Calculo Diferencial e Integral como Leibniz o apresentara.

Note-se que as publicacdes de Leibniz sobre o Calculo Diferencial e Integral eram muito
obscuras para os matemadticos da época, e os irmaos Bernoulli foram os primeiros a tentar
compreender e aplicar as ideias do matematico alemao. Apesar da sua cooperacao em trabalhos
importantes, os irmdos Bernoulli, como de costume, vieram a se desentender, chegando mesmo
a haver, em 1697, uma ruptura total das relacdes entre eles. Jacob criticou publicamente as
autoridades da Universidade de Basel, o que, como seria de esperar, deixou-o numa situacao
dificil na prépria Universidade.

Foram vadrias as primeiras grandes contribuicOes de Jacob para a Matemadtica: em 1685
publicou um panfleto sobre o paralelismo entre a Légica e a Algebra; em 1685 trabalhou no
campo da Teoria das Probabilidades; em 1687 elaborou trabalhos no campo da Geometria, e os
resultados que obteve permitiram-lhe formular uma constru¢io que assegurava dividir qualquer
triangulo em quatro partes iguais com duas linhas perpendiculares. Em 1689 Jacob publicou
dois importantes trabalhos: um sobre séries infinitas e outro em que demonstrava a chamada
Lei dos Grandes Numeros. Entre 1682 e 1704 publicou cinco trabalhos sobre séries infinitas,
em que os primeiros dois continham importantes resultados. Bernoulli estudou também séries
exponenciais.

Em maio de 1690, Jacob publicou um artigo muito importante para a histéria do desenvol-
vimento do Célculo, € neste artigo que a expressao “integral"aparece pela primeira vez, com
o verdadeiro sentido de integracdo. Em 1696 resolveu a equacdo que hoje conhecemos como

“Equacdo de Bernoulli”:

/

Y =pE)y+q(x)y".
Jacob se interessou também pelo estudo de curvas, entre as quais as hipocicloides e epiciclodides,
a cicldide, a catendria, os ovais de Cassini, a espiral equidngular e a lemniscata, que depois
ficou com o seu nome. Ele foi também o matematico que mais avangou no estudo da espiral
logaritmica. Em 1692, investigou, as curvas cdusticas e as estudou, em particular, associadas
a pardbola, a espiral logaritmica e a epicicléide. Em 1694 foi concebida, pela primeira vez, a
Lemniscata de Bernoulli.

O trabalho mais original de Jacob foi “Ars Conjectandi” (“A arte de conjecturar”) publicado
em Basel em 1713, oito anos apds a sua morte. Até a data da sua morte, em 1705, continuou

a leccionar Matemdtica em Basel, sendo que apds sua mote foi substituido pelo seu irmado
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Johann. Quando da sua morte, seu trabalho estava incompleto, mas ndo deixou de ter um
enorme significado na Teoria das Probabilidades.

Jacob, era um apaixonado pelas curvas e pelo Calculo, e sempre considerou as propriedades
da espiral logaritmica como sendo quase mégicas, ele pediu que, na sua pedra tumular, ficasse
inscrita a seguinte frase em latim: Eadem Mutata Resurgo, que significa “surjo sempre igual a

mim propria”.
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Capitulo 2

Contribuicao de Leibniz na Equacao de

Bernoulli

Para uma abordagem historica acerca da contribui¢cdo de Leibniz, baseamo-nos, precipu-
amente, no trabalho intitulado Who Solved the Bernoulli Differential Equation and How Did
They Do It?, cuja autoria € devida a Adam Parker (vide [3]).

Houve trés principais matematicos que estudaram a resolucao da equacdo de Bernoulli. O
primeiro foi Gottfried Leibniz - Matematico e Filésofo alemdo desenvolvedor do Calculo, o
segundo foi Jacob e o terceiro foi Johann, seu irmao. Em 1695, Jacob Bernoulli propds pela
imprensa a equacdo pela primeira vez. Ele estava preso nesse problema fazia alguns meses e,
por isso, decidiu organizar uma competi¢ao para resolvé-lo.

Trés meses apds a publicacdo da equacdo diferencial de Bernoulli, Leibniz publicou uma

solugiio que baseada na mudanca de varidveis y! =",

Ressalte-se que Leibniz ndo forneceu a
substituicdo que reduz a uma equacao diferencial linear, ele estava sendo vago, e também nao
deu nenhuma indicacdo de como resolver a equagdo diferencial linear. Em verdade, omitiu os
detalhes dizendo: “Essa equacdo geral é reduzida a quadratura por mim e ja foi comunicada aos
amigos”. O amigo a quem ele se refere é L' Hopital e a técnica de resolug@o estd em uma carta de
Leibniz datada de 27 de novembro de 1694. Nao ficou claro se Leibniz poderia dar uma solugdo
para o resultado da equacao diferencial linear. O fato de ter usado a palavra “quadratura” indica
que ele estava satisfeito em mostrar a solu¢gdo como drea sob uma curva.

Em julho de 1696, Jacob Bernoulli publicou um artigo anunciando que seu problema fora

resolvido por Leibniz. Johann deu detalhes acerca de uma segunda solu¢@o e, em marco de

1697, publicou que estava resolvendo a equacdo do irmdo em que mostrava duas solucoes,
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quais sejam: a primeira delas € uma solu¢do advinda do método de Leibniz em que, por meio
1
da mudanga y = v(I=" transforma a equagao de Bernoulli numa equacdo diferencial linear. A

segunda solucdo de Johann sugere que escrevamos a solu¢do como
y=mz

Ele substitui y na equagdo diferencial ady = ypdx + by"qdx o que significa que y resolve a
equacao diferencial original. Em seguida, ele afirma que:

adz

— = pdx
Z
ou seja, z satisfaz
ady
g P
que € a parte homogénea da solugao:
ady
d_ =yp—+ bynq .
x

Johann escreve a solucdo em duas partes y = mgz, introduzindo um grau de liberdade. A
funcao z foi escolhida para resolver a equacao diferencial original homogénea, e mz resolve a
equagao diferencial original. Johann usa variacdo de pardmetros 78 anos antes do famoso artigo
de Lagrange sobre o assunto em 1775.

Johann fornece a substitui¢do explicita de Leibniz:

1) z € uma solugdo da equacao homogénea adz = zpdx. Equagdo separdvel, portanto, resol-
vemos para z em funcdo de x.

2)Y = mzresolve a equagdo diferencial de Bernoulli, ou seja ady = a(mdz+ zdm) = mzpdx+
bgdx. Como adz = zpdx temos que azdm = bqgdx.

A substituicdo do z encontrado nesta equacgdo diferencial leva a outra equagdo separavel
que podemos resolver para m. Finalmente, escrever y = zm fornece a solug¢do para a equagdo
diferencial linear.

Isso mostra que Joham conhecia a técnica. De fato, Joham escreveu em dezembro de 1696
que a equagdo ndo tinha lhe causado problemas.

Mas a historia ndo termina por aqui. Apds a morte Jacob, suas anotagdes e artigos foram
coletados e publicados junto com extensas consideragdes do editor, Cramer!. Nas notas de

rodapé do problema:

ady = ypdx+ by"qdx,

!Gabriel Cramer (1704-1752) foi um matemético suico.
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Jacob anunciou como Leibniz resolveu seu problema. Cramer faz varios comentérios sobre o
problema, um deles ja vimos, que foi como usar o método de Leibniz. Ele também comenta

sobre Jacob ter atacado a equacdo diferencial.
dy = ayx""dx+ by" x"dx

que foi pensado como uma versao mais simples da equacao diferencial de Bernoulli. Nas anota-
coes de Jacob, ele resolve equacdes diferenciais onde a solugdo € escrita como produto de duas
fungdes dy = ydx+ bx"dx e dy = yydx + x"dx ambas equacdes resolvidas supondo que: y = pq.
No primeiro exemplo resolve a equacao diferencial homogénea dy = ydx.

Em suma, Gottfried Leibniz, Jacob e Johann s@o os principais matemdticos que contribui-
ram para a solu¢do da equagao diferencial de Bernoulli. Jacob propds isso no papel, enquanto
Leibniz e Johann forneceram ideias importantes. Leibniz conhecia a técnica que ensinamos até
hoje, mas ele escondeu a maioria dos detalhes. Frise-se que a solu¢ao de Johann foi, em ver-
dade, baseada no método da variacdo dos parametros (Boyce-Diprima, 2015, p.96) anos antes

de Lagrange estudar a técnica.
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Capitulo 3

Resolucao da equacao de Bernoulli e

aplicacoes

Conforme visto na Introducgdo, a equagao diferencial

d
~p(y=q(0)y', neR, 3.1

¢ chamada de equacio de Bernoulli. Para n =0 ou n = 1 a equacdo (3.1) € linear em y.

3.1 Resolucao da equacao de Bernoulli

Dedicaremos o estudo desta secdo a resolucdo da equacdo (3.1). Para isso, serdo suficientes
os conhecimentos aprendidos em qualquer curso bésico de Equagdes Diferenciais Ordindrias.
Relembremos que uma solugido para (3.1) € um fungdo y : (a,b) — R diferencidvel, que satisfaz
a equagdo em todos os pontos 7 € (a,b). Para fins didaticos, separamos essa resolugdo em trés
casos, discriminados a seguir. O dois primeiros casos correspondem ao caso linear e o ultimo
ao ndo linear.

Caso 1: n=0. (3.1) sereduz ay' + p(t)y = ¢(t)y°, ou seja, y' + p(t)y = ¢(t), a qual é uma EDO
linear cujo método de solucdo é descrito como segue: seja u(t) = el P)dt (Fator integrante da

equacdo linear). Multiplicando y' + p(r)y = gq(t) por u(z), obtemos:
u(t)—+u(t)p(t)y = u(t)q(1). (3.2)

d
Mas como u(t)p(t) = d—'l;, entdo (3.2) pode ser escrita como:

dy du

u(t)z +y= u(t)q(t).



O lado esquerdo da equagdo € derivada do produto, entdo:

d

oy WEy(0) = u()g(2).

A equagio (3.3) é do tipo y' + p(t)y = ¢(t), ou seja,

ay

E _f(t)v
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(3.3)

em que Y (1) = u(t)y(t) e f(t) = u(t)q(t). Integrando ambos os membros de (3.3) em ¢, temos

u(e)y(0) = [ u(e)a(t)dr +C.

Como u(t) # 0,Vt € R, obtemos a solugdo geral da equagio que é dado por:

- A0

Caso 2: n = 1. Nesse caso, (3.1) se reduz a y' + p(r)y = ¢(t)y, a qual é uma EDO linear

separdvel cujo método de resolucao é descrito como segue:

Y +p(0)y=q()y.

Fazendo a separacdo de varidvel, temos:

= =p)y o = ()= plo)a.

Integrando ambos os membros, obtemos a solucdo da EDO:

dy
5 = [t~ punarc.
Caso 3: n#0, 1. Paran # 0,1 a equagao de Bernoulli (3.1) € ndo linear.

dy "
— t)y=qglt .
0 +p(t)y=q(t)y

Multiplicando (3.4) por y ", obtemos:

fndy 1-n
— 4+ p(t =q(t
y by q(t)
Fazendo v = y' ="
dv l—p_1 dy . dy
(1= n—=1 27 _(1_ n 2
o~ o~y
Portanto,
_,dy 1 dv

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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Substituindo (3.6) em (3.5), temos:

Logo,
VA (1=n)-p(t)y = (1-n)q(t).

a qual € linear, obtemos a solu¢do geral da equacgdo que é dado por:

o) =u()( [ PO ¢

u(t)

Ao final, devemos voltar a varidvel original, com y = vT-n.

3.2 Aplicacoes

Finalmente, apresentaremos algumas aplica¢des da equagdo de Bernoulli. Esta secdo foi
inspirada, principalmente, na referéncia [2]. A primeira delas trata da famosa equacao diferen-
cial de Verhulst!, a qual é um importante tpico da teoria das equacdes diferenciais relacionado
ao crescimento populacional.

Considere o problema:
dp

dr :k(Pmax_p)pa (3.7)

em que k > 0 € uma constante € p,,,x denota um valor limite méximo para a popula¢ido. Segundo
este modelo, qual serd o comportamento da populacdo no longo prazo? A resposta a esse

questionamento € desenvolvida a seguir. A EDO (3.7) € equivalente a

d
d—p — kpmaxp = —kp*. (3.8)
t
Logo, é uma equagio de Bernoulli. Fazendo v = p~!, segue-se que p/ = —v~2-V/. Substituindo
p e p' na equagdo (3.8), obtemos a equagdo
v/+kpmax-v:k, (3.9)

a qual € linear se resolve pelo método do fator integrante (Boyce-Diprima, 2015, p.31).

/vl(t) _ efp(t)dt _ ef/gn,,m)cdt7

!Pierre Francois Verhulst(1804-1849) foi matematico e doutor na teoria dos niimeros.
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donde
u(t) = ekPmed, (3.10)

Multiplicando a equagdo (3.9) por (3.10), obtemos

!
ekpmwc[ p 4+ kpmax Yy = ekpmaxt -k

Logo,

d

O pmac ] = ko

Integrando ambos os membros, obtém-se

1
V= _|_ C . efkpmaxt,
Pmax

para alguma constante C € R. Retornando a varidvel p, inferimos que

B 1
p - 1 C )
Pmax ekpmaxf
para alguma constante C € R. Além disso,
i i C 1
fimp = Jim | 7 G | = = P
Pmax Pmax

para alguma constante C € R, demonstrando que, no longo prazo, a populacdo ficard mais e
mais proxima de pjqy.
Uma segunda aplicacio se d4 na equacio de Ricatti>. Uma EDO de primeira ordem é

denominada equacao de Ricatti se puder ser expressa na forma

dy

5 = PO +a@y+r), (3.11)
para fungdes p,q,r: (a,b) — R continuas. A equagéo de Ricatti pode ser transformada em uma
equagdo de Bernoulli, caso seja conhecida uma solucéo particular y; (7) da equacdo de Ricatti,

por meio da seguinte mudanca de varidvel:

y(t) =yi(t) +ult). (3.12)

Derivando (3.12) em relacdo a #, obtemos
d d d
dy _dvn  du
dt dt dt

2Jacob Francesco Ricatti (1676-1754) foi um conde italiano e também matemético e filésofo

(3.13)
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Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11), temos

% + Z_L; = p(t) +q(1)- (1 +u) +r(1) - (1 +u)?

= p(t) +q(t)y1 +q(O)u+r(t)- (F +2y1u+u?)

= p(t) +q(t)y1 +q(O)u+r(t)y +r(t)2y1u+ r(t)u’.

d
Dado que y;(t) é solugdo, depreende-se que % —p(t) —q(t)y1 — r(t)y? = 0. Dai,

d d
% —p(1) = q()y1 = r(t)yi + d—? = q(t)u+r(t)2y1u+r(t),
ou seja,
du )
(q(t) +r(1)2y1) -u=r(t)u’, (3.14)

dt
a qual € uma equacgao de Bernoulli com n = 2, e pode, como vimos, ser reduzida a equagdo

linear. A guisa de exemplo, consideremos o modelo a seguir da equacdo (3.11):
y =+ (142e)y+y>. (3.15)

E de rédpida verificacdo que a funcdo y; = —e' é uma solucdo particular de (3.15). Fazendo
y=y1+u, tem-se y=(—e')+u=u=y+e'. Dai, em comparacdo com a equacdo de Bernoulli
(3.14) e apds as devidas substitui¢des, obtemos

CCZZ—?—[(I—i—Zet)—I—I-Z-(—et)]-u:1~u2.

Da mudanga de varidvel v = u' =2, tem-se v = u~'. Substituindo em v + (1 —n) - p(t)v =

(1 —n)q(r)
VA (1=2) —[(14+2e")+1-2-(=€)]y=(1-2)-1

ou seja,

V4v=—1 (3.16)

Agora, vamos calcular o fator integrante;
u(t) =el14 = ¢ (3.17)

Multiplicando ambos os membros de (3.16) por (3.17)

1

vl vl =—1-¢

isto €,

Llet v = —¢ (3.18)
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Integrando ambos os membros de (3.18), concluimos que

e’~v:—/etdt:—et—|—C, CcR,

donde
v=—14+C-e".
logo,
u !l = —14+C-e .
dai,
(y+e) l=—14+C-e!
Portanto,
1 —t
) =———— — CeR
y() —1—{—C-€_l e Y )

€ a solugdo geral de (3.15).
Por fim, vamos estudar uma aplica¢do da equacao de Bernoulli para a estabilidade de fluxo
de fluido. Considere a equacao

Y =ey-8y, (3.19)

em que € > 0 e § > 0. Multiplicando a equacdo (3.19) por y 3, obtemos

Yoy P =gy 28 (3.20)

/

Z vemqueV = -2y 3y =y 3= v_2 Substituindo em (3.20), chega-

Agora, fazendov =y~

mos na seguinte EDO linear de 1* ordem:
V 4+2¢-v =28, (3.21)

a qual se resolve de forma, inteiramente, andloga ao que fora feito acima para se chegar na

€
=4/ —.
Y \ v+ Cee— 28

solucdo
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Capitulo 4

Conclusoes

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) fizemos um estudo histérico acerca da equa-
cdo de Bernoulli, em que destacamos a histéria da familia Bernoulli e a contribui¢do de Leibniz,
importante matematico que foi um dos criadores do Cdlculo desde a antiguidade até os séculos
XVIII e XIX. Estudamos as formas de resolucdes da equacdo de Bernoulli, dos tipos: n = 0,
n=1en# 0,1 utilizando alguns conceitos das Equagdes Diferenciais Ordinarias e resolve-
mos algumas aplicacdes, tais como: A teoria das Equagdes Diferenciais para o crescimento
populacional, a equagao de Ricatti pode ser transformada em uma equagao de Bernoulli, caso
seja conhecido uma solugao particular da equagdo de Ricatti e por derradeiro, uma aplicacio da
equacdo de Bernoulli para a estabilidade do fluxo de fluido.

Portanto, por meio desse estudo foi possivel verificar o quiao importante é a equacdo de
Bernoulli, pois além de ser utilizada na propria Matemaética, também € utilizada em outras areas

do conhecimento como por exemplo: Ciéncias Naturais.
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