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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo realizar um estudo sobre autovalores e autovetores
em espacos de dimensao finita, mais especificamente, apresentar uma demonstracao dife-
rente da classica acerca da existéncia dos mesmos. Para o desenvolvimento do trabalho,
propomos uma abordagem didatica do artigo intitulado “A Direct Proof of the Existence
of Eigenvalues and Eigenvectores by Weierstrass’s Theorem” de Jean Van Schaftingen e,
para isso, utilizamos alguns conceitos e resultados da Algebra Linear e Analise em Es-
pacos Métricos, tais como: Espacos Vetoriais e Espacos Vetoriais Normados, Teoria de

Operadores Lineares, Compacidade, Continuidade, entre outros.

Palavras Chave: Autovalores e Autovetores. Teorema de Weierstrass. Operadores

Lineares.



ABSTRACT

The present work has as its purpose to realize a study on eigenvalues and eigenvectors
in finite dimension spaces, more specifically, to presents a different demonstration from
the classical one about itsexistence. For the work development , we propose a didactic
approach to the entitled article “A Direct Proof of the Existence of Eigenvalues and Ei-
genvectors by Weierstrass’s Theorem” by Jean Van Schaftingen and, and thereunto, we
used some concepts and results from Linear Algebra and Analysis in Metric Spaces, such
as: Vector Spaces and Normed Vector Spaces, Linear Operators Theory, Compactness,

Continuity, among others.

Keywords: Eigenvalues and Eigenvectors. Weierstrass’s Theorem. Linear Operators.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho consiste em apresentar um resultado comumente introduzido em
cursos introdutérios de Algebra Linear: a existéncia de autovalores e autovetores para
operadores lineares em dimensao finita. Entretanto, a abordagem escolhida para a prova
desse resultado nao é a apresentada habitualmente nos cursos de Matematica e areas
afins. O direcionamento escolhido é o feito no artigo “A Direct Proof of the Existence
of Eigenvalues and Eigenvectores by Weierstrass’s Theorem” de Jean Van Schaftingen,
Schaftingen| (2013). Sendo assim, este trabalho consiste em fazer uma apresentacao dida-
tica do artigo de Schaftingen, na tentativa de deixa-lo acessivel a qualquer estudante de
graduacao e objetivando que este texto seja o mais autossuficiente possivel.

E sabido que os autovalores sdo frequentemente tratados no contexto da algebra
linear através da teoria das matrizes. No entanto, historicamente, eles surgiram no estudo
de formas quadraticas e equacoes diferenciais.

Segundo [Hawkins| (1975) (apud Prieto (2016])), o primeiro a se deparar com os
autovalores foi o filosofo, matemético e fisico francés Jean le Rond d’Alembert (1717 -
1783), em 1743, enquanto desenvolvia um estudo sobre varias massas ligadas umas as
outras por meio de molas. Ele reduziu um sistema de equacoes diferenciais que descrevia
o problema estudado por meio de algumas transformacoes de variaveis e chegou a apenas
uma equagcao:

d*u

2 + Au =0, (1.1)
em que u € uma soma envolvendo o produto das velocidades e posicoes de cada massa e A
um escalar. A partir dai, D’Alembert utilizou esse novo método de buscar solucoes para
sistemas com duas e trés massas e, com argumentacoes intrinsecas aos conceitos fisicos
do problema, concluiu que o escalar A s6 poderia ser um numero real. Ainda em meados
de 1743, D’Alembert, fazendo uso de um trabalho desenvolvido por Leonhard Paul Euler

(1707 - 1783), provou que as solugdes gerais da equagao [1.1]sdo da forma:

sendo g um escalar, em que A\ esta associado com a estabilidade do sistema massa-mola.
Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), estendeu o método para estudar a solugdo de um

problema com n de massas; e equacoes polinomiais foram surgindo mas, naquele momento,



nada sabia-se sobre a estrutura de suas raizes.

Como esperado, muitos matematicos e estudiosos se dedicaram ao assunto e agre-
garam conhecimentos ao conceito relacionado aos escalares em questao. Afinal, nas pers-
pectivas daquela época, tratava-se de algo novo. Ainda, vale a ressalva de que, nestes
estudos, surgiram varias aplicacoes destes escalares. E, por isso, o interesse dos mate-
maticos foi agucado. Afinal, tratava-se de algo importante para a mateméatica e demais
ciéncias que fazem uso da mesma.

A partir do século XIX, o problema dos escalares comeca a tomar a forma que
conhecemos atualmente. Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857), em 1815, desenvolveu
a Teoria dos Determinantes e em 1839, concebeu o termo “Raiz Caracteristica”, para o
que agora é chamado de autovalor; tal termo sobrevive na denominacao do polinémio
caracteristico. E, meados do ano 1855, esses resultados divulgados por Cauchy tornam-se
‘matematica basica’ dentre os matematicos da época. O primeiro a usar a palavra alema
Eigen (que significa prdprio), ja no século XX, foi o matematico alemao David Hilbert
(1862 - 1943). E o termo valor préprio (ou autovalor) é o mais utilizado até os dias atuais.

Atualmente, autovalores e autovetores sao apresentados a estudantes de graduacao
das mais diversas areas no contexto de cursos de Algebra Linear com foco em matrizes,
uma vez que as transformacoes lineares em um espacos vetoriais de dimensao finita podem
ser representadas fazendo uso através do conhecido Teorema de Representacao Matricial.
A prova tradicional da existéncia de autovalores consiste em usar a equivaléncia de que A €
C é um autovalor se, e somente se, A é raiz do polinémio gerado a partir do determinante
da matriz associada a (T — AI). E, pelo Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.), tal
polinémio sempre possui raiz em C e, portanto, o operador sempre possui autovalor.

Nossa proposta fundamenta-se em ‘fugir’ dessa abordagem classica através de ma-
trizes e determinantes e provar a existéncia de autovalores para operadores lineares em
espacos complexos de dimensao finita, usando uma abordagem alternativa, através de
uma aplicacao do Teorema de Weierstrass, que nao requer qualquer conhecimento prévio
de matrizes e determinantes. Vale a ressalva que tal abordagem nao é a tnica prova
isenta dessa teoria. Em seu artigo Schaftingen| (2013), cita uma série de provas do mesmo
resultado utilizando outras ferramentas que nao sao inerentes a teoria de matrizes e deter-
minantes. Ademais, vale ressaltar que outra caracteristica interessante desta prova é que
um autovalor produz, simultaneamente, um autovetor; enquanto na abordagem usual, o
autovetor é consequéncia da existéncia de um autovalor.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 serd voltado ao de-
senvolvimento de resultados e conceitos imprescindiveis da Algebra Linear e da Topologia
dos Espacos Métricos que serao utilizados para o bom entendimento do capitulo seguinte.
Ja no Capitulo 3, apresentamos a prova feita por Schaftingen, através do uso do Teorema

de Weierstrass.
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2  PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes e resultados que sao necessarios
para o bom entendimento do objeto principal desta monografia, a fim de tornar esse
texto autossuficiente. Inicialmente, introduzimos alguns conceitos e resultados inerentes
a Algebra Linear - area principal do trabalho - e, em seguida, alguns topicos da Topologia
de Espacos Métricos.

Para esta primeira parte, sempre que possivel, iremos exibir as justificativas dos
resultados introduzidos. Quando isso nao for possivel - pela prova requerer muitos re-
sultados que fogem ao escopo do trabalho - indicaremos referéncias em que possam ser

encontradas.

2.1 Topicos em Algebra Linear

A Algebra Linear ¢ entendida como o Estudo dos Espacos Vetoriais e das Transfor-
macoes Lineares entre eles. Nosso resultado principal encontra-se nessa area e, por isso,
vamos apresentar, aqui, alguns resultados oriundos dela que sao preliminares ao Teorema
que apresentamos no proximo Capitulo. Os resultados apresentados nesta secao podem
ser encontrados em (Calliolli, Domingues e Costa (1990), |Coelho e Lourenco (2013), [Lima
(2018) ou Louredo, (2015) e estas referéncias sao recomendadas para uma leitura aprofun-

dada dos temas abordados.

2.1.1 Espacos Vetoriais

Em toda esta secao K denotara o corpo dos reais ou dos complexos, isto é, K =R
ou K = C. (Para mais detalhes sobre Corpos, indicamos |Vieira, (2013) e |Domingues
(2003))

Defini¢ao 2.1 (Espago Vetorial) Um espaco vetorial sobre K (ou um K- Espag¢o Ve-
torial) € um conjunto nao vazio V no qual estao definidas duas operagoes: a adi¢ao, que
a cada par de elementos u,v € V' faz corresponder um novo elemento u+v € V, chamado
soma de u e v, e a multiplicacao por um elemento de K, que a cada « € K ev € V
faz corresponder um novo elemento a - v, ou av, chamado de produto de o por v. Essas

operacoes devem satisfazer, para quaisquer o, f € K e u,v,w € V, as condi¢oes abaizo:
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i) comutatividade da soma: u+ v =v+ u;

i) associatividade da soma e do produto por escalar: (u+v) +w = u+ (v +w) e

(aB)v = a(fv);

iii) vetor neutro aditivo: existe um vetor 0 € V', chamado de vetor nulo, ou vetor zero,

tal que v+ 0= 0+ v = v para todo v € V;

iv) inverso aditivo: para cada vetor v € V existe um vetor —v € V, chamado o inverso

aditivo, ou simétrico de v, tal que —v+v =v+ (—v) = 0;
v) distributividade: (a+ B)v = av+ fv e a(u+v) = au + av;
vi) multiplica¢do por 1: 1-v = wv.

As propriedades (i) — (vi) sao ditas Azxiomas de Espag¢o Vetorial. Os elementos

v €V sao chamados de vetores e os elementos o € K sao ditos escalares.

Observacao 2.1 Todo corpo é um espaco vetorial sobre si mesmo.
De fato, se K é um corpo, entao as duas operagoes internas em K podem ser vistas

como a soma de vetores e a multiplicacao por escalares.

Exemplo 2.1 De maneira mais geral a considerada acima, para cada n > 1, o conjunto

K'=Kx..xK={(ar,...,a,) : a; €K, Vi=1,....,n}
———

n vezes

tem estrutura de espago vetorial sobre K bastante natural com as operagoes:
L] (al, ceey Cbn) + (bl, cees bn) == (a1 + bl, veey oy + bn)7 V(al, PN an), (bl, ceey bn) € K™.
e a-(ay,...,a,) = (aay,...,aa,), YaeKeV(ay,..,a,) € K"

De fato, as propriedades de comutatividade da soma (i), associatividade da soma
e do produto por escalar (ii), distributividade (v) e multiplicagdo por 1 (vi), seguem do
fato dessas propriedades serem verificadas coordenada a coordenada em K. O elemento

(0,...,0) € K" é o neutro aditivo, pois
(a1, ...,a,) +(0,...,0) = (a1 + 0, ...,a, + 0) = (aq, ..., an),

para todo (ay,...,a,) € K". E, se (a,...,a,) € K", entdo —(ayq,...,a,) = (—ay, ..., —a,) €

K" é seu inverso, pois
—(a1,...,an) + (a1, ...,a,) = (—ay + aq, ..., —a, + a,) = (a1 — ay, ..., a, — a,) = 0.

Com isso, R™ é um espaco vetorial sobre R e C" é um espaco vetorial sobre C .
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Exemplo 2.2 Sejam X um conjunto nao vazioe F(X,K) = {f : X — K : f é uma fungao}.
O conjunto F(X,K) munido das operacoes de Adigao e Multiplicagdo por escalar dadas,

respectivamente, por

f+g9g: X — K a-f: X — K
e

v = (f+g)() = [(2) +g(x) v = (a-f)@) = f(z)

é um espaco vetorial sobre K, chamado de Espaco de Funcgoes.
De fato, sejam f,g,h € F(X,K) e o, f € K,

i) (f+9)(@) = f(2) +9(x) = g(z) + f(2) = (¢ + [)(x), VrelX.

ii) Para a associatividade da soma,

[(f +9)+hl(x) = (f+9)(x)+h(z)
(f(x) + g(x)) + h(x)
= f(z)+ (g+h)(x)
= [f+(g+h)(z), VreX.

Para a associatividade do produto escalar,

[2(B)(x) = a(Bf)(z) = a(Bf(z) = (af) f(x) = [(aB) fl(z), =€ X.

iii) Seja 0 a fungao identicamente nula, isto é,

0: X —K

r —0(x)=0,

entao
(f +0)(z) = f(z) +0(z) = f(x), VzeR.
iv) Dada a fungao f, a fungdo —f é definida por (—f)(z) = —f(x), Vr e X.
Assim,

[f + (=D(x) = f(2) + (= f(2)) =0=0(z), VzelX

v) Para a distributividade na soma de escalares,

[(a+B)fl(x) =(a+B)f(z) = af(@)+Lf(z)
= (af)(=) + (Bf)(x)
= laf+Bf](x), VreX.
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vi) Agora, para a distributividade da soma de fung¢oes em relagao a um escalar, tem-se

[a(f + 9)l(x) = a(f +9)(x) = a(f)(z)+ alg)(z)

v) Por fim,
(1f)(x) = 1f(z) = f(z), VzeX.

Como todas as propriedades foram satisfeitas, segue o resultado.

Definigao 2.2 (Subespago Vetorial) Seja V' um espago vetorial sobre K. Um subes-

paco vetorial de V' € um subconjunto nao vazio W C V', tal que:
i) 0e W
i) ut+tveW, Yu,veW,;
iii) au e W ¥Va e K e Vu € W.

Em suma, ii) significa que a adi¢do de V, restrita a W, é uma adigdo em W. O significado
de iii) é que esta definida a multiplicagao de K x W em W. Ainda, da Defini¢ao acima e
dos axiomas de Espaco Vetorial, segue que o subespaco W C V ¢, ele proprio, um Espago
Vetorial sobre K.

Exemplo 2.3 Seja n € N e P,(K) o conjunto formado por todos os polinémios com

coeficientes em K de grau menor ou igual a n,mais o polinémio nulo, ou seja,
m
Pn(K) = {p(:c) =ay+ar+ ... +a,a" = Zaixz, a, € KeO<m< n} )
i=0

P,.(K) munido das operagdes soma e multiplicagdo por escalar na forma

e Soma: Se p(x) = ap+aT+...+ A, ™ = > a;xt e g(x) = ag+bix+ .. A by, ™ =

S biat, com 0 < my < ma < n, entdo
(p+q)(x) = (ag+bo) + (a1 +by)x+ ... + (am, + by )™ +bm1+1xm1+1 + b, a™?;

m

e Multiplicagao por escalar: Se p(x) = ag + a1z + ... + apz™ = > " ja;z', 0 <m <n
e A € K, entao A - p(z) = (Aag) + (Aar)z + ... + (Aap)z™ = 0", Aaa’

¢ um subespaco vetorial de F(K, K).
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Definigao 2.3 (Combinagao Linear) Sejam V um espago vetorial sobre K, vy, ..., v, €

Veay,... a, € K. Entao, o vetor
UV =aiv1 + ... + a,v,

€ um elemento de V ao qual € chamado combinacao linear de vy, ..., v,.

Proposicao 2.1 Fizados os vetores vy, ...,v, € V, o conjunto W de todos os vetores de

V', que sao combina¢ao linear destes, o qual é denotado por
W=[v,.,v)={veEV:v=av14+..+av,: a; EK 1<1i<n},

€ um subespaco de V e W € chamado subespaco gerado por vy, ..., v,.

Prova. Com efeito,
i) 0 € W, pois
0= O?}l + ...+ Ovn.

ii) Sejam v = ayv1 + ... + apv, € W = byvy + ... + byv, € W. Entdo, pelas propriedades de

associatividade e comutatividade em V', pode-se escrever:
v4w = (a1v1 + ... + ayvy) + (bvg + ... + b)) = (a1 + b1)vr + ... + (@ + by)v, € W.
iii) Sejam o € K e v = ajv; + ... + a,v, € W. Entao,
av = alajvy + ... + a,v,) = alavy) + ... + ala,v,) = (cay)vy + ... + (aay)v, € W.

Segue, portanto, que W = [vy, ..., v,] é um subespaco de V.

Definigao 2.4 (Dependéncia e Independéncia Linear) Sejam V um espaco vetorial
sobre K e A = {vy,...,v,} C V. Dizse que o conjunto A € linearmente independente (LI)

ou que os vetores vy,---,v, sao LI’s, caso a equa¢ao
avy + - +a,v, =0 (2.1)
admita apenas a solucao trivial, isto é€,
ap=ay=---=a,=0.

Se a; # 0, para algum i = 1,---.,n, de modo que a equagao seja satisfeita,

diz-se que A € linearmente dependente (LD) ou que os vetores vy, -+, v, sao LD’s.

Definicao 2.5 (Base) Seja V' um espaco vetorial sobre K. Um conjunto B = {vy,---,v,} C
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V' é uma base para' V- se B é LI e B gera V.

Observacao 2.2 Nas condigoes da Defini¢ao acima, do fato de B gerar V', todo elemento
de V se escreve como combinacao linear de elementos de B e pode-se concluir que tal
combinagao é tnica.

De fato, se v = ayv1 + -+ + av, € v = bjvy + -+ + b,v,, com a;,b; € K, para

t=1,---,n, sao duas combinacgoes lineares de elementos de B para v € V, entao
O0=v—v=1(ag —by)vy+ -+ (a, — by)v,

e, como B é LI, segue que a; — b; =0, ou seja, a; = b;, paratodoi=1,--- n.

Exemplo 2.4 Seja P2(R) = {p(z) = az®+bx+c: a,b,c € R} o conjunto dos polinomios
de grau menor igual a 2 com coeficientes reais, mais o polinémio nulo. O conjunto § =

{1,z,2?} ¢ uma base para Py(R). De fato, sejam a,b, c € R, com
al+bx+ca®=0=0+0x+ 0z?

da igualdade de polindmios, segue que a = 0, b = 0 e ¢ = 0, 0 que significa que § =
{1,z,2%} ¢ LL

Por um lado, pela Proposicao obtém-se que [1,x, 22| C Py(R).

Por outro lado, se p(z) = az? 4+ bz + ¢ € Po(R), entdo p(z) = c.1 + b.x + c.a? €
(1,2, 2%], 0 que implica Py(R) C [1, z, z?%]. Isto &,

Po(R) = [1, 2,27

Como 8 = {1,z,2%} é LI e é um conjunto gerador para P»(R), segue que 3 =

{1,z,2?} ¢ uma base para Pa(R).

Observacao 2.3 Duas bases quaisquer de um Espaco Vetorial tém o mesmo numero de

vetores.

Tendo em vista a observagao acima, é bem colocada a Defini¢cao abaixo:

Defini¢ao 2.6 (Dimensao) Seja V um espago vetorial sobre K. Se V' possui uma base
com n vetores, entao V tem dimensao n e denota-se dimV = n.

Quando um espaco vetorial V' admite uma base finita, dizemos que V' é um espaco
vetorial de dimensdo finita. Se V' tem uma base com infinitos vetores, entdo a dimensdo

de V' é infinita e denota-se dim V' = oo.

Exemplo 2.5 Sejam P(R) = {a, 2"+ ... +ax+a:ne€Neqg, €R, Vi=1,---,n}e
B={1,x,2% 2% ---} C P(R). Entdo 3 é uma base infinita de P(R) (isto é, dim P(R) =

00), a qual é chamada de base canénica de P(R).
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Por outro lado,3 = {1,z,2% 23,...,2"} é a base canoénica de P,(R) = {a,,z™ +
otz tag:ia €ERVi=1,---me0<m<n}lef={lz2%2%..} CPR). E,
portanto, dimP,(R) =n + 1.

As justificativas, de ambos os casos, sao anédlogas ao feito no Exemplo

2.1.2 Operadores Lineares

Defini¢ao 2.7 (Transformacoes Lineares) Sejam V e W espacos vetoriais sobre o
mesmo corpo K. Uma aplicagao T : V — W que associa a cada vetor v € V. um vetor

T(v) € W € uma transformacao linear se satisfaz as sequintes condigoes:
Tu+v)=Tw)+Tw) e T(a-v)=a-T(v)

para quaisquer u,v € V e a € K.
Quando V =W, T € dito Operador Linear em V.

Observacao 2.4 As condicoes da definicao acima sao equivalentes a:

T(au+v) =aTl(u)+T(v), VaecKeuvel. (2.2)
De fato, se T' é linear, tem-se

T(ou+v)=T(au)+T(w) =aTl(u) +T(v), VaeKeuveV.
Reciprocamente, se T satisfaz , entao
T0)=T(1-0+0)=T(0)+T(0),

donde T(0) = 0. Dai, se u,v € V e o € K em (2.2), segue que
T(au) =T(au+0) =aT(u) +T(0) =aT(u) e T(u+v) =T(1-u+v)=T(u) +T(v).

Exemplo 2.6 Considere C([a,b];R) ={f:[a,b] — R; f & continua}. Entao, C([a,b],R)
é subespaco vetorial de F([a,b];R), pois, dos resultados do Célculo, a soma e o produto
por escalar de fung¢des continuas é, ainda, uma fungao continua. Logo, C([a,b];R) é, ele
proprio, um espaco vetorial sobre R.

A aplicacao

T: C([a,b;R) — R
foooe 0= e

¢ uma transformagdo linear, uma vez que se f,g € C([a,b;R) e a € R, entdo, pelas
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propriedades da integral
b

b b
T(af + g) = / (af + 9)(@)dz = / f(x)dz + / g(x)dz = oT(f) + T(g).

Existem alguns Operadores Lineares importantes e, por isso, recebem nomencla-
turas especiais. Entre eles, estao o Operador Identidade, o Operador Nulo e o Operador

Oposto, apresentados a seguir:

Exemplo 2.7 (Operador Nulo) Seja V' um espago vetorial sobre K. A funcdo 0 :
V' — V definida por 0(v) = 0, para todo v € V, é um operador linear chamado de
Operador Nulo. De fato, sejam u,v € V,

O(au+v)=0=a0+0=al0(u) +0(v), VYu,veVVaek.

Exemplo 2.8 (Operador Oposto) Sejam V um espaco vetorial sobre Ke T : V — V
um operador linear. A fun¢do —7 : V — V definida por (=7T)(v) = —T'(v), para todo
v € V, é uma transformagao linear (chamada de Operador Oposto), pois, se u,v € V e

a € K, entao
(=T)(au+v) = =T(ou+v) = —(aT'(u) + T'(v)) = a(=T)(u) + (=T)(v).

Exemplo 2.9 (Operador Identidade) Sejam V um espaco vetorial sobreKe I : V —
V', definido por I(v) = v para todo v € V. I é um operador linear, chamado de Operador
Identidade. Com efeito,

Iau+v) =au+v=al(u)+ I(v),Yu,v € V,a € K.

Observacao 2.5 Quanto as propriedades intrinsecas ao conceito de Transformagoes Li-

neares, se T': V — W é um operador linear e u,v € V, tem-se:

P) T(0y) = Oy

De fato,
T(0y) =T(0y + 0y) =T(0y) + T(0Ov)

logo,
Ow =T(0v) = T(0v) = (T'(0v) + T(0Ov)) = T(0v) = T(Ov).

Py) T(—v) = —T(v), para todo v € V.

Pela linearidade e do item anterior,

Ow =T(0y) =T(v—v)=T(v)+T(-v),
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logo, —T'(v) = T'(—v).
P3) T(u—v)=T(u)—T(v), para todo u,v € V.

Usando a linearidade do operador linear T" e o item anterior, obtém-se

Tu—v)=T(u+ (—v)) =T(u) + T(—v) = T(u) — T(v).

Definigao 2.8 (Nicleo e Imagem) Sejam V um espago vetorial sobre K e T : V —
W uma transformacao linear. Indica-se por Ker(T), e denomina-se nicleo de T, o se-

guinte subconjunto de V'
Ker(T)={veV; T(v) =0}

O nicleo de T também é denotado por N (T) ou Nuc(T).
A imagem de T é o subconjunto Im(T) C W, formado por todos os vetores w =

T(v) € W que sao imagens de elementos de V' pela transformacao T, ou seja,
Im(T)=A{T(v); veV}.

Proposicao 2.2 Seja T : V — W uma transformacao linear. Entao:
i) Ker(T) é um subespago vetorial de V;
ii) Im(T) é um subespaco vetorial de W.

Prova. i) Deve-se mostrar que Ker(T) satisfaz as condigbes de subespago vetorial. Pri-

meiro, por 1" ser transformacao linear, sabe-se, pela Observacao que
T(0y) = Ow,

logo, Oy (elemento neutro de V') esta no nicleo.

Agora, tomando vy, vy € Ker(T), tem-se T'(v1) = Oy e T'(vy) = Oy, assim,
T(Ul + UQ) = T(U1> + T(UQ) = OW + OW = OW

Isto é, v; + vy € Ker(T). Por sua vez, seja v € Ker(T) e o € K. Por se tratar de uma

transformacao linear, tem-se
T(aw) = aT(v) = a- Oy = Ow,

uma vez que v € Ker(T'). Logo, av € Ker(T).
Dessa forma, conclui-se que Ker(T) é um subespago vetorial de V.

ii) Para o item (ii), por ser uma transformacao linear, o nicleo de T tem, pelo menos, o



19

elemento neutro de V, isto é,
T(0y) = Ow.

Assim, existe pelo menos um elemento de V' que é levado no elemento neutro de W pela
transformacao 1. Logo, Oy € Im(T).

Agora, sejam wq,ws € Im(T'). Dessa forma, existem vy, vy € V' tais que
T(vy) =w; e T(vg) = ws.
Por T ser uma transformacao linear, tem-se
T(vy +vq) =T(v1) + T(ve) = wy + ws.

Logo, wy + wy € Zm(T).
Por sua vez, supondo que w € Im(T) e a € K, entdo existe um v € V tal que

T'(v) = w. Como T ¢é transformagao linear, tem-se
T(av) = aT(v) = aw.

Portanto, aw € Im(T).
Por satisfazer todas as condi¢des da defini¢ao de subespaco vetorial, Zm(7T) é um
subespaco vetorial de W.

Teorema 2.1 Um operador linear T : V. — W € injetivo se, e somente se, seu nicleo

Ker(T) contém apenas o vetor nulo.

Prova. Supondo T injetivo, seja v € Ker(T). Entao T(v) = Ow. Mas T'(0y) = Oy,
conforme P; na Observacdo Logo, T'(v) = T'(0y). Usando a hipotese nesta tltima
relacao, conclui-se que v = 0y. Entao, se T' é injetivo, o nicleo de T se resume ao vetor
nulo de V.
Reciprocamente, supondo Ker(T) = {Oy}. Sejam w,v € V, com T'(u) = T(v).
Entao,
T(u—v)=T(u) —T(v) =0y

ou seja,

u—v e Ker(T) ={0y}

que é equivalente dizer

u—v =0y

logo,
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o que mostra que 7T’ é injetivo.

Teorema 2.2 SeT :V — W € uma transformacao linear e dimV = dim W, entao, T

¢ sobrejetora se, e somente se, T' € injetora.

Prova. A prova enconstra-se em Louredo (2015), pagina 79.

2.1.3 O Espaco dos Operadores Lineares

A prova do Teorema principal deste trabalho baseia-se na minimizacao de uma
funcao, construida a partir de um operador linear. Para tal, fez-se necessario o uso de
algumas "operagoes'"sobre Operadores Lineares, tais como inversibilidade, composi¢ao
entre outras; logo, esta secao é de suma importancia na construcao do préoximo capitulo.
Vale ressaltar que enfatizaremos os resultados para operadores, entretanto, a maior parte
destes sao validos para transformacoes lineares.

Seja L(V') o conjunto de todos os operadores lineares do K- espacgo vetorial V. Em
L(V) pode-se introduzir a operac¢do de soma como segue:

Dados T, U : V — V define-se a soma T'+ U, de T' com U, da seguinte maneira:
T+U:V—V com (T+U)w)=Tw)+U(v), YvelV.
A aplicagdo T+ U € L(V) pois, para v,w € V e a € K, tem-se

(T+U)(v+w) = T(aw+w)+ Ulaw +w)r
= T(aw)+T(w)+ U(aw) + U(w)
= oT(v)+aU(v) + T(w) + U(w)
= a(T+U)(w)+(T'+U)(w).

Ainda, para essa adicao valem as seguintes propriedades:

Proposicao 2.3 Em L(V) sao vdlidas:
i) Associatividade: S+ (T +U)=(S+T)+U, VS,T,Ue€L(V);
ii) Comutatividade: T+U =U+T, VYT,U € L(V);

iii) Eristéncia de Elemento Neutro: O operador nulo 0:V — V é tal que

T+0=T, VYTeLV)
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iv) Existéncia do Oposto: Todo operador T € L(V') possui o operador oposto (ou Simé-
trico) =T € L(V), isto é,

(—-T)e L(V) e T+ (-T)=0.

Prova. i) Sejam S, T, U € L(V) ev €V,

S+ (T+U)(w)] = S

E a associatividade segue.
i) Se T, Ue L(V)evelV,

(T+U)v)=Tw)+UW)=Uw)+T(v)=(U+T)(v).

A segunda igualdade segue do fato de valer a comutatividade da soma em V., o que
significa que T+ U =U +T.
iii) Que o elemento neutro é o Operador Nulo se prova do seguinte modo: Para v € V e
T e L(V),

(T+0)(v) =T(v)+0(v) =T(v)+0="T(v).

iv) Por ltimo, recorde que, se T' € L(V'), entdo (—7) é aplicacdo dada por (=T)(v) =
—T(v), v € V. Assim, parav € V,

(T+ (=1))(v) = T(v) + (=T)(v) = T(v) + (=T (v)) = 0 = 0(v)

o que mostra que, de fato, T+ (=T) = 0.

Em L£(V) pode-se introduzir, também, a operacao de produto de um escalar por
um operador linear da seguinte forma:

Dados T' € L(v) e a € K, definimos o produto T, de T' por a, como sendo

ol': ' V. — V
v = (aT)(v) =aT(v)

A aplicacao oT', assim definida, é também um operador linear, pois, se vy,v5 € Ve g € K,

tem-se:

aT(fvy +vo) = T (Pur + v9)
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= (BT (v1) + T(v2))
= B(aT)(v1) + (aT)(v2)
na qual foi usado o fato de que T' é um operador linear, que V é espago vetorial sobre K
e K é um corpo.
Assim, a7 continua sendo um operador linear de V' e, portanto, o7 € L(V).

Dessa forma, ficou definida uma multiplicacido de Kx £(V') em L(v). Multiplicacdo

essa que tem as seguintes propriedades:

Proposicao 2.4 Sejam o, € K e T,U € L(V), entao
i) (aB)T = a(BT);
i) (a+B)T = aT + BT
iii) a(T+U) =a(T) + a(U);
iv) 1T =T
Prova. Sejav e V,
i) (@B)T = ((aB)T)(v) = (af)T(v) = (BT (v)) = a(BT).
i) i) (a+ B)T = (a + B)T() = aT(v) + AT (v) = (aT + BT)(v).
iii) (T +U)w)) = a(T(v) + U)) = aT(v) + al(v) = (aT + al)(v).

iv) (1T(v)) =1-T(v) = T(v).

Das Proposicoes e , L(V) é um espaco vetorial sobre K.

Ainda, em L£(V') pode-se introduzir a operacao de composicao de operadores line-
ares como segue:

Dados os operadores lineares T : V — V e U : V — V, define-se a aplicacao

composta de T e U da seguinte maneira

ToU: 'V — V
v = (TolU)w)=TUW))

Ainda, a aplicacao definida acima continua sendo um operador linear.
De fato, sejam T, U € L(V), tem-se, para v,w € V e a € K:

(ToU)aw+w) = T(U(av+ w))
= T(aU(w) +U(w))
= aT(U(v)) +aT(U(w))
— (T o)) + (T o U)(uw).
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A partir disso, pode-se introduzir a operacao de potenciacao de operadores lineares como
segue:
Se T € L(V), definimos a n-ésima potencia de T, T", com n € Z, n > 0, da

seguinte forma:
TP =ToT" ! sen>0eT"=I( Operador Identidade)

e, pela Observacao acima, T" é também linear, para todo n > 0.

Com relagao a composicao de operadores, tem-se as seguintes propriedades:
Proposicao 2.5 Sejam U,T,S € L(V), entdo
i) Associatividade: (T'oU)o S =T o (UoS).
ii) FElemento neutro: [oT =T ol =T.
iii) Distributividade em relacao & adicado: To(U+S)=ToU+ToS.

Prova. i) Sejav e V

(ToU)os](v) =

ii) Para v € V, por um lado, tem-se
IToT=(IoT)(v)=I(T(v)) =T()

e, por outro lado,

iii) De fato, se v € V,

[
Um conceito a ser introduzido, também, é o de operadores lineares inversos - ou

invertiveis.
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Seja T : V — V uma funcao bijetora. Em particular, para cada v € V, existe um
tnico u, € V tal que T(u,) = v. Com isso, pode-se definir uma fungao S : V.— V por
S(v) = u,. Ainda,

ToS=1 e SoT=1,

em que [ & o Operador Identidade como no Exemplo [2.9]
De fato, para v,u, € V, como acima, tem-se

(ToS)(v) =T(SW) =T(u) =v e (SoT)(u) = 5(T(uy)) = 5(v) = uy.

Chama-se S de fungdo inversa de T e denota-se por S = T~'. Ainda, (T7')" =T"".

Com isto, tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 2.6 Seja T : V — V um operador linear bijetor. Se T é invertivel, entao

seu inverso T~ :V — V' é um operador linear.
Prova. Sejam w,w, € V, entao existem uy,us € V tais que
T(up) =wy, T(ug) = wo,
logo
T wy) = up e T™Hwy) = uo.
Se A € K|
T ' dwy +ws) = T (AT (w) + T(us))

= T HT(A\uy) + T(us))
= T_l(T()\Ul + UQ))

= Auj + us
= )\T71W1 + T’le.

o que prova a linearidade do operador inverso.

2.1.4 Autovalores e Autovetores de um Operador Linear

Tendo em vista que nosso principal objetivo é provar a existéncia de autovalores e
autovetores, faz-se necessaria uma pequena introducao acerca destes conceitos. A seguir,

defimos, de forma sucinta, tais objetos e apresentamos algumas de suas caracteristicas.

Definicao 2.9 Sejam V um espaco vetorial sobre K e T' : V. — V' um operador linear.
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Um autovalor de T € um escalar X para o qual existe um vetor nao-nulo v € V' tal que
T(v) = Av.

Um elemento v # 0 satisfazendo a expressao acima, é chamado de autovetor de T.

Observacao 2.6 Sejam 7' : V — V um operador linear e A € K um autovalor de 7.

(1) Denota-se por Vy o subconjunto de V' formado por todos os autovetores associados a

A mais o elemento neutro, isto é,

Vi={veV;T(v) = \v}.

Em verdade, V) é um subespago de V', chamado de Autoespaco associado ao autovalor
A

De fato, por definicao 0 € V). Se u,v € V), entao
T(u+v)=T(u)+T(v) = u+ v = ANu+v)
eu+v eV, E, seackK, entao
T(aw) = aT(v) = AMaw).
Portanto, V), é subespaco de V.
(2) Segue da defini¢do de Autovalor que
A & autovalor de T <= ker(T — M) # {0} <= T — AI néo ¢ injetora ,
em que a dltima equivaléncia é uma consequéncia do Teorema Agora,
T — A nido é injetora <= T — A ndo é bijetora <= ndo existe (T — \I)~".

Ou seja, se A é autovalor, entao T'— AI nao é invertivel.

Exemplo 2.10 Seja T : C> — C? um Operador Linear dado por
T(xay) = (_yvr)v ‘v’(x,y) GCQ'

Entao,
T((i,1)) = (—1,i) =i(i,1) e T((4,—1)) = (1,4) = —i(i, —1),

logo, (i,1) é autovetor associado ao autovalor A = i e (i,—1) é autovetor associado ao

autovalor —i.
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Agora, se T} : R? — R? tem a mesma lei de formagao de T, isto &,Ti(z,y) =
(—y,z), V(x,y) € R? entao, T} nao possui autovalores.
De fato, sejam A € R e (z,y) € R?, tais que

Logo,
(=y,z) = (Az, Ay),

ou seja, —y = Ar e x = \y. Dai,
v =Xy =A\~-2)) =Nz

donde,
z(1+ M%) =0.

Portanto, = 0 ou (1 + A?) = 0. Como (1 + A\?) = 0 ndo possui solugdo em R, entdo
x = 0, mas, nesse caso, y = 0. Ou seja, o nico vetor que satisfaz é o vetor nulo,

portanto, 7} nao possui autovalores.

2.2 Toépicos em Espacos Métricos

Neste trabalho faz-se necessario o estudo de alguns conceitos relacionados a Topo-
logia de Espacos Métricos. Tal necessidade se deve ao fato de nao utilizarmos a Teoria de
Matrizes e Determinantes para provar o resultado de Existéncia de Autovalores, sendo as-
sim precisamos de argumentos substitutos, os quais, nesse caso, vem da Teoria de Espacos
Métricos.

Assim, nesta secao apresentamos os resultados que serao utilizados como embasa-
mento para demonstracoes e entendimento de alguns conceitos do Capitulo 2. Para esta
parte, nos fundamentamos em [Domingues (1982),Kreyszig (1989), Lima/ (2015) e Mun-
kres (1975) . Todavia, por ser uma se¢do auxiliar, a maior parte dos Resultados nao sera

provada, mas atentamos que as provas encontram-se nas referéncias indicadas.

Defini¢ao 2.10 (Espagos Métricos) Seja M um conjunto nao vazio. Uma fun¢do d :
M x M — R satisfazendo, para x,y,z € M,

(i) d(z,z) =0
(i1) d(z,y) >0 sex #vy
(i11) d(z,y) = d(y,z) (simetria)

() d(z,z) < d(xz,y) + d(y, z) (desigualdade triangular)
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é dita uma métrica sobre M e o par (M,d) é chamado de Espago Métrico.

Exemplo 2.11 O conjunto R dos niimeros reais com a aplicagao d : R xR — R definida
por

d(x,y):|x—y|, xnyR

é um espaco métrico.

De fato, se z,y, 2z € R, entao
i) d(z,z) = |z — x| = 0;
ii) Se x # y, entdo d(x,y) = |[x — y| > 0;
i) d(z,y) =z —y| = |y — 2| = d(y, z);

iv) Para a desigualdade triangular, tem-se

dz,z) =z —z2|=lr—y+y—z2|<|z—yl+|y—zl=dxy) +dy,z).

Esta métrica é chamada métrica usual de R.

Exemplo 2.12 Sejam (M;,d;) e (Ms,dsy) espacos métricos. Entdo, M = M; x M, com
a métrica
d(z,y) = di(z1,y1) + da(2, 42),

em que

T = ($1,$2) e Y= (yl’?h) eM

¢ um espaco métrico.

De fato, sejam M = M; x M, e x,y € M, tais que

r=(x1,22) e y=(y1,Yy2)

dai,
d(z,y) = di(z1,y1) + do(22,y2) >0

pois, z1,y1 € My e z2,y2 € My, logo
di(z1,91) >0 e dy(xa,92) > 0.
Ainda, se d(z,y) = 0, entao

0=d(z,y) = di(x1,y1) + da(22, y2).
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Dai, como os valores do lado direito sao sempre nao negativos, tem-se

di(z1,11) =0 e da(wa,92) = 0.

Pela definicao de métrica, segue que

Ty =T2 € Y1 =1Y2,

ou seja, r = y. E, também da definicdo de métrica para d; e dy, segue que d(x,x) = 0,
para todo x € M. Ainda,

d(z,y) = di(zi, )+ da(z2,y2)
= di(y1, 1) + do(y2, z2)
= d(y,).

Finalmente, se z € M, é tal que z = (21, 22), entao

d(z,y) = di(z1,y1) + da(22,y2)
< di(w1,21) + di(z, 01) + da(22, 22) + da (22, 42)
= [di(z1, 21) + do(22, 22)] + [di (21, y1) + do(22, 2)]
= d(z,z)+d(z,v).

Defini¢ao 2.11 (Espagos Vetoriais Normados) Seja V' um espaco vetorial sobre K.
Uma funcao

IV — R

¢ uma norma se as sequintes propriedades estiverem satisfeitas:
(1) ||v|| = 0 para todo v € V e ||v|| =0 < v =0;
(i7) ||av|| = |af - ||v|| para todo escalar o e todo v € V;

(iii) ||u+v|| < ||ul| + ||v|| para quaisquer u,v € V.

O par (V|| - ||) é chamado de Espago Vetorial Normado.

Observacao 2.7 Um Espaco Vetorial Normado V' é um Espaco Métrico com a métrica
dada por
d(u,v) = lu —v|, Vu,veV.

De fato, para u,v,w € V, tem-se

i) d(v,v) = [lv =[] = 0;
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ii) Se u # v, entdo d(u,v) = ||lu — v|| > 0, pelo item (i) da Defini¢do de Norma.
i) d(u,v) = [lu =l = || = (v = W) || = [(=Dllv = ul| = [lo — ]| = d(v,w).

iv) d(u,v) =|lu—v| =llu—w+w—v| <|lu—w||+ [[w—2v|] = du,w)+ dw,v), em

que a desigualdade segue do item (iii) da Defini¢do de Norma.

Nesse caso, diz-se que a métrica d é induzida pela norma.

Exemplo 2.13 O mo6dulo de um nimero complexo satisfaz as condi¢oes da Definicao

consequentemente, é uma norma em C e, portanto,
d(z,y) = |z —yl, Va,yeC,
¢ uma distancia em C.
Exemplo 2.14 No Exemplo vimos que o conjunto
C10,1] ={f:[0,1] — R : f é continua}
¢ um espago vetorial sobre R. A aplicagao || - ||« : C[0, 1] — R, dada por

[flls = sup [f()], f € C[0,1]
te(0,1]

é uma norma.

A demonstragao ocorre de maneira analoga ao exemplo anterior.

Exemplo 2.15 Sejam V um Espago Vetorial de Dimensao Finita e § = {vy,v9, -+, v,}

uma base para V. A aplicacao

l-I: Vv — R
v |y
em que ||v]| = maxj<i<n{|ai|}, em que v = avy + AV + - - - + @V, com q; € K, é uma

norma sobre V.

De fato, para v = a1v1 + agvs + - - - + U, tem-se
v =0 <= max |a;| =0 < |a;| =0, V1<i<n.
1<i<n

Pelas propriedades de modulo de um niimero real ou complexo, isto ocorre se, e somente
se, ; =0, Vi€ i,..,n E, também pelas propriedades do modulo em R ou C, ||v|| > 0,

para todo v € V.
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Agora, sejam a € K e v = av1 + agvg + - - - + Uy, entao

|lav|| = |la(aivy + ... + apv,)||
= (v + ... + aay,vy,)||
= max |aoy]
1<i<n

= max |a||ay]
1<i<n

= |a] max |y
1<i<n

= |afv]].
Por fim, se v é como antes e u = f1v1 + ... + B,v,, com §; € K, V1 <17 <n, entao

i+ o =l + B)en + .+ ( + Ba)ull = puax Jas + il

Como

. 1< ey < , .
[ + Bil < lai] +151] < max Joi| + max |5

dai, segue que

< ) | —
lu+ vl < max Jas| + max |5;] = [lull +[lv]]
Assim, (V]| - ||) € um espago normado.

Defini¢ao 2.12 (Operador Linear Limitado) Sejam V um espaco vetorial normado
eT :V — V um operador linear. Entao T ¢ limitado se existe uma constante C' > 0 tal

que, para todos v € V', tem-se

1T (0)[| < Cllo]- (2.4)
Proposicao 2.7 Se V é um Espaco Vetorial Normado de dimensao finita, entao todo

operador linear em V € limitado.

Prova. A prova encontra-se em Kreyszig (1989), pagina 96.

Nas condigoes da Definicao [2.12] observa-se que

7O oy 4,

o]

tomando o supremo em ambos os lados da desigualdade,

L 1T

veV HUH

<C, v#0
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ou, equivalentemente, pela Linearidade de T,

sup || (v)]| < C.

veV;|v||=1

Este supremo, em verdade, é a menor constante tal que se verifica e, quando

dimV < oo, gragas a Proposicao , ele define uma norma em L(V), ou seja,

1Tl = sup [T, VT €L(V).

veV;||v]|=1
A prova deste fato é apresentada no Exemplo a seguir.

Proposicao 2.8 (Norma de um Operador Linear) Sejam V' um espac¢o normado de

dimensao finita e 7" um operador linear sobre V. Entao a aplicagao
17| = sup{[|T(v)[| : v € V, |lv]| = 1}

é uma norma em L(V).
De fato,

i) Como T'(v) € V e V é normado, segue que
IT()| =0, YveV,
logo, pelas propriedades de supremo,
IT]| = sup{[[T ()] : v €V, [lv]| = 1} = 0.

Ainda, supondo ||T|| = 0, deve-se mostrar que 7" = 0. De ||T'|| = 0, resulta que T'(v) =
0, Yv eV, logo, T =0, pois, se v # 0,

I _ HT <_H) H < sup{|[T(@)[ : v €V, ol =1} = |7 = 0.

o] lv

Por outro lado, se T'= 0, entao ||T|| = 0; pois,
T =sup{||T(v)||:v €V, |v]| =1} =sup{0:v €V, |v|]| =1} =0.
ii) Para qualquer o € K, tem-se

[T} = sup{[[aT ()], veV, o] =1}
= sup{le|[|T()[, veV, [ =1}
= lafsup{[|T(v)], veV, |v]=1}
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= laf|T.
iii) Por fim, sejam T, S operadores limitados. Entao

1T+ S = sup{|[(T' + S) ()], v €V, |lvl| =1}

sup{[[T'(v) + S()l,v €V |lv]| = 1}

sup{[[ T ()| + 1S (@)I[,v € V; o] = 1}

sup{[|T(v)l[,v € V, |lvll = 1} + sup{[|S(v)[l, v € V [jo] = 1}
171+ 1151

IN A

Observa-se que, pelo Exemplo ¢é sempre possivel definir uma norma num espaco
vetorial de dimensao finita. Essa informagao nos sera extremamente 1til, uma vez que a
prova que apresentamos a utiliza, pois a funcao que minimizamos depende da norma do

Espaco Vetorial considerado.

Definicao 2.13 (Bolas) Seja (M,d) um Espaco Métrico e a um ponto de M. Dado um

ndmero real r > 0, definimos:

i) A bola aberta de centro a e raio r como sendo o conjunto B(a;r) dos pontos de M

cuja distancia ao ponto a € menor do que r. Ou seja,

B(a;r) ={x € M; d(z;a) <r}.

i) A bola fechada de centro a e raio r como sendo o conjunto Bla;r] dos pontos de M

cuja distdncia ao ponto a € menor ou igual do que r. Ou seja,

Bla;r) ={x € M; d(z;a) <r}.
Teorema 2.3 Considere em C a distdncia usual dada no Exemplo[2.13. Seja A C C um
conjunto com a sequinte propriedade:
FEziste r > 0, tal que, se X\ € A, entao B(\,r) C A.
Entao, A = C.

Prova. Como A C C, basta provar que C C A e, para isso, seja xg € C. Considere
A€ A\ {zo} e o conjunto

A, o] = {(1 — )\ +txg; t € [0,1]}.

O conjunto acima é chamado de segmento de extremos A e z.
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Seja c = [A—zg|. Temos ¢ > 0, ja que A € A\{zo}, isto é, A # z¢, e considere n € N,

tal que £ < r. Defina, para cadai=1,---,n, t; = % € [0,1] e seja z; = (1 — ;)\ + t;xg €

[\, 2o]. Assim,
1 1 1 1
= e (1 D)r ) =[a- e
n n n.n

A= <7

1 c
n n

ou seja,

e, portanto, x1 € B(A,r) C A, consequentemente,z; € A e B(xy,7) C A.
Ainda, se i € {1,2,---,n — 1}, temos

et = (=) (20 52e)
n n n n

portanto,
|zi — 2| <7

e ;11 € B(x;,r). Ou seja,
x9 € B(xy,1) CA,

logo, xo € A e B(xzy,7) C A. De,
x3 € B(xg,7) C A,
temos, x3 € A e B(zg,r) C A. E, assim sucessivamente, até
Ty € B(xy_1,7) C A,
o que acarreta em z,, € A. Mas,

Ty = (1—E))\+2x0:(1—1)/\—|—x0:x0,
n n

ou seja, rg € A. Portanto, C C A e, consequentemente, A = C.
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2.2.1 Sequéncias

Defini¢ao 2.14 (Sequéncias) Seja (M, d) um espago métrico. Uma aplica¢io x : N —
M, é chamada sequéncia de elementos de M. Para n € N, escreve-se x(n) = x,, e este é
chamado de termo geral da sequéncia.

As notagoes (xy,) ou (x1,Ta, -+, Xy, ) indicam uma sequéncia em M.

Defini¢ao 2.15 (Subsequéncias) Sejam (M, d) um espaco métrico e (x,) uma sequén-
cia em M. Uma subsequéncia de (x,) € a restricao de x a wm subconjunto infinito
ny < ng < --- deN. A subsequéncia pode ser indicada pelas notagoes (Tp,, Tny, ooy Ty ---),

(Tn)nerw ou, simplesmente, (T, ).

Exemplo 2.16 A sequéncia (4,16, 64, ...,4%, ...) é uma subsequéncia de (2,4, 8,16, ..., 2", ...),

na qual N’ é o conjunto dos niimeros pares.

Definigao 2.16 (Sequéncias Limitadas) Seja (M, d) um espago métrico. Uma sequén-

cia (x,,) em M € dita limitada se existe uma constante ¢ € R, ¢ > 0, tal que
d(xp, xm) <c¢, VYn,m e N.

Desta forma, conclui-se que

Observacao 2.8 Toda subsequéncia de uma sequéncia limitada, em um FEspaco Métrico
(M,d), é também limitada.

Observacao 2.9 Se (V|| -||) ¢ um Espaco Vetorial Normado, entao a definigdo anterior
é equivalente a
2] < ¢,¥n € N.

De fato, utilizando a métrica proveniente da norma, seja (x,) uma sequéncia tal
que
d(xp, xm) <c, VYn,méeN,

entao,

[zall < llzn =zl + [l2m]]

= d(@n, Tm) + ||Zm]|

/

< e+ |znl|=¢, Vn,meN.
Reciprocamente, se (x,,) é tal que ||z,|| < ¢, para todo n € N, entao

AT, ) = |20 — Tl < ||2n]] + |2m]] < 2¢, ¥Ym,n e N.
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Definicao 2.17 (Limite de uma sequéncia) Seja (M,d) um espago métrico. Dize-
mos que um ponto p € M € limite de uma sequéncia (r,) de pontos de M se, para toda

bola B(p;€), com € > 0, existe um indice ng € N tal que
n > ny = x, € B(p;e).

Para indicar que p € limite da sequéncia (x,) usa-se a nota¢do limx, = p ou,
ainda, ©, — p, n — oo. Para exprimir esse fato, diz-se que (x,) é uma sequéncia

convergente ou que (x,) converge para p.

Exemplo 2.17 Consideremos C[0, 1] com a norma || - ||, nesse caso, a métrica induzida

pela norma é dada por

d(f,g) = sup {|f(t) — g(t)[}.

te(0,1]

A sequéncia (f1, f2,-++), em que f,(t) = %, para todo t € [0,1], converge para a fungao

n

constante nula.

De fato, seja ¢ > 0 e considere ny € N com nio < e. Assim,

1 1 1
n > np = d(fu,0) = sup {|fa(t)]} = sup {—} LI
te[0,1] tefo,1] L1 n no

Exemplo 2.18 Seja a € R | tal que 0 < a < 1. Definindo z,, = na”, para n € N, segue

do critério da razao para séries numéricas em R, que
n
Tp =n-a" — 0, quando n — +o0.

Proposigao 2.9 (Unicidade do limite) Seja (x,) uma sequéncia convergente de um

espaco métrico M. Entao € unico o limite dessa sequéncia.

Prova. Sejam a,b € M tais que
limz, =ae limz, =b.
Seja € > 0 dado arbitrariamente, entao existem ng,n; € N tais que
n>ny = d(z,,a) <een>ny = d(x,b) <e
Agora, tomando n € N tal que n > max{ng, n;}, entao
d(a,b) < d(a,z,)+ d(x,,b) < 2e.

Segue, portanto, que
0 <d(a,b) < 2e
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para todo € > 0. Todavia, ¢ é um nimero suficientemente pequeno, logo
d(a,b) =0

assim, resulta que a = b.

Proposicao 2.10 Seja (M, d) um espago métrico. Se uma sequéncia (x,) de M converge

para p € M, entdo toda subsequéncia de (z,) também converge para p.
Prova. Seja (x,,, Zn,,...) uma subsequéncia de sequéncia dada e consideremos € > 0. Da
hipotese que lim x,, = p decorre que existe k tal que

n>k= d(z,p) <e

Ora, como cadan; € Nen; < ny < ..., entao existe n; > k e portanto, para todo n; > ny,
vale a relacao
d(z,,,p) <€

o que prova que limz,, = p.

2.2.2 Topologia dos Espacos Métricos

Definicao 2.18 (Conjuntos abertos) Seja (M, d) um espago métrico. Um subconjunto

A C M se diz aberto se, para todo p € A, existe um niumero real € > 0 tal que B(p;e) C A.

Definicao 2.19 (Conjuntos fechados) Seja (M,d) um espago métrico. Um subcon-
junto F C M se diz fechado se, e somente se, F'\ M ¢ aberto.

Exemplo 2.19 A bola aberta em um espago métrico é um conjunto aberto.

Com efeito, seja B = B(a;r) a bola aberta de centro a e raio r > 0. Com efeito,
se x € B, entdo d(z,a) <r, assim, s =r —d(x,a) > 0.
Afirmagao: B(z;s) C B.

De fato, seja y € B(x;s), entao

d(a,y) < d(a,z)+d(x,y) < d(a,x) +r—d(z,a) =r.
Portanto, que y € B(a;r). Dai, segue que B(a;r) é um conjunto aberto.

Exemplo 2.20 A bola fechada é um conjunto fechado.

Se fato, seja B = Bla;r] a bola fechada de centro a e raio r > 0. Considerando
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x € BY (o complementar de B), tem-se que
d(z;a) > .

Ainda, sejam s = d(z;a) —r > 0 e B(z;s) a bola de centro x e raio s > 0. Se y € B(z;s),
entao
d(z;a) < d(z;y) +d(y;a) < d(z,a) —r+d(y, a)

ou seja,
d(y;a) > r.

Isto &, B(z;s) C B¢. Portanto, BY ¢é aberto e B ¢ fechado.

Definigao 2.20 (Compacidade) Seja (M,d) um espago métrico. Diz-se que um sub-
conjunto K C M é compacto se, para toda sequéncia (z,) de pontos de K, existe uma

subsequéncia (x,,) que converge para um ponto p € K.

Definicao 2.21 (Conjunto Limitado) Seja A um subconjunto de um espago métrico
(M,d). Se existe k € R, tal que
d(z,y) <k

para todo x,y € A, entao A um conjunto limitado.

Proposicao 2.11 Seja V um espaco vetorial normado de dimensdo finita. Entao W C V

€ compacto se, e somente se, € fechado e limitado.

Prova. A prova encontra-se em Kreyszig| (1989)), pagina 77.

Exemplo 2.21 Seja M um espago vetorial normado de dimensao finita, toda bola fechada
é um conjunto compacto.

De fato, como ja foi mostrado, a bola fechada é um conjunto fechado. Ainda, pela
sua caracterizacao, a mesma também ¢ um conjunto limitado. Pela Proposi¢ao anterior,

conclui-se que a bola fechada é um conjunto compacto.

Observacao 2.10 O exemplo anterior implica que toda sequéncia limitada, em um es-
paco vetorial normado de dimensao finita, possui uma subsequencia convergente.
De fato, basta observar que, se {z,,} é uma sequéncia limitada num espaco vetorial

normado de dimensao finita, entao existe k € R, k > 0, tal que
|lznl| < k, Vn €N,

isto é,
x, € B[0; k], Vn € N

e, portanto, pelo exemplo anterior e pela definicao de compacidade, temos o desejado.
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2.2.3 Funcoes Continuas

Defini¢ao 2.22 (Fungdes continuas) Sejam (M,d) e (N,d') espagos métricos. Uma
fungao f: M — N se diz continua no ponto p € M se, para qualquer € > 0, existe d > 0

de maneira que

d(z,p) <0 = d(f(z), f(p)) <e

Dizer que f é continua significa que f € continua em todos os pontos de M.

Proposicao 2.12 Sejam M, N espacos métricos. A fim de que a aplicacio f: M — N
seja continua no ponto a € M ¢é necessdrio e suficiente que x, —> a em M implique

f(z,) — f(a) em N.

Prova. Seja f continua no ponto a. Se x,, —> a, entao, dado € > 0, existe § > 0 tal que
d(z,a) <d=d(f(z), f(a)) <e.
A partir de 0, obtém-se ng € N tal que
n>ny = d(z,,a) <J=d(f(z,), f(a)) <e.

Logo,
lim f(z,) = f(a).

Reciprocamente, supondo, por absurdo, que f nao seja continua no ponto a. Entao,

existe € > 0 tal que, para cada n € N, pode-se obter z,, € M, com

d(tma) <~ e d(f(za), fa) > e

n

Ora, encontrou-se uma sequéncia (z,,) em M, com z, — a sem que f(x,) convirja para
f(a), o que contraria a hipotese feita. Portanto, f deve ser, necessariamente, continua.

Exemplo 2.22 Seja V' um espaco vetorial normado de dimensao finita, entao, todo ope-
rador linear em V' é continuo.

De fato, seja v € V e (v,) C V, entdao dado € > 0, existe ny € N tal que

€
n>ng= v, — | < —=
" [ealy

em que ||T|| = SupveV;HvH:l{HT(U)H}' L0g07 para n > ny,

€

1T (on) = T()I| = [IT (vn = )| < [T[[[Jon = vl| <[] T

€,
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ou seja,
T(v,) — T(v).

Segue, portanto, que 1" é continuo.

Proposicao 2.13 A imagem de um conjunto compacto por uma aplicacdo continua € um

conjunto compacto.

Prova. A prova encontra-se em Lima (2015)), pagina 213.

Teorema 2.4 (Weierstrass) Sejam (M, d) um espago métrico e A um subconjunto com-
pacto de M. Para toda funcao real continua f : M — R | existem xg,x1 € A tais que,
para todo x € A,

f(zo) < f(z) < f(x1).

Prova. A Proposi¢io anterior garante que a imagem f(A) é um subconjunto compacto de
R. Logo, é limitado e fechado. Assim, f é limitada e, fazendo o« = inf f(A) e 8 = sup f(A),

tem-se

ac f(A) e pef(A.
Isto é, existem zg, x; € A tais que

fwo) = e flz) =5

Dessa forma,
f(zo) < f(z) < f(21), para todo x € M.
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3 EXISTENCIA DE AUTOVALORES E AUTOVETORES EM
DIMENSAO FINITA

O trato com autovalores e autovetores é uma ferramenta indispensavel no estudo
de Operadores Lineares e em diversas de suas aplicacoes. Em Espacos Vetoriais de dimen-
sao finita é comum mostrar a equivaléncia entre a existéncia de autovalores e a existéncia
de raizes para um polindomio (chamado de caracteristico) cuja defini¢do provém da teoria
de matrizes e sua relacao com as transformacoes lineares em dimenao finita. Mas, como
vimos, a definicdo de autovalor e a teoria de Algebra Linear até aqui introduzida, inde-
pende de matrizes e, é natural que o resultado de existéncia de autovalores e autovetores
também possa ser provado sem o uso dessa teoria.

Neste Capitulo, nosso objetivo é garantir a existéncia de autovalores e autovetores
em dimensao finita a partir de uma perspectiva diferente da abordagem cléssica vista nos
cursos introdutorios de Algebra Linear. Para tal, faremos uso dos resultados apresentados
no Capitulo anterior. As ideias apresentadas foram retiradas de [Schaftingen| (2013) que,
por sua vez, baseou-se na ideia da prova feita por Argand em uma demonstracao do
Teorema Fundamental da Algebra.

Enunciaremos, agora, o Teorema principal.

Teorema 3.1 Seja V um espaco vetorial complexo de dimensao finita e T -V — V um
operador linear. Se V # {0}, entao existem v, € V' \ {0} e A\, € C tais que

T(U*) - /\*U*7

ou seja, todo operador linear definido num Espaco Vetorial Complexo de dimensao finita

possui autovalor.

Para provar o Teorema , como citado anteriormente, Schaftingen seguiu a estratégia

utilizada por Argand ao provar o T.F.A. Nesta prova, ao tomar um polinéomio P, a funcao
z2€C— |P(2)]

¢ minimizada e Argand mostra que o valor minimo dessa funcao ¢ 0. J& na adaptacao
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feita por Schaftingen - e que apresentamos aqui -, a funcao

17 (v) = Ao

(v,A) € (V\{0}) xC — o

é a que serd minimizada. E, a partir disto, poderemos garantir a existéncia dos autovalores
e seus autovetores associados. Chamamos atencao que, como estamos em dimensao finita,
segue do Exemplo que é possivel definir uma norma em todo espaco vetorial de
dimensao finita, portanto, os resultados apresentados sao validos para qualquer espago
nessas condicoes.

Iniciamos a demonstragao do Teorema provando que ||T(v) — Av| pode ser

minimizado. Para isso, utilizamos a seguinte observacao:

Observacao 3.1 Se V é um espaco vetorial normado complexo de dimensao finita, con-

siderando ||T|| = ¢, tem-se

IT(v) = Avl| = (|A] =) - [[v]l.

[T < NTI - loll = ellvll, Yo e V.

Logo, A € C, tem-se

ALl = [[Awl]

[Av =T (v) + T(v)]
[Av =T@)[| + T ()]
17 (v) = Xof| + I T ()]
< |[T(v) = dolf + o]

IA

Dessa forma,

IT(v) = Mol = (IA| =) - [Jo] -
Como foi obtida uma desigualdade em A\, pode-se comegar a pensar em uma minimizagao.
Provar-se-4, agora, a existéncia deste par (A, v) minimo.

Proposicao 3.1 Seja V um espaco vetorial normado complexo de dimensao finita. Se
T:V — V é um operador linear e V # {0}, entdo eziste v, € V \ {0} e A\, € C de tal
forma que, para cada v € V\ {0} e A € C,

|17 (w) = Mof| [T (vs) = Acos]|

loll ol
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Prova: Considere a fungao

f: VxC — R
(v, A) — f(v,A) = [[T(v) = Avf.

e sejam
{(vn, \)} CV xC e (vg,N\) €V xC
com
(Un, An) — (vo, Ag) em V' x C,
entao

|f(Un, An) = f(vo, M) = | IT(vn) — Anvnll = [T (vo) — Aovol|
< T (vn) = Anvn — T(vo) + Aovol|
< |[[T(va) = T(wo) | + [[Anvn — Aovol-

Como v,, = vg em V e A, = Ag em C, tem-se
Tv, — Tvg € /\nUn — )\()Uo,

donde
| Tv,, — Two|| — 0 € ||Av, — Aovo|| — 0,

ou seja,
|f('Un, )\n) - f('U(), )\0)| — 0.

Dai, segue a continuidade.
Como V # {0}, existe v' € V, v # 0, e pode-se tomar

Ul

e

eV

Vo
Pela Observacao existe ¢ > 0 tal que, se v € V e ||[v|| = 1, entao
Fo,3) = IT(0) = Xl > A — ¢,
portanto, se |A| > [|T'(vp)|| + c e ||v]| = 1, tem-se

f(v0,0) = [T (vo) =0 woll
= 7 (wo)ll
< |A—-c¢
< IT() -2l
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ou seja,
f(vo,0) < f(v,A), YoeV, |u||=1 e VYAxeCcom |\ >|T(vo)l|+ e (3.1)
Ainda, seja

K ={(,AN) eV xC vl =1e[A<[T(v)ll +c}.

Se
{z,} C K
tem-se
Tp = (U, \n) EV XC, VYneN
com

lonll = 1 e |Au| < | T(vo)|| +¢, VneN. (3.2)

As sequéncias {v, } e {\,} em sao limitadas em V e C, respectivamente. Logo,
da Observacao 2.10] {v,} possui subsequéncia {v,,} convergente. Considere {\,,} C
{\}. Como {\,,} é também limitada, pela Proposi¢ao ela possui subsequéncia
convergente, digamos {/\nkj}. Nesse caso, {:L‘nkj} C {z,} é convergente. Dessa forma, o
conjunto K é compacto.

Ainda, uma vez que f é continua, o conjunto K é compacto e nao vazio, pelo
Teorema de Weierstrass, f possui minimo em K, ou seja, existe (v, A;) € K tal que, para
cada (v,\) € K,

[, 2) = f(or, A). (3.3)

Por (3.1, a desigualdade (3.3) também ¢é satisfeita para v € V com ||v|| = 1 e
A € C com |\ > ||T(vo)| + ¢, considerando (ve, A2) € V' x C tal que

fv2, A2) = min{f(vi, M), f(vo,0)}.
Finalmente, se v € V' \ {0} e A € C, entao

17 (v) = Avll
o]

_f (H A) > F(02, Aa) = [T (02) — Agval].

Tomando (v, Ay) € V x C, de modo que

Vs

— € )\* = )\2,
ol

Vg =
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segue que
IT'(v) — Ao

() = vl
ol

[on

> ||T(v2) — Aawa| =

e o resultado é valido.

A segunda parte da prova do Teorema 3.1 consiste em mostrar que um par de minimo pro-
duz um autovetor e seu autovalor associado. Para tal, deve-se mostrar que qualquer par
minimo que nao é autovalor com seu autovetor associado produz pares minimos adicionais.

Para auxiliar nesta tarefa, far-se-a necessario dois resultados. Sao eles:

Lema 3.1 Sejam V um espaco vetorial normado complexo de dimensao finita e S : V —>

V' um operador linear invertivel. Suponha, ainda, que 0 € C,w € C,n € N, e que w €

uma raiz n-ésima da unidade, isto é, w" =1 ew’ # 1, j € {1,2,---,n — 1}. Se, para
cada j € {1,...,n—1}, S —wiol ¢é invertivel, entio

n—1

Y (S—wol) T oSo(I—(a57)") =nl.

§=0

Prova: Primeiro, note que, para cada n € N,

I—(cSHY'=1-0"5" (3.4)

(S"—o"[)o ST =8"ST"—o"IST"=1—-0"ST",

ou seja,
I—(cS™H)'=(S"-0")oS™, VneN.

Observe que, para todon € Ne j € {1,2,--- n— 1},

(S—wiol)toSo(S"—0"l) = (S—wiol) ™ oSo(S"— (Wweol)"), (3.5)
Os operadores acima nao sao de igualdade imediata somente por um termo. Mas,
(Wol)" = (w)"o"] = (w")o™] =0"I, neN, je{0,---,n—1}.

Como w é raiz n-ésima primitiva da unidade, segue que [3.5] é valido.

Ainda, afirma-se que, para cadan € Ne j € {0,...,n — 1},

n—1
(S—wol) oS0 (S" = (Wal)") =) whorsm
k=0
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o que é equivalente a

So(S" — (wal)") = (S —wiol)o <Zwk30k5” k)
De fato, por um lado, se v € V,

So(S"— (wal)")(v) = So(S"(v)— (o) (v))
= S"M () — (Wo)"S(v)

e, por outro lado,
(S —wlol)o (Zw’”akS” k) v)
= (S —uWol) (ZwkjokS” R )
= S (ZwkjakS”k > —Wo (ZwkjokS” R )
k=0
n—1
_ (Z wkjo_ksnkJrl(,U)) . (Z wj(k+1)0_k+15nk(,0)>

= S" () + Wl S (v) + w¥ oS (v) + ..+ WY (D G2(y)
— (WS (v) + w¥a? STV (v) + ... + WS (v))

= S"M(v) — (Wo)"S(v)

= So(S"— (Wal)")(v).

Logo,
(S—wiol)toSo(S"—0o"l) = (S—wlol) oS0 (S"— (wal)")

= Zwkjaksn_k, neNeje{0,...,n—1}.

Ainda, variando j € {0,...,n — 1}, obtém-se

n—1 n—1 n—1
Z(S—w](f[)_loSo(Sn—a"[): wk k‘SH k ng‘sn k’zwk]
J=0 §=0 k=0

Uma vez que w é uma raiz n-ésima da unidade e utilizando a férmula de somatorio

parcial para um série geométrica, tem-se, para k # 0,
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n—1
, 1 — whn 1-1
kj — 0-k 1-k (nfl)'k — = = O
E w wrtw T+ tw 1 — ok 1 — Wk

Agora, para o caso k = 0, tem-se

Zw’” Ot Y 141l =n-1=n.

Isto é, .
o1 . 11__2: =0, sek#0
S -
7= n, se k=0
e, assim,

n—1
ZS wol)™ o So(S"—o"l) =ns"
=0

Com o auxilio de obtém-se

—_

(S—wiol)toSo(I— (681" = 2(5 —wiol)toSo(I—0o"S™™)

n—

<
Il
=)
- o

3 .

= Z(S —wiol) o So(S"ST" — oS
=0
n—1

= Z(S —wlol) toSo(S"—0") oS
=0

= nS"oS™"

= nl,

e o resultado segue.

Lema 3.2 Sejam V um espaco vetorial normado complexo de dimensao finita, T : V —
V' um operador linear, v, € V\ {0} e A\, € C. Se para cada v € V\ {0} e A € C, tem-se

T (0) = Al o 7)) = Ac]]

- [

Y

o]
entao, para A € C com |\ — \| < c., existe vy € V' \ {0} tal que

[T (va) = Auall

loall
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Prova: Suponha ¢, > 0. Uma vez que, para cada v € V' \ {0} e A € C, tem-se

ou seja,
1T (v) = Mol = elol,

entao, para cada A € C o operador T'— AI é uma bijecao, pois A nao pode ser um autovalor
de T, ja que, na equagao acima, c,||v|| ¢ sempre diferente de zero, se v # 0. Dessa forma,
T — Al é um operador invertivel, pela Observagao [2.6| e, portanto, para cada v € V'\ {0},

[v]]

(T = AD7 @) < 28 (36)
Em particular, isto nos permite definir
vy = (T — M) 7N T (v,) — \y). (3.7)

Assim, basta mostrar que ||v.|| < ||va]l-
Pelo Lema fazendo S =T — A\, ] e 0 = )\, — \, tem-se, para n € N e w raiz
n-ésima da unidade,
n—1
ST = AT =)A= XD (T = M) (v, = Wa)) = nw,
j=0
em que W, = (As — N)™"(T — A1) 7™ (vy).
Agora, pela desigualdade triangular,

DT = AT —wi(A=X)D) ™ (T = \I)(v. — Wn))||

=0
1

[nva]| = nllv.]| =

<N = AT = wi (A= AT = M) (v — W)
j=
Por um lado, por 3.6, da desigualdade triangular e pela defini¢ao de c,, se para
cada j € {1,...,n— 1},

o= (st s
< 1 (T = AT (vs — W,

*

IN

ci( I(T(e.) = Asall + I T(Wa) = AW )
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1
= ol + = IT(Wa) = AWall

Por outro lado, de [3.6] 3.7 e da desigualdade triangular,

(T = AT - A)D)THT = M) (v — W,)||
= (T = AD)"HT = \I)(v. — W)
= |[(T=X)"HT = A\D)(v.) — (T = XI)"HT = X)W,
< (T = ADHT = ND) ()| + [[(T = AD™HT — X)W
= loall + T = MD)W

Combinando as desigualdades anteriores que obtém-se,

n—1
1
ol < 37 [l ITOV) = AWl + o]l + [TV, = AW

J=1

= (n- )Hv*HJrHvaJr—HT( A

donde
loell = nllval = (= Dffol < floall + = ||T( n) = AW (3.8)
Ainda,
1 1 _
= (T = MD)W, = = (T = ML) A = N)™(T — X)) ™™
— "N = A T)~ Yy,
Como, por |3.6],
(T =AD" V)| = (T = AD™HT = AD)" " o]
1
< (@ =AD"
Cx
1
< (T = a0~
(c.)?
1
< il
()t

entao,

| A — A"
e = anweal < (222 o
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Assim,
n A= AN\
2 = s <n (P22 o)
Cy Cx
uma vez que, por hipotese, |A — \,| < ¢,

A — Al

Cx

O<a= <1

logo, pelo Exemplo [2.18

a"—0 e n-a"— 0, quando n — 400
Fazendo n — +00 em obtém-se

[[o]] < floall-

Como, por
T(vy) — Ave = T'(vy) — vy,

segue que
T (0x) = Auall _ (T = Ao _ (T = ADouf] ([T (02) = Avy]
[[oAll loall -~ [[o]] B [[oAll
portanto,
IT(v) = Aunl| _
[[oAll

Como desejado.

Dispondo dos resultados anteriores, mostra-se a segunda parte do Teorema.

Proposicao 3.2 Sejam V um espago normado complexo de dimensao finita, T :'V — V
um operador linear, A\, € C e v, € V' \ {0}. Se para cada v € V \ {0} e A € C,

1T () = Aof| (T () = Acos]|
[ v]] - vl
Entao, T(v.) = \v..

T(v.) — Ao,
Prova: Suponha, por contradicao, ¢, = I7 (v ||) || vl
Vs

Definindo

> 0.

T —A
A, = {)\ € C; existe vy € V' \ {0} tal que | (U"\ﬂ} i ol = c*} :
A
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Por hipotese, A\, € A,. Pelo Lema 3, para cada \ € A,
B..(\) C Ay,

o que é assegurado, pelo Teorema que A, = C.
Assim, para cada X\ € C, existe vy € V' \ {0} tal que

() — Al
Y

Por outro lado, pela Observagao [3.1] se [A| > ¢, + ¢, entdo

(3.9)

*

o que contradiz [3.9] logo ¢, = 0.

Portanto,

T = A

0O=c
" o]

= [|T'(vs) — Mevi|| = 0 = T'(vi) = \vs.

Conforme o desejado.
A luz de todos esses resultados, é possivel demonstrar o Teorema
Prova:[Do Teorema [3.1] Sob as hipoteses que, se V' é um espago vetorial complexo de

dimensao finita e 7 : V. — V & um operador linear, donde V' \ {0}, a Proposi¢ao
garante que existem v, € V\{0} e A\, € C de tal forma que, para cadav € V\{0} e A € C,

|17 (w) = Aof| ([T () = Acos]|

ol [0l
Por sua vez, a Proposi¢ao assegura que, se para cada v € V '\ {0} e A € C,

|17 (v) = Avll 1T (vs) = At

loll -~ ol

Y

entao,

T(v.) = \vs.

E o Teorema esta provado.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo introdutoério de Algebra Linear é totalmente voltado para o trato com
Espacos Vetoriais em dimensao finita e as Transformacoes Lineares definidas entre esses
espacos. E comum e conveniente, pela facilidade com os calculos, que a abordagem
seja direcionado a relacao dessa teoria com a Teoria de Matrizes e Determinantes, mas
essas teorias sao distintas e, por nao ser trabalhada e, muitas vezes, sequer comentada,
permite a davida sobre as possibilidades em desenvolver os estudos de Algebra Linear
sem o uso dessa teoria. Sendo assim, esse trabalho proporcionou esse olhar diferente
acerca de resultados da Algebra Linear sendo passiveis de serem provados, substituindo
os argumentos da Teoria de Matrizes por argumentos introdutorios do estudo de topologia
dos espacos métricos.

Assim, o estudo feito para a elaboracao deste texto propiciou um rico itinerario
sobre Operadores Lineares e demais conceitos subjacentes, através de ferramentas da
Topoligia dos Espacos Métricos e da propria Algebra Linear vistos na graduacio. Alias,
foi possivel perceber que as conceitos vistos ao decorrer do curso em diferentes situagoes,
seja em disciplinas ou em projetos, mesclaram-se ao longo dessa construcao e é possivel
emaranhar os conhecimentos de areas aparentemente distintas.

Ademais, considerando que o estudo da teoria dos autovalores e autovetores é visto
por estudantes de diversas areas, espera-se colaborar com a producao de conhecimento
cientifico, ao passo que fornecemos uma abordagem didatica para a apresentacao de um
resultado que, em geral, ndo encontra-se em livros didaticos de Algebra Linear. Por isto,
este trabalho pode vir a ser importante para o aprimoramento destes estudos e aplicacoes.
Bem como, destaca-se que, tal abordagem foi responsavel pelo enriquecimento no alicerce

da conclusao de curso e ampliou a bagagem de conhecimento ofertada.
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