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RESUMO

Os principios bésicos da Anélise Funcional sao os teoremas de Banach-Schauder (Teo-
rema da Aplica¢do Aberta), Banach-Steinhaus (Principio da Limita¢ao Uniforme) e Hahn-
Banach, resultados que marcaram o nascimento da teoria e foram fundamentais para o
seu desenvolvimento. O presente trabalho tem como objetivo apresentar demonstragoes
detalhadas desses resultados, além de diversas consequéncias, algumas delas no contexto

dos operadores absolutamente (¢, p) —somantes.

Palavras-chave: Espacos Normados. Espacgos De Banach. Operadores lineares conti-

nuos. Operadores absolutamente somantes.



ABSTRACT

The basic principles of Functional Analysis are the Banach-Schauder (Open Mapping The-
orem), Banach-Steinhaus (Uniform Boundedness Principle) and Hahn-Banach Theoremns,
results that marked the birth of the theory and were fundamental for its development.
The present work aims to present detailed demonstrations of these results, in addition to

several consequences, some of them in the context of absolutely (¢, p) —summing operators.

Keywords: Normed spaces. Banach spaces. Continuous linear operators. Absolutely

summing operators.
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1. INTRODUCAO

A Analise Funcional nasceu de vérios problemas matematicos e fisicos cujas solugoes
geralmente se encontravam em espacos de fungoes ou em espagos de sequéncias, ambos os,
espacos vetorias de dimensao infinita. A partir disso foi preciso criar uma nova matemética
para, essencialmente, tratar desses espacos. Dessa forma, podemos defini-la, de maneira
sucinta, como sendo o ramo da Matemaética que generaliza, de forma natural, os conceitos
da Algebra Linear. Ainda, a Analise Funcional destaca-se por sua propria importancia
teodrica; afinal, esta desempenha um papel crucial nos mais diversos ramos da Matematica,
em especial, no estudo da Teoria dos Espacos de Banach, Equacoes Diferenciais Parciais,
Operadores Lineares Absolutamente Somantes, dentre outros.

Neste trabalho pretendemos apresentar os resultados classicos da Analise Funcional e
posteriormente algumas aplicagoes na Teoria dos Operadores Absolutamente Somantes.

No Primeiro Capitulo faz-se uma ressalva a conceitos introdutérios, tais como os es-
pacos normados com énfase aos Espacos de Banach e alguns exemplos. Estes servirao
de base para o restante do trabalho, visto que o conceito de Operadores em Espacos
Normados depende desta teoria.

No Segundo Capitulo, apresentaremos a classe dos Operadores Lineares Continuos
definidos em Espagos Normados. Nesse primeiro momento, o resultado mais importante
estabelece uma série de equivaléncias para avaliar a continuidade dos operadores lineares.

No Terceiro Capitulo, serao apresentados alguns dos principais teoremas dentre o vasto
espectro de assuntos que merecem ser abordados. Tais resultados referem-se ao Principio
da Limitacao Uniforme, o Teorema da Aplicacao Aberta, o Teorema do Grafico Fechado
e o Teorema de Hahn-Banach. O primeiro destes nos assegura que a limitacao pontual de
operadores implica em limitagao na norma desses operadores; ainda, segue como corolario
que o limite pontual de operadores lineares continuos definidos em espagos de Banach
é ainda um operador linear continuo. Um resultado familiar da Analise nos diz que a
imagem de um conjunto compacto por uma aplica¢gao continua é um conjunto compacto;
entretanto, tal afirmagao nao é valida quando trata-se de conjuntos abertos. O Teorema
da Aplicacao Aberta nos garante certas condi¢oes para que um operador linear continuo
entre espacos normados leve conjuntos abertos em conjuntos abertos. E, como uma de suas

consequéncias, tem-se o Teorema do Gréfico Fechado, este estabelece uma equivaléncia



entre a continuidade de um operador linear e a topologia do seu grafico. Tendo em vista
que, em Analise Funcional, muitas vezes estamos interessados em saber quando é possivel
estender aplicagoes lineares continuas definidas em um subespaco de um espac¢o normado
para todo o espaco, supriu-se tal necessidade com o famoso Teorema de Hahn-Banach, o
qual permite que todo funcional linear continuo definido em um subespago de um espaco
normado seja estendido continuamente para todo o espaco, preservando sua norma.

No Ultimo Capitulo, como aplicaces dos resultados apresentados no Capitulo 3, apre-
sentaremos alguns propriedades e exemplos envolvendo séries em espacos normados, bem
como, veremos os conceitos e resultados bésicos da Teoria dos Operadores Absolutamente

Somantes.
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2. ESPACOS NORMADOS

Neste capitulo apresentemos os conceitos inicias da Analise Funcional, como os espacos
normados e espacos de Banach, bem como alguns exemplos e resultados basicos. Durante
todo o trabalho K denotara o corpo dos niimeros reais ou complexos, isto é, K = R ou

K = C. As principais fontes desse capitulo foram [3}9]

Definicao 1. Seja E um espago vetorial. Uma norma em E é uma aplicagao da forma
|-l : E — R, que asssocia a cada vetor x € E o nimero real ||z||, chamado a norma de

x, que satisfaz as sequintes condi¢oes:

1. ||z|| > 0, para todo x € E;
2) ||z|| =0 < 2 =0, para todo x € E;
3) |lazx| = |a|||z||, para todo x € E e a € K;

4) [l +yll < [lzll + llyll, para todo z,y € E.

Chamamos de Espaco Normado ao Espaco Vetorial munido de uma norma e o repre-
sentamos por (F, ||-||) ou simplesmente por E quando nao houver ambiguidade sobre qual

norma estivermos usando.

Definicao 2. Seja X um conjunto nao vazio. Uma métrica em X € uma aplica¢ao
d: X xX — R que a cada par (z,y) associa ao nimero d(z,y) satisfazendo as sequintes

condigoes:
1) d(z,y) >0 ed(x,y) =0 < x =y, para todo x,y € X;
2) d(x,y) = d(y,x), para todo x,y € X;
3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), para todo x,y € X.
Chamamos de Espaco Métrico ao conjunto nao vazio X munido de uma métrica d.

Podemos ver que toda norma induz uma métrica em E através da aplicagao

d(z,y) = ||z =yl

Assim, todas as propriedades que sao validas em espacos métricos se mantém em

espagos normados.
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Exemplo 1. (R,|-|) e (C,]|-|) s@o espagos normados.

Uma sequéncia em um espaco normado E é uma aplicacao z : N — E que, a cadan €
N, associa um vetor z(n) de E. Costuma-se representar o vetor z(n) por z,,. Denotaremos
a sequéncia x : N — F por (z,)%°; C E ou simplesmente por (x,)22; quando nao houver

possibilidade de duvida.

Definicao 3. Seja E um espago normado. Dizemos que uma sequéncia (x,)>2, C E €

de Cauchy em E quando, dado € > 0, existe ng € N tal que
n,m > ng = ||z, — .| <e.

Defini¢ao 4. Seja E um espago normado. Uma sequéncia (x,)52, em E € dita conver-

gente se existe x € E tal que, para todo € > 0, existe ng € N satisfazendo
n>nyg = |z, —z|| <e.

Neste caso, denotamos por x, — x ou lim z, = x.
n—oo

Se (x,)22, ¢ uma sequéncia em F, convergente para x € F, a desigualdade
lzn = 2|l < 20 — 2] + [[2m — =]

mostra que a sequéncia (z,)>, ¢ de Cauchy, isto ¢, toda sequéncia convergente é de
Cauchy.

Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Para isso, considere uma sequéncia de
racionais (1,,)>, convergindo para y/2. Como vimos acima, (2,)%°, ¢ uma sequéncia de
Cauchy pois é convergente em R, porém nao é convergente Q. A existéncia de sequéncias

de Cauchy que nao sao convergentes em espagos normados, nos induz a seguinte defini¢ao:

Definicao 5. Um espaco normado E € dito espaco de Banach quando toda sequéncia de

Cauchy em E for convergente.

Exemplo 2. Sejam a,b € R com a < b. Denotaremos por Cla,b] o espago de todas as

fungées continuas definidas em [a,b] assumindo valores em K, isto €,
Cla,b] ={f : [a,b] — K : f € continua}.

Nessas condigoes, sabemos que toda fung¢ao em Cla,b] é limitada. De maneira natural
vamos definir a aplicag¢ao

1fllo = sup [f(2)],

tela,b]

que torna Cla,b] um espago normado. A seguir, provaremos que Cla,b] € um espago de

Banach.



12

Seja (fn)22, uma sequéncia de Cauchy em Cla,b|, entio, dado € > 0, existe ng € N
tal que

n,m >nyg = ||fn— filloo = t21[1pb1|fn(t) — fm(t)| <e. (2.1)

Para cada t € [a,b], temos
|fn(t) — fin(t)| <€ sempre que n,m > ny,

que nos diz que, para cada t € Cla,b], a sequéncia de escalares (f,(t))3, € de Cauchy,
logo, convergente. Portanto a fun¢ao f : [a,b] — K dada por

f(t) = Tim f,(t)

n—oo

estd bem definida. Como a sequéncia (f,)5, € de Cauchy seque que a convergéncia acima

¢é uniforme, portanto f é continua. Por fim, fazendo m — oo em (2.1)) concluimos que
fn — f
Proposicao 1. Sejam E um espagco de Banach e F' um subespago vetorial de E, entao

F € um espaco de Banach com a norma herdada por E se, e somente se, F' € fechado em
E.

Demonstragao. Suponha que F' é um espago de Banach e seja (z,)9°; uma sequéncia em
F convergente, digamos z, — x € E. Provaremos que x € F. Observe que (z,)%,
¢ uma sequéncia de Cauchy em E (pois é convergente), com maior razao (x,)3°, ¢ de
Cauchy em F'| logo convergente para algum y € F. Portanto pela unicidade do limite,
concluimos que = = y, logo F' é um subespago fechado em F.

Suponhamos que F' seja fechado em E. Considere (x,,)%, uma sequéncia de Cauchy
em F' e como F um espago de Banach, entao (x,,)5°, é convergente, digamos z,, — x € E.

Como, por hipotese, F' é fechado, segue que x € F. n

Exemplo 3. Denotaremos por ¢y o espaco de todas as sequéncias de escalares que con-

vergem para zero, isto €,
co = {(an):2, : z, € K para todo n € N e a,, — 0}.

A aplicacao

H(an)zozlnoo = SUP|an|a
neN

define uma norma em cy. Provaremos que ¢y € um espaco de Banach. Com efeito, seja
()52, uma sequéncia de Cauchy em cy, isto €, para cadan € N x, = (a})72, € ¢y Dado

e > 0 existe ng € N tal que

n,mm > no == [|2m = Zaflo = [l(ak = ai')izi lloo = suplag — ai'| <e. (2:2)



13

Logo, para cada j € N, temos

la — aj'| < e sempre que n,m > ne.

o0

: L "
Assim, a sequéncia de escalares (af)p2,

€ de Cauchy em K, portanto convergente, isto ¢,

aj — a; para cada j € N. Pondo x = (a;)52,, afirmamos que x € cy. De fato, como a

sequéncia (a})7, converge para zero para todo n fizo entdo existe ny € N de modo que

£
a)

k>n1:>\a,’;|<2

além disso, existe ny € N tal que
" €
n > ny, = |a} —aj]<§,

e, portanto,

laj| < la; — a?2+1| + \a§‘2+1] < & sempre que j > ny.

Logo a; — 0 e assim, x € ¢y. Por fim, fazendo m — oo em (2.2), tem-se
|xn — x|l < € sempre que n > ny.

Logo ¢y € um espaco de Banach.

Exemplo 4. Denotaremos por coy 0 subespaco vetorial de cy formado pelas sequéncias de

escalares eventualmente nulas, isto €,
coo = {(Tn)y2y € o ¢ existe ky € N tal que x,, = 0 para todo k > ko}.
Considere a sequinte sequéncia em coyp:

ry = (1,0 0,)

1
To = (17570707 )
11
= (1,=-,=,0,0..
xs3 <72737 ) )
' 111
n 17_7_7 '7_7070
v ( 2’3" n )
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[e.e]

Considerando x = (%)k_l C cg. A expressao

1 1 )H B 1
"m+1'n+2"" e n+1

o = e = ||(0,0,... —0

mostra que x, — x. Como x & coo, resulta que cog nao € fechado e pela Proposi¢ao

nao € um espaco de Banach.

Exemplo 5. Para cada nimero real p > 1, definamos

ly, = {(zn);, s @, € K para todon € N e Z |z, |P < 0o}

n=1

O conjunto ¢, € um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias e a fungao

1

o0
[(@n)nzsllp, = Z |2 |7
n=1

torna ¢, um espago de Banach. Parap = oo, definimos o conjunto de todas as sequéncias

limitadas de escalares, ou seja,

loo = {(xn)5 : @ € K para todo n € N e supl|z,| < oco}.
neN

O conjunto cy € um subespaco de o, e a fun¢ao

[(@n)ntilloo = suplan|
neN

torna Lo um espaco de Banach.

Veremos a seguir que o estudo de séries em espacos normados torna-se imprescindivel
no estudo dos espacos de Banach, tendo em vista que é possivel caracterizar tais espagos

através de séries convergentes.

Defini¢ao 6. Seja (,)5°, uma sequéncia no espago normado E. Dizemos que a série
oo

o n
g Tn € convergente para x € E se a sequéncia das somas parciais E x; converge
n=1 j=1 netl

o0
para x. Neste caso, denotaremos por E Ty = X.

n=1

o0

Definicao 7. Dizemos que uma série E Tn no espaco normado E € absolutamente con-

n=1

oo

vergente quando a série numérica E |zn|| for convergente. Neste caso, denotamos por

n=1
o0
> ]l < oo
n=1



15

Exemplo 6. Considere a sequinte sequéncia em co:
1 = (1,0,0,...)
1
(0.500.--)
B 1
Ty = (O, 0, § )

To =

Ty =

Note que
Sl =5 <20
n=1
Assim, a série an ¢ absolutamente convergente. Seja x = (1, %1, %, e ,#, ), entao
n=1
2": (0 0 ! L ) ! —0
T; —X = y Yy ) =
= / (n+1)?2" (n+2) (n+1)2

Portanto, Za:n =z ¢ cop.

n=1
Este exemplo nos mostra que séries absolutamente convergentes em espacos normados

podem nao ser convergente. Veremos a seguir que para espagos de Banach convergéncia

absoluta implica em convergéncia simples.

Teorema 1. Um espaco normado E é completo se, e somente se, toda série absolutamente

convergente em E € convergente.

Demonstracao. Suponhamos que toda série absolutamente convergente em E é conver-

gente. Seja (x,)52; uma sequéncia de Cauchy em E. Seja n(()l) € N tal que

(1)

m,n >ny = ||z, —zn| <27

Escolha ny > n . Agora, considere ”0 € N tal que n(()) > n(()l) e se m,n > n(()Q), entao

|2 —2m|| < 272. Escolha ny > né ) e ny > np. Prosseguindo dessa forma indefinidamente,

obtemos uma sequéncia (ny,ns, ..., ) que satisfaz

@y, — Tng || < 27% para todo k € N.
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Dali, pelo critério de comparagao entre séries numéricas em R,
o0
Z H‘T’.nk+l - xnkH < o0,
k=1

o
donde segue que a série E (#n,,, — Tp,) € absolutamente convergente e, por hipétese, é

k=1
00

convergente, isto é, z:(:znk+1 — ) =2 € E. Note que
k=1

k
Tpgpy = Tny + Z(acnj+1 — @,;) para todo k € N.
j=1

Fazendo k — oo, segue que ,, ., — T, + € E. Portanto (z,);2, é uma sequéncia

de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente, logo x,, — z,, + .

)
n=1

[o.¢]
>l < oo
n=1

Seja E' um espago de Banach e (z,)%, uma sequéncia em E tal que

Sejam m > n € N. Observe que

m n m
DRI B DI
j=1 j=1 j=n+1

m
< Z |z;|| — 0 quando m > n — oo.

= j:TL+
n [e.e]
Assim a sequéncia g x; ¢ de Cauchy em FE, em particular, convergente. O
J=1 n=1
Defini¢ao 8. Seja E um espag¢o normado. Duas normas || - |1 e || - |2 em E sao ditas

equivalentes se existem constantes cy,co > 0 tais que
cllz)ls < Jlz|| < e2llx||2 para todo x € E.

Um exercicio candnico desta teoria diz que se F é um espago de Banach com uma
determinada norma, entao E ¢ um espago de Banach em qualquer norma equivalente
aquela primeira. Sabemos dos cursos de Analise Real que todas as normas em R" sao
equivalentes (consulte, por exemplo [5]). Assim é sempre possivel escolher uma norma de
acordo com sua conveniéncia. Veremos que em dimensao finita quaisquer duas normas

também sao equivalentes.

Proposicao 2. Seja E um espa¢o normado e B = {x1, x5, -+ ,x,} um conjunto linear-
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mente independente, entao existe ¢ > 0 tal que

n
H Z a;T;
j=1

> c(lar] + lag] + - - + |an])

para quaisquer escalares ay, as, . . ., Qy.

Demonstrag¢ao. Dados quaisquer duas normas || - |1 e || - |2 em R™ existe uma constante
¢ > 0 tal que ||z||; > c||z]]2 para todo = € R™. Entao, basta mostrar que a aplica¢ao
| -] : R* — R, dada por

n
[ (an,0, ) | = || D e
j=1

é uma norma em R". Com efeito, sejam a = (ay, as, -+ ,a,), b = (by,be,-- ,b,) € R" e

a € K, entao:

n n
1) ||a|| = 0se, e somente se, H Zajxj =0, logo Zaj:cj =0ecomo B = {z1,x9, -+ ,Z,}
=1 =1

J:
¢ um conjunto linearmente independente, segue que a = 0;

n n n
2) ||aall = H Zaajxj = HaZajxj = ‘a‘H Zajxj
=1 =1 j=1

= laflall;

n n n n
3) lla+ bl = || D2 asws + D by | < | Do asas | + || D | = llall + 1o
j=1 j=1 j=1 j=1
Logo, || - || ¢ uma norma em R". Por fim, tomando a norma da soma em R™ concluimos
que
n
| S ajas]| = el (@2, @) e = (ol + lazl + -+ + Ja)
j=1

O

Teorema 2. Todas as normas em um espaco normado de dimensao finita sao equivalentes

Demonstrag¢ao. Seja E um espag¢o normado de dimensao finita e B = {e1, g, -+ , €,} uma
n
base de F, entao para cada x € E existem escalares aq, as, - ,a, tais que x = g a;e;.
=1
Consideremos a norma || - ||s : £ — R dada por

n
lzlls =) layl,
j=1
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sendo || - || uma norma qualquer em F. Entao

n n
lall = | Y ases] < X lasllesl
j=1 i=1

MY lajl = Mlells,
j=1

IN

para todo x € E em que M = ax le;l|. Pela Proposicao [2| existe ¢ > 0 tal que,
<j<n

> s

n
Jall = || ase;
j=1

para todo = € E. O resultado segue notando que normas equivalentes sao transitivas. [
Teorema 3. Todo espaco normado de dimensao finita é completo.

Demonstra¢ao. Sejam E um espago normado de dimensao finita e B = {ej,eq, -+ ,ex}

uma base de Hamel normalizada de E, entao para cada x, € E existem tinicos escalares
n n n 3 J— n
ay,ay, -+ ,a; tais que r, = E a;e;.

Pela Proposicao 2] existe ¢ > 0 tal que
|Tn — x| > CZ la? — a|, para quaisquer n,m € N.

Seja ()~ uma sequéncia de Cauchy em E, entdo dado £ > 0 existe ng € N de modo
que:

m,n > nyg = ||z, —xn| < ec.

Assim, para cada j € N temos
n m
|a% — af'| < e sempre que m,n > ny.

Portanto a sequéncia de escalares (a?):il ¢ de Cauchy, logo convergente. Entao, para
cada j € N existe b; € K de modo que aj — b; quando n —> oco. Tomando z =
bier + byes + - - - + bye, € E obtemos

llm e, — || = hm H Z ) e;

< =
TLILIEOZM —b;| =0.

Dai concluimos que x,, — z, logo £’ é um espaco de Banach. O

Corolario 1. Todo subespaco de dimensado finita de um espag¢o normado E € fechado.
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Exemplo 7. Vimos anteriormente que (Cla,bl,| - ||cc) € um espago de Banach. Sabemos
que toda funcao continua definida em um intervalo compacto €, em particular, integrdvel.

Assim a expressao
b
I = [ 1l

estd bem definida e torna Cla,b] um espa¢o normado. Posteriormente, provaremos que
(Cla,bl, ]| - |l1) nao é um espago de Banach. Por agora, assumiremos esse fato como

verdade. Assim sendo, as normas || - ||« € || - |1 n@o sao equivalentes.

Exemplo 8. Em todo espago vetorial E € possivel definir uma norma. De fato, Supo-

nhamos inicialmente que E tem dimensao finita e seja B = {eq,ea,...,e,} uma base de
Hamel para E, entao, para cada x € E existem tunicos escalares ay,as,...,a, € K tais
que

n
xr = E a;e;.
i=1

n
As aplicagoes ||z|| = 1r£1a<X|ai| e llz|| = Z la;| definem normas em E.
SN
- i=1
Agora, considere E um espago vetorial de dimensao infinita e B = {e;};c; uma base

de Hamel para E. Entao, para cada v € E existe um subconjunto finito F© C I e escalares

xr = E a;e;.

el

a; € K, para todo 1 € F, tais que

Veremos que a aplicagao ||z|| = m%x|ai| define uma norma em E. Segue diretamente da
1€

defini¢ao que ||z|| > 0 para todo x € E e

|z]| =0 = m%x|ai| =0=>|a;| =0, para todo i € F = x; para todo i € F.
1€

Portanto, © = Z ae; = 0. Seja a € K, entao
i€l

||| = H Zaaiei

el

= max|aa;| = |ajmax|a] = a]la]

para todo x € E. Por fim, sejam x = Zaiei ey = Zbiei e E, com Fi1,F, C 1
i€ F 1€Fp
conguntos finitos. Assim,

iEFl\FQ i€ F1NFy iEFQ\Fl

Logo,

T+y= Z Ci€i,

i€ F1UFy
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em que,
a;, sei € Fi\Fy,

G =1Sa;+0b;, sei € FiNFEy,
bi, sei € Fy\F.

Para todos esses valores de ¢; sempre teremos |¢;| < ||z|| + ||y|| para todo i € Fy U Fy e,

portanto, a desigualdade ||z + y|| = Jnax lei| < |lz|| + |ly|| € satisfeita. Logo E é um
1€f1UEF,

espaco normado.

2.1 Um comentario sobre bases e dimensao

Do Teorema[2 até o final da segdo anterior, pode-se perceber que falamos um pouco so-
bre espagos normados de dimensao finita e bases de Hamel. Entretanto, como ja haviamos
mencionado na Introdugao, a Anélise Funcional nasceu de varios problemas matematicos
e fisicos cujas solugoes, geralmente, encontravam-se em espacos vetorias de dimensao in-
finita.

Independente da dimensao do espago, uma aplicagao interessante do Lema de Zorn
garante que todo espago vetorial admite uma base de Hamel (veja, por exemplo, [4]).
Contudo, o teorema abaixo, de certa forma, dificulta ou inviabiliza a utilizacao das bases

de Hamel para espacos vetoriais de dimensao infinita.

Teorema 4. Em todo espaco de Banach de dimensao infinita qualquer base de Hamel é

nao enumerdvel.

Nesse sentido, foi preciso criar um novo conceito de base para dar prosseguimento
ao estudo desses espacos. Antes de apresentarmos esse conceito, vamos demonstrar o

Teorema [ Para isso, precisaremos de alguns resultados auxiliares.

Teorema 5 (Teorema de Baire). Seja (M, d) um espago métrico completo e (f,)o2, uma

sequéncia de conjuntos fechados de M tais que M = U fn. Entao existe ng € N tal que
n=1
F,, tem wnterior nao-vazio.

Para a demonstracao do teorema acima consulte [3].
Proposicao 3. Todo subespaco proprio de um espa¢o normado tem interior vazio.

Demonstracao. Seja G um subespago proprio do espago normado E. Suponhamos que
existam g € G e r > 0 tais que B(g;r) C G. Dado x € F — G, entao

rx—g
— g+t Y€ Blgin).
29t G g € BT
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pois
2|z —g 2

Portanto, z € G, como

2 2
r=2lr—glz—g (—H:v—gl\ - 1) |
T T

e sendo GG um subespaco de E| resulta que x € G. O

Demonstragao do Teorema[f]. Seja E um espago de Banach de dimenséo infinita. Supo-
nhamos que exista uma base de Hamel em E enumerével, digamos B = {z, : n € N}.

Para cada n € N o conjunto F,, = span{xy,xs,...,2,} é fechado por ser um subespago de

dimensao finita e, portanto completo de E. Além disso, afirmamos que F = U F,. De

n=1
fato, dado z € E, sendo B uma base de Hamel em E entao existem escalares ay, as, . .., a;

tais que

J
Tr = E T;Q;.
i=1

[o.¢]
Esse fato nos diz que z € F; C U F,. Pelo Teorema [5| existe um ng € N tal que o interior
~ . n:1 . . ~ . . ~
de F),, é nao vazio, o que é um absurdo, pois como £ tem dimensao infinita, entao para

cada n € N, F}, é um subespaco proprio de E e, portanto, pela Proposicao [3| segue que
F,, tem interior vazio para todo n € N. Concluimos assim que qualquer base de Hamel

em um espaco de Banach de dimensao infinita é nao enumeravel. O]

Representagoes de vetores por combinagoes lineares infinitas sao bastante comuns e

lteis para espacos normados.

Definicao 9. Seja E um espago de Banach. Uma sequéncia (,)32, € dita base de

Schauder quando para todo x € E existe uma unica sequéncia de escalares (a,)5° tal que

[o¢] n
T = E ApTy = lim E a;x;.
n—o0
n=1 j=1

A Base de Schauder tem como objetivo principal generalizar as Bases de Hamel ade-
quadamente para o contexto de espagos normados de dimensao infinita. Bases de Schauder
sao uteis para se entender o comportamento e a estrutura de um espago de Banach. Prova-
se que todo espago de Banach que contém uma Base de Schauder é separavel (um espago
normado F é separavel se possuir um subconjunto A C F enumeravel e denso; ver mais
detalhes na Segao . A reciproca desse resultado ¢é falsa e foi provada por Per Enflo, em

1972, que recebeu um ganso vivo de Stanislaw Mazur como presente pela demonstracgao.
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Como l+, nao é separavel (veja [9]), entdo ndo admite nenhuma base de Schauder.
A busca por condigbes para que um espago de Banach possua uma base de Schauder
foi objeto de pesquisa de muitos matematicos. Um resultado extremamente delicado
conhecido como Principio de selecao de Bessaga-Pelczynski nos garante em uma de suas
aplicagoes que todo espaco de Banach de dimensao infinita contém um subespacgo de

dimensao infinita com base de Schauder. Para a demonstragao desses dois fatos consulte
13l

2.1.1 Espacgos que nao sao completos em nenhuma norma

Sabemos que se (M, D) é um espago métrico entdao ele admite um completamento,
ou melhor, M é isométrico a um subconjunto denso do espago métrico completo (M , [7)
(veja, por exemplo, [9]). Grosseiramente falando, é possivel adicionar pontos a um espago
métrico para torné-lo completo. Vimos no Exemplo |8 que é possivel definir uma norma
em qualquer espaco vetorial. E natural se questionar se em todo espaco vetorial é possivel
definir uma norma que o torne um espago de Banach. Quando a dimensao do espaco for
finita, a resposta ¢é trivial. O nosso objetivo nessa secao é apresentar um espac¢o normado

de dimensao infinita que nao é completo em nenhuma norma.

Exemplo 9. Veremos que nenhuma norma em cog o torna um espago de Banach. Pelo
Teorema [4] € suficiente exibir uma base de Hamel enumerdvel em coy. Afirmamos que
o conjunto formado pelos vetores canénicos B = {e; : j € N} € uma base de Hamel
nesse espaco. O conjunto B € claramente linearmente independente. Além disso, dado

(2,)22, € coo, entao existe ng € N tal que z,, = 0 para todo n > ng. Assim,

no
(Tn)oy = Y wje;.
=1

Portanto concluimos que B ¢ uma base de Hamel enumerdvel em cop.
Mais geralmente o seguinte resultado é valido.

Proposicao 4. Todo espago vetorial de dimensao infinita que contém uma base de Hamel

enumerdvel nao € completo em nenhuma norma.

2.2 Conjuntos Compactos em Espacos Normados

Definicao 10. Seja E um espago normado. Um subconjunto A C E ¢é dito compacto

quando toda sequéncia de pontos em A admite uma subsequéncia convergente em A.

Teorema 6. A imagem de um conjunto compacto por uma aplica¢ao continua é compacto.
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Demonstracao. Sejam E, F' espagos normados e ¢ : FF — F uma aplicagao continua.
Vamos mostrar que se K C E é um subconjunto compacto, entdo ¢(K) é compacto.
De fato, seja (y,)5; uma sequéncia em ¢(K), entdo existem 1y, xa, ..., Ty, - € K tais
que ¢(z,) = y, para todo n € N. Como K ¢é compacto a sequéncia (x,)>2, possui
uma subsequéncia (z,;)?2, convergente, digamos z,; — = € M. Sendo ¢ continua
entdao p(x,,) — @(z). Como Y(r,,) = yn, temos y,, — @(z) € ¢(K) o que prova o
resultado. O

Em espagos métricos, conjuntos compactos sao sempre fechados e limitados (consulte,
por exemplo, [7]). Além disso, em R™ fechados e limitados definem compactos. Em
dimensao finita a caracterizagao de compactos permanece semelhante aquela de R, como

mostra o resultado abaixo.

Teorema 7. Em dimensao finita os conjuntos compactos sao exatamente aqueles fechados

e limitados.

Demonstracdo. E suficiente provar que todo conjunto fechado e limitado é compacto.
Com efeito, Seja K um subconjunto fechado e limitado de um espago normado de dimen-
sao finita E. Considere B = {ej, ey, -+ ,e,} uma base de Hamel normalizada de E, entao

para cada z,, € K existem escalares a*,ay’,- - ,a]" tais que:

n
. m
T = E aj'e;,
J=1

como K ¢é limitado, existe L > 0 de modo que ||z|| < L para todo z € K. Seja (x,,)>_,

uma sequéncia em K, segue pelo Lema [2| que existe ¢ > 0 de modo que

n n
R m m| __ m m m
L2l = || D ares]| = e 10y = el (@ agt, - i) .
j=1 j=1
para todo m € N. Isto nos diz que a sequéncia (a}",al’, - -+ ,al)>°_, é limitada em K", por-
tanto, pelo Teorema de Bolzano—Weierstrass existe uma subsequéncia (al Tag e an’ )j_l
. m m m,
convergente, digamos (al NP ,anJ) — (b1,bg, -+ ,by), em que (by, by, -+ ,b,) €

K". Pondo =z = Z e;b; € E. Afirmamos que z,,, — z. De fato,
j=1

n
Jn e =l = J [ 3205~ e < fimg 3 bl =
Jj= Jj=

Como K é fechado, segue que x € K e portanto K é compacto, concluindo a demonstragao.
O

Na prova desse teorema utilizamos o famoso teorema de Bolzano—Weierstrass, o qual

nos garante que toda sequéncia limitada em K" admite uma subsequéncia convergente
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(consulte [5]). Esse teorema pode ser facilmente generalizado para espagos normados de
dimensao finita. O préoximo exemplo mostra que o resultado nao vale em geral para espaco

normados de dimensao infinita.

Exemplo 10. Em (s = {(%‘)?L ca; € K para todo j € N e Z |a;|? < oo} com a norma

j=1

I(a;)521 112 = (Z \%!2)

considere a sequéncia definida por

e = (1,0,0,)
€y = (0,1,0,)

Observe que e, € {3, pois ||enlla = 1 para todo n € N, donde seque também que (e,,)5°, €

limitada em ly. Entretanto, sejam m,n € N, com m > n, entao
% — @alla = [1(0,0,...,-1,0,...,1,0,...)] = V2.

Assim nenhuma subsequencia da sequéncia (e,)32, € de Cauchy e, portanto, a sequéncia

(€,)22, apesar de limitada nao possui nenhuma subsequéncia convergente.

Lema 1 (Lema de Riez). Sejam E um espag¢o normado e M um subespago fechado de E
e0 <0 <1 entio existey € E— M com |ly|| = 1 de modo que ||y — z|| > 0 para todo
xre M.

Demonstracao. De fato, seja yg € E — M e defina
d = d(yo, M) := inf{||lyo — z|| : x € M}.

Afirmamos que d > 0. De fato, se d = 0 entdo yo € M = M o que é um absurdo. Como

1 d
0 <0 <1, segue que ] > 1 ou melhor ] > d, portanto existe xo € M tal que

(2.3)

S RSH

1Yo — 2ol <

Yo — To

1Yo — ol
To + |lyo — wolly = yo € M, pois M ¢ um subespago de E, o que ¢ um absurdo. Sendo

Tome y = E claro que ||y|| = 1, e ainda y € E — M. De fato, se y € M entdo
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xr € M, entao

— %o xH _ ‘ Yo — o — ||y —370H-75H _ lyo = (w0 + w0 — 2ol))

Yo
Yo — o lyo — wol| 1Yo — wol|

Como (xg + x||yo — xo||) € M, entao ||y — (zo + z|lyo — xo|) || > d e por (2.3)) concluimos
que
ly =l = 6.

Definigao 11. Seja E um espaco normado. O conjunto
Bp={zx e E:|z| <1}

€ chamado de bola unitdria fechada de E.

De maneira analoga ao Exemplo [10] é possivel mostrar que B, apesar de fechada e
limitada nao é compacta. O teorema a seguir nos diz que em dimensao infinita a bola

unitaria fechada nunca é compacta.

Teorema 8. Um espagco normado E tem dimensao finita, se e somente se, a bola unitdria

fechada de E for compacta.

Demonstracao. Se E é um espaco normado de dimensao finita, como B é sempre fechada
e limitada segue, pelo que ja vimos que Bg é compacto. Suponha que Bg é um conjunto
compacto, dim £/ = oo e tome 2, € E com ||z;|| = 1. Temos que span{z; } é um subespago
proprio de E, como dim span{x;} = 1, segue que span{x;} é um subespaco fechado de
E, portanto pelo Lema [l] existe 75 € E - span{z;} com ||z2| = 1, tal que

|20 — 1] >

N | —

Note que span{zi,z2} é um subespago proprio de E e dimspan{zi, x5} < oo, Portanto

span{zy, 5} é um subespaco fechado de E, segue novamente pelo Lema [l| que existe

r3 € B - span{xy, 22} com ||z3]| = 1 de modo que
s — 21l 2 5 e llzs = 2 5
T3 — —e|r3—=x —.
sl 2 5 3=l 2 5
De modo geral, span{xy, zs, ..., z,} é um subespago proprio fechado E , em que ||z,| = 1

para todon € N. Isso é sempre possivel pois dim £ = oo, logo pelo Lemal[I|existe 2,41 € E

- span{xy, za, ..., x,} com ||z,41] = 1 tal que

1
|xn — ;|| > 5 para todoi=1,2,...,n.



26

Construimos assim uma sequéncia (x,,)>°, em Bg, porém sendo m,n € N com m > n,
temos

1
[EFE N [
2

Assim nenhuma subsequéncia de (z,,)22 ; é de Cauchy, com maior razao (z,)5° ; ndo possui
nenhuma subsequéncia convergente, o que ¢ um absurdo pois Bg ¢ compacto, portanto
dim £ < oc. O

Esse teorema nos mostra um grande problema na passagem da dimensao finita para a
dimensao infinita. Neste ambiente, fungoes continuas definidas em conjuntos fechados e
limitados nao nos garantem propriedades ja esperadas para esse tipo de aplicagao, como

por exemplo, a existéncia de maximos e minimos.

2.3 Espacos Separaveis

Definicao 12. Seja E um espago normado. Dizemos que E € separdvel se existir um

subconjunto A C E enumerdvel e denso.

Exemplo 11. R"™ € separdvel, pois o conjunto Q™ por n-uplas de nimeros racionais €

enumerdvel e denso.

Exemplo 12. Todo espago normado de dimensao finita € separdvel. Com efeito, seja E

um espa¢o normado de dimensao n. Considere
B = {1’1,272,1’3, Ce ,{En}
uma base de Hamel normalizada em E. O conjunto

A ={a1z1 + agxs + - -+ + apxy, : a; € Q para todo 1 < i < n}

¢é enumerdvel, pois a aplicagao (ay,as, ..., a,) — (@171 + asxs + ... a,x,) € sobrejetiva.
Vamos mostrar que A € denso. Sendo y € E, entao existem numeros reais by, by, - -+ , by,
tais que

Yy = ijl‘j.
j=1
Sejam e >0 e By, B, -+, Bn € Q de modo que
€ .
|Bi — bi| < —, para cada i =1,2,--n.
n

Isso é sempre possivel pois Q € denso em R. Tomando x = 121 + Poxs + -+ - Bpx, € A,

||x—y||—HZ B —b) Z|@—b|<e

temos
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Logo, A € denso em E.

Exemplo 13. Se E é um espaco separdvel entdo a esfera unitdria centrada na origem

também € separdvel. De fato, seja D C E um conjunto enumerdvel e denso em E, defina
x
S:{—:xED—{O}}
]

vamos mostrar que S € denso em Sg. Sejay € Sg e e > 0. Pela densidade de D, existe

Yo € D tal que
Iy —voll < e

e, portanto,

Yo Yo
o= el =y =0 = oo + w0
llyol| ol

Y
<y = woll + || 722 — o
ol

”yo (1 - ||yo||) ||
= ly —woll +
ol

< 4= wll

5 Yo

g
= = +1llyll = llwoll
< Shly—wl
= 5 Y —%Y
< &g,

provando assim que S € denso em Sg. A enumerabilidade de S seque da enumerabilidade
de D.

Lema 2. Um espaco normado E € separdvel se, e somente se, existe um subconjunto A

de E enumerdvel tal que span{A} = E.

Demonstracao. Seja E um espaco normado separavel entao existe A C E denso e enume-
ravel. Como A C span{A} segue que E = A C span{A} C E o que mostra o resultado.
Suponhamos agora que exista A C FE enumeravel tal que span{A} = E. Seja B, o

conjunto de todas as combinacoes lineares de n elementos de A com coeficientes em Q,
B, = {a1x1 + asxs + agrs + - + apnTy : 1, %o, ..., T, €A € ay,ag,...,a, € Q}.

A enumerabilidade de Q implica na enumerabilidade de B, para todo n € N. O

conjunto B = U B,, é enumeravel pois é reuniao de uma familia enumerével de conjuntos
n=1

enumeraveis, vamos mostrar que B é denso em E. Sejam z € E ee > 0. Como span{A} =

E existe yy € span{A} digamos yg = a171 + agws + ... arxE €em que aj,as,...,a; € R
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3 . .
e I1,%g,...2, € A de modo que ||z — 1l < 5. Como Q é denso em R entao existem

2
by, by, ..., b, € Q de modo que

la; — b;| < para todo j =1,2,..., k.

k

2)  llzall
n=1

Tome y = byxy + baxg + - - - + byxg. Assim, y € B e

|z —yll = [l —yo+yo+

< lz =yl + lly — woll
€

< 5 + H(al — bl)l‘l + ((12 — bg)ﬂfg +---+ (ak — bk)flij
€

< gt fg?;élaj = bl (llzall + llz2ll + - - - + llz&l)
- k

= 5+ max|a; —bj] 2 [ENI

< €.

Finalmente concluimos que B = E mostrando assim que E é separavel. O

Corolario 2. O espaco cq € separdvel.

Demonstragao. Considere em ¢ a sequéncia dos vetores unitarios canonicos (e, )2 ;. Dado

r = (a;)52; € co, temos

k
lime— a;e; :limHOO...,a a H = lim suplai| =0
k—o0 Zl I %) k—o0 ( B ktls Ck+2s ) 0 k—o0 k>5)’ k’ ’
]:
k
onde a ultima igualdade ¢é valida pois a; — 0. Como Z aje; € span{e, : n € N} para
j=1

todo k£ € N, segue do Lema |2 que ¢y é separavel. De maneira analoga mostra-se que £,

com 1 < p < 00 é separavel. n
Corolario 3. Cla,b] € separdvel.

Demonstragao. Para cada n € N considere a funcdo f, : [a,0] — R dada por f,(t) =
t". Pondo A = {f, : n € N} entao A C Cla,b] e spanA é o conjunto de todos os
polindmios definidos no intervalo [a, b]. Do teorema da aproximacao de Weierstrass (veja,
por exemplo, [6]), segue que spanA = C|[a, b] e, portanto, pelo Lema Cla, b] é separavel.

]

Destacamos abaixo as propriedades exclusivas para espagos normados de dimensao

finita vistas nessa sec¢ao.



. Todas as normas em um espagco vetorial de dimensao finita sao equivalentes;
. Todo espaco normado de dimensao finita é Banach;

. Todo subespago de dimensao finita de um espaco normado é fechado;

. Todo espaco normado de dimensao finita é separavel;

. Conjuntos fechados e limitados sao sempre compactos em dimensao infinita.
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3. OPERADORES LINEARES CONTINUOS

Neste capitulo vamos introduzir os conceitos basicos sobre operadores lineares em es-
pacos normados. De interesse especial sao os operadores lineares continuos, estes formam
um classe de aplicagoes importante. O principal resultado dessa secao, caracteriza os

operadores lineares através de uma série de equivaléncias.

Definicao 13. Sejam E, F espacos normados sobre K. Dizemos que o operador T :

E — F € linear quando:
1) T(x+y)=T(x)+ T (y), para todo z,y € E
2) T (ax) =aT () para todo a e K ez € E.

Exemplo 14. Considere aplica¢io ¢ : Cla,b] — R dada por

o(f) = / f(t)dt.

A linearidade de ¢ seque das propriedades de integra¢ao. Provaremos que ¢ € uniforme-

mente continuo, para i1sso basta ver que

o) = elo)l = | = | [ 70 = s®)at| < [ 1¢®) - gt e < I = gl 0~ 0

para todo f,g € Cla,b].

Teorema 9. Sejam E e F espagos normados e I' : E — F um operador linear, entao

todas as afirmacoes abaixo sao equivalentes
1. T € Lipschitziana,
2. T € uniformemente continua;
3. T € continua,
4. T € continua em algum ponto de E;

5. T € continua na origem;

30
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6. O conjunto B ={||T(x)| :z € E e|z| <1} € limitado;

7. Existe ¢ > 0 tal que ||T(x)| < ¢||z|| para todo x € E

Demonstracao. As implicagoes (1) = (2) = (3) = (4) sao de faceis verificagoes.
(4) = (5) Seja T' continua em xy € F, entao dado € > 0 existe §(¢) > 0 tal que

0<|lx—m0]| <d = ||T(x) —T(x0)|| <&

Considerando o conjunto de pontos de E tais que ||z|| < J, segue que ||(z + x¢) — zo|| < 6,

logo

1T = NIT(x) =T
= |[T(x) = T(xo — o))l
= T(z +z0) = T(wo)]l

< e,

o que mostra que 7' é continua na origem.
(5) = (6) Dado € = 1 pela continuidade de 7' na origem, existe ¢ tal que |T(x)| < 1
sempre que ||[z|| < d. Se ||z|| < 1, temos

H5 )
—x
2

) )
< - — = — .
<5< )= HT (Zx) H 2||T(:L‘)H <1

2
Portanto ||T'(z)|| < = sempre que ||z|| < 1. Em outras palavras, a imagem dos elementos

de E que estao na bola unitaria fechada de E sao limitados, ou melhor:
sup{||T(x)|| : * € Bg} < oc.

(6) = (7) Se & = 0 a desigualdade é imediata. Suponha que z # 0. Assim,

ﬁHT(a:)H = HT <H:;_H> H <c= |T(2)| < c|z],

onde ¢ é uma cota superior de A = {||T(x)|| : © € Bg}.

(7) = (1) Seja x,y € E, entao

1T (z) =Tl = IT(z = y)ll <ellz=yll,

donde segue que T' é Lipschitziana. O

Exemplo 15. Seja 1 < p < oo. Considere o operador deslocamente a direita:

T:0,— 0, T((ar,as,as,...)) = (az,as,...).
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E fdcil ver que T € linear. Mostraremos que T é continuo. Dado (a,), € £, temos

o0

1T ((ar, a2, a3, .. ) |lp = [ (a2, a3, .- ) [l = (Z |an|”> < [H(@n)nzllp-

n=2
Portanto, seque pelo Teorema[9 que T é continuo.

Definicao 14. Diremos que dois espacos normados E, F sao isomorfos e denotaremos
por E = F quando existir um operador linear continuo bijetor ¢ : E — F de modo que

o operador inverso o=t : F — E também seja continuo.

Corolario 4. Sejam E e F espacos normados. Um operador linear bijetor T : E — F

€ um isomorfismo se, e somente se, existem cy,co > 0 tais que
allz|| < | T(2)|| < ealz]| para todo x € E.
Demonstrag¢ao. Se T" ¢ um isomorfismo, entao para cada x € E temos
]l = 1T~ (T @) < 1T T ()],

isto é,
alzl < T )],

em que ¢; = A desigualdade inversa segue da continuidade de T" e do Teorema (9,

1
T 1
Como a inversa de uma aplicagdo linear também é linear, basta provar que T~ é

continua. Sendo T" sobrejetiva, entao dado y € F existe € E tal que T'(x) = y. Dai
-1 1 1 -1
=Wl = ll=ll < AT @) = ~ATT @)l = Tyl

Resulta do Teorema [9] que 7" e T~ sdo continuas. O

Proposicao 5. Todo espag¢o normado isomorfo a um espag¢o de Banach também é um

espaco de Banach.

Demonstragao. Seja E2 um espago normado isomorfo ao espago de Banach F', entao existe

0o
n=1
0o

n=1

uma aplicacao linear bijetiva continua 7' : E — F' com inversa continua. Seja (z,)
uma sequéncia de Cauchy em E. Da continuidade de T resulta que a sequéncia (7'(z,,))
¢ de Cauchy em F e, portanto, convergente, digamos T'(z,) — 2z = T'(z) € F em que

z € E. Sendo T um isomorfismo entdo pelo Corolario [4] existem ¢y, ¢y > 0 tais que

cllz|l < | T(2)|| < 2|z para todo x € E.
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Dado € > 0, existe ng € N tal que
n>ng = iz, —af| <[ T(2n —2)|| = |T(zn) = T(2)|| < eca,

provando assim que F é um espaco de Banach. O

O caminho mais facil para se mostrar que dois espagos normados E e F nao sao
isomorfos é exibindo uma propriedade que o espaco F contenha e que nao seja satisfeita
para o espaco F. Segue dos Exemplos [4] e 0] que o espago cop nao é isomorfo a nenhum
espago de Banach.

Sejam E e F' espagos normados. Denotaremos por £ (E, F') o conjunto de todos os
operadores lineares continuos 7' : £ — F. Quando F' = K, escrevemos E* ao invés de
L (E,K) e os elementos de E* sao chamados funcionais lineares continuos. £ (E, F') ¢ um
espago vetorial com as operagoes usuais de fungoes, além disso, o Teorema [9 nos diz que
para cada operador linear continuo 7', o conjunto {||7(x)| : ||z|| < 1} é limitado. Esse

fato nos induz a considerar a seguinte norma em L (E, F):

1T} = sup |T(z)[].

<1
Proposicao 6. Sejam E e F espagos normados. Entao
A. ||| € uma norma em L(E,F).

B. [|[T(z)| < |T|||lz||, para todo T € L(E,F) ex € E.
Demonstragao. A. Sejam Ty, Ty € L (E, F) e a € K. Observe que:

1. ||T1]| = 0 se, e somente se, sup{||71(z)| : x € E e ||z|| < 1} = 0. Logo T1(z) = 0 para
todo x € E com ||z|| < 1. Se z # 0, entao

elir@l = o () | =0

Assim, T} (z) = 0 para todo = € E.
2. |[ohl = sup{fleTi(2)]| - & € Be} = |afsup{||Ti(2)| : € Bp} = [o|[Th].

3. Note que [|Ty(z) + To(2)|| < [ITa(2)]| + [Ta(2)]] < ITall + |172]|, para todo 2 € Bp.
Portanto [|T} + Ta|| < ||T1]| + || T3]-

B. A desigualdade é 6bvia para x = 0. Suponhamos x # 0, entao

IIxII @)= |7 <|| |\) | <1
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O proximo teorema afirma que para L (F, F') ser um espago de Banach é suficiente

que F seja um espaco de Banach.

Teorema 10. Sejam E um espago normado e F' um espaco de Banach, entao L (E, F)

€ um espaco De Banach.

9]
n=1

Demonstragao. Seja (1,)22, uma sequéncia de Cauchy em £ (F, F'). Entao, dado € > 0,

existe ng € N tal que
n,m > ng = ||T,, — T|| = sup{||Tn(z) — Tr(2)|| : © € Bg} <,
ou seja,
n,m 2 ng = || Th(z) = To(2) || = | (Tn = Ton) (@) || <N T = Tl < el (3.1)

Assim, para cada x € F, a sequéncia (T,,(2))2, é de Cauchy em F, portanto convergente

pois F' é um espago de Banach. Definamos a aplicagao T': F — F' tal que lim T, (z) =
n—oo

T'(x) para cada z € E.

Primeiramente vamos mostrar que 7' € linear. Sejam x,y € ' e a € K. Entao

1. T(z+y) = lim T,,(z+y) = lim T,,(2)+T,(y) = lim T,(x)+ lim T,(y) = T(2)+T (y);

n—o0 n—o0

2. T(az) = lim T,(az) = lim oT,(z) = a lim T, (z) = oT'(z).
n—o0

n—oo n—oo

Agora, provemos que T' € L(E, F'). Para e = 1, existe n; € N tal que

m,n 2 ny = [[(Tn = Ton)(2) || =< [|Ta(z) — Ton(2)|| < ]| (3.2)

Fazendo m — oo, obtemos
(T = T) ()| = [Tn(z) = T(2)]| < =]
para todos x € F e n > ny. Dai
[(Tny = T) (@) = [Ty (2) = T()]| < el

para todo z € F, garantindo assim que (T,,, —T) € L(E,F). Segue assim que T €
L(E,F)poisT =T-T,,+T,,. Fazendo m — oo em (3.1]) concluimos que 7,, — 7. [

Segue do resultado anterior que

17 = sup [ T@)] = supl 2N — o )

llzll<1 w0 |17l lzll=1

= inf{C: ||T(x)| < C||z| para todo z € E}.
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Corolario 5. Seja E um espa¢o normado, entio E* é um espaco de Banach (sendo E
um espago de Banach ou nao).

Proposicao 7. Sejam E, F e G espagos normados. Se T € (E,F) e S € L(F,G) entdao
SoT e L(E,G) e |SoT| <|ST]

Demonstracao. Dados x1,x2 € E temos

(S o T) (Q?l + LUQ) = S(T(.’El + ZEQ)) = S(T(lj) + T(ZEQ))
= S(T(z1)) + S(T'(x2)) = (SoT) (x1) + (SoT) (z2)

e ainda
(SoT)(axy) =S(T(axy)) =Sl (z1)) =a(SoT)(x1)

para todo a € K. Para provar a continuidade de S o T" basta ver que
[(SoT) (x)]| = ST @) < ISHIT @) < ST

para todo = € E. Por fim, para cada z # 0 temos

[(SoT) ()]
]

segue que ||So T < |IS|IT]- O

< [ISIIITT,

Vimos anteriormente que existem conjuntos fechados e limitados que nao sao com-
pactos. Na verdade, em todo espaco de Banach de dimensao infinita sempre existe um
conjunto fechado e limitado que nao é compacto, a saber, a bola fechada unitaria. Além
disso, verificamos que nem toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia convergente.
Esses dois resultados nos trazem sérios problemas no estudo da compacidade dos espagos
normados. Uma classe interessante de operadores lineares sao os chamados operadores
compactos que, de certa forma, "resolvem" alguns desses problemas no seguinte sentido:
um operador linear ¢ : E — F' é dito compacto quando leva sequéncias limitadas de F
em sequéncias com subsequéncias convergentes em F' (para mais detalhes sobre operado-
res compactos consulte [3]). Nos cursos basicos de Algebra Linear, denotamos o espago
de todos os operadores lineares definidos nos espacgos vetorias E e F' por L(E, F') sem
se preocupar com a continuidade dessas aplicacoes. A proposicao [§| abaixo justifica esse
fato.

Proposicao 8. Todo operador linear definido em um espago normado de dimensao finita

é continuo.

Demonstragao. De fato, sejam F, F' espagos normados com dim F =n, ¢ : £ — F um

operador linear e B = {ey, s, - , €,} uma base de Hamel de E. Para cada x € F existem
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Unicos escalares aq, as,--- ,a, tais que

n
r = E ajej.
j=1

Segue diretamente da linearidade de ¢ que

lep(@)|| < larlllelen)ll + lazlll(e)l] + - - - lanlllp(en)ll < M (Jar] + lag| + - - + |an]) ,

em que M = max{||p(e1)]], [[p(e2), || - -+, |le(en)||}. Definamos a seguinte aplica¢ao em E:

n n
lalls = || Y- ases]| =D lasl:
j=1 1

S

=

Observe que (|| - ||s, £) ¢ um espago normado. Sendo || - || uma norma qualquer em F,
como dim E' = n segue que as normas || - ||s € || - || s@o equivalentes, ou melhor, existem
c1, co tals que
allzll < llzlls < eoflz]]  para todo z € E,
donde segue que
|lo(@)|| < Mesl|z|| para todo x € E.

Provando assim que ¢ é continua. O]

Em dimensao infinita existem operadores lineares descontinuos, como mostra o exem-

plo a seguir.

Exemplo 16. Denotemos por P[0,1] o espago de todas as fungdes polinomiais definidas
no intervalo [0,1]. Claro que P[0,1] C CI0,1], mas P[0, 1] nao é um espago de Banach
com a norma || - ||, pois o Teorema de Weierstrass garante que o conjunto dos polinémios

¢ denso em C|0,1]. Consideremos o operador derivagao, definido por
T : P[0,1] — P[0,1], dado por T(f) = f".

A linearidade de T seque das propriedades de derivagao. Se T fosse continuo, entao
existiria ¢ > 0 tal que |T(f)|looc < ¢||fllec para todo f € P[0,1]. Para cada n € N

considere a fungao polinomial f,(t) =t", entdo
IT(fi)lloo =1 < || fulloo = ¢ para todo n € N,

o que € um absurdo pois N € ilimitado superiormente, portanto T' € descontinuo.

A descontinuidade de operadores lineares nao se resumem a apenas exemplos particu-

lares, como mostra a proposi¢ao a seguir.
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Proposicao 9. Para todo espaco normado de dimensao infinita E e todo espaco normado

F #+ {0}, existe um operador linear descontinuo T : F — E.

Demonstragao. De fato, seja B uma base de Hamel para F e (z,)5°, uma sequéncia
qualquer em B. Defina A = {z,, : n € N} e tome y um vetor nao nulo em F. Considere

o operador linear T': E — F' dado por

nllznllllyll, se v = zn,

T(z) =
0, se x € B\A.

Nao é necessario definir a aplicacao em todo o espago F, pois para operadores lineares é
suficiente apenas que esteja definido em uma base de Hamel, consulte por exemplo [4].

Note que T' nao é continuo, pois

1T ()| = nllylll

para todo n € N.
O

Exemplo 17. Seja E um espago vetorial de dimensao finita e B = {x1,%s,...,T,} uma

base de Hamel em E. Para cada 1 < j < n as aplicagoes lineares

E— K, mj(z) =7 (Za,m,) = .

sao chamadas projecoes ou funcionais coordenados. Como E tem dimensdo finita, entdao

todas as projegoes relativas a base B sao continuas.

Quando E é um espaco vetorial de dimensao infinita, definimos os funcionais coorde-
nados f; : ' — R relativos a uma base de Hamel B como sendo aqueles que associam a
cada ponto x € F sua coordenada na base de Hamel.

O préximo teorema nos diz que em todo espaco de Banach de dimensao infinita nao

existe nenhuma base de Hamel que torne todos os funcionais coordenados continuos.

Teorema 11. Seja B uma base de um espaco de Banach de dimensao infinita. Seja fp, b €
B o0s funcionais coordenados. Entao existem somente um numero finito de funcionais

coordenados continuos.

Demonstra¢ao. Suponhamos que b; : ¢ € N é um subconjunto infinito de B tal que f;, é

continuo. Como F é um espacgo de Banach, entao a série

=1
Zz—

@.
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n

1 b
é convergente por ser absolutamente convergente. Tome z, = E . Como f;, ¢

20 |[b]
=1
continuo para todo k£ € N e x,, — x, entao
) 1

Assim, o vetor x possui infinitas coordenadas nao nulas, contradizendo o fato de B ser

uma base de Hamel. O
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4. OS PRINCIPIOS BASICOS DA ANALISE FUNCI-
ONAL

Stefan Banach (30/03/1892 - 31/08,/1945) foi um matemaético polonés e, atualmente, é
considerado um dos matematicos mais importantes e influentes dos séculos XX e XXI. Em
1932, com a publicacao do livro “Théorie des opérations linéaires”, Banach torna-se um
dos fundadores de uma nova teoria: Analise Funcional. Os principios basicos da Analise
Funcional sdo os teoremas de Banach-Schauder (Teorema da Aplicagdo Aberta), Banach-
Steinhaus (Principio da Limita¢do Uniforme) e Hahn-Banach, resultados que marcam o
nascimento da teoria e sao fundamentais para o seu desenvolvimento. Estes resultados
sao, ainda hoje, utilizados como ferramentas para a obtencao de resultados em pesquisas

de alto nivel.

4.1 Principio da Limitacao Uniforme

Teorema 12 (Principio da Limitagdo Uniforme). Sejam E um espa¢o de Banach F
um espago normado e (T;);e; uma familia de operadores lineares continuos em L(E,F)

limitados pontualmente, isto é, para cada x € E existe ¢ = c(x) tal que

sup||Ti(z)|| <«
el

entao sup||T;|| < oo.

iel
Demonstragao. Com efeito, as aplicagoes || - || : ¥ — R e T; : E — F' s@o continuas
para todo para todo i € I e portanto a composta || - ||r o T; : E — R é continua, dai

segue que o conjunto
(Il Ir o T) 7 ([0,n]) = {z € E: || Ti(2)|| € [0,n]} = {x € B+ |Ty(x)|| < n}

¢ fechado para todo i € I e para cada n € N (por ser imagem inversa de um conjunto
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fechado por uma aplica¢do continua). Defina para cada n € N o conjunto

A ={r e E: Silel?HTz'@f)” <n} =z € E:|Li)] <n}.

iel

A igualdade acima é imediata e ainda A, é fechado por ser intersecao de uma familia

de conjuntos fechados. Além disso, E = U A, e pelo Teorema [5| existe ng € N tal que

neN
A, tenha interior ndo vazio. Seja a € int(A,,), entao existe r > 0 tal que {z € E :

|z —al <r} C int(A,,). O nosso objetivo é exibir uma cota superior para o conjunto
{|ITi(y)|| : v € Bg} para todo i € I, para isso note que z = a + ry € A,, sempre que
y € Bp. Assim

1T (ry)ll = |1 Ti(z = a)|| < [[Ti(2)[| + | Tia)[| < 2no
para todo i € I. Finalmente, conclufmos que sup||T;|| < 2% < oo. O
iel

Veremos a seguir que a hipotese de E ser um espago de Banach no teorema anterior é

essencial.

Exemplo 18. Para cada n € N, considere o funcional
©n : coo — K @, ((aj)j?’ozl) = na,.

E claro que ¢, € linear para todo n € N. A continuidade seque, observando que,

[on ((@;)521) | = Inan| < nll(a;)32: [l
para todos (a;)32, € coo e n € N. Assim (pn)p2y C (coo)' € ainda

- enl(a)2)| [na,|
lonll = sup ———=x——= sup ——x— <N
(aj)52,#0 H (aj)j:1 H (aj);?‘;l;«éDH (aj>j:1 ”oo

Além disso,

n=len (0,0,...,0,1,0,... ) [ < sup{len(a;)iZi] = [I(a;)5Z]] < 1} = [l@nl|

Logo ||¢nl| = n para todo n € N. Dado (a;)32, C coo entdo existe jo € N tal que a; =0

para todo j > jo, logo ¢y ((a;)52,) = 0 sempre que n > jo. Assim, suple,(z)] < co para
neN
todo x € coy, porém supl|ey,|| = co.
neN
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4.1.1 Aplicacoes
Convergéncia pontual de operadores lineares continuos

Sabemos que se uma fungao f : [a,b] — R é limite uniforme de uma sequéncia
de fungoes continuas f, : [a,b] — R, entdo f é continua. Retirando a hipotese de
uniformidade, nao temos essa garantia, por exemplo, a sequéncia de func¢oes continuas
fn 10,1 — R dada por f,(z) = 2™ converge pontualmente para a fungao descontinua
f:10,1] — R dada por

0,se0<z<1,
flz) =
1, se x = 1.
Veremos a seguir que no contexto dos operadores lineares continuos, a convergéncia pon-

tual é suficiente.

Corolario 6. Sejam E um espago de Banach, F um espa¢o normado e (T,)5, uma

[e.e]

sequéncia de operadores lineares continuos pontualmente convergentes, isto € (1,,(x))5,

€ convergente em F' para todo x € E. Se definirmos

T:E—F, T(z)= lim T,(x)

n—oo

entao T € um operador linear continuo.

Demonstracao. A linearidade de T segue das propriedades de limites. Para cada x € E,
a sequéncia (T,,(x))>2, é convergente e, portanto, limitada. Assim, existe ¢ > 0 tal que
|T.(z)|]] < ¢ para todo n € N. Pelo Principio da Limitacao Uniforme existe k& > 0 de

modo que supl|7,|| < k. Segue entao que
neN

1T (@) | < ITallllz]] < K]

para todo z € E e n € N. Fazendo n — oo, obtemos ||T'(z)|| < k||z|| para todo x € E,
mostrando assim a continuidade de 7. O
Operadores bilineares separadamente continuos

Definicao 15. Sejam E, F e G espagos normados. Um operador B : E X F — G é
dito bilinear quando for linear em cada entrada, isto €, quando, para quaisquer x,x1, Ty €

E,y,y1,y2 € F e todo escalar a, valem as sequintes propriedades:
1. B(%?Jl"‘?ﬁ):B(xay1)+B($,y2);
2. B(ZE,OéyQ) = OéB([Eij);‘

3. B(xl + IQ,y) - B(xlay) + B(x27y);
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4. Blaxi,y) = aB(z1,y).

Sendo F, F' espagos normados, as expressoes
L [z, y)ll = [lzll + [y
2. (2, )|l = max{|[z]], lyll}

3. (1wl = (l=l* + [lyl*)

[NIE

definem normas equivalentes no produto cartesiano E' x F. Pode-se provar que se F e F
sao espagos de Banach entao F x F' é um espaco de Banach em qualquer uma das normas

definidas acima.

Exemplo 19. Sejam E, F e G espagos normados. A composi¢ao
©: ‘C(E7F) X ‘C(FaG) —>£(E7G)> dadapm“go(f,g) :gof
¢ uma forma bilinear. Com efeito, fixando h € L (E, F), temos

(f +9)oh) (x) = (f + g)(h(x)) = f(h(x)) + g(h(z)) = (f o h)(x) + (g 0 h)(x)

para todos f,g € L(F,G) e todo x € E, assim

o(h, f+g) =@, f)+eh,g).

Sendo o € K, entao

(afoh)(x) = (af (h(x)) = af(h(x)) = alf o h)(z)
para todo x € F, isto ¢,
p(h,af) = ap(h, f).
De modo andlogo mostra-se a linearidade em relagao a primeira varidvel.

As formas bilineares podem ser interpretadas como "produto" entre vetores de FE e F
em que o resultado é um vetor de G. O préximo teorema nos mostra que formas bilineares

continuas possuem propriedades semelhantes aquelas dos operadores lineares continuos.

Proposicao 10. Sejam E, F, G espagos normados e B : EX F — G uma forma bilinear,

entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. B ¢ continua;
2. B € continua na origem;

3. T € continua;
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4. sup{||B(z, )|l - v € By e y € Br} < 00;
5. Existe ¢ > 0 tal que |B(z,y)|| < c||z||||y|| para todo z € E ey € F.
A prova do resultado acima é idéntica a feita no Teorema [J] por isso sera omitida.

Definicao 16. Sejam E, F' e G espagos normados. Uma forma bilinear B : ExX F — G
¢ dita separadamente continua quando as aplicagoes lineares B(x,-) : FF — G, B(-,y) :
E — F forem continuas para todo x € E ey € F.

Exemplo 20. Seja E = (C[0, 7], - |l1), em que || f||1 = / |f(t)|dt. A aplicagao
0

p: Ex E— C, dada por o(f,q) /f

€ uma forma bilinear separadamente continua, mas nao € continua. As propriedades de

integragao nos garantem que ¢ € bilinear. Sendo f € E, temos

letr.al =| [ rogod] < [ 1090l <10 [ la@ldt = 1 lclal

para todo g € E. O Teorema[9 nos garante a continuidade de ¢ em relagao a sequnda
varidvel. De modo andlogo, mostra-se a continuidade em relacao a primeira varidvel.

Provaremos que @ nao € continua. Com efeito, a sequéncia definida abaizo

nsen(nt), set €0 <t < T
n

fn(t) =

T
0, sete —<t<m
n

é continua em [0, 7| e || full1 = para todo n € N, assim f, — 0, entretanto

\/_

Pfnf) = [ ptepan =3

para todo n € N, portanto p nao é continua.

O proximo resultado nos garante que, em espagos de Banach, formas bilineares sepa-

radamente continuas sao sempre continuas.

Proposicao 11. Sejam E, F' e G espacos normados, F completo e B : Ex F — G uma

forma bilinear. Se B € separadamente continua, entao B : E X F' — G € continuo.

Demonstragao. Por hipotese, B(-,y) é linear e continuo para cada y € F. Logo, para

todo x € E, com ||z|| <1, temos

1B(z,y)ll < lzl[IBCw)ll < 1BC,y)ll = Cy.
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Assim, a familia F = {B(x,-) : + € Bg} C L(F,G) ¢ pontualmente limitada e F
¢ um espacgo de Banach e, portanto, pelo Principio da Limitacao Uniforme, existe uma

constante C' tal que

sup || B(z,-)|| = sup sup |[B(z,y)|| < C.
=<1 l=l<tlyl<1
A continuidade de B ¢ imediata se (2,0) € E x Fou (0,y) € E x F, entdo sejam x € E

e y € F', ambos nao nulos, dai

M:HB(Q: y)Hsc,

lI[1lyll [ (e

donde segue que ||B(z,y)|| < Cllz||||y|| para todos x € E e y € F. Pela Proposigao

concluimos que B é continuo. O

Esse resultado juntamente com o Exemplo [20| nos diz que (Cfa,b], | - ||1) ndo é um
espaco de Banach.

Apresentamos na Definicao [15] os operadores bilineares e vimos algumas de suas pro-
priedades. Mais geralmente, podemos dar a seguinte defini¢ao: sejam Fy, Fs,..., E, e F
espagos normados, uma aplicacao ¢ : £ X Fy X - -+ X E, — F é dita n-linear quando for
linear em cada entrada. Diversos resultados relacionados a operadores lineares e bilineares
podem ser, de certa forma, generalizados para operadores n-lineares. Para mais detalhas

sobre essas aplicagoes, veja, por exemplo, [8],/11].

4.2 Teorema da Aplicacao Aberta

Proposicao 12. Seja E um espagco De Banach, F' um espag¢o normado e T : E — F
um operador linear continuo. Se existirem R,r > 0 tais que Br(0;r) C T (Bg(0; R)),
entio Bp(0;5) € T (B(0; R)).

Demonstracao. Mostraremos que para todo a > 0 vale
Bp(0,ar) C T (Bg(0;aR)).

Com efeito, dado y € Br(0, ar) segue de imediato que Yen #(0,7). Por hipotese existe
a
uma sequéncia T'(z,)5%, em que z,, € Bg(0, R) tal que T'(x,,) — Y Usando esse fato e a
a
linearidade de 7' conclui-se que y € T'(Bg(0;aR)). Sejay € Bp(0,3). Pelo que acabamos
de provar, existe 21 € Bg(0; £) tal que |[y—T'(z1)|| < %, isto é y—T'(z1) € Br(0, %), donde
segue que existe 22 € Bp(0,%) tal que |ly — T'(x;) — T'(x2)|| < §. Como esse fato vale

para todo a > 0 podemos continuar com esse procedimento indefinidamente construindo
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assim uma sequéncia (z,) C E tal que z,, € B(0, 2%) para todo n € N e também
2
2n+1

ly = T(21) = T(w2) = T(xs) — - = T(an)|| < (4.1)

R . . ) :
Como ||z, || < on Para todo n € N, a série numérica Z ||z, || € convergente, em particular
n=1

de Cauchy, logo

I

m
< Z |z;|| — 0 quando m > n — oo.
j=n

Portanto, a sequéncia (Z :Bn) é de Cauchy em E. Como E é um espaco de Banach,

J=1 n=1

existe © € F para o qual essa sequéncia converge. Vamos mostrar que z € Bg(0; R) e

y = T'(x). Para isso note que

n

n (o)
ol = | im ] < lim Dyl = fleall + D el
]:1 1 n=2

‘]:
R & R <R R R
< = <= T g
2+;HIH—2+;% 773

e, portanto, © € Bg(0, R). Por (4.1) temos

ly-T@)| = Hy—T(ggoz;wj)) :ggrolo\\y—g;mj)
J= J=

< lim d =0,

—  noo ntl

donde finalmente concluimos que y = T'(z) em que x € Bg(0;R) e o resultado esta

provado. O
Definigao 17. Seja E um espago normado. Um subconjunto A C E € dito convezo se
dados x,y € A, o conjunto

[z, y] ={at+(1—-t)y:0<t <1}

estiver inteiramente contido em A.

Exemplo 21. O conjunto Bg(0;r) = {z € E : |z|| < r}, chamado de bola fechada

centrada na origem de raio v > 0 € convexo. De fato, sejam x,y € Bg(0;1), entdo

ot + (A =t)yl < [lzflt+ 1 =)yl
< rt+(1—-t)r=r
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para todo t € [0, 1].
Proposicao 13. O fecho de um conjunto convexo € convexo.

Demonstragdo. Seja A um subconjunto convexo do espaco normado E. Paracadaz,y € A

existem sequéncias (z,)%, (y,)>2, C A tais que z,, — x e y,, —> y. Assim,
ot — (1 — )y, — xt — (1 —t)y.

Como A é convexo, para todo t € [0, 1] a sequéncia (z,t — (1 —t)y,)>2, C A e, portanto,
wt — (1 —t)y € A. O

A seguir apresentamos o principal teorema dessa se¢do, o qual nos garante que todo
operador linear continuo sobrejetor definido em espacos de Banach é uma aplicagao aberta,

isto ¢, a imagem de qualquer aberto por esse operador ¢ um conjunto aberto.

Teorema 13 (Teorema da Aplicagao Aberta). Sejam E e F espacos de Banach e T :

E — F um operador linear, continuo e sobrejetor. Entao T’ € uma aplicagcao aberta.

Demonstragao. Observe inicialmente que F = U Bg(0;n) = U{x € E: ||z|| <n}. Da
n=1 n=1

sobrejetividade de T temos
F=T(E)=T (U BE(O;n)> = |J T(Bg(0;n)) = | T(BE(0;n)).
n=1 n=1 n=1

Pelo Teorema [5| existe ng € N tal que T'(Bg(0;ng)) tem interior nao-vazio. Logo existem
be Fer >0 tais que Bp(b;r) C T(Bg(0,nq)). Além disso, observe que

T(By(0,n0)) = ~T(By(0,m0)).

De fato, dado = € T(Bg(0,n)), existe uma sequéncia 7'(x,) C T(Bg(0,ny) tal que
T(x,) — . Em particular, se z,, € Bg(0,ny), entdo —x,, € Bg(0;ng). Assim, (—z,) C
Bg(0;n0) e =T'(—z,) = T(x,) — x e, portanto, x € =T (Bg(0,n0)). A inclusao contraria

¢ obtida de maneira analoga. Logo

Bp(=b;r) = —=Bp(b;r) € —=T(Bg(0,no)) = T(Bg(0, no)).-
A igualdade z = (b + ) + 3(—b + z) nos diz que

1 1
Bp(0;7r) C §BF(b§ T)+§BF(_b§ r)
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Sendo T' continuo, entao T(Bg(0,ng)) é convexo e, pela Proposi¢ao T(Bg(0,np)) &

convexo. Portanto,

Bir(0:7) € ~T(Bp(0.10)) + %T(BE(O,nO)) — T(Bp(0.n0).

N | =

Pela Proposicao temos que Bp(0;5) € T(Bg(0,n9). Provemos que Br(0;cj

T(Bg(0,cng)) para todo real positivo c. Com efeito, dado y € Bp(0;cy), entao

Br(0;5) € T(Bg(0,n0), ou seja, existe x € Bp(0,nm) de modo que T'(z) = ¥, daf

T(cx) =y e cx € Bg(0,cng). Provando assim a afirmagao. Vejamos agora que

) €
4 e

Bpr (T(x);cg) C T(Bg(x; cno))

para todo x € E e todo ¢ > 0. De fato, como Bg(x,cng) = = + Bg(0, cng), segue que

T(Bg(x;eng)) = T(x+ Bg(0,cng)) =T(x) + T(Bg(0,cng))
D T(z)+ Bp <0; c%)

r

Br <T(m); 05) :

Por fim, veremos que T é uma aplicacao aberta. Para isso considere U um aberto em F.
Sejam x € E e ¢ > 0 tais que Bg(z,cng) C U. Ja vimos que T(U) D T(Bg(z,cng)) 2
Bp(T'(x;c5)), o que mostra que existe uma bola centrada em T'(x) inteiramente contida

em T'(U). Provamos, portanto, que 7'(U) é um aberto em F. ]

Um corolério importante do Teorema da Aplicagao Aberta nos garante que toda bije-
¢ao continua entre espacos de Banach é um isomorfismo. Para a demonstracao desse fato
primeiramente relembremos que uma aplicacao T : (E, || - ||g) — (F,]| - ||r) é continua se
T (A):={x € F:T(x) € A} é um subconjunto aberto em E para todo aberto A C F.

Corolario 7. Sejam E e F espagos de Banach. Se T : E — F € um operador linear

continuo e bijetor, entdo T € um isomorfismo.

Demonstracao. Segue do Teorema anterior que T é uma aplicagao aberta. Sendo A C

um conjunto aberto, entdao T'(A) é aberto e assim
(T (A) ={z e F: T () € A} = T(A),

onde a tltima igualdade resulta do fato de T' ser bijetora. Portanto 77! é continua. [

Corolario 8. Sejam ||-||1 e||-||2 duas normas em um espago vetorial E tais que (E, || - ||1)

e (E,| - l2) sdo espagos de Banach. Se existe ¢ > 0 tal que

|lz||1 < ¢||z||2 para todo x € E,
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entao as duas normas sao equivalentes.

Demonstracao. Considere o operador identidade
(Bl [l2) — (£, - l), dada por ¢(z) = .

Por hipotese temos que ||¢(2)||1 < ¢||z||2 para todo x € E. Sendo F um espago de Banach
nas duas normas, temos pelo Corolario [7] que ¢ ~! é continua, ou melhor, existe a > 0 tal
que

allz||2 < ||x||; para todo x € E.
Logo as normas || - ||; e || - ||2 sdo equivalentes. O

A seguir veremos que hipotese dos espacos E e F' serem espacos de Banach no Corolario

é essencial.

Exemplo 22. Considere o operador

Gz a3
T : coo — Coo, T(al,az,a;;,...):(al,g,g,...).

Nao € dificil ver que T € linear. Provemos que T € injetiva. Sejam (a,)S%q, (b,)22, € coo
tais que
T((an)pZr) = T((bn)rZ1),
1sto €,
n _ b—n, para todo n € N,
n o n

resultando assim que a, = b, para todo € N, ou seja, T € injetora. Sendo (a,)>2, € coo,
tomando a sequéncia x = (ay,2as,3as,...), entdo x € cog € T(x) = (a,),, assim T €

bijetiva. Além disso,

az| |a
ITar.as.as... )| = sup {lal |%2] %] ...} < sup fau] = @)l
neN 3 neN
Logo, T € continuo. Entretanto, a inversa de T € dada por T ((a,)52,) = (a1, 2as, 3as, .. .)
e sendo e, 0s vetores canonicos de con, temos || T (en)|lo = [1(0,0,0,...,n,... )]|eo =n

para todo n € N, provando assim que T~ ndo € continuo.

4.2.1 Aplicagoes
O Teorema do Grafico Fechado

Nessa secao apresentamos um dos principais resultados da Analise Funcional, conhe-

cido como Teorema do Grafico Fechado.
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Funcoes continuas definidas em espacgos normados podem ser caracterizadas sequenci-
almente, isto é, uma funcao 7' : E — F' é dita continua no ponto x € E quando, para
toda sequéncia (x,)2%; em F com z,, — x, a sequéncia T'(x,)%2; for convergente com
T(x,) — T'(x). O Teorema do Grafico Fechado nos diz que se T : E — F ¢ linear e esta
definida entre espagos de Banach, entao para garantir a continuidade de T' é suficiente

provar que, para toda sequéncia (z,)%; em F com z,, — x e T(x,) — y € F, tem-se

[e.o]

y = T'(x), sem se preocupar com a convergéncia da sequéncia T'(z,)5 .

Definicao 18. Sejam E e F' espagos normados. Uma aplicacao linear T : E — F € dita
fechada quando, para toda sequéncia (x,)5, tal que x, — © € E e T'(z,) — y € F,
tem-se y = T(x).

Definicao 19. Sejam E, F espagos normados e T : E — F um operador linear. O
grdfico de T € definido por

G(T)={(z,T(z)):x € E} C EXF.

Resulta da linearidade de T' que G(7') é um subespago vetorial de £ x F'. Apos a definigao
comentamos que € possivel definir algumas normas no produto cartesiano dos espacos

normados E X F. Por conveniéncia, usaremos, a partir de agora, a norma
(@, y)|l = llz|| + [ly|| para todo (z,y) € E x F.

A Definicao [18] é equivalente a dizer que o grafico de T' é um conjunto fechado, isto é, um

operador linear T : E — F' é fechado quando seu grafico for fechado.

Teorema 14 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam E e F espagos de Banach e T :
E — F um operador linear. Entdo T € continuo se, e somente se, G(T) € fechado em
ExF.

Demonstra¢ao. A implicagao T' continuo = G(T') fechado é valida em espagos normados
nao necessariamente completos. Com efeito, seja (x,) uma sequéncia em E com z, —
r € FEeT(x,) — z € F. Da continuidade de T e unicidade do limite, temos T'(z,) —
T(x) = z, o que prova que G(T) é fechado.

Supondo que G(T') é um subespago fechado. Como por hipotese E e F' sdo espagos
de Banach segue que E x F' é um espaco de Banach. Entao, pela Proposigao |1, G(T)

também é um espago de Banach. A funcao

7:G(T)— E, 7(z,T(x))=x
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¢ linear, pois

m(z,T(2) + n(y, T(y)) = m(z+y,T(z)+T(y))
= m(z+y,T(z+y))
= x4y
= m(z,T(z)) +7(y, T(y))

m(az,aT(z)) = w(ax,T(ax))

= ol (z,T(x))

para todo z,y € E e a € K.

Observe ainda que 7 é bijetora. Além disso, como
|7 (2, T (@) [|e = l|zlle < lzlle + [1T(@)]r = l(z, T(2)) |l pxr,

segue que 7 é continua. Assim, sendo E e G(T) espagos de Banach, resulta do Teorema

da Aplicacao Aberta que 7w é um isomorfismo, ou ainda, existe ¢ > 0 tal que
I7= @)l = [z, T(@)) | pxr < cllz|
para todo x € E. Logo,
1T (@) < |17 + Nzl = NIz, T(@) |l pxr < cll]]

para todo x € E. Portanto T' é continuo. O

Denotaremos por C'[a,b] o espago de todas as fungdes continuamente diferenciaveis

em [a, b], isto é,
C'a,b) = {f : [a,b] — R : f & diferenciavel e f' € C[a,b]} C Cla,b].
Exemplo 23. Considere o Operador Derivacao
T (C'a, 8], |+ lloe) — (Clas ], || - llc) dada por T(f) = f'.

Vimos no Exemplo que T € linear e descontinuo. Contudo, este operador tem grdfico

fechado. De fato, se ¢, — ¢ e ¢, — f convergem uniformemente, pelo Teorema
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Fundamental do Cdlculo podemos escrever

oul() — 9u(0) = / "o (t)dt

para todo x € [0, 7] e n € N. Fazendo n — oo, temos

JR— 3 / —_—
p(z) = ¢(0) = lim i son(t)dt—/o lim @, (t)dt = /f

donde seque que ¢ € C'[0, 7] e que @' = f, isto é, G(T) € fechado.

Desse Exemplo e do Teorema do Gréfico Fechado resulta que o espago C*[a, b] quando
munido com a norma induzida por C[a,b] nao é completo. Sendo f € C'[a, b], segue que

f" é limitada e, portanto, a aplicacao

1 lles = 1flloe + 11 o

estd bem definida e torna C'[a,b] um espago de Banach. Mais geralmente, para cada

k € N o espago
C*la,b] = {f : [a,b] — R : f ¢é diferenciavel e ' € C* 1[a,b]}
¢ completo quando munido com a norma

£ llex =N flloo + 1L Nloo + -+ 1F P [loo,
em que f*) & a k-ésima derivada de f.

Proposicgao 14 Seja (x,)22, uma sequéncia em um espago de Banach E com a sequinte

propriedade Z lo(xn)02 | < 00 para todo ¢ € E*. Entdo sup Z lo(xn)02 ] < 0.

n=1 PEBp~ 1
Demonstracao. Por hipotese, a aplicagao
T :E* — {y, dada por T(¢) = ¢(x,)5>,

é linear e estd bem definida. Provaremos que 71" é continuo. Sendo E* e {; espagos de
Banach, pelo Teorema [I4] é suficiente provarmos que T' é fechado. Suponha que ¢, — ¢
em E* e que T(pn) = 0n(75)32, — (y;)52; € f1. Pela desigualdade

[on(5) = yil < llon(x5)52 — (Y5)5240l,

temos que ¢, (x;) — y; para cada j € N. Além disso, a sequéncia (¢,)52, converge
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uniformemente, em particular converge pontualmente, logo ¢, (x;) — ¢(z;). Portanto,

(y5)520 = w(x5)52, = T(p).

Concluimos assim que T é continuo e, finalmente, pelo item 6 do Teorema [9]

sup{[|IT (@)1 : lll <13 = sup Y fp(a;)| < oo.

pEBpx* =1

4.3 Teoremas de Hahn-Banach

4.3.1 O Teorema da Extensao de Hahn-Banach

O Teorema de Hahn-Banach é um dos principais resultados da Analise Funcional,

Proposicao 15. Seja E um espaco normado, F' um espaco de Banach e G um subespaco
de E. SeT : G — F € um operador linear continuo, entao existe um operador linear

¢ : G — F que estende T, isto €, p(x) = T(z) para todo x € G ¢ ||T| = ||¢|.

Demonstracdo. Para cadaz € G existe uma sequéncia (z,,)>, em G tal que z,, — z. Em
particular a sequéncia (z,,)% ; é de Cauchy. Sendo T' continuo, entao 7'(z,)5°; também é
uma sequéncia de Cauchy no espago de Banach F', logo existe z € F tal que T'(x,) — z.

Essas informagcoes nos induzem a definir a funcao

0:G@— F, ¢(x)= lim T(x,) =z € F, (4.2)

n—oo

em que (x,)%°; é qualquer sequéncia em G que converge para x. Primeiramente vamos

verificar que ¢ estd bem definida. Sejam x € G, (7,)%%, e (y,)>2, sequéncias em G tais

que x, — x e y, — x. Entao existem z; e 25 tais que lim T'(z,) = 2z e lim T'(y,) = 2o
n—oo n—0o0

e, portanto,

21 =2l = llzs = T(@n) + T(wn) = T(yn) = 22+ T(ya)
<l =Tl + T = yu) | + 122 = Tyl

Pela continuidade de T" temos ||T'(x)|| < ||T]|||z|| para todo x € E, dai
21 = z2ll < llze = T(wn)|l + cllwn = yall + ll22 = T(yn) |-

Fazendo n — oo segue que z; = z5. Logo a fungao em (4.2)) esta bem definida.
A linearidade de ¢ segue da linearidade de T" e das propriedades de limite.
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Além disso, ¢ é continua, pois

@)l = | lim T(eo)|| < 171 tim Jlzall = 7o) (43
para todo z € G. Dado x € G, tome a sequéncia constante igual a z. Entdo z, — z e
resulta da continuidade de T' que T'(x,,) — T'(z), portanto ¢(x) = lim T'(z,) = T(z).
n—oo
Assim ¢ estende T
Por fim, veremos que ||¢|| = ||T]|. Seja (z,,)2; uma sequéncia em G tal que z,, — x.

Por (4.3]) temos
© T

=2 e =2 e 1
Como
(116 g ) e {10, g )
] ]
entao ||T]| < [|¢]| e assim concluimos que ||T|| = ||¢]|- O

Teorema 15 (Teorema de Hahn-Banach - Caso real). Sejam E um espago vetorial sobre

o corpo dos reais e p : . —> R uma func¢do que satisfaz

p(az) = ap(x) para todo a > 0 e todo x € E,
p(z+y) <plz)+p(y) para quaisquer x,y € E.
Sejam também G um subespaco vetorial de E e ¢ : G — R um funcional linear tal que

o(x) < p(x) para todo x € G. Entao eziste um funcional linear ¢ : E — R que estende
¢ e @(x) < p(x) para todo x € E.

Demonstra¢ao. Considere a seguinte familia F de funcionais lineares definidos em subes-

pacos de E que contém G"

¢:D(¢p) CFE — R: D(¢) é um subespago de E,
F =< ¢ linear, G C D(¢), p(x) = p(x) para todo z € G,
¢(z) < p(x) para todo x € D(¢).

O nosso objetivo é mostrar que existe ¢ € F tal que D(¢) = E. Note que F é ndo vazio

pois p € F. Defina a seguinte relacao
¢1 < ¢ = D(¢1) C D(¢h2), e
¢1(x) = ¢o(x) para todo x € D(¢y).

Nao é dificil ver que (F,<) é um conjunto parcialmente ordenado. Vejamos que todo

subconjunto totalmente ordenado de F possui cota superior. Com efeito, seja P C F um



54

subconjunto totalmente ordenado. Defina ¢ : D(¢) — R por

D(¢) = | J D(0) e ¢(x) = 0(x) se x € D(0).

0P

Afirmamos que D(¢) é um subespaco de E. Com efeito, dados =,y € D(¢), entao existem
01,05 € P tais que z € D(6;) e y € D(0;). Sendo P totalmente ordenado temos ¢ < ¢
ou ¢o < ¢1. Suponha que ¢ < @9, isto é, D(0;) C D(6,), logo © € D(f) e portanto
x4y € D(0y) C D(¢). Usando argumentos semelhantes mostra-se que ¢ € F e como ¢
estende todos os funcionais de P e seu dominio contém todos os dominios desses funcionais,
segue que ¢ é uma cota superior de P. O Lema de Zorn nos garante que F admite
um elemento maximal, que serd denotado por ¢. Vamos provar que D(p) = E. Para
isso suponha que D(p) # E. Nesse caso podemos escolher x, € E — D(T@) e definir
¢ : D(¢) — R por
d(x + txg) = ¢(x) + ta,

em que D(¢) = D(@) +span{xy} e a seré escolhida posteriormente de forma conveniente.
A linearidade da ¢ segue da linearidade da T'. Por enquanto queremos que « satisfaca as

seguintes desigualdades:

o(x) + o= ¢(r + x0) < p(x + x0) para todo x € D(P) e
o(r) —a = ¢(x — x9) < p(r — xo) para todo x € D(p),

ou melhor,

E suficiente escolher o de modo que

ESEFT){SE(JJ) —plz —x0)} <a< $€ig(fT){p(x +z0) — p(2)}.

Tal escolha é sempre possivel, pois para z,y € D(Q) temos,

o(x) + P(y) = p(r +y) <plr+y) =plr+ 20 +y—20) < plr+ 70) + (Y — 70)

e, consequentemente,
P(y) — ply — x0) < p(a + x0) — P(2)
para quaisquer z,y € D(p). Portanto, sempre existe o atendendo as duas exigéncias

inicias, donde concluimos que: Para t > 0,

T

oz +txg) = ¢ (t (% —l—xo)) =t (% —i—xo) <tp (; +x0> = p(x + txo).
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Para t <0,

o(z + tro) = b (—t (_it - :1:0)) — —t6 (_it - $0) < —ip (_it - x0> = plx + txg).

Para t =0,
¢(z + txg) = ¢(x) = o(x) < p(x) = p(x + txo).

Segue, portanto, que ¢ € F, ¢ < ¢ e p < ¢, 0 que é um absurdo pois ¢ é um elemento
maximal de F. Portanto D(T) = E. O

Teorema 16 (Teorema de Hahn-Banach - Caso complexo). Sejam E um espago vetorial

sobre K=R ou C e p: E — R uma seminorma, isto ¢,

plax) = |a|p(x) para todo x € E e a € K,
p(r+vy) < p(z)+ py) para todo z,y € E.

Se G C E € um subespago vetorial e ¢ : G — K € um funcional linear tal que |p(z)] <
p(x) para todo x € G, entdo existe um funcional linear ¢ : E — K que estende ¢ e

satisfaz |p(z)| < p(x) para todo x € E.

Demonstracao. Provemos inicialmente o caso em que K = R. Nesse caso a hipdtese do
teorema nos garante que ¢(z) < |p(z)| < p(x) para todo = € G. Pelo Teorema |15| existe
¢ : E — R que estende ¢ e ¢(x) < p(x) para todo v € E. E suficiente mostrar que
—@(x) < p(z) para todo = € E, o que ¢ imediato, pois

—(z) = ¢(—z) < p(—2) = p(z).
Logo |¢(x)| < p(x) para todo z € E.

Facamos agora o caso em que K = C. Nesse caso E é um espago vetorial complexo

e ¢ : B — C & um funcional linear complexo e, portanto, ¢(x) = pi(z) + ip(r), para
todo x € E, onde ¢, ¢ : E — R sao, respectivamente, a parte real e a parte complexa
de . Nao é dificil ver que ¢; e 5 sao funcionais lineares. Representaremos por Fg e Gg
os espagos vetoriais E e G sobre o corpo dos nimeros reais (a justificativa para isso é que
queremos usar o teorema anterior para estender o funcional linear (real) ;). Para cada
x € Gg, temos

p1(x) < fe1(2)] < lo()] < p(a).

O teorema anterior nos garante a existéncia de um funcional linear ¢, : EFg — R que
estende ¢; e ¢ < p(z) para todo z € Fg. Estudaremos agora o caso em que s, para

todo x € G, temos

i(p1(x) +ipe(x)) = ip(z) = p(ir) = 1(iv) + ips(iz).
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Pela igualdade entre ntimeros complexos, obtemos yo(z) = —¢1(iz) para todo =z € G.

Definindo entao

¢:E—K, o(x)=¢1(z) +ide(r) = @i(x) —ipi(z),

dado z € GG, temos

p(z) = pr(x) —igi(2) = p(x) —ip(iz) = p(r) — ips(x) = ¢(2)

e, portanto, ¢ estende .

Vejamos que ¢ é um funcional linear. Dados z,y € E, tem-se

e +y) =@z +y) —igi(z +y) = éi(z) + biy) —igi(z) — i1 (y) = o) + @(y)-
Dados (a+b;) e Cex € E,

Gla+b)(x) = Gila+b)(x)—iigi(a+ b;)
= ¢1(a) + bpi (i) — i(api(iz) — by ()
= (a+b)gi(x) —ig1(iz) = (a+ b;)P(x).

Resta-nos mostrar que |¢(x)| < p(x) para todo z € E. Sendo p uma seminorma, segue
que p(z) > 0 para todo x € E. Logo se ¢ é o funcional identicamente nulo, ndo ha o que

provar. Suponha entdo que exista x € F tal que ¢(z) # 0, entdo podemos escrever o(x)
—i0 _

na forma polar, isto ¢, existe 6 tal que @(x) = |@(z)|e?. Segue que |p(x)| = @(z)e

@(e~®x). Como |p(z)| ¢ um ntimero real, temos

[G(2)] = @le™"w) = gi(e™x) < p(e™x) = |e™"|p(z) = p(a).
[l

Corolario 9 (Teorema de Hahn-Banach). Seja G um subespaco de um espago normado
E sobre K e seja ¢ : G —> K um funcional linear continuo. Entao existe um funcional

linear continuo ¢ : E — K que estende ¢ e preserva a sua norma.

Demonstragao. Pela continuidade de ¢ temos |p(x)| < ||¢||||z|| para todo = € G. Esse
fato nos leva a definir a funcdo p : E — R dada por p(x) = [|¢||||z|. E imediato que p é

uma seminorma e |p(z)| < p(z) para todo z € G. Pelo Teorema [16] existe um funcional

linear ¢ : E — K que estende ¢ e |o(x)| < p(x) = ||¢]|||z] para todo z € E, o que, em

particular, garante a continuidade de ¢. Sendo x # 0 temos % < |l¢|l, donde segue

que ||2]] < |l¢]l. A desigualdade contraria segue do fato de que ¢ estende ¢ e, portanto,
121l = llell- O
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Corolario 10. Seja E um espago normado. Para todo xo € E — {0} existe um funcional

linear continuo ¢ : E — K tal que ||@|| =1 e ¢(xg) = ||zo]].

Demonstra¢ao. Consideremos a seguinte aplicacgao:

¢ :spanf{zo} — K, ¢(axg) = al|xo]|.

A linearidade e continuidade de ¢ sdo imediatas, além disso, ¢(x¢) = ||zo|| e também
ol = sup 220l
a0 |lazoll

Assim, pelo Corolério [J] existe um funcional linear continuo ¢ : E — K que estende ¢ e

preserva sua norma. Il

Corolario 11. Sejam E # {0} um espago normado e x € E. Entao

[zl = sup [p(z)] = max |p(z)|
pEBE. PESEx

Demonstracao. Pelo Corolario anterior, para cada x € E — {0} existe um funcional ¢ €

Sg+ tal que p(z) = ||z||, dai
2]l = ¢(z) < max [p(z)].
PESE*

A desigualdade |p(z)| < [|z||[|¢|| = ||z| é valida para todo ¢ € Sg«, donde segue o
resultado. [

Veremos a seguir que a extensao do Teorema de Hahn-Banach como no Corolario [J]
nao é tnica.

Exemplo 24. Seja G = {(z,y) € R? : z = y}. O funcional linear
T:(G,||l) — R dado por f(z,x) =z

possui as extensoes g(x,y) = = e h(x,y) =y, satisfazendo ||g|| = ||h|| = || T||-

Mais geralmente, se um operador linear continuo admite duas extensoes como no

Corolario [9] entéo a aplica¢do possui infinitas extensoes desse tipo.

Proposicao 16. Seja G um subespaco do espaco normado E e T : G — K um operador
linear continuo. Se T}, Ty : E — K sao duas extensoes distintas de T que preserva sua

norma, entao existem infinitas extensoes de T' que preservam sua norma.

Demonstragao. Para cada s € [0, 1], a aplica¢do T : £ — K dada por

Ts(x) = sTy(z) + (1 — s)Tx(z), = € E,
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é linear e continua por ser combinacao de operadores lineares continuos. Além disso, para

cada z € G, tem-se
Ts(x) = sTi(z) + (1 — 8)Ta(z) = sT(x) + (1 — s)T(z) = T'(z).

Logo T, é uma extensao linear de T e, assim, ||T'|| < ||T||. Além disso,

= splE@I i) + (= 9T
T [ B I
e IT@I (- T
s|\T(x)|| + (1 —s)||T(x
@I =T @y
270 ]
Portanto ||T|| = ||T'|| para cada s € [0, 1]. Concluimos que existem infinitas extensoes de
T preservando sua norma. O]

Proposicao 17. Seja E um espago normado. O dual E* separa pontos de E, isto €,

dados x,y € E com x # vy, entao existe p € E* tal que p(z) # o(y).

Demonstragao. Com efeito, se x # y entdao x —y # 0, assim pelo Corolario[J]existe p € E*

tal que ¢(z) — ¢(y) = ¢(z —y) = [lz — y|| # 0. Portanto ¢(z) # ¢(y). O

A proposicao anterior nos garante em particular que se ¢(x) = 0 para todo ¢ € E*

entao x = 0.

Proposicao 18. Seja A um subconjunto do espa¢o normado E tal que p(A) = {¢(x) :
x € A} € limitado para todo ¢ € E*. Entao A € limitado.

Demonstragao. Para cada x € A, considere a aplicagao
T, : E* — R, dada por T,(¢) = ¢(z).
Claramente T} € linear e a continuidade é garantida pois

Te ()] = [o(@)] < llellllz]l = el

para cada ¢ € E*. Sendo ¢(A) um conjunto limitado, entao existe ¢, > 0 tal que

lo(x)| < ¢, para todo z € A. Logo,

Te(p)] = lp(2)] < cp

para todo x € A. Isto nos diz que a familia dos operadores lineares continuos (1), 4 ¢
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pontualmente limitada, Assim pelo Principio da Limitagao Uniforme existe ¢ > 0 tal que

IT:]l = sup |p(x)] = [lz]| < ¢

(,DEBE*

para todo x € A. A ltima igualdade segue do Corolério [11] O

Exemplo 25. Sejam x1, 9,23, ..., x, vetores linearmente independentes do espaco nor-
mado E e ay,as,as,...,a, escalares dados. Veremos que existe um funcional ¢ € E* tal
que ©(x;) = a; para todo j =1,2,3,... n.

De fato, considere a aplicacao
T :span{xy, za,...,x,} — K, dada por ¢ (Z ajx]) = Zajaj.
j=1 =1
Pela definicao de T, temos T(x;) = a; para todo j = 1,2,...,n. Note que T € li-

near, pois, dados x,y € span{wy,xs,...,T,}, digamos v = E ;T ey = E Bjxj, com

j=1 J=1
a1, Q9. .., 0, B, .., By € K| entao
plx+y) = ¢ (Z(ﬁj + %‘)%‘) = (B + o)
j=1 Jj=1
= DB+ ) e
j=1 j=1

= @)+ o).

De modo andlogo, mostra-se que p(ax) = ap(x), para todo o € K. Seque que T €

continuo, pois € uma aplicacao linear definida em um espaco normado de dimensao finita.
Portanto, pelo Coroldrio [9 existe uma extensao linear e continua ¢ : E — K de T tal

que ©(x;) = a; para todo j =1,2,...,n.

Proposicao 19. Sejam E e F espagos normados e suponha E # {0}. Se L(E,F) é

completo, entao F € um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (z,)5, uma sequéncia de Cauchy em F. Sendo E # {0}, existe
o € E tal que ||zo|| = 1. Pelo Corolério [10] existe um funcional ¢ € E* tal que [|¢]| =1e
¢(xo) = 1. Considere a sequéncia (7,)22, em L(F, F) dada por T, (z) = ¢(x)z,,x € E.

n=1

Afirmamos que a sequéncia (7},)5°, é de Cauchy. De fato, note que
[ (T = Ton) (@) || = llo(@) (2 = 2) || = [0(@) |20 — @l < [J2][[|2n — @l — 0.
Sendo L(F, F') um espago de Banach, existe T € L(E, F') tal que T,, — T'. Como

[n = T(xo) || = 1 Tn(x0) = T'(wo)|| < ([T = T[[[0]| — 0,
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segue que z,, — T'(z) € F, mostrando que F' é completo. O

4.3.2 Subespagos Complementados

Vimos, na se¢ao anterior que o Teorema de Hahn-Banach, em uma de sua consequén-
cias, da condigbes para que um funcional linear continuo definido em um subespaco de
um espaco normado possa ser estendido continuamente para o espaco todo. E natural
imaginar se esse resultado é valido para operadores lineares continuos em geral. Mais pre-
cisamente, sendo E, F' espagos normados e G um subespaco de F, se T € L(G, F'), entao
existe um ¢ € L (FE, F) que estende T e preserva sua norma? quando G for subespago

denso de F, a Proposicao [15| nos garante que tal extensao é sempre possivel.

Definicao 20. Seja E um espaco de Banach. Um operador linear continuo P : E — E
¢ dito projecio se P2 = Po P = P.

Proposigao 20. Seja F' um subespago do espago de Banach E. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes

1. Eziste uma projegio P : E — E tal que P(E) = F. Neste caso dizemos que P ¢

uma projecao de E sobre F.

2. F ¢é fechado e existe um subespago fechado G de E tal que E = F & G.
Neste caso, F ={x € E: P(x) =z} e G = ker(P).

Demonstragao. (1) = (2) Vejamos primeiro que F'={z € E: P(z) =x}. Dadoz € F,
entdo existe y € E tal que P(y) = z, donde segue que P(z) = P(P(y)) = P(y) =x. Se x
¢ um ponto fixo de P, entao x € Im(P) = F, provando assim a igualdade. Veremos que
F ¢ fechado. Seja (x,)52, uma sequéncia em F' com z,, — = € E. Sendo P continuo
resulta que P(z,) =z, — P(z), portanto P(x) = x.

Tome agora G = ker(P). Analogamente ao que foi feito no paragrafo anterior, vé-se
que G é um subespago fechado de E. Dado z € E, entao z— P(x) € G, pois P(x—P(z)) =
P(z) — P(P(z))=0e P(x) € F. Assim, z = (x — P(z)) + P(x), isto ¢, E = F + G. Se
r € FNG, entdo z = P(x) e P(x) =0, logo x = 0.

(2) = (1) Para cada x € F, existem tnicos z1 € F e x5 € G tais que x = x1 + x9, assim
o operador
P:FE — E, dada por P(x) = P(x1 + 22) = 1,

estd bem definido. Note que P ¢ linear e P*(x) = P*(xy + x9) = P(xy) = 1 = P(2),
Im(P) = F. Resta provar que P ¢é continuo. Pelo Teorema do Grafico Fechado ¢é suficiente
que G(P) seja fechado. Com efeito, sejam (x,)>° ; uma sequéncia em F tal que x, —
r € Fe P(x,) — y € E. Paracadan € N, temos z,, = y, + 2, em que y, € F e
z, € G. Entao, z, = x, — y, = v, — p(x,) — x — y. Sendo G fechado, entao z —y € G
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e, portanto, P(z) = P(y). Além disso, y, = P(z,) — y. Como F' ¢ fechado, y € F e
assim y = P(y) = P(z), provando que P é continuo. O

Definicao 21. Um subespaco F' do espaco de Banach E € complementado se satisfaz as

condigoes equivalentes da Proposi¢ao |20,

Teorema 17. Seja G um subespaco complementado do espaco de Banach E e F um
espago normado. Se T € L (G, F), entao existe uma extensao ¢ € L (E,F) de T.

Demonstra¢ao. Sendo G' complementado, entao existe uma projecao P : E — FE tal que
P(E)=G. A aplicacgo ¢y =T o P: E — F é linear e continua, pois é uma composi¢ao
de operadores lineares continuos. Dado x € G, entdo p(z) = T'(P(x)) = T'(x), ou seja, ¢
estende 7. O]

Proposicao 21. Seja E um espago de Banach e F um subespago nao complementado de
E. Entao nao existe operador linear continuo T : E — F' tal que T(x) = x para todo

x € FE, ou seja, o operador identidade em F' nao pode ser estendido continuamente a E.

Demonstracao. Suponhamos que existe um operador linear continuo 7' : £ — F' tal que
T'(xz) =« para todo x € E. Como a inclusao iy : ' — E ¢ linear e continua, o operador
iroT : E — FE é também linear e continuo. Como T'(z) € F para todo x € E, segue
que T?%(z) = T(T(z)) = T(x) para todo z € E. Portanto i o T é uma projegao sobre F,

o que é um absurdo, pois F' é um subespago nao complementado. O

Teorema 18 (Teorema de Phillips). Seja F' um subespago do espago normado E e T €

L(F, (). Entao existe uma extensio ¢ € L(E,l) de T a E que preserva sua norma.

Demonstragao. Ja vimos no Exemplo [18], com certas adaptagoes, que a aplicagao
¢n : loo — K, dada por ¢, ((a;)72,) = an,

¢ linear, continua e ||p,|| = 1. Entdao ¢, o T € F* para todo n € N. Pelo Teorema de
Hahn-Banach, para cada n € N, existe H,, extensao de ¢, 0T a E com || H,| = ||¢noT]|.

Consideremos o operador
T:E — (y, dado por T (z) = (H,(x))>, .
Dado = € E, a desigualdade

[Ho ()] < [lzl1Hall = [[2[lllen o Tl < lzlllenllIT1 < [l IT]

nos diz que T esta bem definida. A linearidade do operador T segue da linearidade de
H,. Dado z € F', entao

T(z) = (Ho(x))yzy = ((pn 0 T)(2)) iy = T(2),
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isto é, T estende T. Por fim, temos

IT(@)]loo = sup|Hy(x)| < supllz||| Hyll < supllpn o T||]
neN neN neN

< suplleal| T[] = [l=[[ T
neN

e, portanto, ||T|| < co. Assim, T é continuo e ||T|| < ||T||. A desigualdade contréria segue
do fato que T estende 7T O]
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5. APLICACOES NO CONTEXTO DOS OPERADO-
RES ABSOLUTAMENTE SOMANTES

Neste capitulo, motivaremos e apresentaremos o conceito de operador absolutamente
(¢, p)—somante e provaremos, como consequéncia dos resultados do capitulo anterior, uma
equivaléncia deste conceito. Para alcancar este objetivo, precisaremos demonstrar diversos
resultados preliminares, que possuem seu proprio interesse e sao também corolarios dos
resultados do Capitulo []

Na primeira secao definimos séries convergentes em espagos normados. Definiremos

séries incondicionalmente convergentes de maneira analoga aos cursos de anélise real.

Definigao 22. Seja E um espa¢o normado e (x,)0, uma sequéncia em E. Dizemos

que a série E T € tncondicionalmente convergente quando for convergente em qualquer

n=1
ordenac¢ao dos seus termos, ou melhor, quando para toda funcao bijetora T : N — N a

série E Trm) for convergente.

n=1
E natural especular se séries incondicionalmente convergentes em espagos normados
assumem os mesmos valores em qualquer ordenacao dos seus elementos. A proposicao

abaixo nos diz que sim.

o

Proposicao 22. Sejam E um espaco normado e E Tn uma série incondicionalmente

n=1
convergente. Entao para quaisquer bijecoes 11, Ty : N — N tem-se

Z TTy(n) = Z LTy (n)
n=1 n=1

o0
Demonstracao. Seja ¢ € E*. Como a série g x, ¢ incondicionalmente convergente e ¢ é

n=1
[eS)

continua, entao a série numeérica E ¢(x,,) € incondicionalmente convergente. Como séries

n=1
numéricas incondicionalmente convergentes convergem para o mesmo valor, independente
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da ordem das parcelas, entao

% (Z ile(n)> = Z¢($T1(n)) = Z@(%(n)) =¥ (Z xTz(”)) .
n=1 n=1 n=1 n=1

Para todo ¢ € E*. Pela Proposigao |[17] segue que Z LTy (n) = Z TTy(N)- ]
n=1

n=1
Em 1837, o matematico J.P.G.L. Dirichlet provou que convergéncias absoluta e incon-
dicional coincidem para séries de niimeros reais e generalizou esse resultado para espagos
normados de dimensao finita. Em 1922, S. Banach provou que, em dimensao infinita, con-
vergéncia absoluta implica em convergéncia incondicional, mas a reciproca desse resultado

nao ¢ verdadeira, como mostra o exemplo a seguir.
Exemplo 26. Considere a sequinte sequéncia em cop:

ry = (1,0 O,)

To =

1
T3 = <0707 57

1
Seja ¢ : N — N uma bijecao. Dado € > 0, escolha N € N tal que N > —. Para cada
jg=1,2,...,N existe n; € N tal que ¢(n;) = j. Seja ng = max{ny,ne,...,ny}. Assim,

para n > ng, temos
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oo
Portanto g Tom) = T, ou seja, a sequéncia (T,)52, € incondicionalmente convergente.

n=1
Entretanto (x,)22, ndo € absolutamente convergente, pois

) o) 1

D llwall =2~ =00
n

n=1 n=1

A partir disso, passou-se a questionar se em todo espaco de Banach de dimensao infinita
existe uma série incondicionalmente convergente que nao é absolutamente convergente.
Essa questao atraiu a atencao de muitos mateméticos e se tornou um dos problemas
do Scottish Book (Problem 122 de S. Banach, 1932). Em 1950, A. Dvoretzky e C.A.
Rogers finalmente publicaram a solucao desse problema, o qual enunciaremos abaixo.

Curiosamente, em sua prova, usaram resultados validos para espacos de dimensao finita.

Teorema 19 (Teorema de Dvoretzky-Rogers). Seja E um espag¢o de Banach de dimen-
sao infinita. Para qualquer sequéncia (a,)5°, € ly existe uma série incondicionalmente
o0

convergente an em E tal que ||z,|| = |an| para todo n € N.  Em particular, se

n=1

(an), € Uy — {1, entao a série associada E Tpn € incondicionalmente convergente mas

n=1
nao absolutamente convergente.

Para a demonstragao veja [3]. Ao leitor interessado, sugerimos [2] para uma discussao
detalhada sobre a caracterizacao de séries incondicionalmente convergentes em espagos de
Banach.

O Teorema de Dvoretzky-Rogers foi o ponto de partida da teoria dos operadores
absolutamente somantes, os quais serao definidos mais adiante.

Os dois fatos a seguir, apesar de simples, foram cruciais para o surgimento da teoria

dos operadores absolutamente somantes.

Fato 1. Operadores lineares continuos preservam somabilidade incondicional e somabili-

dade absoluta.

Demonstracao. Seja T : E — F um operador linear continuo entre espagos normados.

Se (x,)5, ¢ incondicionalmente somével, veremos que T'(x,)>, ¢ incondicionalmente
n

somavel. Com efeito, sendo ¢ : N — N uma bije¢ao, entao wa(j) — z € E. Pela

j=1
continuidade de T', obtemos

ZT%(” = (Z% ): (v) € F.
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Por outro lado, se (x,)22, é absolutamente somével, entao

S AT <D T all = 171 lzall < oo
n=1 n=1 n=1

]

Antes de apresentarmos o segundo fato, vamos reescrever os conceitos de séries abso-

lutamente e incondicionalmente soméaveis de outra forma:

Notagao 1. (1) Seja (x,)22, uma sequéncia no espago normado E. Dizer que a sé-

rie g x, € absolutamente convergente € equivalente a dizer que a sequéncia (x,)32, €
n=1
absolutamente somdvel.
[e.9]

(2) Dizer que a série E T, € incondicionalmente convergente € equivalente a dizer que a
n=1

¢ incondictonalmente somdvel.

sequéncia (2,)5%,

Fato 2. Operadores lineares continuos nao transformam sequéncias incondicionalmente

somaveis em sequéncias absolutamente somdaveis.

De fato, basta considerar o operador identidade i : ¢¢ — ¢g e a sequéncia (z,,)2%, =
(%)Zozl. Pelo Exemplo , (n)5, ¢ incondicionalmente somavel, mas nao ¢ absoluta-
mente somavel.

Surge entao uma pergunta natural: Que tipo de operador linear leva sequéncias in-
condicionalmente. soméveis em sequéncias absolutamente soméaveis? Essa pergunta deu

origem ao conceito de operador absolutamente somante.

Observacao 1 (Um pouco da historia). A. Grothendieck, em 1955, apresentou uma
prova diferente do Teorema de Dvoretzky-Rogers e seu "Résumé de la théorie métrique
des produits tensoriels topologiques” trouxe muitos insights esclarecedores para a teoria
dos operadores absolutamente somantes.

A nocao de operadores lineares absolutamente p—somantes € creditada a A. Pietsch
e a nogao de operador absolutamente (q,p)—somante é creditado a B. Mitiagin e A.
Petczynski. Em 1968, J. Lindenstrauss e A. Pelczyniski reescreveram o Résumé de Grothen-
dieck de uma forma mais compreensiva, atraindo a aten¢dao de muitos matemdticos e

colocando, finalmente, o assunto em destaque.

Antes de apresentarmos o conceito de operador absolutamente (g, p)—somante, vamos
dar mais algumas defini¢oes e provar mais alguns resultados, todos eles consequéncias dos

principais resultados apresentados no capitulo anterior.

Definicao 23. Sejam 1 < p < 0o e E um espago de Banach. Uma sequéncia (x,)2>, C E

¢ dita fortemente p—somdvel, quando a sequéncia (||z,])22, € £p.
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Denotamos por £,(E) o espago vetorial formado por todas as sequéncias em E forte-

mente p—somaveis, ou seja,

B(E) = { (s € B+ Y P < oo,

Naturalmente podemos considerar a aplicacao

1(zn)azilly = (ZII%H”)

A expressao acima define uma norma em ¢,(E).
Proposigao 23. Se 1 < p < oo, entio (,(E) € um espago de Banach.

Demonstracao. Seja (x;)72, uma sequéncia de Cauchy em ¢,(F). Para cada j € N deno-

i=
temos z; = (27)72;. Dado € > 0, existe N € N tal que

1

m, k> N = ||z — zll, = [[(z5,)02: — (@3)nzall, = (Z [EA $k||p> <e.  (5.1)
Para cada n € N fixo, temos

m k>N = (a7, — 2"|P)7 = |27, — 27|| < e.

7?)90
i )i=
n € N existe 2" € E de modo que 27 — 2" quando j — co. Pondo z = (z");2

n:17

Assim, a sequéncia (x . € de Cauchy no espago de Banach E. Portanto, para cada

veremos que = € {,(E) e v; — x. Para cada [ € N temos por (5.1]) que

1
l P
m, k>N = (Z |z — xZH”) <e. (5.2)

n=1

Fazendo k — oo em ([5.2), segue que

3 =

l
m>N = (Z |7 — anP) <e. (5.3)

n=1

Fazendo | — oo em (j5.3]), concluimos que

m> N — (Z I, — x“np) = (a2, — (™) |, < e (5.4)

n=1

Dai, (z7})52; — (2")52, € £,(E) para todo m > N. Logo, (™) = (a0, ,1)52, + (2™)52

n=1 n=1 "
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)2, € L,(F). Segue de (5.4]) que x; — x, como queriamos demonstrar. n
m—+1/n=1 p J

Definigao 24. Sejam 1 < p < oo e E um espago de Banach. Uma sequéncia (x,)32, C E

é dita fracamente p—somdvel quando a sequéncia p(x,):>, € ¢, para todo p € E*.

Denotamos por K;”(E) o espago vetorial formado por todas as sequéncias em E fraca-

mente p—somaveis, ou seja,

= {(xn)ff:l cE: Z |o(z,)|P < oo para todo ¢ € E*}

Consideremos a seguinte aplicacao em £(E):

1
Il = sup (an ) .

PEBE~ \ ;o

Vimos no Proposicao [I4] que para p = 1 a aplicagdo acima estd bem definida. De modo

analoga ao feito naquela proposi¢ao, vé-se que || - ||/ estd bem definida para todo 1 < p <

oco. Nao ¢ dificil ver que £;(E) ¢ um espago normado.

Teorema 20. Se 1 < p < oo, entdo ((¥(E),| - ||¥) € um espago de Banach.

Demonstragao. Seja (r;)32, uma sequéncia de Cauchy em (3'(FE). Para cada j € N

denotaremos x; = (z7)72;. Dado € > 0, existe N € N tal que

=

m, k> N = |lzm —zilly = [l(2)20 = (@) lly = sup (ZI%J m — TF) > <e

‘Pe E* n=1

Em particular, para cada ¢ € Bg« temos

3=

m, k>N = (Z (2", — x;;)\p> <e. (5.5)

n=1

Sendo n € N fixo, entao

3=

m, k>N = ([(zy, —ap)l") = |p(a;, — 23)| <& para todo ¢ € Bp (5.6)

m,k > N = sup |p(z), —2})| <e.
pEBp~

Pelo Teorema de Hahn-Banach na forma do Corolario [I1], segue que

m,k >N = [lag, — 2|l = sup |p(z, —ap)] <e.
pEBg*



69

Concluimos que a sequéncia (z)%_, é de Cauchy no espago de Banach E. Assim, para
cada n € N, existe 2" € F tal que z!, — 2" quando m — oo. Pondo z = ("),

afirmamos que x € £})(E) e x; — x. Por (5.5)), para cada [ € N, obtemos

! v
m, k>N = (Z (2, — x;:f)|p> <e. (5.7)

n=1

Fazendo k — oo em [5.7] e depois | — 0o, chegamos que

n=1

oo P
m >k — <Z lo(zh — x”)\p> < ¢ para todo ¢ € Bp-.

n=1 "

Portanto, (z)%° (z")ply € 6)(E) e, assim, (z")72, € (E). Fazendo k — oo em
[.6] segue que z; — x. O

Vamos agora apresentar o conceito de operador absolutamente (¢, p)—somante e logo

em seguida apresentaremos um resultado que garante uma equivaléncia desse conceito.

Definicao 25. Seja 1 < p,q < co. Um operador linear continuo T : E — F ¢ absoluta-

mente (g, p)—somante quando existir uma constante C' > 0 tal que

(Z umj)uq) <Ol

para todo sequéncia (xj);";l €l)(E).

Proposicao 24. SejaT : E — F um operador linear continuo entre espacos de Banach.

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) T € absolutamente (q, p)—somante
(2) (T(xj));il € £y(F) sempre que (7;)52, € £)(E).

(3) Eziste uma constante C > 0 tal que

P

(Z HT(%)Hq) ‘1 <C sup (Z ygp(xmp)

%2 BE*

para todo inteiro positivo n e para toda sequéncia (v;)7_; € () (E).

=

p

Demonstragio. (1) = (2) Seja (z;)32, € £, (£), entao (Z |g0(a:j)|p> < o0. Por (1)
j=1

temos
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p

(Z ||T<a:j>||q>q <C sup (Z |so<xj>|p> <.

pEBg*

Portanto T'(;)32, € £,(F).
Veremos que (2) = (1). Supondo que vale (2), entdo o operador

T: 0y (E) — £y(F), dado por T((xj)?';l) = T'(x;)52

j=0D

esta bem definido. Afirmamos que T é um operador linear continuo. De fato, seja

((xg»k)),;";l);?‘;l uma sequéncia em £/(E) convergente, digamos

(@) )2, — (22, € v (E) (5.8)
(T((@)2 )22y — ()2 € Ly(F). (5.9)

Dado ¢ > 0, por (5.8) existe N € N tal que

=

P

j >N = sup (Z p(ah — xk)|p> <e.
k=1

SOGBE*

Logo
j>N= Z |<,0(x;c — 2")|P < &” para todo ¢ € Bg-
k=1

para cada k fixo e, assim, temos
j >N = |p(z} — 2")| < e para todo ¢ € Bp-.
Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach na forma do Corolario obtemos
§> N = |z} —2*|g = sup p(a} —2")| <e.
pEBE

A sequéncia (2%)%, é de Cauchy no espago de Banach E. Logo, z¥ — 2% Sendo T

continuo, entdo T'(x5) — T'(2*). Por (5.9), dado € > 0, existe M € N tal que

j2 M= [(T(25)) = (" )alls < €

1
201 (i ) <

k=1
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Consequentemente
j>M=|T(h) - <e

para todo k fixo, donde concluimos que (y*)22, = T(z*)22, = (T(2*))32,. Ja vimos
anteriormente que tanto £;(E) quanto /,(FE) sao espagos de Banach e, portanto, pelo

Teorema do Gréfico Fechado, T é continuo. Sendo (z;)52, € ;) (E), temos

1T ()74 g

(Z ||T<xj>||q> q

= 7))l

< NP
n »
= Csup | D lp(a)P
pEBE* =1
= Ozl
em que C' = ||T.
(1) = (3). Fixe n € N e considere a sequéncia (z;)j_; = (71,22, 23,...,7,,0,0,---) €

£y (E). Por (1), temos
(Z ||T<xj>||q> | - (Z ||T<xj>||q) q
< C sup <Z!90(93j)\p> :

3=

wEBE*

Como

P

(Z !s@(%)lp) = (Z |<P($j)!p> para todo ¢ € Bp-,
j=1 j=1

pois ¢(z;) = 0 para todo j > n, segue que

P

(Z ||T($j)||q> q < C sup (Z |S0($j)|p)

pEBpx*



(3) = (1). Seja (7;)52, € £;(E), entao

(Z HT(smuq) q

Por (3) existe ¢ > 0 tal que

(Z ||T<xj>||q>q <

Para mais detalhes sobre a teoria dos operadores absolutamente

[1[10L[12].

72

= IT(5)52

- (Z ||T<xj>||q>q

1
= wp(E!W@ﬂW)
neN =1

(Z |so<xj>|p>
S
o)

RS

C'sup sup
nENLpGBE*

D =

C sup sup
SDEBE* neN

C sup
pEBE*

]

somantes consulte
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Na primeira parte do trabalho, enfatizamos a motivacao do surgimento da Anélise
Funcional: a preocupante extensao de resultados e propriedades vélidos na Analise em
dimensao finita para dimensao infinita. Entretanto, é notéria que estes nem sempre sao
véalidos. Uma das grandes diferencas se encontra no Lema de Riesz, o qual, essencialmente,
nos garante que em todo espaco normado de dimensao infinita existe um conjunto fechado
e limitado que nao é compacto.

A partir dos Operadores Lineares Continuos, surge um dos principais teoremas esse
trabalho, o Teorema de Hahn-Banach, o qual, na sua versao mais famosa, possibilita a
extensao de funcionais lineares continuos para o espago todo.

No Ultimo Capitulo apresentamos o Teorema de Dvoretzky-Rogers, resultado esse que
iniciou o estudo da Teoria dos Operadores Absolutamente Somantes. Este foi o momento
ideal para o leitor se certicar da importancia dos Teoremas estudados nos capitulos an-
teriores. O resultado final deste trabalho, nos garante que os Operadores Absolutamente
Somantes sao exatamente aquelas aplicagoes que transformam sequéncias incondicional-
mente somaveis em sequéncias absolutamente soméaveis.

Finalmente, tentamos apresentar de maneira detalhada os diversos resultados da Ana-
lise Funcional. Este trabalho ¢ indicado para estudantes de Graduacao e Pos-Graduagao

em Matematica e desejamos que seja utilizado como referéncia para estudos futuros
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