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RESUMO

As primeiras experiéncias relacionadas a funcdo quadratica surgem logo no 9° ano do
Ensino Fundamental, e é um dos conteidos que é usado direta ou indiretamente em
todos os demais anos do Ensino Médio, do Ensino Superior e em vérias areas. Neste
trabalho estudamos um pouco sobre a funcdo quadratica, onde abordamos alguns
conceitos e usamos a sua forma candnica para demonstrar alguns resultados, em
especial envolvendo o zero da funcdo quadratica, os valores maximo e minimo e o
estudo do sinal desta funcdo, com o objetivo de aplicar os conceitos estudados na
resolucéo de alguns problemas.

Palavras-Chave: Func¢do quadratica. Zero da Fungdo. Maximo e Minimo. Aplicacdes.



ABSTRACT

The first experiences related to the quadratic function appear in the 9th grade of
elementary school, and it is one of the contents that is used directly or indirectly in all
other years of high school, higher education and in various areas. In this work we study
a little about the quadratic function, where we approach some concepts and use its
canonical form to demonstrate some results, in particular involving the zero of the
quadratic function, the maximum and minimum values and the study of the sign of this

function, with the objective to apply the concepts studied in solving some problems.

Keywords: Quadratic function. Function Zero. Maximum and minimum. Applications.
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1. INTRODUCAO

A nocdo de fungdo quadréatica associa-se originalmente a ideia de equacgéo do 2°
grau, por volta de 300 a.C. o matemético grego Euclides (325-265 a.C) desenvolveu
uma nova técnica denominada Algebra Geométrica. No renascimento destacou-se as
tentativas de explicar o movimento de queda livre de um corpo ou trajetoria de uma
bola de canhdo, varios tedricos dos séculos XVI e XVII tentaram explicar essa
trajetoria, sem obter a pardbola, ao longo do tempo essas explicagdes foram
aperfeicoadas até se chegar a parébola associada a curva de 2° grau, de modo a
relacionar curvas a equacdes, algebra a geometria.

As primeiras experiéncias relacionadas a funcdo quadratica surgem logo no 9°
ano do Ensino Fundamental, porém em algumas escolas isso pode acontecer antes ou
depois. De modo mais informativo, a verdade é que a grande maioria dos alunos que
prosseguem estudos superiores onde a Matematica continua a ser estudada, ndo mais
volta a abordar o aperfeicoamento do que vem ja de tras, muito em especial as funcdes
de 2° grau. O aprendizado desse contetdo leva o aluno a ter um entendimento mais
claro e ébvio quando se depararem com outros contetidos algébricos mais complexos. O
estudo de funcdes é um dos temas mais importantes do programa de matematica do

ensino bésico.

Neste trabalho, iremos estudar as funcdes quadraticas, para isto, 0 mesmo esta
dividido em 3 capitulos. No capitulo 1, estudamos um pouco sobre a historia da fungédo
quadrética e sua importancia como contetdo para o ensino basico. No Capitulo 2,
estudamos a definicdo de funcdo quadrética, que é uma funcdo que associa a cada
nimero real x, o nimero real f(x) = ax? + bx + ¢, com a, b, c nimeros reais e a # 0,
também vimos que a sua representacdo grafica é uma parabola e que a sua concavidade
pode ser voltada para cima ou para baixo, dependendo do sinal do coeficiente a.
Também estudamos a forma candnica desta funcéo, e usamos ela para mostrar alguns
resultados envolvendo zeros da funcdo, maximo e minimo, vértice da parabola e o
estudo do sinal da funcdo quadratica. No Capitulo 3, estudamos algumas aplica¢des da

funcdo quadratica, dentre elas vimos uma aplicacdo da funcdo quadratica na fisica, na



analise do maximo e minimo no lancamento de projeteis, e também na economia onde

resolvemos alguns problemas envolvendo custo, receita e lucro.
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2. FUNCOES QUADRATICAS

Este capitulo aborda a definicdo de fungdo quadratica, bem como sua

representacdo grafica, o valor maximo e minimo e o estudo do sinal destas funcgdes.

Além disso, também apresentaremos alguns teoremas com suas demonstracées e alguns

exemplos para uma boa compreensdo sobre o estudo da funcdo quadratica. Para isto,
foram utilizadas as referéncias [1 ], [ 2], [3]. [4].[5].[6] e [7] -

2.1 Definicdo

Uma funcdo f: R — R chama-se quadratica ou do segundo grau quando existem

ndmeros reais a, b, c com a # 0, tais que f(x) = ax? + bx + c, paratodo x € R.

Exemplo 2.1.1: Sdo exemplos de funcGes quadraticas de R em R:

a)
b)
c)
d)

f(x) = —x? +100x,emque a = —1,b = 100 e ¢ = 0.
f(x)=3x2—-2x+1,emquea=3,b=—-2ec=1.
f(x) =x*—4,emquea=1,b=0ec = —4.

f(x) =20x%,emquea=20,b=0ec=0.

Por defini¢cdo, o dominio da funcdo quadratica f é o conjunto dos nUimeros reais, ou

seja, D(f) = R, e aimagem é um subconjunto de R, ou seja, Im(f) c R.

2.2 Paréabola e Concavidade

O gréfico da funcdo quadréatica é uma parabola.

Exemplo 2.2.1: Construir o gréfico das func6es definidas em R:

a)

Solucéo:

y=x%2-4

Construindo uma tabela e atribuindo valores para x para obtermos valores para y

temos:
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x y=x%—4 (x,5)
—2 y=(-22-4=0 (—2,0)
1 y=(-1)2—4=-3 (-1,-3)
0 y=02—4=—4 (0, —4)
1 y=12—4=—3 (1,-3)
2 y=22—4=0 (2,0)

Figura 1- Grafico do exemplo: 2.2.1 a) utilizando o Geogebra

Fonte: O autor.

b) y=—x?+4
Solugao:

Construindo uma tabela e atribuindo valores para x para obtermos valores para y
temos.

x y=-x*+4 (x,9)
—2 y=—(-2)7+4=0 (—2,0)
1 y=—(-1)2+4=3 (—1,3)
0 y=-0%2+4=4 (0,4)
1 y=—1%+4 =3 (1,3)
2 y=—22+4=0 (2,0)
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Figura 2 — Gréfico do exemplo: 2.2.1 b) utilizando 0 Geogebra

B=(2.0)

Fonte: O autor.

Observacdo: Mais adiante, ap6s estudarmos os zeros da funcdo quadratica e o vértice,
iremos estudar como construir este grafico, pois nem sempre atribuindo apenas valores

a x conseguimos obter uma parabola.

Conforme podemos observar no exemplo acima, a pardbola representativa da
funcdo quadratica y = ax? + bx + ¢, com a,bec € Re a # 0, pode ter concavidade

voltada para cima ou voltada para baixo. Ou seja,

i. Sea > 0,aconcavidade da parabola é voltada para cima;

ii. Sea < 0,aconcavidade da parabola é voltada para baixo.

Se a > 0, temos
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Figura 3- Grafico da parabdla com convavidade voltada para cima

Fonte: O autor.

Se a < 0, temos

Figura 4 - Grafico da parabdla com convavidade voltada para baixo

Fonte: O autor.

2.3 Forma Canbnica

Agora iremos escrever a funcdo quadratica y = ax? + bx + ¢ de outra forma,
que é conhecida como forma candnica desta funcdo, conforme veremos abaixo, esta

forma sera utilizada nas demonstragdes de alguns resultados que iremos estudar.
Seja f(x) = ax? + bx + c, temos:

Colocando o a em evidéncia temos:



flx) = a<x2+§x+§)

Utilizando o método de completar quadrado temos:

T +b2 b2+c
f(x) =alx ax 4a2 4a? a

=0

2+b _I_b2 b*> ¢
x ax 4q? 4?2 a

b\*> [b%—4ac
=>f(x)=a I(x +%) — <—4a2 )l

Fazendo A= b? — 4ac, temos a forma candnica

(r+) ~ oo
x 2a 4a2|

=>f(x)=a

f(x)=a

14

Esta forma permite dentre outras coisas, determinar de forma mais rapida os

pontos onde a paréabola intercepta o eixo dos x ou a abscissa do ponto da parabola de

maior ou menor ordenada.

2.4 Zeros da Funcao Quadratica

Definicéo 2.4.1: Os zeros ou raizes da funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ sdo 0s

valores reais de x tais que f(x) = 0. Ou seja, sdo as solugdes da equacdo do segundo

grau ax? + bx + ¢ = 0.

Observacao 2.4.1: Para fazer referéncia a essas raizes costumamos utilizar os simbolos

x'e x" ou x; e x,.

Como f(x) = ax? + bx + c note que fazendo f(x) = 0, temos que ax? + bx + ¢ = 0,

ou ainda, usando a forma candnica temos,
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2a 4q?
(r+50) =2
s —] =—
x 2a 4q?

2a a

b VA

Sxt+—==%t—

2a a

b A

Sx=——+—

2a a

—b ++/A

S x = .
2a

Ou seja,

Observagao 2.4.2: A formula encontrada acima, para determinar os zeros ou raizes de
uma fungdo do 22 grau é conhecida como férmula de Bhaskara. Esta féormula é

utilizada para resolver equagdes do 22 grau, e como A= b? — 4ac, a férmula de

Bhaskara é dada por:

Assim, devemos considerar o valor de A para determinar a quantidade de raizes

reais de uma funcdo quadratica. Onde temos 0s seguintes casos:
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Se A> 0, a funcdo tém duas raizes reais e diferentes, consequentemente, a
parabola intercepta o eixo x em dois pontos distintos: (x’,0)e (x",0), onde

-b+VA , -b—+A
=X =
2a 2a

xl

Se A=0, a fungdo tém duas raizes reais e iguais (x' = x"),

consequentemente, a parabola tangencia o eixo x, no ponto (x, 0), onde

_ —-b
T 2a

Se A< 0, a funcdo ndo tém raizes reais (pois no conjunto dos nimeros reais,
ndo estd definida raiz quadrada de nimero negativo), consequentemente, a

parabola ndo intercepta o €ixo x.

Exemplo 2.4.1: Determinar os zeros reais das funcdes dadas abaixo:

a) f(x)=3x*—7x+2.

Solucéo:

= A= 25.

temos:

Sejaa = 3; b = —7 e ¢ = 2. Calculando o valor do A= b? — 4ac , temos
A= (=7)% — 4.3.2

=>A=49 - 24

Como A> 0 a funcdo tem duas raizes reais diferentes, usando a formula de Bhaskara

—b + VA

X=—
2.a

7 +25

= X=—"
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75
=>x=—
¥ 76
Entdo, os zeros reais da equacdo dada séo:
,_7¥5_ 12, _7-5_2_1
Y776 "6 Y TT6 T6 3

b) f(x) = —4x? + 8x — 4.
Solucéo:
Sejaa = —4,b = 8 e ¢ = —4. Calculando o valor do A= b? — 4ac , temos
A= 8% — 4 .(—4).(—4)
= A= 64 — 64
= A= 0.

Como A= 0 a fun¢do tem duas raizes reais iguais, usando a formula de Bhaskara temos:

_—b++VA
x= 2a
-840
= x =
2.1
-8+0
- =
T
Entdo, os zeros reais da equacdo dada s&o:
I __ o __ _b J— _8 —_— 4
X=X T T2 T

c) f(x)=5x%+4x+ 1.

Solugéo:
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Sejaa = 5,b = 4 e ¢ = 1. Calculando o valor do A= b? — 4ac , temos

A=4*—-4.5.1
= A=16 — 20
= A= —4.

Como A< 0, a funcdo ndo tém raizes reais, pois no conjunto dos nimeros reais, ndo

esta definida raiz quadrada de numero negativo.

2.5 Maximo e Minimo da Funcédo Quadratica

Defini¢do 2.5.1: Seja yy € Im(f), dizemos que o nimero y, € o valor maximo da
funcdo y = f(x) se, e somente se, y,, =y para qualquer y € Im(f). O valor x), €

D(f) tal que yy = f(xp) € chamado ponto de maximo da fungéo.

Definicdo 2.5.2: Seja y,, € Im(f), dizemos que o0 numero y,, € Im(f) € o valor
minimo da funcdo y = f(x) se, e somente se, y,, < y para qualquer y € Imf(x). O

valor x,, € D(f) tal que y,,, = f(x,,) € chamado ponto minimo da funcéo.

Teorema 2.5.1: Se a < 0, a fungdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ admite o valor
MAaximo y = —— para x,, = — —

Y= 4a P Xm = 2a’
Demonstracéo:

A partir da forma candnica da funcdo quadratica,

A

sl -2 o

4a2]’

se a < 0, temos que o valor de y serd maior, quanto menor for o valor da diferenca

(r+5) 1
x 2a 4a
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A N , b\?
Como — - € uma constante (pois ndo depende de x, s6 de a, b, c) e (x + Z) >0
« i b\ A . .
para todo x real, entdo a diferenca (x"'Z) — ,-assume 0 maior valor possivel

2
exatamente quando (x + %) = 0, ou seja, quando x = — % _

Logo para x = — %, temos pela expressao (1) que

_ bbzAﬁ_OzA:’_A
y-“[( 5+£)] 1a? y—“[ m] Y= "1

A, o ~ " P
Portanto, y = —-€o0 valor méximo da funcdo quadratica, como queriamos

demonstrar.

Teorema 2.5.2: Se a > 0, a funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ admite o valor

;o A b
minimoy = ——= parax, = ——.

Demonstracdo: A demonstracdo é analoga ao que fizemos no Teorema 2.5.1.

Exemplo 2.5.1: Para cada uma das funcdes quadraticas dadas abaixo, determine o valor

maximo ou minimo.

Q) y=—x+x+6
b) vy =x2+10x — 75

Solucéo:

a) Nafungdo y = —x?+x+6,temos a=—1,b=1ec =6. Como a < 0, pelo

Teorema 2.5.1, a fungdo admite valor maximo dado por

onde
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A= b? —4ac =12 — 4.(—-1) .6 = 25.

Logo, o valor maximo da funcdo é

25 25
YETR e T w
que é atingido quando x,, = — = - (‘_11) =2

b) Nafungdoy = x? + 10x — 75, temosa =1,b = 10ec = —75. Como a > 0,

pelo Teorema 2.5.2, a fungdo admite valor minimo dado por

y=_E'

onde
A= b? — 4ac = 10%> — 4.1.(=75) = 100 + 300 = 400.

Logo, o valor minimo da funcéo é

__A_ 400 oo
Y= Tk T T T
que € atingido quando x,, = ;—Z = _2—110 = —5.

Exemplo 2.5.2: Determinar o valor de m na funcdo real f(x) = —3x2 +2(m — 1)x +

(m + 1) para que o valor maximo seja 2.

Solugdo: Temos a = —3 < 0, assim pelo Teorema 2.5.1, a fungdo admite valor
maximo y, = ﬁ, sendo A= b? —4ac,ondea=—-3,b=2(m—1)=2m—2,c =

(m+1).

. , . . . , —-A
Assim, para que 0 valor maximo seja 2, devemos ter yy = 2, isto €, 2 = —.
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Calculando A, obtemos
A= (2m—2)2—4(—3)(m+1) =4m?—-8m+4+12m+ 12

= A= 4m? + 4m + 16.

Substituindo os valores na igualdade 2 = ;—2, temos

—(4m?+4m+16)
2=———
4(-3)

_ —(4m? +4m + 16)

= 2
—-12

= 4m? + 4m + 16 = 24
=>4m?+4m+16—24 =0
>4m?+4m—-8=0.
Dividindo a Gltima igualdade acima por 4, obtemos
m?2+m-—2=0.

Utilizando a férmula de Bhaskara para resolver a equacdo acima, temos que

—-b+VA :
m= ,coma,; =1,b; =1ecy = —2,0USgeja,

2a

—14.12-4.1.(-2) —-1++9 -143
= —3 = = .
m 2.1 m 2 m="
Dai, temos
—1+43 2 —1-3 —4
m == =>m1=5=>m1=1 0um2=T=>m2=7=>m2=—2.

Portanto, para que o valor médximo da funcéo dada seja 2, devemos ter m = —2

oum = 1.
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Exemplo 2.5.3: Determine o valor de m na funcdo real f(x) =(m— 1)x?+

(m + 1)x — m para que o valor minimo seja 1.
Solucéo:

Temos que a = m — 1, assim pelo Teorema 2.5.1, se a=m —1 > 0, ou seja,
~ . ;- -A
sem > 1 a fungdo admite valor minimo y,, = v sendo A= b%? — 4ac,ondea = m —

1,b=m+1lec=—-m.

Assim, se m > 1 para que o valor minimo da funcéo seja 1, devemos ter y,, =

. , -A
1,istoe, 1 =—.
4a

Calculando A, obtemos
A=(m+1)?—-4m—-1)(-m) = m? +2m+1—4(—m? + m)
> A=m?+2m+1+4m? —4m = A=5m? - 2m + 1.

Substituindo os valores na igualdade 1 = ;—2, temos:

_ —(5m*-2m+1)

1=
4(m—1)
—5m?+2m—1
=1=
Im — 4

= -5m?+2m—-1=4m—4
= -55m?+2m—-4m—-1+4+4=0
= -5m?-2m+3=0.

Utilizando a férmula de Bhaskara para resolver a equacdo acima, temos que

—-b+VA .
= Z_a ,coma; = —5,b; = —2ec; = 3,0USeja,

_2+/(-2)?-4.(-5).3
B 2.(=5)
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2++64

> m=—-

—-10

2+8

= m=—

—-10

Dai, temos

m=2com=om=-1oum =2om,=—20om, =2
17 10 17 10 1= 27 10 27 10 275

Mais como, devemos ter m > 1, e os valores encontrados ndo sao maiores que 1.

Portanto, ndo existe valor de m para que o valor minimo da funcdo dada seja 1.

2.6 Vértice da Parabola da Funcdo Quadratica

O ponto V(x,,v,), onde x, =L ¢ Vi =;—2, ¢ chamado vértice da parabola

2a

representativa da funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + c.

Exemplo 2.6.1: Determine o vértice de cada uma das fungdes quadraticas dadas abaixo:

a) y=2x*—5x+2
b) y=—x2+%x+%

Solucéo:
a) Comoy =2x?—5x+2,temosa = 2;b = —5ec = 2, dai

A=b?—4.a.c=(-5)2—-422=25-16=09,

Logo temos

—-b —(-5) 5
= — = = =
=0 T T T2 L
e

—A -9 9
= — = — = — —
y‘U 4a yV 4.2 yU 8

Portanto, o vértice é dado por V G — Z)
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b) Comoy=—x2+%x+%,temosa=—1;b=%ecz%,dal’
b= —tac=(3) —a.(DI-te6-2
= ac = > . .2—4 = 4.
Logo temos
b -1 : 1
WEa T 2(—21) % =5=n =g
e
25 25
_—A:> —_T:> _T:> 25
yU - 4a y‘U - 4(_1) yl? - 4 yx - 16'

Portanto, o veértice é dado por V G i‘:)

2.7 Conjunto Imagem da Funcao Quadratica
O conjunto imagem de uma funcgéo do segundo grau f(x) = ax? + bx + c é

determinado a partir da ordenada y, do vértice da parabola. Temos dois casos a

considerar:
i) Quando a > 0. Neste caso, conforme vimos na secdo anterior, a fungéo
;. . . A s
apresenta um ponto de minimo, cuja ordenada € y, = —.- que € 0 valor

minimo da funcdo. Logo:
A
a>0=Im(f) = {y eER|y = _E}'

Quando a < 0 a funcdo apresenta um ponto de maximo, cuja ordena é

i)

A . - ~ )
Yo =—7-queeo valor maximo da func¢éo. Logo:

<0=>1 =iyEeER|y < ——+t
a m(f) {y ly=-4 a}
Exemplo 2.7.1: Determinar a imagem das fungdes definidas em R:

a) f(x)=x2-2x-3
b) f(x)=-x*+6x—9

Solucéo:
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a) Temos,a=1,b=—-2e¢c = -3, dai:
A= b% —4ac = (=2)2 —4.1.(=3) = 16.

Como a > 0, a funcdo apresenta um ponto de minimo cuja ordenada é y,, =

16=_4.

— L istoé = ——
4a’ W =T

Portanto, o conjunto imagem da funcéo é Im(f) = {y € R|y = —4}.
b) Temos,a =—1,b = 6 ec = —9, dai:

A= b*—4ac =6*—-4.(-1).(-9) =0.

Como a < 0, a funcdo apresenta um ponto de maximo cuja ordenada é y, =

0
el 0.

~ L istoé = —
4a’ :yv—

Portanto, o conjunto imagem da funcdo é Im(f) = {y € R|y < 0}.

2.8 Construindo o Grafico da Funcao Quadratica

Iremos utilizar os conceitos estudados a fim de obtemos informacdes para
construirmos o esboco do grafico da funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ com
a#0.

Vimos que:

1) Para determinar a concavidade da funcéo, basta saber o sinal de a:
v" Se a < 0 a parabola tem concavidade voltada para baixo.
v' Se a > 0 a parabola tem concavidade voltada para cima.
2) No caélculo dos zeros da funcéo:

v' SeA> 0, a parabola intersecta o eixo dos x em dois pontos distintos
(x',0)e (x",0), onde x' = ~b+Va ex" = _bz;\/z.
v’ Se A= 0, a parabola intersecta 0 eixo dos x em um Unico ponto
(x,0),onde x =x' = x" = %.
v' Se A< 0, a parabola ndo intersecta o eixo x.
3) O vértice da parabola é o ponto V(%,;—j), que é ponto onde a fungédo
atinge o valor maximo se a < 0 ou 0 valor minimo se a > 0.

Agora, iremos construir o grafico de algumas func¢des quadraticas, utilizado os
conceitos estudados acima.

Exemplo 2.8.1: Construa o gréafico de cada uma das funcdes:

a) f(x) =—x?
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Solucdo: Neste caso, temos a =—1,b=0ec =0. Como a < 0 a concavidade ¢
voltada para baixo.

e Determinando os zeros da funcdo e os pontos de interse¢cdo com 0 €ixo x:
Fazendo f(x) = 0,temos —x? = 0. Temos que A= b%* — 4 .a .c, ou seja,
A=0?2—-4.(-1).0 = A= 0.
Como A= 0, a parédbola intercepta o eixo x em apenas um ponto (x, 0), onde

_ch_0
YT T 32T

Logo a parabola intercepta o eixo x no ponto (0, 0).
e Determinando o vértice da funcéo:

Temos

Logo, o vértice é VV(0,0).

e Construindo o gréfico:

Figura 5 - Gréfico do exemplo 2.8.1a) utilizando o0 Geogebra

Fonte: O autor.

b) (x) = x?
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Solucéo: Neste caso, temosa = 1,b = 0 e ¢ = 0. Como a > 0 a concavidade ¢ voltada
para cima.

e Determinando o0s zeros da funcdo e os pontos de interse¢cdo como eixo x:
Fazendo f(x) = 0,temos x? = 0. Temos que A= b?> — 4 .a.c, OU Sgja,
A=0%—-4.1.0 = A= 0.
Como A= 0, a parédbola intercepta o eixo x em apenas um ponto (x, 0), onde

b 0
=247 2

Logo a parabola intercepta o eixo x no ponto (0, 0).

e Determinando o vértice da funcéo:

Temos
—b 0
Xy =Z=>x,, = 5= 0
€
—A 0

Logo, o vértice é V7(0,0).

e Construindo o grafico:
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Figura 6 - Grafico do exemplo 2.8.1 b) utilizando o Geogebra

Fonte: O autor.
c) f(x)=4x*-1

Solucéo: Neste caso, temos a = 4,b = 0 e c — 1. Como a > 0 a concavidade é voltada
para cima.

e Determinando os zeros da funcao e 0s pontos de intersecdo com o €ixo x:
Fazendo f(x) = 0,temos 4x? — 1 = 0. Temos que A= b? — 4 .a.c, OU Sgja,
A=0%—44.(-1)=>A=0+16 = 16

Como A> 0, a parabola intercepta o eixo x nos pontos (x’,0) e (x”,0), onde

!

X

X =

—b + VA —b—+A
=————2e

2a 2a
ou seja,
, —0+V16 —0+4 4 1  —0-vi6 —0-4 4 _
YTT o4 TT g T8 2T T 22 TT g TTsTT2

Logo a parabola intercepta o0 eixo x nos pontos G O) e (—% 0).

e Determinando o vértice da fungéo:

Temos
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Logo, o vértice é V (0, —1).

e Construindo o grafico:

Figura 7 - Grafico do exemplo 2.8.1 c¢) utilizando o Geogebra

&

5

A={-05[@F (0.5, 0)

b 3 2 -1 0 1
l/
-

Fonte: O autor.
d f(x)=4x*—4x+1

Solucdo: Neste caso, temos a =4,b = —4ec=1. Como a > 0 a concavidade ¢
voltada para cima.

e Determinando os zeros da funcao e os pontos de interse¢cdo com o €ixo x:
Fazendo f(x) = 0,temos 4x2 — 4x + 1 = 0, dai resolvendo a equacdo
A=b? —4.a.c = A= (—4)? —4.4.(-1) = A= 16 — 16 = 0.

Como A= 0, a parabola intercepta o eixo x em apenas um ponto (x, 0), onde

_—b_—(—4)_4_1
*T2aT 24 8 7
Logo a parabola intercepta 0 eixo x no ponto G 0).
e Determinando o vértice da funcéo:
Temos
-b  —(-4) 4 1
=24 24 8 2
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Logo, o vértice é V G 0).

e Construindo o grafico:

Figura 8 - Grafico do exemplo 2.8.1 d) utilizando o Geogebra

=(0.5,0)

Fonte: O autor.

e) f)=x*+x+1

Solucéo: Neste caso, temosa = 1,b = 1 e c = 1. Como a > 0 a concavidade é voltada

para cima.
e Determinando os zeros da funcdo e 0s pontos de intersecdo com o €ixo x:
Fazendo f(x) = 0, temos x% + x + 1 = 0, dai resolvendo a equagéo
A=b?—4ac>A=12-411=>A=1—-4=-3.
Como A< 0, a parabola ndo intercepta o eixo x.

e Determinando o vértice da fungéo:
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Temos

e Construindo o grafico:

Figura 9 - Grafico do exemplo 2.8.1 e) utilizando o Geogebra

Fonte: O autor.

2.9 Estudo do Sinal da Fun¢do Quadratica

Estudar o sinal da funcdo quadréatica f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0, significa

determinar os valores reais de x para 0s quais temos:

f(x) =0, fx) >0 e f(x)<O.

O estudo do sinal da funcdo quadrética vai depender do valor que A= b? — 4ac

assume, e do coeficiente a.
Para tanto temos trés casos distintos;

1) caso: para A< 0.
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Se A< 0, temos —A> 0, entdo da forma canonica, temos.

a.f(x) =a.al(x+%)2—f?l = g2 l<x+%>2+<%>l
=a.f(x)>0,Vx €R,

pois, a? > 0, (x + %)2 > 0 e sendo —A> 0 temos ( A) > 0.

4a2
Logo, a funcdo f(x) = a? + bx + ¢, quando A< 0, tem o mesmo sinal de a para

todo x € R, ou seja,

a>0=f(x)>0,VxeR

a<0=f(x)<0,Vx ER.

De fato, sendo a.f(x) > 0, se a > 0 para que o produto a . f(x) seja maior que
zero, devemos ter f(x) > 0. E, se a < 0 para que o produto a.f(x) seja maior que

zero, devemos ter f(x) < 0.

Graficamente:

Figura 10 — Grafico Figura 11- Gréfico para
paraA< Oea > 0. A<Oea<O.

+ a>0 + a<0

Fonte:O autor. Fonte:O autor.

2°) caso: para A= 0.

Da forma candnica, temos

a. f(x) = a? [(x+%)2 + (L)] = a? (x+%)2 =>af(x)=0,VxER,

4a?

. b \?2 L b\?2 b
p0|sa2>0e(x+£) ZO.AIemdlsso,a.f(x)=0<:>(x+z) =0ex=——

2a’
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Logo a funcdo f(x) = ax? + bx + ¢, quando A= 0, tem o sinal de a para todo

x€ER-— {%} ou seja,

a>0:>f(x)20,Vx€]R§ef(x)>0,xE]R—{;—5}

a<0=>f(x)SO,VxE]R{ef(x)<O,xE]R§—{;—5}.

Graficamente:

Figura 12 -Gréfico para Figura 13 -Gréfico
A=0ea > 0. paraA=0ea < 0.
X1 =X,
— /Ja< -

+ a>0 +

v

X1 = X3

Fonte:O autor. Fonte:O autor.

3°) caso: para A> 0.

Da forma canbnica temos,

a.f(x)=a.al<x+£)2 Al

2a)  4a?|

o =)o ) o)

e —b—VA —b + VA
)9

Lembrando que da formula de Bhaskara, as raizes de uma equacao quadratica com

A> 0 sdo:

—-b+VA -b—VA
X1 = € Xy =
2a

2a
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Logo a forma canodnica se transforma em:

af (x) = a? Kx—_bz;a\/z> <x—_bz;a\/Z

Portanto o sinal de a. f(x) depende dos sinais dos fatores (x — x;) e (x — x3).

)l = a®(x — x) (x — xp).

Admitindo x; < x,, temos que:

1) sex; < x,,temos

x—x1 <0

x—x, <0 @f0)=E—x)x—x)>0.

x<x1<x2=>{

2) sex; <x < xy, temos:

x—x; >0

20 = @f0) = a2~ 1) —x) <0

x1<x<x2:>{

3) se x > x,,temos:

x—x,>0

X — X, > 0 = a.f(X') = az(x_xl)(x_xz) > 0.

x>x2>x1=>{

Logo significa que:

1) osinal de f(x) é o sinal de a para todo x, tal que x < x; ou x > x,;

2) osinal de f(x) é osinal - a para todo x, tal que x; < x < x5.

Graficamente:

Figura 14 - Gréfico Figura 15 - Grafico
paraA>0ea > 0. paraA>0ea <0.

+\a>0 / + x1Ax2 .
X1 - x5 —/ a<o \—

Fonte:O autor.

Fonte:O autor.



Resumindo, temos o seguinte quadro:

Tabela 1- Graficos do estudo do sinal

SeA>0ea>0

SeA>0ea<0

f) <0 x, <x<xy
fX)=0x,=x=1x,

f(x) >0 x <xjoux>x,

7\-

f(x) <0 x <x 0ux>x,

f)=0ex,=x=x,

fx) >0 x <x<x,

SeA=0ea>0

SeA=0ea<0

++>\\\//é++

X1 = Xo

f(x) < 0,nao existe x real
f) =0 x,=x=x,

fx)>0 x+x,

x1=x2

fx)<0ex+x
fX) =0 x,=x=x,

f(x) > 0,ndo existe x real

SeA<O0ea>0

SeA<O0ea<0

+++++++++

f(x) < 0,néo existe x real

f(x) = 0,nao existe x real

f(x)>0,Vvx€ R

f(x) > 0,néo existe x real

f(x) = 0,nao existe x real

f(x) <0,vx € R

Fonte: O autor.
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Exemplo 2.9.1: Estude o sinal de cada uma das fungdes reais dadas abaixo:

a) fx)=x%?—-2x+2
b) f(x)=—x*+x—1
c) f(x)=9x*+6x+1
d f(x)=x*—7x+6

Solucéo:
a) Temosa=1,b=—-2ec = 2. Dali,
A=b?—4a.c =(-2)>—-412=4—-8=—4,
entdo a funcdo ndo tem raizes reais.

Comoa > 1e A< 0, temos

Figura 16 -gréafico do
exemplo 2.9.1 a)

+t++++++++

Fonte: O autor.
Logo, f(x) > 0,vx € R

b) Temosa =—-1,b =1ec = —1.Dai,
A=b% —4ac=12-4(-1.(-1) =1—4= -3,

entdo a funcdo ndo tem raizes reais. E, como A< 0 e a < 0, logo f(x) < 0,Vx € R.

Figura 17 - Grafico do
exemplo 2.9.1 b)

Fonte: O autor.



c) Temosa=9,b=6ec=1.Dai
A= b? —4ac = 6% —49.1 = 0.
E,
-b —-6-0 —6_ 1

M=% =5,""18 18 3

Comoa > 0e A= 0, temos

Figura 18 - grafico do
exemplo 2.9.1 c)

++++ ++++

1

3

Fonte: O autor.

Logo, f(x) =0sex = —gef(x) > ( paratodo x # —g.

d) Temosa =1,b=—7ec = 6. Dai
A= b? —4ac = (=7)? — 4.1.6 = 25.

E,
—b VA
x= 2.a
7 ++25
— YT
7+5
—r=T
7+5 12 7—5 2
I I i

Comoa > 0e A> 0, temos:

Figura 19 - Gréfico
do emplo 2.9.1d)

++++\ /++++

Fonte:O autor.
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Logo, f(x) =0sex=1oux=6, f(x) >0sex<loux>6e f(x)<O0se

1<x<6.

No proximo capitulo estudaremos algumas aplicag¢6es da fungdo quadrética.
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3 APLICACOES

Neste capitulo veremos como utilizar as defini¢BGes e resultados estudados
sobre a funcdo quadratica na resolucdo de alguns problemas do nosso cotidiano.
Dentre as varias aplica¢cdes iremos destacar o uso da fungdo quadratica na fisica no
movimento retilineo uniformemente variado e no lancamento de um projétil visando
alcancar a sua distancia tanto na horizontal como na vertical. E em matematica

financeira em problemas que envolvem as funcdes custo, receita e lucro.

3.1 Funcéo Quadratica na Fisica

A Funcéo quadrética na fisica estd presente na analise dos movimentos
uniformemente variado (MRV), pois em razdo da aceleracdo, 0s corpos variam a

velocidade e o espago em funcdo do tempo.

A funcdo quadratica tem a seguinte lei de formacdo f(x) = ax? + bx +
¢ . Na fisica a expressdo que relaciona o espaco em funcdo do tempo é dada pela

seguinte expressao.

at?
S=15g +v0t+7,

que representa uma funcdo quadratica y = s(t), onde
t = tempo;

s = espaco em funcdo do tempo;

Sp =espaco inicial;

v, = velocidade inicial;

a = aceleracdo
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Exemplo 3.1.1: Um movel realiza um movimento obedecendo a fungdo s =t — 9t +
18, sendo s medido em metros e t em segundos. Em que instante 0 movel muda de

sentido.
Solucéo:

A equacdo do movimento é uma funcdo quadratica y = s(t) =t2 — 9t + 18 com

a=1,b=-9ec =18, entdo ela descreve uma parabola com concavidade voltada
. . . ;. -b

para cima, pois a = 1 > 0, e que atinge o valor minimo em V (x,, y,,), onde x,, = 2 ©
-A . . . . P

Yo = 7o Assim, a mudanca de sentido do mdvel ocorrera no momento em que o movel

atinge o ponto minimo da parabola, calculando o ponto minimo da parabola temos,

_—b= —(=9) = 2 = 4,5

2a 2 2

Xy =
Logo, 0 mével muda de sentido no instante t = 4,5 segundos.

Figura 20 - Grafico do exemplo 3.1.1) utilizando o Geogebra

Fonte: O autor.

3.2 Andlise do maximo e minimo no langcamento de projéteis

Quando se langa um objeto no espaco (pedra, tiro de canhdo, ...) visando
alcancar a maior distancia possivel tanto na horizontal como na vertical, a curva descrita
pelo objeto forma uma pardbola. Sendo esse lancamento modelado por uma fungéo
quadratica, para determinar a altura maxima que o objeto faz durante a trajetoria basta

determinar o valor maximo da funcéo.
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Exemplo 3.2.1: O movimento de um projétil, lancado para cima verticalmente é
descrito pela funcdo y = —x2 + 4x, onde y é a altura, em metros, atingida pelo o
projétil x segundos apds o lancamento. Determine a altura méxima atingida pelo

projétil durante o0 movimento.

Solucdo: Neste caso, 0 movimento do projétil é descrito pela fun¢do quadratica
y=f(x)=-x*+4xcoma=—1,b=4ec=0.Como a < 0, esta fungdo descreve
uma parabola com concavidade voltada para baixo e a altura méxima € atingida quando
a funcdo quadratica atinge o seu valor méaximo (que é atingido no vértice da funcgéo),

que ¢ dado por

A b*—4dac  4*—4(-1.0 16 _

T 4a 4a  4(H1 -4

Y =

Logo, a altura maxima atingida pelo projétil é 4 metros.

Figura 21 - Gréafico do exemplo 3.2.1) utilizando o Geogebra

A=(2,4)

Fonte: O autror.

3.3 Funcéo Quadratica na Economia: Custo, Receita e Lucro

Em alguns problemas de economia, em particular problemas envolvendo as
funces custo, receita e lucro, estas funcdes séo dadas por uma fungdo quadratica. Antes
de resolvermos alguns destes problemas, vamos primeiro definir estas fungoes.

Funcdo Custo: A funcdo custo (C) estad relacionada aos gastos efetuados por uma
empresa, industria, loja, na producdo ou aquisi¢do de algum produto.
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Funcao Receita: A funcdo receita (R) esta ligada ao faturamento bruto de uma entidade,
dependendo do nimero de vendas de determinado produto.

Funcdo Lucro: A funcdo lucro (L) diz respeito ao lucro liquido das empresas, lucro
oriundo da diferenca entre a funcéo receita e a funcdo custo.

Exemplo 3.3.1: O custo de fabricacdo de x unidades de um rel6gio € de (120x —
0,2x%). Cada reldgio é vendido a R$80,00. A fabrica s6 produz por encomenda.

a) Escreva a expressao do lucro L obtido na venda.
b) Quantas unidades devem ser produzidas para que a fabrica ndo tenha prejuizo?
c) E se desejar um lucro minimo de R$2.500,00 em cada encomenda?

Solucéo:
a) Temos que o custo de fabricacdo de x unidades do reldgio é dado por
C(x) = 120x — 0,2x2.

E, como cada reldgio é vendido por R$80,00 a receita (R) obtida com a venda de x
unidades do reldgio ¢é dada por R(x) = 80x. Logo, como o lucro (L) é a diferenca entre

a funcdo receita e a fungéo custo, temos:
L(x) = R(x)- C(x)
= L(x) = 80x — (120x — 0,2x?)
= L(x) = —40x + 0,2x2.

b) Para que a fabrica ndo tenha prejuizo, devemos ter L(x) > 0, ou seja,

—40x + 0,2x% > 0.

Logo, para resolver este problema, basta fazer o estudo do sinal da fun¢do quadratica

L(x) = —40x + 0,2x2,coma = 0,2,b = —40 e ¢ = 0. Temos
A= b? — 4ac = A= (40)% — 4.0,2.0 = A= 1600.

Calculando os zeros da funcédo pela formula de Bhaskara:

=) £ VA
=702



43

40 4+ V1600
Sx=—
0,4
40 + 40
= =
=04
= x, =-2=200ex, =—=0.
0,4 0,4

Como A> 0ea > 0temos,

Figura 22 -Gréfico do exemplo
3.3.1b)

Fonte: O autor.
Logo,
e Sex<O0ou x> 200,entdo f(x) > 0;
e Se0<x<200,entdo f(x) <0;
e Sex=0o0ux =200,entdo f(x) =0.

Portanto para que ndo tenha prejuizo deve ser produzida uma quantidade maior que 200

unidades.

c) Para que a fabrica tenha um lucro minimo de R$2.500,00 em cada encomenda,
devemos ter L(x) = 2.500, ou seja,
—40x + 0,2x% > 2.500 = 0,2x% — 40x — 2500 > 0

Logo, para resolver este problema, basta fazer o estudo do sinal da funcdo quadréatica
f(x) =0,2x% — 40x — 2500,coma = 0,2,b = —40 e ¢ = —2500. Temos

A= b? —4.a.c
= A= (40)2 — 4.0,2(—2500)
= A= 1600 + 2000 = 3600.

Calculando os zeros da funcao pela formula de Bhaskara:
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—(b) £ VA
X =—F—
2.a
—(—40) % V3600
> x =
2.0,2
L _0+e60
T 04
=, = =250ex, = —> =—" = —50.
0,4 0,4 0,4

ComoA> 0ea > 0, temos:

Figura 23 - Gréfico do
exemplo 3.3.1 ¢)

+++\ /—++
-sovzso

Fonte: O autor.

Logo,

e Sex < —500ux > 250,entdo f(x) > 0;
e Se—50<x < 250,entdo f(x) < 0;
e Sex=—-500ux=25entdo f(x) = 0.

Portanto, se desejar um lucro minimo de R$2.500,00 em cada encomenda, devem ser
produzidas uma quantidade maior que 250.

Exemplo 3.3.2: A receita mensal, em reais, de uma fabrica de CDs é R(p) =

10.000p — 1.000p?, em que p ¢ o preco de venda de cada unidade de CD.

a) Que preco deve ser cobrado para dar uma receita de R$25.000,00?
b) Para que valor de p a receita € maxima?

c) Para que valores de p a receita € inferior a R$18.750,00?
Solugéo:

a) Queremos o valor de p para que R(p) = 25.000, ou seja,
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—1000p? + 10.000p = 25.000,00.

Simplificando a equacgédo temos

—p? +10p — 25 =0.
Dai,

A= b? — 4ac
A= 102 — 4.(—1).(=25)

A= 100 - 100 = 0.

E, pela formula de Bhaskara,

_—b*VA

x 2a

-10++0
T 2.(-1D

Logo, o0 peco deve ser R$5,00.

b) Queremos o valor de p para que R(p) seja maxima.

Como a = —1 < 0, esta funcdo é representada por uma parabola de concavidade

voltada para baixo e atinge o seu maximo no seu vértice V(x,,y,), onde x,, = ;—a e
_—A

Yo =7

Temos que R(p) = 10.000p — 1.000p?, calculando os zeros da fungdo:
10.000p — 1.000p2 =0 = 10p —p2 =0, coma = —1,b = 10ec = 0.
Dai,
A=b%?—4.a.c

= A= 102 — 4.(—1).0 = 100.
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E o valor maximo da fungéo é:

—A —100 —100 )5
= —> = — =—= .
y‘l) 4a yv 4. (_1) yv _4

Portanto para que a receita seja maxima devemos ter p = 25.

c) Queremos o valor de p para que R(p) < 18.750, ou seja,

—1000p? + 10.000 < 18.750.

Simplificando a expressao temos
—p? +10p < 18,75 > —p? + 10p — 18,75 < 0.

Logo, para resolver este problema, basta fazer o estudo do sinal da funcdo quadréatica
f(p) = —p? + 10p — 18,75,coma = —1, b = 10 e ¢ = —18,75. Temos

A= b? —4a.c
= A= 10% — 4.(—1). (—18,75)

= A= 100 —75 = 25.

(S]
—b £ VA —10 £ v25 —-10%+5
=— = = ——
P 2a P="20CD P="235
-10+5 =5 2t -10-5 —15 e
- = — = = - = .

ComoA> 0ea < 0, temos:

Figura 24 - Gréfico do
exemplo 3.3.2 ¢)

/%

Fonte: O autor.
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Logo,

e Sep<25o0up>75entdo f(p) <0;
e Se25<p<75entdo f(p) > 0;
e Sep=250up=75entdo f(x) =0.

Portanto, para que a receita seja inferior a R$18.750,00, o prego deve ser menor que 2,5

e maior que 7,5.
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4 CONCLUSAO

Esta pesquisa mostra a importancia sobre a necessidade do conhecimento da
funcdo quadratica, pode-se perceber que € de suma importancia que todo aluno tenha o
minimo de conhecimento nesse contelido, pois serd preciso para que tenha um bom
desempenho nos anos seguintes da educacao basica e superior quando se encontrarem

com esse tema.

Com relagdo a sua aplicagdo mostramos de forma contextualizada com a
realidade de nosso cotidiano, como os conteldos sdo trabalhados de forma com a
realidade dos alunos fugindo do tradicionalismo de ensino que é a mecaniza¢do, com
isso fazendo com que os alunos despertem o interesse pela funcdo quadratica.
Acreditamos que esse trabalho facilitara o entendimento deste contetido e ird motivar o
seu entendimento através de aplicabilidade.
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