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RESUMO

O Teorema de Baire € um resultado da Topologia Geral que tem influéncia em outros teoremas
das mais diversas dreas da matematica, a exemplo da Analise Matematica, Andlise Funcional
e Geometria Diferencial. O objetivo central desse trabalho € abordar e relacionar a sua im-
portancia em algumas de suas aplicacdes. E em especial, o Teorema de Banach-Steinhaus,
Teorema da Aplicacdo Aberta e Teorema do Gréfico Fechado. Propde-se, assim, apresentar
tanto o Teorema e suas aplicacdes como também toda base tedrica necessaria para compre-
endé-los. Para o desenvolvimento desse trabalho a metodologia se deu através de pesquisas
bibliograficas. Sob esta 6tica, o estudo foi de grande valia pois o Teorema de Baire juntamente
com os conceitos e propriedades previamente estudados servem de base para pesquisas e estu-
dos futuros.

Palavras-chave: Teorema de Baire. Espacos Métricos. Topologia.



ABSTRACT

The Baire’s Theorem is a result of General Topology that has influency in other theorems from
the most diserve areas of mathematics, for example of Mathmetical Analysis, Functional Analy-
sis and Differential Geometry. The main objective of this article is approach and connect the
importance in some of your applications. In special, the Banach-Steinhaus Theorem, Open
Mapping Theorem and Closed Graph Theorem. So it’s proposed, show the theorem and your
applications as well all the theoric basis necessary to understand them. For the development of
this article the methodology occurs through of bibliographic research. From this perspective,
the study was worthy because the Baire’s Theorem together with your concepts and properties
that was studied can be used as basis of future researches and studies.

Keywords: Baire’s Theorem. Metric Spaces. Topology.
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1 INTRODUCAO

Para o estudo da Andlise Matemdtica é de suma importancia conhecer a topologia dos
espacos que sao estudados. Os espagos métricos sao uma classe de espago topoldgico. Nos
espacos topoldgicos podem-se determinar inlimeros conceitos matematicos tais como continui-
dade, convergéncia, entre outros. Além disso, tais estudos sobre esses espacos sao importantes
para diversos ramos da Matematica.

O Teorema de Baire é relevante para inimeras dreas matemaéticas pois seu resultado acar-
reta na demonstracdo de varios teoremas. O teorema tem esse nome pois sua descoberta se
deu pelo matematico francé€s René-Louis Baire (1874-1932) em 1899. Dentre algumas das suas
aplicagoes esta o Teorema de Banach-Steinhaus, Teorema da Aplicacdo Aberta e, o Teorema do
Graéfico Fechado.

O objetivo desse trabalho é fazer um estudo dos conceitos e propriedades referentes aos
Espacos Métricos e Topoldgicos com o intuito de se obter uma ferramenta matematica que pos-
sibilite apresentar uma demonstracio para o Teorema de Baire e de suas aplicagoes.

Este trabalho de conclusado de curso € fruto de estudos realizados no Programa de Iniciacao
Cientifica (PIBIC) onde foram vistos detalhadamente muitos dos conceitos presente no traba-
lho. E o motivo da escolha desse tema € que ele consegue reunir alguns dos principais pontos
que foram estudados nesse Programa.

A metodologia utilizada foi feita através de pesquisas bibliogréficas para enunciar os con-
ceitos, propriedades e teoremas que serdo vistos no decorrer do trabalho. Uma das principais
referéncias foi (Domingues, 1982) pois contém os mais imprescindiveis conceitos de Espacos
Métricos e Topologia Geral.

Sendo assim, o trabalho foi divido da seguinte forma: no primeiro capitulo veremos concei-
tos de Espacos Métricos e Topologia Geral, como por exemplo Fun¢des Continuas, Conjuntos
Convexos, Sequéncias, entre outros. Enquanto que, no segundo capitulo serdo abordados tanto
o Teorema de Baire como também algumas de suas aplicacOes que sao os Teorema de Banach-
Steinhaus, Teorema da Aplicacdo Aberta e Teorema do Grafico Fechado.
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2 ESPACOS METRICOS E TOPOLOGIA GERAL

Neste capitulo, apresentamos conceitos necessarios para a compreensao tanto do enunciado do
Teorema de Baire e suas aplicagdes mas também de suas demonstragdes. Dentre os conceitos
apresentados, abordamos os espacos métricos, transformagdes lineares, conjuntos convexos,
nog¢des de topologia como conjunto aberto, fechado, denso e entre outras.

2.1 Espacos Métricos
Para areas como Célculo, Geometria, dentre outras, mesmo que de modo intuitivo, € ne-
cessario a no¢do de distancia entre dois pontos ou conceitos advindos dessa no¢do para que

haja um ponto de partida tedrico. Nesse trabalho essa nocao estara presente em varias definicoes
futuras, por isso € necessario uma generaliza¢do do conceito.

Definicdo 2.1 Dado um conjunto M # 0 sejad : M x M — R_.. Dizemos que d é uma métrica
quando forem satisfeitas as seguintes condicoes para quaisquer ,y,z € M:

i) dlz,y) =0z =y,
i) d(z,y) = d(y, z);
ii) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y).

Caso estas trés condi¢des sejam atendidas cada imagem d(x, y) recebe o nome de distincia
de x ay e um par (M, d), onde d é uma métrica sobre M ganha o nome de espaco métrico.

Cada elemento de um espago métrico serd sempre referido como ponto desse espaco, sendo
ele um ponto, ou um ndmero, ou ainda uma func¢do ou um vetor.

Exemplo 2.1 (Métrica zero-um ou discreta) E o mais trivial exemplo de métrica que pode-
mos considerar. Dado M +# ) define-se d : M x M — R do seguinte modo:

d(x,x) =0,Vz € M ed(z,y) = 1 sempre que x # y.

Provemos que d é uma métrica. Note que a primeira condicdo € imediata, pois dados
z,y € M comd(z,y) = 0entdo x = y,Va,y € M. Além disso, se z = y entdo d(z,y) = 0. A
segunda condi¢do também é imediata, pois dados x,y € M caso z = y ocorre d(x,y) = d(y, x)
enquanto que, se = # y temos d(z,y) = 1 = d(y, x).

Agora para provar a ultima condicdo, a desigualdade triangular, existem quatro casos para
se verificar:

i) Tomemos z = y = z. Note que é imediato pois d(z,y) = d(z,z) = d(z,y) = 0.
Portanto, d(z,y) = d(x, 2) + d(z,y);

ii) Agora, tomando z = y ey # z temos d(z,y) = 0,d(x,z) = 1 e d(z,y) = 1. Sendo
assim, 0 = d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) = 1+ 1 = 2, o que satisfaz a desigualdade;
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iii) Tomemos o caso onde z # y e y = z. Com isto, temos d(z,y) = 1,d(z,z) = 1 e
d(z,y) = 0. Logo, neste caso, d(z,y) = d(z, z) + d(z,y);

iv) Por dltimo, tomemos = # y, © # z e, y # z. Com isso, temos d(z,y) = d(x,z) =
d(z,y) = 1. Logo, 1 =d(x,y) < d(z,z) +d(z,y) = 2.

Exemplo 2.2 (A reta usual) Considere o conjunto R dos niimeros reais e a funcdo d : RxR —
R., dada por d(z,y) = |x — y|. d é a métrica sobre R. A verificacdo das duas primeiras
condigoes da definicdo de métrica é imediata. Quanto a terceira temos:

dz,y) =|r—y|l =z —2) + (z =y < |z — 2| + [z —y| = d(z, 2) + d(2,y).

Quando referimos a reta usual como espago métrico, a métrica é chamada de métrica usual
em IR.

Exemplo 2.3 (O espaco R") O conjunto R" é formado por todas as n-uplas (sequén- cias fi-
nitas) (x1, s, ..., T,), onde cada x; € R. Existem trés métricas importantes sobre R"™. Sendo
r = (21,22, ..., T,) ey = (Yy1,Ya, ..., Yn) pontos quaisquer do R™, sdo essas métricas definidas
de tal forma:

n

d(z,y) = V(w1 =) + -+ (20— ya)? = [Z(z - yi)2] ;

=1

di(z,y) = |or = yil + -+ | =yl = D |z — wil;
=1
d2($7y) - max{|x1 - y1|a e ,|[L’n - yn|} = 112?22 |xl - ?Jz|

A verificacdo de que d; e dy s@o métricas € imediata pois essas métricas sao similares ao
exemplo anterior na métrica usual. Entretanto na métrica d, a primeira condi¢cdo é imediata e,
para segunda basta notar que

(i —yi)® = 2% = 2wy + 4 = ui® = 2y + . 42 = (v — ),

logo d(z,y) = d(y,z).
Agora para demonstrar a validez da terceira condi¢do da definicdo de métrica, faz-se ne-

cessario o uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz cujo seu enunciado € o seguinte:
Dados 1, ..., z, € Y1, ... , Y, NUmeros reais arbitrarios, entdo

Slant < (o) (o)
Com isso, podemos demonstrar a desigualdade triangular e, para isto, basta tomar

r=(T1,..,Tn),y = (Y1, --,Yn) € 2 = (21, ..., 2,) pontos do R".
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Entao:

n n

o) = Y= = Y stz - ) =
B SRS S MR 3 S

< S+ 2 [Y 2] [ -]+ - =
- (Ve e VS| =l dr

Portanto, d(z,y) < d(z,z2) + d(z,y).

Definicao 2.2 Seja A um subconjunto ndo vazio de um espaco métrico M. Suponhamos que
k € R de maneira que d(x,y) < k, para quaisquer x,y € A. Nestas condi¢des dizemos que
A é um conjunto limitado e o supremo do conjunto {d(z,y);x,y € A} chama-se didmetro do
conjunto A e é denotado por diam(A). Assim:

diam(A) = sup{d(z,y);x,y € A}.

2.2 Bolas Abertas

Assim como a definicao de distancia entre dois pontos ¢ importante, a de bolas abertas é
essencial para a teoria dos espagos métricos. A definicdo estard presente tanto em defini¢des
futuras como também no Teorema de Baire e na suas aplicacdes.

Definicao 2.3 Seja p um ponto de um espaco métrico (M, d). Sendo ¢ > 0 um niimero real, a
bola de centro p e raio ¢, denotado por B(p, €), é o seguinte subconjunto de M :

B(p,e) = {x € M;d(z,p) < }.

Exemplo 2.4 (Bolas num espaco cuja a métrica € a zero-um) Seja (M, d) um espaco discreto
e consideremos p € M. Hd dois casos a considerar:

i) 0 < e < 1. Neste caso B(p,e) = {x € M;d(z,p) < e} = {p}, porque o tinico ponto
cuja a distdncia a p é menor que 1 é o proprio p;

ii) 1 < e. Quando isto acontece, B(p,e) = {x € M;d(z,p) < e} = M, porque todos os
pontos de M estdo a uma distdncia de p igual a zero ou igual a 1, e portanto, menor que
€.

Exemplo 2.5 (Bolas na reta munida da métrica usual) Na reta real a bola de centro
p € R e raio € é o conjunto

B(p,e)={zeR;|lx—p|<e}={reRp—ec<z<p+te}=lp—ce,p+e|
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Exemplo 2.6 (Bolas no espaco R?) Lembremos que as métricas no R? jd foram definidas. Para
quaisquer © = (11, 13) e y = (y1,y2) de R?

d(z,y) = \/(xl —y1)? + (22 — y2)*;
di(z,y) = |v1 — | + |22 — 12];
do(,y) = max{|z1 — y1|; |22 — ya2l}.

As Figuras 1, 2 e 3 ilustram a geometria das respectivas bolas referentes as métricas d, d,

e dg.

Figura 1- Métrica d Figura 2- Métrica d,
///47‘\\\ /,'\\
’ ’ A N ’ ‘ ‘ : : N AN
/ \ v I ~
! \ , ’ 1 A N
f (a,b) ! “ . 2
e (a, A== —m o m o A
‘\ /,I \\ : (a’ b) ‘
\ / > Y ! 4 ’
\ , N ! ’
\ A 1 7
S . - \\ | ,/
S - - v
3 £
Fonte: Feito pelo autor, 2021 Fonte: Feito pelo autor, 2021

Figura 3- Métrica d,

_______________

Fonte: Feito pelo autor, 2021

Proposicao 2.1 (Propriedades das Bolas Abertas)

Nas propriedades que seguem as bolas abertas s@o consideradas em um espaco métrico
arbitrario, (M, d), em que € e § sd0 ndmeros reais positivos.

1. Dadas B(p,¢) e B(p,d), se € < 4, entdo B(p,e) C B(p,d). Para ver isto, note que, se
x € B(p,¢€), entdo d(z,p) < €. Como ¢ < §, concluimos que d(x, p) < J e portanto que
r € B(p,9);
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2. Dado ¢ € B(p,¢), entdo existe 6 > 0 de maneira que B(q,d) C B(p,¢). Neste caso,
tomemos 0 = ¢ — d(p, q) e mostraremos que B(q,0) C B(p,e). Sejaxz € B(q,d). A
desigualdade triangular nos garante que d(zx, p) < d(z, q) + d(q,p). Como
d(x,q) < 0 =¢e —d(p,q), entdo d(z,p) < € — d(p,q) + d(p,q) = € o que garante que
x € B(p,e);

3. Sejam B(p,¢) e B(q,0) bolas ndo disjuntas. Se t € B(p,e) N B(q, J), entdo existe A > 0
tal que B(t,\) C B(p,e) N B(q,d). Aqui, observe que, devido a primeira propriedade
existem A, Ay € RY de modo que B(t,\;) C B(p,e) e B(t,\s) C B(q,0). Se A =
min{ A1, A2}, entdo B(t, \) estd contida tanto em B(t, A\;) como em B(¢, \y) e, portanto,
B(t,\) C B(p,e) N B(q,9);

4. Sejam p e q dois pontos distintos de um espago métrico M. Se d(p, q) = ¢, entdo B(p, 5)N
B(q, 5) = (). Para a verificagdo deste fato, suponhamos que exista z € B(p, 5) N B(q, ).
Entio v € B(p,5) e * € B(q,5) e, portanto, d(x,p) < 5 e d(r,q) < 5. Donde,

considerando a desigualdade triangular:

e=d(p.q) < d(p,z) +d(x,q) < §+§:€

o que é um absurdo;

5. Dadas as bolas B(p,c) e B(q,9), se e + 6 < d(p,q), entdo B(p,e) N B(q,d) = (). De
fato, suponhamos o contrario, ou seja, que existe um ponto = € B(p, ) N B(q, ). Entdo
d(z,p) < eed(zr,q) < J e, portanto,

d(p,q) < d(p,x) +d(z,q) <e+0d <d(p,q)
o que é impossivel;

6. O didmetro de uma bola B(p,c) é menor ou igual a 2, isto é, diam(B(p,¢)) < 2e.
Para a comprovagao desta afirmag@o, sejam z e y pontos arbitrarios de B(p,¢). Entdo
d(z,y) < d(z,p) +d(p,y) < € + ¢ = 2¢. Donde: sup{d(z,y);x,y € B(p,e)} < 2¢, ou
seja, diam(B(p,¢)) < 2e.

OJ

2.3 Espacos Normados

Definicao 2.4 Um espago vetorial sobre R é um conjunto E sobre o qual estdo definidas duas
leis de composi¢cdo, uma interna

(u,v) — u + v (adigdo)

comu,v € E e, uma externa,
(v, u) — au (multiplica¢do por escalares)
sendo que u € F e a € R, onde sdo satisfeitas as seguintes condicoes:

)u+(v+w)=(ut+v)+w,Vu,v,w e E;
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i) u+v=v+uVu,v ek,
iii) Existe 0 € E de modo que 0 + u = u,Vu € Ej

iv) Paratodo u € F, existe (—u) € E tal que u + (—u) = 0, ou seja, £ é um grupo abeliano
em relacdo a adi¢do e, ainda

v) (af)u = a(fu),Va, 5 € ReVu € F;

vi) (a+ B)u = au+ fu,Va,5 € ReVu € E;
vii) a(u+v) = au+ av,Va € Re Vu,v € E;
viil) 1lu = u,Vu € E.

Os elementos de um espaco vetorial sio chamados de vetores.

Definicao 2.5 Uma norma sobre um espago vetorial E, sobre R, é uma aplicagcdo
| -1l : E — Ry que associa a cada uw € E um niimero real ndo negativo, denotado por ||u
chamado de norma de u, tal que:

, €

(n1) [lul] =0 = u=0;
(n2) [low]| = |afl|ul],Va € ReVu € E;

(ns) [lu+ol] < full + [Jo]|, Vu, v € E.

Definicao 2.6 Um espago vetorial normado real é um espago vetorial sobre R dotado de uma
norma. Se E é um espago vetorial normado, entdo d : E x E — R, definida por d(u,v) =
||u — v||, € uma métrica sobre E pois:

s du,v)=|lu—v||=0<=u—v=0<=u=uv

¢ d(u,v) = l[u = vl = [[(=D(v = w)l| = | = Yljv = u[| = [[v = ul| = d(v,u);

* d(u,v) = [lu=vl[ = lju —w+w =l <|lu—wl[+[[w =v]] = d(u, w) + d(w, v).
Observagao 2.1 A métrica d assim obtida chama-se métrica induzida pela norma em E.

2.4 Nocoes de Topologia

Segundo (Lima, 2010, p.127) afirma, o objetivo da Topologia € “estabelecer, com grande
generalidade, a no¢do de limite, as propriedades das fun¢des continuas e dos conjuntos onde
tais funcdes sdo definidas e tomam valores”.

Com as definicdes e conceitos dos quais serao abordados nesse capitulo, podemos estruturar
melhor os espacos que serdo trabalhados ao restante do trabalho. Em especial conceitos como
conjuntos abertos, fechados, féchos, interiores e densos que serdo visto no Teorema de Baire.

Definicao 2.7 Seja (M, d) um espaco métrico. Um subconjunto A C M se diz aberto se, para
todo p € A, existe um niimero real € > 0 tal que B(p,e) C A.
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Exemplo 2.7 Considere sobre R a métrica usual. Entdo A =|a,+o00| é aberto, para todo

a € R, pois dado p € A, tomando ¢ = 5%, entdo |p — ¢, p + £[C A.

Exemplo 2.8 Se d é a métrica zero-um sobre um conjunto M, entdo todo A C M é aberto. De
fato, se A = () é imediato. Agora se A # (), entdo A = UA{p} e como cada {p} é uma bola
pE

aberta (centro p e raio ¢ < 1), entdo A é aberto.
Proposicao 2.2 Seja <7 a colegdo dos abertos de um espago métrico (M, d). Entdo:

(i) 0, M € o;
(ii) A, Be of = ANBe€ &,

(iii) Se (A;) é uma familia de conjuntos abertos de M, ou seja, se cada A; € <, entdo
UA; € .

Demonstracao:

(i) E claro que ) é aberto, pelo fato de ndo conter pontos e, portanto, de ndo poder contrariar
a definicao dada. Quanto a M, toda bola de centro num ponto p € M é um subconjunto
de M, por definicdo.

(ii) Sejap € AN B. Entdo existem ¢ > 0 e A > 0 tais que B(p,e) C Ae B(p,\) C B.

Supondo que ¢ < \ a propriedade das bolas abertas nos garante que B(p,e) C B(p, A).
Donde B(p,e) C AN B.

(iii) Sejap € UA;. Entdo existe um indice ¢ tal que p € A; e, como A, é aberto, para um certo
e > 0 vale arelacdo B(p,e) C A;. Entdo B(p,e) C UA,.

OJ

Definicao 2.8 Seja (M, d) um espagco métrico. Se A C M, um ponto p € A é chamado ponto
interior ao conjunto A se existe ¢ > 0 tal que B(p,e) C A. O con]unto dos pontos interiores a

A é chamado interior de A e é indicado por A E, é evidente que A C Aeque se A A, entdo
A é aberto.

Exemplo 2.9 Na reta real consideremos A = |a,b] e B = |a, +0oo[. Nos dois casos o ponto a
ndo é ponto interior, pois um intervalo la — €, a + €|= B(a, ) ndo estd contido nem em A e

nem em B. Logo, A =|a,b[ e B =]a,+oo[. Ainda em R temos Q = () e Z = (. De fato, um
intervalo I =|p— e, p+ €| sempre contém niimeros irracionais (Ver Anexo 1) e, portanto, I ¢ Q
el ¢ 7.

Exemplo 2.10 Seja d a métrica zero-um sobre um conjunto M. Como todos os subconjuntos
o

de M sdo abertos, entdo A = A, para todo A C M.

Definicao 2.9 Seja (M, d) um espagco métrico. Um subconjunto F' C M se diz fechado se, e
somente se, I'¢ é aberto.



18

Observacao 2.2 Note que um conjunto fechado ndo significa ndo aberto. Podemos ter, depen-
dendo do espaco M, subconjuntos nem abertos e nem fechados, como podemos ter subconjun-
tos fechados e abertos simultaneamente. Por exemplo, na reta usual o conjunto Q ndo é aberto,
como jd vimos e também ndo é fechado pois como existem niimeros racionais em qualquer in-
tervalo |p — e, p+ €|, entdo tomandop € R—Q, |p—¢,p+e[¢ R—Q logo R —Q ndo é aberto
e portanto Q ndo é fechado.

Exemplo 2.11 Na reta real sdo fechados todos os intervalos do tipo [a, ], [a, +00[ ou | — 0, a).

De fato:
[a,b]° = ]—00,a[ U ]b,+00[ em ambos os intervalos sdo abertos;
[a,+o0[® = ]—o00,a| € aberto;
|—00,a]® = la,+oo| éaberto.

Exemplo 2.12 Considerando sobre um conjunto M +# () a métrica zero-um, entdo todo F C M
é fechado. Isto é nitido pois F' € é aberto pelo fato de todos os subconjuntos de M serem abertos
como jd vimos.

Proposicao 2.3 Seja .7 a colecdo dos conjuntos fechados de um espaco métrico M. Entdo:
(i) 0,M € F;
(i) HF € ¥ = HUF € .%;
(iii) Se (F;) é uma familia de conjuntos fechados de M, entdo NF; € F.

Demonstracao:

(i) 0 e M pertencem a .% porque ()¢ = M e M = () pertencem a <7

(ii) Sejam A = H°e B = F*° abertos em M. Desse modo ANB = H°NF°=(HUF)*é
aberto; logo H U F' ¢ fechado em M;

(iii) Como cada F; é fechado, entdo cada F;° é aberto e, portanto, UF;* = (NF;)¢ é aberto.
Consequentemente NF; € fechado.

O

Definicao 2.10 Seja A um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto p € M se diz
ponto aderente ao conjunto A se, para todo € > 0, vale a relacdo

B(p,e) N A #0.

O conjunto dos pontos aderentes ao subconjunto A chama-se fécho de A e é indicado por
A. E imediato que A C A.
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Exemplo 2.13 Na reta real, se A =)a,b| ou A = [a, b ou A =|a, b|, entdo A = [a,b]. De fato,
os pontos a e b sdo aderentes a esses intervalos porque qualquer bola de centro num deles,
certamente intersecta o conjunto A. Por outro lado, se p<aoup > b, entdo p §£ Z porque,
por exemplo, tomando € = %, a bola B(p,e) =|p — e, p+ €| ndo intersecta A em nenhum dos
trés casos se p < a.

Exemplo 2.14 Ainda na reta real, temos que Q = R. De fato, dado p € R, todo intervalo
Ip — &,p + [ contém niimeros racionais (Ver Anexo 1), dai |p — €,p + [N Q # 0 e portanto

p e Q.
Proposicao 2.4 Seja (M,d) um espagco métrico. Entdo, para todo A C M, vale a relagdo

(ﬁ) ‘= (A€); isto é, o complementar do fécho de A é igual ao interior do complementar de A.
Demonstracao:

(=) Sejap € (A)¢,logop ¢ A. Pela Definigdo 2.10, existe § > 0, tal que B(p, d)NA = ().
O que implica que B(p, ) C A, ouseja, p € (A°).

(«<=) Sejap € (A°), logo existe 6 > 0 tal que B(p, ) C A°. Portanto, B(p,d) N A = 0,
entiop ¢ A. Sep ¢ A,entdop ¢ A, ouseja, p € (A)°.
0

Corolario 2.0.1 ' C M ¢é fechado se, e somente se, F=F.

Demonstracao:

Temos pela Definicdo 2.7 que A = A se, e somente se, A é aberto. Como por hipétese F'

[e)

¢ fechado, entdo F'¢ é aberto. Como F'¢ é aberto, entdo F'¢ = (F'¢). Pela proposi¢ao anterior,

(F)¢ = (F°¢), ouseja, F¢ = (F) ‘. Portanto, F = F.
O

Proposicio 2.5 Seja (M, d) um espagco métrico. Se A, B C M, entdo AU B = AU B.

Demonstracao:

(=) Se p € AU B, entio para todo ¢ > 0 vale a relagdo B(p,e) N (AU B) # (). Logo,
B(p,e)NA# (ouB(p,e)N B #,ouseja,pe AUB.

(<=)Sep € AUB, entdo para todo ¢ > 0 vale arelagio B(p, £)NA # ) ou B(p,e)NB # ().
Logo, B(p,e) N (AU B) # 0, ouseja,p € AU B.
O

Definicao 2.11 Dado um espaco métrico M, se A C M define-se a fronteira de A (indicada
por p(A)), através da seguinte formula: p(A) = AN Ac = AN (A)°.
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Definicao 2.12 Dado um espago métrico (M, d), um subconjunto A C M se diz denso em N
se A= M.

A defini¢cdo acima significa que para todo p € M e todo £ > 0, existe a € A de maneira
que d(a,p) < e. Ou seja, para cada ponto p € M existe, arbitrariamente préximo de p, um
ponto a € A. Um exemplo é que Q é denso em R pois Q = R.

Proposiciao 2.6 Seja M um espaco métrico. Se A C M é denso em M, entdo G N A # (), para
todo aberto G # () desse espago.

Demonstracao:

Dado p € G, existe um ¢ > 0 tal que B(p,e) C G. Como A = M, entdo existe uma € A
de maneira que d(p,a) < ¢, ou seja, a € B(p,¢). Dai a € G e, portanto, G N A # ().

Proposicao 2.7 Seja (M, d) um espaco métrico. F' C M tem interior vazio se, e somente se,
F¢édenso em M.

Demonstracao:

F = () se, e somente se, para toda bola B(p,e), com p € M e e > 0 vale a relagdo
B(p,e) N F = 0, ou seja, B(p,e) C F¢. Agora note que, para toda bola B(p,¢), temos

B(p,e) N F¢ # () se, e somente se, F'¢ = M.

Defini¢ao 2.13 Sejam (M, d) um espaco métrico e A um subconjunto de M. Diz-se que um
ponto p € M é ponto de acumulacdo de A se, e somente se, para todo € > 0, a intersecdo

(B(p,e) —{p}) NA#0

Quer dizer, toda bola de centro p deve conter infinitos pontos de A, distintos do ponto p.
O conjunto dos pontos de acumulagdo de A é chamado conjunto derivado de A e se indica por
A'. E imediato se A C B C M, entdo, A’ C B'.

Exemplo 2.15 No espaco métrico R usual o tinico ponto de acumulacdo de

A={1,43,...} éoponto 0. De fato, uma bola B(0,c) =] — ¢, [ contém todos os elementos
% € A tais que % < e. Por outro lado é obvio que, para qualquer outro ponto p € R, existem
bolas |p — €, p + €[ cuja a interse¢do com A ndo contém infinitos elementos de A, sendo assim

esses outros valores de p ndo sdo pontos de acumulagdo. Assim A’ = {0}.

Exemplo 2.16 Se d é a métrica zero-um sobre M, entdo, para todo A C M, vale a igualdade
A" = (). De fato, para qualquer p € M, existe ¢ > 0 tal que B(p,e) = {p} basta tomar
0<e<1 Dai(B(p,e)—{p})NA=0ep¢g A.

2.5 Sequéncias

Nessa secao estudamos resultados envolvendo sequéncias, limites de sequéncias, sequéncias
de Cauchy e espaco completo. Tais resultados sdo necessdrios para o proximo capitulo.
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Definicao 2.14 Seja (M, d) um espago métrico. Toda aplicacdo n — x,, de N* em M , é
chamada sequéncia de elementos de M e, a notacdo para se indicar uma tal sequéncia é
(1, T2,y vy Ty, -..), 0u, por simplicidade, (x,,).

Defini¢ao 2.15 Dada uma sequéncia (x,,) em M, se {ny,ns,...} C N*eny < ny < ..., entdo
a aplicagdo dada por n; — x,,, é indicada por (., x,,, ...) e recebe o nome de subsequéncia

de (x,,).

Exemplo 2.17 Considerando a sequéncia (1,2,3,1,2,3, ...) de elementos de R. Entdo (1,1,1, ...)
é uma subsequéncia da sequéncia dada pois, como é ébvio, temos (1,1,1,...) = (z1, x4, 27, ...)
desde que facamos (1,2,3,1,2,3,...) = (z1, x2, ...).

Definicao 2.16 Seja (M, d) um espagco métrico. Dizemos que um ponto p € M é limite de uma
sequéncia (x,) de pontos de M se, para toda bola B(p, ¢), existe um indice v € N* tal que

n>r=x, € B(pe).

Para indicar que p é limite da sequéncia (x,) usa-se a notagcdo limx, = p ou, ainda,
x, — p. Dizemos que (x,,) é uma sequéncia convergente ou que (x,,) converge para p.

Exemplo 2.18 Seja num espagco métrico M uma sequéncia estaciondria, isto é, uma sequéncia

(x,,) de pontos de M tal que x,, = p, a partir de um certo indice. Assim: (x,) = (T1,..., T, D, D, .- .).
Tais sequéncias sdo convergentes para o termo que se repete, ou sejd, (T1, ..., T, D,D,...) —
D, uma vez que Ty, 1 = Tyyo = -+ = p, entdo, para todo ¢ > 0, se n > r + 1 tem-se que

d(xn,p) = d(p,p) =0 <.

Exemplo 2.19 Consideremos R dotado da métrica usual. A sequéncia (x1, s, . ..), onde x,, =
converge para 1.

_n_
n+1

De fato, dado ¢ > 0, como consequéncia da propriedade arquimediana, podemos tomar

r € N* de maneira que r% < e. Entdo, para todo n > r, temos
n -1 1 1
da:n,l = — = = < < e
( ) n+1 ‘ n—i—l' n+1 " r+1

0 que vem garantir a afirma¢ado.

Proposicao 2.8 Seja (x,,) uma sequéncia convergente de um espaco métrico M. Entdo € vinico
o limite dessa sequéncia.

Demonstracao:

Suponhamos que limz, = pelimz, = q. Se p # ¢, entdo ¢ = da) (e, portanto,

2
existem indices r e s tais que
n>r= d(x,,p) <e;

n>s= d(z,q) <e.
Tomando ¢t = max{r, s}, entdo n > t = d(z,,p) < ¢ e d(z,,q) < €. Dai, para todo
n>t:

d(p,q) < d(p,z,) + d(xn,q) <e+e=2c=d(p,q)
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o que é um absurdo.

O

Proposiciio 2.9 Se A é um subconjunto de um espago métrico M e, se p € A, entdo existe uma
sequéncia (x1,xs, . ..) de pontos de A tal que lim x,, = p.

Demonstracao:

Como p € A, entdo cada uma das bolas abertas B (p, 1), em que n = 1,2,..., contém
pontos de A. A sequéncia (21, x2,...),ondexz,, € ANB (p, %), paratodo n > 1, converge para
p. De fato, toda bola B(p, ) contém B (p, 1) desde que X < ¢ e portanto, com essas condigdes,
contém z,., 11, Try2, ... . Como (x,) é uma sequéncia de pontos de A entdo a proposicdo estd

provada.
O

Definicao 2.17 No espaco R existem as chamadas sequéncias monotonas que compreendem os
seguintes tipos:

Crescentes sdo as sequéncias (x,,) tais que x, < .1, para qualquer indice r;
* Se x, < x,41, para todo v > 1, entdo (x,,) se diz estritamente crescente;

* Decrescentes sdo as sequéncias (x,,) para as quais se tem .1 < x,, para todo indice
Ty

Quando ., < x,, para qualquer r > 1, entdo a sequéncia se diz estritamente decres-
cente.

Exemplo 2.20 A sequéncia (1, %, %,

(1,1,2,2,3,3,...) é crescente. E claro que (2,3,2,3,...) ndo é mondtona, pois ndo satisfaz
nenhum dos casos da definicdo logo acima.

) é estritamente decrescente ao passo que a se-quéncia

Proposicao 2.10 Seja (M, d) um espaco métrico. Toda sequéncia estritamente crescente (ou
crescente) cujo conjunto dos termos é limitado superiormente, converge para o supremo desse
conjunto.

Demonstracao:

Suponhamos (z,,) uma sequéncia em R tal que x; < zo < ... < lesejap = sup{z,;n =
1,2,...}. Provaremos que lim z,, = p.

Dado € > 0, ndo se pode ter x,, < p — ¢ para todo indice n pois isto significaria a existéncia
de um limite superior do conjunto {z, } menor do que p. Donde, para um certo indice r tem-se
p—e<ux.<pe,dal,p—ec <x, <p+eparatodon > r,ouseja,n >r = |r, —p|l <e.

Isto garante a nossa afirmacgao de que lim z,, = p.
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Observacao 2.3 A demonstracdo para um caso de uma sequéncia crescente é andloga. Também
andloga a demonstracdo para o caso das sequéncias decrescentes (ou estritamente decres-
cente). Aqui a sequéncia deve ser limitada inferiormente e, o limite da sequéncia serd o seu

infimo.

Definicao 2.18 Seja (M, d) um espago métrico. Uma sequéncia (x,,) de pontos de M é cha-
mada sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe um indice r tal que:

m,n > 1= d(xm,,x,) <¢.

pois,
1 1 1 1
m n m n
e,comom,nzr:>%§%e%ﬁ%,temos
1 1 €
d<xm7xn)<_+;<§+§:€7

ou seja,
m,n > r = d(zmy,r,) <Ec.

Portanto, (x,,) é uma sequéncia de Cauchy.

Proposicao 2.11 Toda sequéncia convergente de um espagco métrico,(M,d), é uma sequéncia
de Cauchy.

Demonstracao:

Se (z,,) é uma sequéncia convergente de M e, se lim x,, = p, entdo, para todo £ > 0, existe
um indice 7 tal que:
n>r = d(x,,p) <

DO ™

Como porém
d(Im, xn) < d(ZEm,p) + d(p, ZL’n),

entao
m,n >1r = d(xm,,x,) <e.
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Proposicao 2.12 Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy num espago vetorial normado E. Entdo
existe uma bola de centro no vetor nulo que contém todos os termos da sequéncia.

Demonstracao:

Tomando € = 1 existe um indice r tal que:
m,n >1r = d(Tm,T,) = ||Tm — x,|| < 1.
Em particular ||z, — z,|| < 1, para todo m > r. Mas
|2ml] = lJm — 2 + 22| < [ — 20| + [[2r]]

Portanto, para todo m > r
||l <1+ [[].

Seja A > max{||z1|], -, ||zr-1]], 1 + ||z,||}. Entdo, para todo indice n
d(24,0) = ||za]| < A,

0 que prova que x,, € B(0.\),Vn > 1.
0

Proposicao 2.13 Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy num espaco métrico M. Se existe uma
subsequéncia de (x,,) que converge para p € M, entdo lim x,, = p.

Demonstracao:

Seja (2, , Tny, - - .) uma subsequéncia conforme o enunciado. Entdo, para todo € > 0, existe
um indice ny tal que:

™

Por outro lado, sendo (z,,) sequéncia de Cauchy, existe um indice s tal que:
€
m,n > s = d(Tpy, T,) < 3

Sendo ¢ = max{ny, s}, considerando um indice n; > t, temos entdo que:

n>t= d(x,,p) < d(Tn, Tn,;) +d(zn,;,p) <€

0 que garante a convergéncia de (x,,) para p.

Proposicao 2.14 Toda sequéncia de Cauchy (x,) em R converge para um ponto p € R.

Demonstracao:

Devido a Proposigdo 2.12 existe k£ > 0 tal que |z,,| < k,Vn > 1, o que nos permite concluir
a existéncia, para cada indice m > 1, de

Y = Inf{zp, Tpi1, ...}
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Assim, € claro que
<y <<y, < <k

e, pela Proposicao 2.10, (y,) converge para p = sup{y,;n = 1,2,...} que é um ponto de R.
Mostremos que lim x,, = p.

Dado ¢ > 0 existe um indice r tal que:
€

n2r=>|yn—p|<3

e, como, (x,) é de Cauchy, existe um indice s de maneira que:

£
m,nzs:>|xm—$n|<§.

Sejat > max{r, s}. Levando em conta que
ye = inf{ay, x4, }

existe j > t parao qual se temy, < x; < y; + % e, portanto,

19
[z — y| < 3

Assim, para todo n > t temos:
|20 = pl < |z — 25 + |2y —yel + |ye —p| <

e de onde lim z,, = p.

Definicao 2.19 Um espaco métrico M é chamado completo se toda sequéncia de Cauchy desse
espaco converge para um ponto de M.

Exemplo 2.22 Como vimos na Proposicdo 2.14, temos que R é completo pois toda sequéncia
de Cauchy em R converge para um ponto de R.

2.6 Funcoes Continuas

O tema central da Topologia € a ideia de funcdo continua, pois ela estabelece os fatos e
conceitos topoldgicos essenciais a Andlise (Lima, 2010).

Definicao 2.20 Sejam M e N espacos métricos. Uma fungdo f : M — N se diz continua no
ponto p € M se, para qualquer € > 0, existe 0 > 0 de maneira que

d(z,p) <6 = d(f(z), f(p)) <e.

Dizer que f é continua significa que f é continua em todos os pontos de M.

Exemplo 2.23 As aplicacoes lipschitzianas sdo aplicagoes f : M — N para as quais existe
uma constante ¢ > 0 tal que d(f(z), f(y)) < cd(x,y),Vz,y € M. As aplicagdes lipschitzianas
sdo continuas pois, dado € > 0, tomando 6 = &, por defini¢do temos que: d(x,p) < § =
d(f(z), f(p)) < cd(z,p) < c& = ¢ para qualquer p € M.
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Exemplo 2.24 As contragées fracas sdo aplicacoes f : M — N tais que

d(f(x), f(y)) < d(z,y)

para quaisquer x,y € M. Toda contragdo fraca é uma aplicacdo continua pois, dado ¢ > 0,
tomando 6 = ¢, entdo d(x,p) < § = d(f(z), f(p)) < d(z,p) < d =€ paratodop € M.

Proposicao 2.15 Uma funcdo f : M — N ¢ continua no ponto p € M se, e somente se, dada
uma bola By (f(p),€) existe uma bola By (p, ) tal que f(By(p,d)) C By(f(p),e).

Demonstracao:

(=) Dada a bola By(f(p),e), existe, por hipdtese, 6 > 0 tal que d(z,p) < § =
d(f(z), f(p)) <e.

Considerando a bola By (p, §) mostremos que sua imagem direta estd contidaem By (f(p), €).
De fato, se y € f(Bu(p,0)), entdo y = f(z), com = € By(p,d). Logo d(z,p) < 0 e, com
isso, d(f(z), f(p)) < e. Assimy = f(z) € By(f(p),e).

(<) Sejay = f(x) € Ntalquey € f(Bu(p,9)),logo x € By(p,9), ou seja, d(x,p) <
Como f(Ba(p.8)) C Bu(/(p). <), temos y € By (f(p),) o que implica d(f(x), f(p)) <
Portanto, d(z,p) < § = d(f(z), f(p)) < &, isto &, f é continua no ponto p € M.

0

Proposicao 2.16 Uma funcdo f : M — N é continua num ponto p € M se, e somente se, o
fato de uma sequéncia (x,,) de pontos de M convergir para p acarretar que (f(x,)) converge

para f(p).

Demonstracao:

(=) Seja B = B(f(p),e) onde € > 0 ¢ arbitrario. Da Proposi¢do 2.15 vem que existe § > 0
de tal maneira que: f(B(p,d)) C B.

Mas como z,, — p, existe um indice r tal que, para todo indice n > r, se tem z,, € B(p, J).
Dai segue que f(x,) € f(B(p,d)) e, portanto, que f(z,) € B para qualquer indice n > r o
que prova entéo que f(z,) — f(p).

(<) Pela Proposi¢ao 2.15, se f ndo fosse continua em p, existiria um ¢ > 0 tal que
f(B(p,9)) & B(f(p),e), paratodo § > 0. Assim em particular:

f(B(p,1)) ¢ B(f(p)e)

1
1
e portanto, para cada n > 1 existe z,, € M tal que z,, € B (p, 1) e f(z) & B(f(p),e).

(B ¢ BU®).)
f(Bp,3)) ¢ B(f(p).e),...

Donde a sequéncia (z1, xs, ...) — p ao passo que (f(z1), f(z ) ..) # f(p), o que contradiz a

hipétese.

O
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Proposicao 2.17 Dada a funcdo f : M — N, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

a) f é continua;
b) Paratodo q € N e todo )\ > 0, f~1(B(q, \)) é um subconjunto aberto de M;
¢) Para todo aberto G do espago N, f~(G) é um aberto de M;

d) Para todo subconjunto fechado F do espago do espaco N, f~(F) é um subconjunto
fechado de M.

Demonstracao:

a) = b) Dado p € f~!(B(q,\)), entdo f(p) € B(q, \) e, portanto, pela Proposi¢do 2.1.2
existe ¢ > 0 de maneira que B(f(p),e) C B(q, \). Mas sendo f continua pela Proposic¢do 2.15
existe entdo d > 0 tal que f(B(p,d)) C B(f(p),e). Como porém B(p,d) C f~(f(B(p,9))),

entdo B(p,d) C f~Y(B(f(p),e)) C f~ ( (g,))). Assim todo ponto p € f~1(B(g, \)) é ponto
interior de f~1(B(q, \)) e, portanto, f~1(B (q, A)) € aberto.

b) = ¢) Se GG é aberto em N, entdo G = UB;, onde (B;) é a familia das bolas abertas con-
tidas em G. Dai f~!(G) = f~Y(UB;) = Uf~!(B;) e, como cada f~!(B;) é aberto, 0 mesmo
ocorre com f~H(G).

¢) = d) Sendo F' fechado em N, entdo G = F'¢ é aberto. Dai f~1(F¢) = (f~1(F))cé
aberto em M, por hipétese. Logo, seu complementar, f~!(F’), é subconjunto fechado em M.

d) = a) Seja p um ponto arbitrario de M. Para e > 0 qualquer, seja B = B(f(p), ). Entdo
B¢ é um fechado em N que ndo contém f(p) e, portanto, f~1(B¢) = (f~!(B))* é um fechado
de M que ndo contém p. Logo f~!(B) é aberto e p € f~1(B). Tomando entdo § > 0 de
maneira que B; = B(p,d) C f~(B) teremos que f(B;) C f(f~*(B)) C B e, portanto, pela
Proposi¢do 2.15, f € continua em todo ponto p € M.

O

Proposicao 2.18 Sejam f : M — N e g : N — P fungbes continuas nos pontos p € M e
f(p) € N, respectivamente. Entdo go f : M — P é continua no ponto p.

Demonstracao:

Dada uma bola B, = B((g o f)(p),e) = B(g(f(p)),e), a continuidade de g garante que
existe uma bola B; = B(f(p), A) tal que g(B;) C Bs. Considerando agora a bola By, como f
¢ continua em p, existe B = B(p, ) de maneira que f(B) C Bj. Desta inclusdo decorre que
g(f(B)) = (go f)(B) C g(By) eportanto (go f)(B) C Bsy. Logo, pela Proposi¢ao 2.15, go f
€ continua.

O



28

2.7 Funcgoes Uniformemente Continuas

Definicao 2.21 Se M e N sdo espagos métricos, uma funcdo f : M — N se diz uniforme-
mente continua se, dado ¢ > 0, existe 0 > 0 de maneira que

d(x,y) <6 = d(f(x), f(y)) <e.

Exemplo 2.25 As aplicacées lipschitzianas f : M — N sdo uniformemente continuas. De
fato, se ¢ > 0 € a constante de Lipschitz de f, entdo d(f(x), f(y)) < cd(z,y)Vz,y € M.
Logo, dado € > 0, tomando § = %, entdo

d(a.y) < 6= d(F(@), J(y) < ed(a,y) < e ==

para quaisquer x,y € M. As contragoes fracas sdo todas uniformemente continuas, pois sdo
lipschitzianas com ¢ = 1.

Definicao 2.22 Uma aplicacdo f : M — N ¢é dita contragdo se existe um niimero real k, 0 <
k < 1, tal que d(f(z), f(y)) < kd(x,y),Vx,y € M. Como toda contracdo é uma aplicacdo
lipschitziana, tem-se que esta é uniformemente continua.

2.8 Transformacoes Lineares

Definicao 2.23 Sejam E e F' espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Uma transformagao
linear T' : F — F' é definida através das seguintes condicoes:

s T(u+v)=T(u)+T(v),
s T(au) = aT(u).
para quaisquer u,v € E e para todo o € K.
Note que, considerando u + (—v) = u — v, entdo valem as seguintes propriedades:
T(—u)=-T(u) e T(u—v)="T(u)—T(v)
para quaisquer u, v € F.

Observacao 2.4 Ao longo do texto aparecerd o termo operador linear que é uma transformagcdo
linear de um espaco vetorial nele mesmo, ou seja, uma transformagdo que tenha dominio igual
ao contradominio.

Exemplo 2.26 Dado um espaco vetorial normado E, cada escalar o« # 0 determina uma
homotetia h,, : E — E definida por h,(r) = ax,Yx € E. E a homotetia é linear pois:
ho(u+v) = a(u+v) = au+ av = he(u) + ha(v)
ho(Au) = a(Au) = Mau) = Ahy(u)
para todo u,v € Fe A € R.

Proposicao 2.19 Se E e I sdo espacos vetoriais normados sobre R e, se'T' : EE — F é uma
transformacado linear, entdo sdo equivalentes as afirmagoes:
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a) T é continua;
b) T é continua na origem;

c) Existe um niimero real k > 0 tal que ||T(u)|| <

d) T é lipschitziana.
Demonstracao:

a) = b) E imediata pois se 1" € continua entdo € continua em todos os pontos, inclusive na
origem.

b) = ¢) Como 7' é continua na origem e, como 7'(0) = 0, tomando ¢ = 1, existe § > 0 de
maneira que ||u|| < § = ||T(u)|| < 1.

Tomemos k E R de maneira que < k. Assim, dado um vetor u qualquer, ndo nulo, de F,
0 vetor i kH = kH Hjay ¥ tem norma 1gua1 a +, portanto menor que d. Daf:

I (i) <

Da linearidade de T" e da propriedade (ny) da Defini¢ao 2.5 decorre entdo que:

T < 1= [Tl < klul

para qualquer vetor u # 0 de E. Se v = 0 temos a igualdade ||7°(0)|| = k]|0]|.
¢) = d) A constante de Lipschitz de 7" € o préprio £ : dados u,v € E,

1T (w) = T@)[| = [IT(u = )| < kffu—vl]

d) = a) Como ja vimos, no exemplo 2.23, toda aplica¢do lipschitziana € continua.

Definicao 2.24 O conjunto formado por transformacaoes lineares continuas de E em F' denota-
se por L(E, F).

Observacao 2.5 O conjunto L(E,F) é um espaco vetorial e que, como serd mostrado no
proximo resultado, também é normado.

Proposicao 2.20 Sejam E e F' espacos normados. Entdo:

1. ||T|| = sup{||T(x)||; x € E e ||z|| < 1} define uma norma em L(E, F).
2. |7 ()| < ||T||||x|| para todos T € L(E, F) e x € E.

Demonstracao:
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* Primeiramente note que ||7'(x)|| > 0 e, entdo,
|17 = sup{[|T'(2)|l;x € Ee =] <1} > 0.

No caso de ||T'|| = 0, entdo supy,<; [ T'(z)|| = 0; logo ||T'(z)|| = 0 para todo ||z|| < 1.
Agora, para todo = # 0, temos

@ = el |7 (5 )] = el

Por fim, para x = 0, entdo 7'(x) = 0; isto é, T' = 0.

Perceba agora que

loTlf = sup [laT(@)|| = |a| sup |T(@)] = |al|IT]

=<1 llzll<

Por conseguinte para mostrar que € vélida a desigualdade triangular temos

1Ty + T2 = sup [[(Ty + T3)(x)[| = sup ([[T1(x) + Ta(2)]]) <

o<1 Jeli<1
=< \Slfgl(”Tl(x)” + 1 T2(2)]]) < sup 17 ()] + sup [To ()] = [0l + |72

* Como ||T'|| = sup<1 [|T ()], logo ||T(x)|| < ||T|| para todo ||x|| = 1. Sendo = # 0,

entdo HH;—” ’ = 1. Assim,

7 (75)] < 11 = GplT@i < 1T = 1Tl < ITel v € B

2.9 Conjuntos Convexos

Definicao 2.25 Seja E um espaco vetorial normado. Dados u,v € E o segmento de reta de
extremos u e v, que se indica por [u,v)|, é o seguinte subconjunto de E :

[u,v] = {(1 = t)u + tv;t € I}

onde I = |0, 1]. Um subconjunto L C FE se diz convexo quando, para quaisquer u,v € L, vale
a incluséo [u,v] C L.

Exemplo 2.27 (Bola Aberta) Dados x,y € B(p,¢), temos

||tz + (1 =)y — pl|
= |tz —p)+ 1 =)y = p)ll
= [tll}z = pl[ + 1 = tllly — pll

||tx —tp+y—ty —p+tp|| =

Itz =)+ [[(1 =) (y = p)l| =
ltle + |1 — tle = .

ANVAN
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Logo, tz + (1 — t)y € B(p,¢) e sendo assim B(p, ) é um convexo.

Definicao 2.26 Sejam A, e As dois subconjuntos convexos de E. O conjunto soma destes
conjuntos é um conjunto de pontos tal que

A1+A2:{5L‘EE|ZE:G1+CL2,CL1 EAl,GQEAQ}.

Agora provemos que essa soma necessariamente também vai ser um subconjunto convexo
de E. Tomemos A; e A, ndo vazios, pois no caso de subconjuntos vazios o resultado € imediato.
Sejam z,y € A} + Ay et € [0,1]. Com base na defini¢do, z = x; + 22 € y = y; + Y2 com
T1,y1 € Ay e x9,ys € Ag. Consideremos z = tz + (1 — t)y de modo que

z=t(x1+x2)+ (1 —t)(h +y2) =ty + (1 — t)y; + tog + (1 — t)ys

Tomando z; =tz +(1—t)y; € Ay ez = txo+(1—t)ys € Ay, obtemos que A; + As é convexo.

Definicao 2.27 Seja A um convexo de E e a € R um escalar arbitrdrio. A multiplicacdo de
um escalar por um conjunto convexo é dada por

aA={z € Elx=ay,y € A}

Agora provemos que essa multiplicacdo necessariamente também vai ser um conjunto con-
vexo. Tomemos A ndo vazio, pois se fosse vazio « A também seria. Sejam x,y € Aet € [0, 1].
Tomando r = aa; e y = aas, com ay, as € A. Consequentemente temos, se z = tx + (1 — t)y,
entao

z =t(aay) + (1 —t)(aaz) = afta; + (1 — t)as] = aa, onde a € A.

de modo que z € aA. Sendo assim, A € convexo.

Exemplo 2.28 Seja E um espaco normado. Entdo vale que B(—b,r) = —B(b, ), para quais-
querb e Eer € RY.

Pela defini¢do de bola aberta e de multiplicacdo de um escalar por um conjunto convexo,
temos:

B(=b,r) ={z € E[lz — (=)l = [[z + 0[| <7}
—B(b,r) ={zx € E;x = —y,y € B(b,r)}.

(=) Tomando x = —y € B(—b,7), temos ||z + b|| = || — y + b|| = ||b — || = ||y — b]|. Com
isso temos que se x € B(—b,r), entdo y € B(b, ). Usando novamente da igualdade x = —y,
obtemos x € —B(b,r).

(<)Sex € —B(b,r),comz = —y, entdo y € B(b,r). Logo ||y — b|| < r e, como
d(y,b) = d(b,y), entdo temos ||y — b|| = ||b — y||. Uma vez que z = —y entdo
b+ || = ||z +b|]| <.

Portanto, como B(—b,r) C —B(b,r) e —B(b,r) C B(—b,r) concluimos que
B(=b,r) = —B(b,7).
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Proposicao 2.21 Seja E um espago vetorial normado e A um conjunto convexo de E. Entdo
A+ A=2A.

Demonstracao:

Note que, por defini¢do, temos que 2A C A + A, pois 2A = {x € E|lx = 2y,y € A} e,
como x = 2y =y + y, entdo x € A + A. Por outro lado, se z,y € A, pela convexidade de A,
temos z = 3(z + y) € A. Logo

x+y:2[%(x+y)} =2z € 2A.

Portanto, A + A C 2A e, comisso, A + A = 2A.

Proposicao 2.22 Sejam E e F espacos vetoriais normados e, T : EI — F uma transformacdo
linear. Se A é um conjunto convexo de E, entdo T'(A) é um conjunto convexo de F.

Demonstracao:

Dados T'(xy),T'(z2) € T(A) com z1, 25 € Aentdo, t € [0, 1], tem-se que tz; + (1 —t)zy €
A. Logo, da linearidade de T" tem-se

tT(x1) + (1 — )T (z2) = T(t(x1) + (1 — t)t(xq)) € T(A).

Portanto 7'(A) é convexo.
0J

Proposicio 2.23 Seja E um espaco normado e A um convexo de E entdo A também é convexo.
Demonstracao:
Sejax,y € A, onde x = limz,, e y = limy,, com x,,, y, € A. Entiio

tr + (1 — t)y = lim[tl‘n + (1 — t)yn]

e, portanto B
tr+(1—t)ye A

para todo ¢ € [0, 1].
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3 TEOREMA DE BAIRE E ALGUMAS APLICACOES

O Teorema de Baire é relevante para indmeras dreas matemdticas pois seu resultado acarreta
na demonstracao de varios teoremas. O teorema tem esse nome pois seu desenvolvimento foi
feito pelo matematico René-Louis Baire na sua tese intitulada de “Sur les fonctions de variable
réelles” (Sobre as fungdes de varidveis reais) em 1899.

Antes de demonstrar o Teorema de Baire apresentamos a definicdo de conjunto magro e
também o Teorema de Cantor'.

A demonstracao do Teorema de Baire, enunciado e demonstrado a seguir, se encontra em
(Lima, 2007).

A seguir, apresentaremos uma classe de conjuntos que nao tém significancia de um certo
sentido no espago métrico que os contém. E um conceito semelhante ao conjunto de medida
nula que existe no Andlise.

Definicao 3.1 Um subconjunto X de um espaco métrico M diz-se magro em M quando é uma

o

reunido enumerdvel, X = UX,,, tal que para cadan € N, tem-se X_n = (.

Observacao 3.1 Os conjuntos magros podem ser chamados de conjuntos de primeira cate-
goria, mas essa terminologia ficou em desuso. Assim como os conjuntos ndo magros eram
chamados de conjuntos de segunda categoria.

Exemplo 3.1 O conjunto Q é magro em R. De fato, sabemos que o conjunto dos niimeros
racionais é enumerdvel , ou seja, Q = U {x}. Note que Q é uma reunido enumerdvel e para
zeQ

o

cada x € Q, tem-se {x} = (.

Exemplo 3.2 O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo [0, 1], obtido
como complementar de uma reunido de intervalos abertos, do seguinte modo. Retira-se do
intervalo [0, 1] seu terco médio aberto (l, 2). Depois retira-se o terco médio aberto de cada
um dos intervalos restantes [0, %] e [%,1]. Sobrando [0,%} U [%,%] U [%,g} U [g,l}. Em
seguida, repete-se o procedimento de retirar os terco médio aberto desses quatro intervalos
e assim continua repetindo o procedimento indefinidamente. O conjunto K dos pontos ndo

retirados é o conjunto de Cantor. Agora, se indicarmos os intervalos abertos omitidos como

L,I,.... 1, ... teremos K = [0,1] — oL_len, logo K é fechado em [0, 1] e consequentemente

(o]
em R. Note que K ndo contém nenhum intervalo aberto logo K = (). Sendo assim, K é um
fechado com interior vazio e portanto magro na reta R.

Teorema 3.1 (Teorema de Cantor) Um espaco métrico M é completo se, e somente se, para

toda sequéncia decrescente [y D Fy, D ... D F,, D ... de subconjuntos fechados ndo vazios
o0
F, C M,¥Vn € N, com lim diam(F},,) = 0, existe um ponto p € M tal que ﬂan = {p}.
n—oo n—=

!Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (3 de marco de 1845 — 6 de janeiro de 1918) foi um matematico
alemao conhecido por ter elaborado a moderna teoria dos conjuntos.
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Demonstracao:

(=) Temos, por hipétese, que M é completo e; seja (F,,) uma sequéncia como descrita
no enunciado. Agora, como F;, é ndo vazio, para cada n € N, seja z,, € F,,. Note que (z,,)
€ uma sequéncia em M tal que m,n > ny tem-se que Z,,, x, € I,,. Além disso, para todo
e > 0 existe um n; tal que diam(F,,,) < ¢, logo m,n > n; acarreta que d(x,,,x,) < €. Com
isso, a sequéncia (z,) é uma sequéncia de Cauchy em M. Portanto, seja p = lim(z,) € M.
Dado um z € N, temos que x,, € F,,Vn > z. Logo p = limz, € F,, paratodo z € Nee,
como F’, fechado, para todo z € N, entdo p € F,, paratodo z € N; dai p € ﬁan . Note
que, o fato de p ser o unico elemento dessa intersecao € garantida pois caso houvesse um ponto
q € ﬁan,p # q, teriamos que d(p, q) < diam(F,,), para todo n € N, o que ndo é valido pois

passando ao limite na desigualdade tem-se lim d(p, ¢) < lim diam(F},) = 0 e como p # ¢ entdo
d(p,q) # 0 assim como o seu limite.

(«<=) Por outro lado, temos por hipdtese, que toda sequéncia decrescente de subconjuntos
fechados ndo vazios cujos os didmetros tendem a zero tem como interse¢do unico ponto de
M e, provaremos que M é completo. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em M. Agora,
tomemos X,, = {x,, Tpi1,-- -}, Vn € N; logo podemos afirmar que X; D Xy D ... D X, D
.... Note que (X,,) é uma sequéncia decrescente de fechados ndo vazios. Além disso, temos

lim diam (X,,) = lim diam (X,,) = 0 sendo que, a primeira igualdade ocorre por X, ser
n—o0

n—oo
fechado e a segunda igualdade porque a sequéncia € de Cauchy. Além disso, existe um p € M

tal que N X,, = {p}. Como p € X,, para todo n € N, entdo pela Proposi¢io 2.9 para cada
n € N, existe uma sequéncia (z,,) em X, a qual é subsequéncia de (x,). Como (x,) é de
Cauchy, pela Proposi¢do 2.13 temos lim z,, = p e; portanto M é completo.

OJ

Teorema 3.2 (Teorema de Baire) Seja M um espaco métrico completo. As seguintes afirmagoes
sdo equivalentes:

1. Todo conjunto magro em M tem interior vazio;

[o.¢] [e]
2. Se ' = Uan, onde cada F,, é fechado em M e tem interior vazio, entdo F = ();

n=

o0
3. Se (A,,) é uma familia enumerdvel de subconjuntos abertos e densos em M, entdo ﬂlAn
n=

é denso em M.

Demonstracao:
Inicialmente, demonstramos que as afirmacdes sdao realmente equivalentes.

(1) = (2) Nossa hipétese é que todo conjunto magro em M tem interior vazio. Entdo, seja
Fum subconjunto magro de M. Por defini¢do de conjunto magro, F' = UF,, tal que para cada

n € N, tem-se F,, = (). Agora, supondo que F,, seja fechado, para todo n € N, entio F, = F),,
para todo n € N.
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Tendo Vlsta que todo F =0, Vn € Nentio F,UF,U--- = 0. Agora pela Proposigﬁo 2.5
tem-se F; U Fg ... = (), ou seja, UF — (). Como F,, = F,,, entdo UF = (). Portanto, F 0.

(2) = (3) Para cada n € N, seja F,, = A,,, com A,, sendo denso e aberto em M. Agora,
seja F' = U E,e F = () pela Proposi¢do 2.7. Como F,, = A, ¢, entdo F = U A, ¢. Logo,

[¢]

F = ( OL_CJ)IA” C) = <°§1An> . Tendo vista que, por hipétese, F' = () tem-se <°§1An) =1

porém, pela a Proposi¢do 2.7, concluimos que O(%lAn ¢ denso em M.
n—=

(3) = (1) Pela Proposi¢ao 2.7, temos < OriAn> = (). O que implica que ( OL_len C) = 0.

Como A, € aberto, entdo A, © é fechado. Logo, pela Proposicdo 2.5, ( Ole A, C) = (), ou seja,

o
UlAnC ¢ magro em M.
n=

Agora provaremos o Teorema de Baire? demonstrando a terceira afirmacdo. Sejam A;, Ay, ..., A,, ...

subconjuntos abertos densos no espaco métrico completo M. Queremos mostrar que A =
ﬁ A,, € denso; ou seja, pela Proposicio 2.6, que toda bola aberta B; = B(p;, <) em M conte-
nha algum ponto de A.

Como A, é aberto e denso, entdo pela Proposi¢ao 2.6 temos que B; N A; também € aberto e
ndo vazio. Logo, podemos tomar By = B(ps, %5) tal que By C BN A; e que também seu fécho
esteja nessa intersecao, isto é, By C BiNA;. Agora, como A, € aberto e denso, A, N B, é aberto
e ndo vazio. Logo, existe um p3 € M tal que By = B(ps, %5) C Ay N By, com By C Ay N By,
Utilizando do mesmo raciocinio, teremos a sequéncia B, DBy,D>...D>B8,D..,com
B, C B,N A, ediam(B,) — 0.

Pelo o Teorema 3.1, existe um = € M tal que N B,, = {z}. Note que na relacio B, ; C
B,NA, oponto x pertence a todos os A,, e também a B;. Portanto, x € B;N A como queriamos

provar.
O

O resultado a seguir € importante pois serd utilizado nas aplicagdes desse capitulo.

Corolario 3.2.1 Seja M um espaco métrico completo. Se M = oleFn, onde cada F,, é fechado
em M, entdo existe pelo menos um n tal que F,, # ().

Demonstracao:

[0)
De fato, se fosse F,, = (), para todo n, entdo satisfaria o Teorema de Baire. Logo a reunido

dos F), teria interior vazio em M, o que é um absurdo pois a reunido dos F;, é o préprio M.
O

2René-Louis Baire (21 de janeiro de 1874 — 5 de julho de 1932) foi um matematico francés, notdvel por seus
trabalhos sobre continuidade de fungdes, os nimeros irracionais e o conceito de limite.
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Observacao 3.2 (Lima, 2007, p.191) afirma que

“O Teorema de Baire é um fato topologico: refere-se a abertos, fechados, féchos e
interiores. Portanto continua vdlido se substituirmos a métrica do espagco completo
M por outra equivalente, mesmo que com isto se perca a completeza”.

3.1 Teorema de Banach-Steinhaus

O Teorema de Banach-Steinhaus, também chamado de Principio de Limitagdao Uniforme,
garante a existéncia de uma familia de operadores lineares que seja uniformemente limitada. O
teorema foi demonstrado em 1927 pelos matematicos S. Banach e H. Steinhaus®.

Segundo (Ciesielski, 2010) este Teorema € considerado um dos trés pilares da Analise Fun-
cional.

A demonstragdo desse teorema e dos proximos estd em (Botelho, 2012).

Teorema 3.3 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam E e F' espagcos normados, em que F é
completo e, seja (T;);c; uma familia de operadores lineares continuos de E em F. Se para cada
x € F existe C, < o< tal que

sup|T3(z)[| < Ch,

iel

entdo existe C' > 0 tal que

sup||Ti|| (e r) < C.
i€l

Demonstracao:

Paracadan € N, seja A,, = {x € E;sup||Ti(z)|| < npsouseja, A, = {z € E;||T;(z)]| <
iel

n,Vi € 1}. Colocando A,, como intersegdes temos A,, = ﬂl{x € E||T;(x)|| < n}.
1€

Note que se trata de intersec¢oes de fechados pois tendo vista que 7; € continuo por hipdtese,
entdo {x € F;||T;(z)|| < n} = (||.|| o T;) ([0, n]) é fechado pela Proposigdo 2.17.

Provemos agora que £ = OleAn. De fato, € claro que OL_len C FE pois A,, C E para todo

n € N. Por outro lado, dado x € E, como sup||T;(z)]| < C,, tomando n > C, segue que
iel

sup||Ti(z)|| < n, o que implica que = € A,,. Portanto, £ C OleAn. Logo, £ = OUolAn.
iE] n—=— n—

Pelo Teorema de Baire podemos afirmar que algum A,, possui interior ndo vazio. Conside-
[0}

rando ny € N tal que A,,, tenha interior ndo vazio, sejam a € A,, e r > 0 tais que

Bla,r) = {z € E;|jx —a|| <7} C A,,.

Sejay € FE com ||y||] < 1. Se z = a + ry, entdo ||z — a|| = ||ry|| < r, portanto,
x € B(a,r) C A,,.

3Wladyslaw Hugo Dyonizy Steinhaus (14 de janeiro de 1887 — 25 de fevereiro de 1972) foi um matematico
polonés devotado a anélise funcional.



37

Pela linearidade de 7; e usando a desigualdade triangular, temos
| Ti(z = a)|| = [|Ti(x) = Ti(a)[| < ||Ti(2)[| + [|Ti(a)|| < no +no = 2no,Vi € I.

Logo, [[Ti(ry)[| = [[Ti(x — a)|| < 2no, ou seja,|[rTi(y)]| < 2no. Dai,

I T3(y )H< =,Vi € leVy e E,com ||yl <1.

Desse modo, sup{ sup {||T;(y )H}} < 2 ¢ que pela Proposi¢do 2.20 ¢ equivalente a
iel yeB(0,1)

sup||T;|| < 222. Sendo assim, tomando C' = 222 concluimos a demonstrago.
iel

3.2 Teorema da Aplicacao Aberta

O Teorema da Aplicagdo Aberta estabelece a possibilidade de um operador linear limi-
tado ser aberto. Este teorema foi publicado em 1932 pelo matemético Stefan Banach* no livro
“Théorie des Opérations Linéaires”(Teoria das Operacdes Lineares).

Para a demonstracdo do Teorema da Aplicacdo Aberta € necessario o seguinte lema.

Lema 3.4 Sejam E e F espacos normados, com E completo e, T € L(E,F). Se existirem
R,r > 0 tais que
T(BE(O, R)) D BF(O, ’I")

entao

T(By(0,R)) O By (o, g) .
Demonstracao:

Por hipétese temos 1'(Bg(0, R)) D Bp(0,r). Sabendo que uma bola aberta é convexa e
que a aplicagdo 7' de uma bola aberta continua sendo convexa, o que € garantido pelo o Exem-
plo 2.27 e pela Proposicao 2.22, respectivamente; além disso, pela Defini¢do 2.27 e Proposi¢ao
2.23, temos aM = aM, com a € R, podemos afirmar que T(Bz(0,aR)) D Br(0,ar),Va €
R..

Com isso, tomando a = 3 resulta T’ (Bg (0, £)) D Br (0,%). Logo, dado y € Br(0,%)

e — ’ 2
entioy € T (BE (O )) Note quesey € T (BE (0, 2)) implicaque y € T (BE (0, %)),
sendo assim existe um z; € Bg (O, g) tal que ||y — T’z || < ; ouseja, y € Bg (0, %) . Agora
tomando a = }, temos que existe um x3 € Bg (0, %) tal que [|(y — T'x1) — Tas|| < %.

Utilizando do mesmo raciocinio, por inducdo, temos que para cada m = 1,2, ...,n existe
um z,, € B (0, 2m) tal que

ly —Taxy —...—Tx,| < (3.1)

on+1 :

4Stefan Banach (30 de marco de 1892 — 31 de agosto de 1945) foi um matemdtico polonés e sua principal
contribuicdo foi a moderna andlise funcional.
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Assim, Y [|z,|| < Y4 = R. Como E ¢ completo, por hipétese e pela Defini¢do 2.19,
n=1 n=1

entdo (x,,) converge para um = € E. Portanto, ||z|| =

o
an
n=1

Com isso, note que = € Bg(0, R) e fazendo n — oo em (3.1) temos ||y — Tz|| < 0, isto é,
y = Tx. Logo, temos y € T'(Bg(0, R)) o que conclui a demonstragao.

[es)
< Dl =R
n=1

OJ

Antes do Teorema da Aplicacdo Aberta € necessario definir o que é uma aplicacdo aberta.

Definicao 3.2 Sejam E e F' espacos métricos. Se diz que uma aplicacdo [ : E — F é aberta
se a imagem de todo aberto de X por f é um aberto de Y .

Observacao 3.3 Muito semelhante a Proposicdo 2.17 entretanto tratando-se da continuidade
de uma fungdo. Onde diz que a imagem inversa por f de todo aberto de N é um aberto de M.

Teorema 3.5 (Teorema da Aplicacao Aberta) Sejam E e I espacos vetoriais normados com-
pletos e T' : E© — F' um operador linear, continuo e sobrejetivo. Entdo 'I' é uma aplica¢cdo
aberta. Em particular, se T é bijetiva, entdo T~ é continua.

Demonstracao:
Tomemos £ = EleBE(O,n), como 7' é sobrejetivo, entdo F' = OleT(BE(O,n)). Agora,
tendo vista que se A é convexo, entdo A também é. Temos que F' = ijlT (Bg(0,n)).

Pelo o Teorema de Baire, existe um n natural tal que F' = T'(Bg(0,ng)) tem interior ndo-
vazio. Assim, existe uma bola de centro p € F' e raio ¢ > 0, tal que Br(p,c) C T'(Bg(0,ng)).

Agora utilizando do Exemplo 2.28, tem-se que 7' (Bg(0,n9)) = —T(Bg(0,n0)). Dai
BF(_p7 5) = _BF<p7 6) - _T(BE(07TL0)) = T(BE(OvnO))

Podemos afirmar que se z = (b + 3z) + (—b + 3z) entdo

Bpr(0,2r) C Bp(b,r) + Br(—b,r) C T(Bg(0,n0)) + T(Bg(0,n0)).

Como T'(Bg(0,ng)) é convexo, pela Proposi¢do 2.21 temos

T(Bg(0,n0)) + T(Bg(0,n0)) = 2T (Bg(0, no)).
Com isso, obtemos Br(0,2r) C 2T (Bg(0,ny)); ou seja, Br(0,r) C T(Bg(0,no)).
Utilizando o Lema 3.4 temos T'(Bg(0,n9)) D Br(0, 3) para 3 = %. Sabendo que é valido

T(Bg(0,cng)) D Bp(0,¢6) para ¢ € R,. Logo, T(Bg(z,cng)) DO Bp(Tx,cf) para todo
x € I e todo escalar c.

Seja Bg(z, cng) = x+Bg(0, cng) paratoda bolaem F, logo aplicando 7" temos T'( Bg(x, cng)) =
Tx +T(Bg(0,cng)) D Tx + Bp(0,¢p) = Bp(Ty, cf).
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Para concluir a demonstragdo, basta provar que 7'(U) é aberto em F' para cada U aberto
em E. Sejam z € U e ¢ > 0 tais que Bg(z,cng) C U. Portanto temos que 7(U) D
T(Bg(z,cng)) D Bp(Tz,cf) e T'(U) é aberto.

OJ

3.3 Teorema do Grafico Fechado

Assim como o Teorema da Aplicagcdo Aberta, o Teorema do Gréfico fechado foi publicado
em 1932 no livro “Théorie des Opérations Linéaires” por Stefan Banach. O interessante desse
teorema € que ele € necessdrio para que um operador linear fechado em um espaco completo
seja limitado.

Antes de apresentar o Teorema de Grafico Fechado se faz necessario enunciar duas defini¢des.

Definicao 3.3 Sejam E e I' espacos normados e T' : ' — F um operador linear. Definimos o
grdfico de 'T' como o conjunto

GT)={(r,y) v € Eey=T(x)} ={(z,T(z)) :x € E} C E X F.

Defini¢ao 3.4 Se G(T') é um subespago fechado em E x F, dizemos que T' é uma aplicagdo
fechada.

Teorema 3.6 (Teorema do Grafico Fechado) Sejam E e F espacos vetoriais normados com-

pletos e T : E— F um operador linear. Entdo T é continuo se, e somente se, G(T') € fechado
em I/ x F.

Demonstracao:

(=) Seja T continuo. Sendo f : E x F — N, f(z,y) = ||y — T(x)||, pela Defini¢do
3.3 temos G(T) = {(z,y) € E x F;||ly — T(z)|| = 0} e que G(T) = f~}({0}). Como T é
continuo por hipétese, entdo f é continua pois f € composta de funcdes continuas. E f sendo
continuo, f~!({0}) é fechado pois é imagem inversa através da fun¢do continua f do fechado
{0}, como diz a Proposigdo 2.17.

(<) Agora sendo G(T') fechado e tomando ||(z,y)|| = ||z|| + ||y|| como sendo a norma
no espago F x F'. Seja a seguinte aplica¢do 7 : G(T') — E definida por 7(z,T'(z)) = =.

Note que 7 € continua pois ||z (z, T'(x))|| = [[z]| < [[z]| + [|T(z)]| = [|(z,T(z))[| e a
Proposicao 2.19 nos garante a continuidade.

Por fim, utilizando o Teorema da Aplicagdo Aberta, 7' € um operador continuo. Assim
existe C' > 0 tal que ||[7~(2)|| = ||(z, T(x))|| < C||z|| para todo = € E. Portanto,

T @) < T @)+ 2|l = |2, T(2)]] < Cfz]]

para todo z € E. Logo, T' é continuo.
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4 CONCLUSAO

O trabalho estd dividido em duas partes. Na primeira parte foram apresentados todos os
conceitos, propriedades e definicdes exigidas na segunda parte. Nesta o objetivo principal do
trabalho foi alcancado com a demonstragdo do Teorema de Baire e a explicacdo de sua im-
portancia em algumas aplicacoes.

Dentro dessa primeira parte foram vistas definicdes que apesar de simples, tém um papel
importante para a compreensao do assunto como um todo. Por exemplo, a defini¢do de distancia
foi uma das primeiras definicdes mas esteve presente em todo o trabalho, como na definicdo de
bolas, funcdes continuas e entre outras. Em especial, as no¢des de Topologia foram essenciais
pois o Teorema de Baire refere-se a abertos, fechados, féchos e interiores.

Na segunda parte, demonstramos o Teorema de Baire e, com ele, provamos 0s outros trés
teoremas. No Teorema de Banach-Steinhaus, o coroldrio do Teorema de Baire foi utilizado para
tomar um ponto numa bola tal que esse ponto também estivesse no interior de um subconjunto
e, por meio da linearidade e desigualdade triangular, além de outros resultados, foi demonstrado
o Teorema de Banach-Steinhaus.

No Teorema da Aplicacdo Aberta o coroldrio do Teorema Baire foi utilizado para que num
determinado conjunto fechado contivesse uma bola qualquer e, através de resultados da conve-
xidade de conjuntos, foi possivel demonstrar o Teorema da Aplicacdo Aberta.

No caso do Teorema do Grafico Fechado, o resultado foi usado de forma indireta pois foi
utilizado o Teorema da Aplicacdo Aberta para mostrar que a transformacao linear era continua.

Como j4 relatado, a escolha do tema foi feita apos um estudo realizado no PIBIC e, além do
tema ser importante e abrangente, ele possibilita o aprofundamento tanto na Topologia como
também Andlise. Tendo esse trabalho como ponto de partida para futuras pesquisas.
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ANEXO A- EXISTENCIA DE UM RACIONAL E IRRACIONAL ENTRE DOIS REAIS

Teorema 4.1 (Teorema de Arquimedes) Dado ©* > 0 em R, entdo para qualquer y € R,
existe n € N de modo que nx > .

Demonstracao:
Suponhamos nx < y para todo n € N. Dai n < ¥ para todos os nimeros naturais n € o
conjunto N seria limitado superiormente. Este absurdo garante entdo o teorema de Arquimedes.
O

Proposicao 4.1 Dados a,b € R, se a < b, entdo existe um niimero racional r tal que a < r < b.

Demonstracao:

Vamos supor inicialmente a > 0. Devido ao Teorema 4.1 existe n € N tal que n(b—a) > 1,
ou seja, nb > na + 1. Consideremos o conjunto L = {m € N;m > na}. Devido novamente
ao Teorema 4.1 o conjunto L ndo € vazio e como L C N existe o minimo de L. Indicando por
p esse minimo temos p > naep — 1 < na. Assim:

nb>na+1>p>na
edafa < 2 < b. O ndmero r = £ € racional e satisfaz o exigido.

b

Sea = 0, entdo 0 < g < betomando r € Q tal que 3 < r < b estard concluida a

demonstragdo neste caso.

Se a < 0 < b recaimos diretamente em consideragdes anteriores. Se a < 0 = b ou
a < b < 0, tomando um ndmero racional r tal que |b| < r < |al, entdo

a < —r <hb.

Proposicao 4.2 Sejam x,y € R tais que x < y. Entdo, existe z € L tal que v < z < y.
Demonstracao:

Como x, y sao reais, considere os nimeros reais: \% e ~. Como x < y, segue que \% <L

Pela Proposicao 4.1, segue que existe um r € (Q tal que

< <r< y

E— /r‘ _’

V2 V2
e entao

r<rV2 <y,

onde z = rv/2 € T, como queriamos mostrar.



