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RESUMO

O presente trabalho é um estudo sobre grupos finitos, mais especificamente, apresenta um
resultado que determina a quantidade de subgrupos de indice 2 existente entre eles. Para
o desenvolvimento do trabalho propomos um abordagem didatica do Artigo intitulado
“How Rare Are Subgroups of Indexr 27”de Jean Bernard Nganou e, para isso, utilizamos
alguns conceitos e resultados de Algebra Abstrata e Algebra Linear, tais como: Grupos,
Classes Laterais, Isomorfismos, Espacgos Vetoriais, Combinacao Linear, Hiperplanos, entre

outros.

Palavras-chave: Grupos. Isomorfismos. Espacos Vetoriais.



ABSTRACT

The present work aims to carry out a study on finite groups, more specifically, to present
a result that determines the amount of 2 index subgroups existing among them. For the
development of the work, we propose a didactic approach of the article entitled “How
Rare Are Subgroups of Index 27”by Jean Bernard Nganou and, for that, we will use some
concepts and results of Abstract Algebra and Linear Algebra, such as: Groups, Classes

Laterals, Isomorphisms, Vector Spaces, Linear Combination, Hyperplanes, among others.

Keywords: Groups. Isomorphisms. Vector Spaces.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho consite em apresentar um resultado que determina a quantidade de sub-
grupos de indice 2 de grupos finitos e, para isto, é necessario abordar alguns conceitos e
resultados preliminares de Algebra Abstrata e Algebra Linear. Este resultado é apresen-
tado no artigo “How Rare Are Subgroups of Index 27”de Nganou | (2012). Assim, este
trabalho consiste em uma apresntacao didatica do artigo de Nganou, fazendo com que o
texto se torne o mais autossuficiente possivel.

Segundo |Souza | (2012)), a concepgao de Grupo é uma das formas mais utilizadas
na Matematica Moderna. Dentre as diversas areas das Ciéncias, onde os conceitos da
Teoria dos Grupos sao fundamentais, estao incluidas a Cristalografia, a Teoria Quantica
de Campos, a Estrutura Atomica e Molecular, entre outros. Além disso, no préprio estudo
da Algebra Abstrata, é utilizada para a construcao de outras Estruturas Algébricas como:
Espagos Vetoriais, Anéis e Corpos, uma vez que estes podem ser vistos como grupos
munidos de operagoes e axiomas complementares.

O estudo da Teoria de Grupos teve inicio com o trabalho do matemético frances
Evariste Galois (1811-1832), tratando da solubilidade por radicais de equagoes polinomi-
ais, para isso, Galois contou com a valiosa contribui¢ao de outros grandes matematicos
como o italiano Paolo Ruffini (1765-1822), o francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813),
o suico Leonard Euler (1707-1783), o alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e o noru-
egués Niels Henrik Abel (1802-1829), que colaboraram através de estudos voltados para
a teoria dos nimeros, a geometria e a teoria das equacoes algébricas.

O britanico Arthur Cayley (1821-1895) foi o primeiro a definir o conceito moderno
de Grupo, o qual disse: “Um grupo é definido por meio de leis que combinam seus
elementos”. Ademais, tal conceito nao ganhou real aceitacao até as apresentagoes do
alemao Walther Franz Anton von Dyck (1856-1934), em 1882. O incentivo para estudar
grupos de dimensao infinita veio da geometria e topologia por causa do noruegués Marius
Sophus Lie (1842-1899), do francés Henri Poincaré (1854-1912), do alemao Felix Klein
(1840-1925), do alemao Max Dehn (1878-1952) e do também noruegués Peter Ludwig
Mejdell Sylow (1832-1918). Nessa época, o estudo dos grupos apresentou sua forma
abstrata independente e se desenvolveu muito rapidamente.

A primeira grande etapa da teoria dos grupos finitos obteve o seu apice no periodo
imediatamente antes da Primeira Guerra Mundial, com os trabalhos do inglés William
Burnside (1852-1927), do alemao Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) e do bielorrusso
Issai Schur (1875-1936).

Apos 1928, grandes contribuicoes para o desenvolvimento da Teoria de Grupos Fi-
nitos foram feitas pelo alemao Helmut Wielandt (1910-2001) e pelo inglés Philip Hall

(1904-1982),e no campo de representagoes de grupos, as contribuigdes vieram do alemao
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Richard Dagobert Brauer (1901-1977). Em 1982, com a participacao de centenas de ma-
tematicos, coordenados pelo norte-americano Daniel Gorenstein (1923-1992) completou-se
a classificacao dos grupos finitos.

Hoje, a teoria dos grupos esta separada em diversas subareas e os interesses sao muitos,
espacialmente, por matematicos e fisicos.

A proposta deste trabalho se trata em determinar a quantidade de subgrupos de indices
2 de grupos finitos, utilizando resultados da Algebra Abstrata e da Algebra Linear. Para
alcancar a nossa finalidade precisamos estudar conceitos e resultados necessarios para o
bom entendimento da prova do resultado principal.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: o Primeiro Capitulo possui resultados
imprecindiveis da Algebra Abstrata e da Algebra Linear para o bom entendimento do
Capitulo seguinte.

O Segundo Capitulo se trata da prova do Teorema principal do trabalho que se trata
da quantidade de subgrupos de indice 2 de grupos finitos, a partir de uma abordagem

didética da referéncia Nganou | (2012).
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2 PRELIMINARES

Nesta secao apresentamos conceitos e resultados para o entendimento do Capitulo
Principal desta monografia a fim de tornar o texto autossuficiente. Mostraremos inicial-
mente resultados de Algebra Abstrata - foco principal do nosso trabalho- e, em seguida,

resultados de Algebra Linear.
2.1 Toépicos em Algebra Abstrata

Para esta secdo nos baseamos em |Alencar Filho| (1981), |Garcia e Lequain (2001)),
Domingues | (2003), e |Vieira | (2015). Todos os resultados serdo provados, a menos dos
que fogem do escopo do nosso trabalho, sendo encontrados nas referéncias devidamente

mencionadas.

Definigao 2.1 (Operagoes Bindrias). Seja A um conjunto nao vazio. Uma aplicagao

f:Ax A— A chama-se operagao binaria sobre A.

Exemplo 2.1. As fungées f : NxN - N e h: NxN - N dadas por f(a,b) = a+b
e h(a,b) = a-b sdo operagoes bindrias sobre N, chamadas de adigao e multiplicagao,
respectivamente. Por exemplo, f(4,5)=4+5=9 e h(4,5) =4-5=20. Podemos estender

estas operacoes aos conjuntos Z,Q,R e C.

Observagao 2.1. Vamos omitir o nome operagoes binarias e, a partir de agora, chamaremos

apenas de operacao.

2.1.1 Grupos

Definigao 2.2 (Grupos). Seja G um conjunto nao vazio munido da operagao -. G é

intitulado de grupo quando atende as seguintes propriedades:
i) Associatividade da operacao, ou seja,
a-(b-c)=(a-b)-¢,V a,bceq.
ii) Existéncia do elemento neutro para -, ou seja,
JeeGtalquea-e=e-a=a,V acG.
iii) Existéncia do inverso para todo elemento em G segundo & operacao -, ou seja,
VaeG,3d eGtalquea-a' =a-a=e.

Nesse caso, o elemento a’ é dito inverso de a e é denotado por a='.
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O grupo assim determinado serd denotado por (G, ).

Defini¢ao 2.3. Um grupo (G,-) é dito abeliano ou comutativo quando
a-b=b-a,Va,beG,

ou seja, quando a operagao em G for comutativa.

Observagao 2.2. Quando nao houver confusao, identificaremos o par (G, ) apenas por G

e escreveremos ab no lugar de a - b.

Observagao 2.3. Se G é um grupo, entao

1. O elemento neutro é unico;

Sejam e; e e; elementos neutros em (G, da definicao de elemento neutro, tem-se
€1 = €1€9 = €9.

2. Se a € G, entao a~! é tnico

De fato, sejam a’ e a’ inversos de a, em G. Temos

a'=ae=a'(aa") = (d'a)a” =ed” = a".

3. (a7')7! = a para todo a € G. Segue imediatamente da definicao de inverso.

4. (ab) ' =b"ta"! para todo a,beG.

Temos, para a,be G,
(ab)(b'a™) =a(bb)a ' =aeat =aat = ¢

e, analogamente, (b~'a~')(ab) = e., Logo, temos (ab)~! =b"ta"!.

Exemplo 2.2. O conjunto M,,,(R), das matrizes sobre R com m linhas e n colunas, é

um grupo sob a adigao usual de matrizes. De fato, sejam A, B e C' € M,,x,(R) com

a1 ... QAim b11 . blm Ci11 ... Cim
A= + ...+ |[,B=|] + ...  |eC=

Ani -+ Qpm b ... bum Cnl Cnm

Temos

i) A+(B+C) = (A+B)+C, pois para cada a; ; € A,b; j € B e ¢; ; € C pelas propriedades
sobre R temos ;5 + (b'Lv] + Ci,j) = (am + bz,]) +C .



ii) Seja
a
A=
Qnl
e considere

0

0=1 :

0

temos
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A1m
€ Mpxn(R)
Anm
0
i€ My (R)
0

A+0=A=0+A, pois para cada a; j € A e 0, ; € 0, pelas propriedades sobre R temos,

@ij+0ij = aij=0ij+ai;.

iii) Para
ail
A=
an1
seja
—am
A=
—Qnp1
temos

A1m
€ Myxn(R),
Qpm,
—Q1im
€ Mypxn(R),
G

A+(-A)=0=-A+A, pois dado a;; € A e —a; j € —A, pelas propriedades sobre R,

temos a; j —a;; =0=~-a;; +a;;.

iv) Sejam A, B € M, (R), com

temos

e B=

A+B =B+ A, pois dado a; j € A e b; j € B, pelas propriedades vistas sobre R temos,

@ij+bij = bij+ai;.

Isso mostra que (M,x,(R),+) é um grupo. Além disso, o mesmo é abeliano.

Exemplo 2.3. O conjunto dos nimeros inteiros Z, munido da soma usual, ¢ um grupo

abeliano, cujo elemento neutro é o 0 (zero) e se a € Z, —a é o inverso de a. Este resultado

se estende para os conjuntos Q,R e C.
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Antes de mostrarmos o préximo exemplo, chamado de grupo das classes residuais,
devemos atentar algumas consideracoes importantes.

Definicao 2.4. Seja n € N um nimero fixo. Dois niiemros a,b € Z chamam-se congru-

entes médulo n, se a — b é multiplo de n. Em simbolos, a =b (mod n). Assim,
a=b (mod n) < n|(a->b).

Dado um inteiro positivo n > 1, particionamos o conjunto Z em subconjuntos, cada
um formado pelos nimeros inteiros que deixam o mesmo resto quando divididos por n.

Desta maneira, temos os seguintes subconjuntos:

0 = {zeZ; v=0 (modn)},
1 = {zeZ; x=1 (modn)},
n-1 = {zxe€Z; r=n-1 (mod n)},

Observagdo 2.4. Paramos em n — 1, pois teremos repeticoes, ou seja, n=0,n+1=1,...

E importante notar que, dados dois niimeros inteiros a e b, @ = b, se e somente se, o

resto da divisao médulo n de a e b sao iguais.

Observagao 2.5. Se n >0, a,b € Z escritos da seguinte forma
a=nq +ry e b=ngy+ry
com qi,qa,71,72 € Z (0 < 71,79 <n). Entao,
a=b (mod n) < ry=ry.

Prova. Se r; = ry temos a —b = n(qy — q2) + (r1 = r2) = n{q1 - ¢2), logo n|(a - b). Isto
significa a = b (mod n).

Se a = b (mod n), temos n|(a - b) = n(q — q2) + (r1 —r9) e dai, n|(r; — ). Mas de
0 < |r1 = 79| < m concluimos entao | —ry = 0, logo r1 = 5.

Definicao 2.5. Definimos a classe residual médulo n do elemento a € Z, representado

por @, como sendo o subconjunto
a={reZ; r=a (modn)}.
O conjunto de todas as classes residuais moédulo n serd indicada por Z,, ou seja,

Z, =10,1,...,n—1}.
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A partir das operacoes de adicao e multiplicagao em Z, podemos definir operacoes
de adicdo e multiplicacdo sobre Z, da seguinte forma: dados @,b € Z,, defininimos as

operacoes de adicdo e multiplicacdo de @ e b respectivamente, por

ea-b=a-b.

(o)

a+b=a+

A seguinte proposicao nos diz que estas operagoes estao bem definidas.

Proposicao 2.1. Seja n>1 um numero natural. Entao,

+: Ly xly, - 2, Mg XLy — Dy,

(@,D) a+b=a+b @b ~ a-b=ab

determinam, respectivamente, as operacoes de adicao e multiplicacao sobre Z,,.

Prova. Sejam aq,as,by, by € Z tais que

1=ay ¢€ bl=b28mZn.
Precisamos provar que

a_1+b1:a_2+b2 € a,_l'blz(l_g'bz,

isto é, que os resultados destas operagoes nao dependem da escolha dos representantes
das classes a7 e b;. Por hipétese, a3 = a3 e by = by e, por defini¢ao, a; = as (mod n) e

b1 = by (mod n). Desse modo,

CL1:CL2+TL'I€1 e b1=b2+n-k:2, (21)

com ki, ko € Z. Somando a; com by, temos

a1+b1=a2+b2+n-k3, com k3=k1+k2€Z,

isto é,
(a1 +b1) = (ag + b)) =n -k
ou seja,
n|[(ar +b1) = (ag + by)]
dai,

(a1 +b1) = (az + by) (mod n)

ou, equivalentemente,

a1+b1=a2+b2.
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Dessa forma,

a_1+b_1:a1 +b1 =a2+b2 :a_2+b_2.
Consideremos agora a multiplicagdo. Das igualdades em [2.1] temos
a; by =(ag+n-ki)(ba+n-ks) = ag-by+agkon + bokin + kykon?

= Qg bg +n- (CleQ + kal + klkgn)

a2-bg+n-k4

em que k4 = asks + boky + k1kon € Z. Dessa forma,
aj - by = ag - by(modn)
ou, equivalentemente,
Cll'bl :a2'b2.

Assim,

a_l'blzal'blzag'bgza_g'bg.
|

Exemplo 2.4. Sejam n > 1 um inteiro e @ = {x € Z;x = a (mod n)}. Considerando o

conjunto

Zo=1{0,1,2,...,n-1),

munido da operacao de adigao sobre Z, dada pela Proposicao (Zp,+), é um grupo
abeliano. De fato,

i) Dados 7,9, % € Z, temos:

T+ (y+z) = T+(y+z) = z+(y+2)
= (z+y)+z = THY+Z
= (T+y)+z

ii) Considerando 0 € Z,, temos

Z+0=2+0=2=0+2=0+7,YVT€Z,.

Logo, 0 é neutro em Z,.

iii) Para ¥ € Z,, considere n =z € Z,,, temos

T+n-z=x+(n-z)=n=0.
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Da mesma forma, temos

n-—z+T=(n-x)+x=n=0.

Logo, n—=x é inverso de T € Z,,.

iv) Dados 7,y € Z,,

T+yY=x+y=y+r=y+7.
Portanto, (Z,,+) é um grupo abeliano.

Exemplo 2.5. Considerando o conjunto Z, e a operacao de produto da Proposicao [2.1

acima, (Z,,-) nao é um grupo. De fato,

i) Para todo 7,7, Z € Z,, temos:

ii) Considerando 1 € Z,, temos

z-l=x-1=72=1-2=1-7, VT eZ,

logo, 1 ¢é o neutro em Z,.

iii) Para 0 € Z,, ndo existe @ € Z,, tal que
0-a=1=a-0.

De fato, se existisse @ € Z,, como nas condigoes acima, teriamos
0=0-a=1
logo, 1 = 0(mod n), o que é um absurdo, uma vez que n > 1.

iv) Para 7,y € Z,, temos

T Y=T Y=y - x=Yy-T.

Y

Como o 0 nao possui inverso com respeito a operagao ‘ - ’, entao (Z,,-) ndo é um

grupo, embora as outras propriedades sejam satisfeitas, inclusive a comutatividade.
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Exemplo 2.6. Considere os grupos (Gi,*) e (Gy,2). O produto cartesiano G x G

munido da operacao ¢ -’ dada por
(a,b) - (c,d) = (a*c,bAd),

para quaisquer (a,b) e (¢,d) em G7 x G, é um grupo.

Solucao. As operacoes em G e (G5 sao associativas, logo a operagao em (G x G também
o é. Agora, sejam e; € G e eg € Gy 0s elementos neutros das operagoes * e A respectiva-

mente, entao e = (e, ey) € Gy x G4 satisfaz
(a,0)-(e1,e2) = (axer,bAey) =(a,b) = (e1 xa,es Ab) = (e1,e3)(a,b), ¥ (a,b) € Gy x Go,

ou seja, e = (e1,e3) é o elemento neutro da operagdo em G x Gy. Ademais, se (a,b) €

G x G4, existem a1 € Gy e by € GG, tais que
a*xar=e;=a;*aebAb =ey=b &b
Dessa forma,
(a,0) - (a1,b1) = (a*a1,b A by) = (e1,e2) = (a1 *» a,by &2°b) = (a1,by) - (a,b),

isto é, (a1,b1) é o inverso de (a,b) em G x Gy. Portanto, (G x Gg,-) é um grupo.

Observagao 2.6. O grupo (G7 x G,-) é chamado produto direto (externo) de Gy e Gs. De

modo analogo, se G1,Gs, -+, G,, sao grupos, entao o produto cartesiano

G1xGox---xGp={(x1,29,....0,) 1w, € Gy, 1=1,2,....,n}

por meio da operacao

(21,22, s Tn) - (Y1, Y25 Yn) = (L1 Y1, T2 Y2s ey Ty - Yn).-

é um grupo, chamado de produto direto (externo) dos grupos G1, Ga, ..., G,.
Vale ressaltar que, como as operacoes sao efetuadas entrada a entrada, entao o produto

direto G1 x G x ... x G, é abeliano se, e somente se, GG; é, abeliano para cada i =1,2,...,n.

Na sequéncia, introduzimos um importante grupo, chamando de Grupo de Permutacoes.

Exemplo 2.7 (Grupo de Permutagdes). Sejam A um conjunto nao vazio e Bij(A) o

conjunto de todas as bijecoes de A em A, ou seja,

Bij(A) ={f: A— A, f é bijetora}.
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O conjunto Bij(A), munido da composigao de fungoes, é um grupo, chamado de Grupo

de Permutagoes de A e denotado por Sjy.

Para provar que S, é efetivamente um grupo, inicialmente, mostramos que S, é fe-

chado sobre a composicao de fungoes. Para isso, sejam f,ge€ S4 e a,be A temos,

(feg)(a)=(feog)b) < f(g(a)) = f(g(b))

como f é injetora, visto f € .54 temos,

g(a) = g(b),

mas como g também é injetora, entdao a = b. Desse modo, f o g ¢ injetora.
Para mostrar a sobrejetividade, seja y € A. Como f é sobrejetora, existe x € A tal que
f(x) =y, mas como g também é sobrejetora, entao existe z € A de forma que x = g(z).

Desta forma,
y=f(z) = f(g(2)) = (fog)(2),

Ou seja, f o g é sobrejetora, portanto é bijetora. Entao,

fOQGSA,Vf,QGSA.

Para provar que S4 é um grupo, devemos mostrar que o mesmo satisfaz as trés proprie-
dades da Definigao [2.2]

i) Associatividade: Sejam as fungoes f, g, h € S4. Entao,

ho(gof)=(hog)of.

De fato, inicialmente, observa-se que as fungoes ho (go f) e (hog) o f tém o mesmo
dominio e mesmo contradominio. Assim, basta mostrar que [ho(gof)](z) = [(hog)of](z),

para todo x € A. Dado = € A, por definicao, temos

(ho(gef))(x)=h((ge f)(x))=h(g(f(x)))

((heog)e f)(z) = (heg)(f(x)) =h(g(f(x))),

ou seja, ho(go f) = (hog)o f. Desta forma, mostramos que a composi¢ao de fungoes é
associativa.
ii) Existéncia do elemento neutro: Sejam f € .Sy qualquer e idy : A - A com [d(z) =

x, VxeA SexeA temos
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(foida)(z) = flida(x)) = f(z),

ouseja, foldy=f=1dso f e desse modo idy é neutro em S4.
iii) Existéncia do inverso: Dada uma fungao f € Sy, por definicdo uma funcao g € Sy

¢ uma inversa de f quando
feg=ida=gof.

Se f € Syu, entao f é bijetora. Desta forma, dado y € A, existe tnico z € A tal
que y = f(x). Ademais, sendo f sobrejetora, segue que I'm(f) = A. Por essas condigoes,
consideramos a fun¢ao g : A - A dada por ¢g(y) = z, em que y = f(x). Portanto, para
yeA,

(feg)(y) = fg(y)) = f(z) =y,

isto é, fog=1id. Para x € A,

(go f)(z)=g(f(x))=9(y) =z,

ou seja, go f =1id4. Resta provar que g € S4.

Sejam 1,9 € A tais que g(z1) = g(x2). Deste modo,

flg(@1)) = f(g(x2)) = 21 = 23,

pois f o g =1idy, logo, g é injetora. Agora, dado y € A, como go f =1idy,

(g NNy)=y=9(f(¥)) =y,

isto é, y é imagem de f(y) por g. Por isso, g é sobrejetora e, desse modo, g é bijetora.

Desta forma, mostramos que toda a permutacgao f € S4 possui inversa em Sy4.

Assim, as trés propriedades foram satisfeitas, logo (S4,0) é um grupo. O mesmo é
chamado grupo das permutacoes sobre A.

De maneira particular, quando um conjunto A possui uma quantidade finita de ele-
mentos, suponhamos A = {1,2,....,n}, entdo S, tem uma representagao e nomes especiais.
Nesse caso, indica-se S4 por 5, e chama-se grupo simétrico de grau n ou grupo das
permutacgoes de n letras.

E comum expressar uma permutacao « € S,, por
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1 2 n
= :
a(l) a(2) ... a(n)
Pela anélise combinatoria, constata-se que o grupo S,, possui n! elementos.

Ordem de um Grupo

Defini¢ao 2.6. Um grupo (G,-) é dito finito quando o conjunto G é finito, nesse caso,
chamamos o nimero de elementos de G por ordem de G ao qual denotaremos por |G]|.

Caso contrario dizemos que G ¢ infinito ou tem ordem infinita.

Exemplo 2.8. Pran,meZ, n,m > 1, temos
|Zy, x Za| =m-m, |Zy| =n, |S,|=nl

Subgrupos

Definicao 2.7. Seja G um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G é um subgrupo

de G quando H, com a operacao induzida de G, também é um grupo.
Utilizaremos a notacao H < G para informar que H é um subgrupo de G.

Proposigao 2.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao,
(i) O elemento neutro de H, ey, € igual ao elemento neutro de G.

(ii) Dado h e H, o inverso de h em H € igual ao inverso de h em G.

Prova. (i) Parahe H,em G, h™'-h =e. Mas, como em H, h-ey =h, entao h™'-h-ey =
h=1-h, de forma que, e-eq = e, isto é, ey = e.
(ii) Se h=t é o inverso de h em H, entdo h-h™t = h™1-h = ey = e. Desse modo, h™! é o

inverso de h em Q. ]

Teorema 2.1. Seja H um subconjunto nao vazio de um grupo G. Entao, H € um subgrupo
de G se, e somente se, uma das sequintes condigcoes € satisfeita:

(i) hi-hoe H e hi' € H)Y hy,hy € H.

(ii) hy-h3te H,V hy,hoe H.

Prova. Seja H é um subgrupo de G, logo H também é um grupo e, assim, as condigoes
(i) e (ii) sdo satisfeitas. Reciprocamente, suponhamos que H satisfaz a condigao (i). A
associatividade de - em H, segue da Associatividade de - em (. Se provarmos que e € H,em
que e é o elemento neutro em G, a prova estd completa, uma vez que, da condicao (i),
todos os elementos possuem inverso. Agora, de (i), para qualquer h € H, temos que
h-teH. Assim, h-h™'=ee He H<G.
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Para a segunda parte, se H satisfaz a condigao (ii), entdo dado h € H, temos
h-hl=eeH,
logo, de (ii),
ht=e-hteH VheH.

Ainda, se hy, hy € H, entdo hy' € H e, por (ii),
hl : hg = hl . (h;l)_l € H.

Do item (i), segue que H é subgrupo de G. [ ]

Proposicao 2.3. Sejam G um grupo e H;,i € I, subgrupos de GG. Entao,

H:ﬂHZ

iel

¢ um subgrupo de G.

Com efeito, sejam hi,hy € H. Dai,
hl,hg € Hl,VZ el > hl,h§1 € HZ,VZ el = h1H2_1 € HZ,VZ el > hlhgl e H.

Logo pelo item[q do Teorema[2.1, H < G.

Observagao 2.7. Segue imediatamente da Definicao de Subgrupo que, se H e K sao sub-

grupos de um mesmo grupo G, com K c H, entao K < H.

Definicao 2.8. Seja G um grupo e S um subconjunto de . Definimos o subgrupo de G
gerado por S, denotado por (S), como sendo a intersegao de todos os subgrupos de G' que
contém S, isto é, (S)= () H.

H<G
ScH

Proposicao 2.4. Sendo G um grupo, temos:

i) (@) = {e}.

i) Se S ¢ G, entao S € (S). Além disso, se H é um subgrupo de G e S € H, entao

(S) € H, ou seja, {S) € o menor subgrupo que contém S.
iii) Se Sy €Sy c G, entao (S1) < (Ss).
iv) Se H ¢é subgrupo de G, entio (H) = H.

Prova. (i) Aplicando a defini¢ao com S = @, temos que (@) significa a intersec¢ao de todos
os subgrupos de G que contém @. Por outro lado, note que qualquer subgrupo de G vai

conter @. Como todos os subgrupos de G, contém o subgrupo {e}, temos que (@) = {e}.
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(ii) Por defini¢ao, temos que (S} ¢é a intersegao de todos os subgrupos de G contém S, logo
S c (S). Para a segunda parte, se H <G e S € H, segue que Nx.c K € H, logo (S) c H.
(iii) Pelo item (i), Sy € (S2) e, por hipdtese, S € Sy € (Sa). Como (S2) < G, do item (i)
segue que {S7) € (Sa).

(iv) Temos H € (H) =N k. K € H, pois H < G. m

HeK
Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se H = (S), dizemos que S gera H ou que
S é um conjunto gerador de H. Especialmente, se (S) = G, enunciamos que S gera G ou
que S é um conjunto gerador de G.
Dizemos que H é finitamente gerado se H contém algum conjunto gerador finito, .S,
tal que H = (S).

Sendo S = {x1, 29, ...,x,} indicamos (S} simplesmente por (1, s, ..., T,).

Teorema 2.2. Se G é um grupo e S é um subconjunto nao vazio de G, entao
(S) = {m129.. 7, | neN, 2, SUST} em que ST = {27! | z€S}.

Prova. Inicialmente, seja H = {z125...7, | n € Nyz; € SuS~1} e observemos que H é
subgrupo de G. De fato, dados x,y € H, temos x = 2129 -, € Y = Y1Y2 * * * Y, COM

zi,y; € SUST Vi=1,..,neVj=1,..,m, assim

-1 -1, -1
Y =TT Yy, Y € H,

S—— ———
eSuS—1  ¢Sus-1

pois, yjfl e SuS-1Vj=1,....,m, logo, do Teorema , H<G.
Agora, pela definicao de H, temos S ¢ H, logo, da Observagao , (S) € H. Por outro
lado, como S ¢ (S), temos que S~ ¢ (S), pois {S) < G. Logo, SuS~! c (S) e assim

H ¢ {S). Disso temos o resultado. u

Exemplo 2.9. Seja (Q,+), o grupo aditivo dos inteiros e o subconjunto S = {1/3,1/5}

de Q. Assim
11 1
(S) = (—,—) = {n —+m ;n,meZ}
3 5 3
15 15

(5]
15/
Exemplo 2.10. Seja Z o grupo aditivo dos inteiros e o produto direto Z x Z. Considere

os elementos « = (1,0) e 5= (0,1), temos {«, 8) = {na+mp ; n,meZ}={(n,m);n,me

L} =7 x 7, e deste modo Z x Z é um grupo finitamente gerado.
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Exemplo 2.11. Para qualquer grupo G, denotamos por G? o subgrupo de G gerado por
quadrados de elementos em G, ou seja, G? = ({x? : x € G}), com 2% = - x. Dizemos que

G é gerado por quadrados se G = G2.

Teorema 2.3. Sejam G e Gy grupos. Entao

(G Gz)2 = G% x G%

Prova. Dados g; € Gy e g2 € Gy, pelo Exemplo 2.6 temos

(91.92)% = (91,92) - (91,92) = (91- 91,92~ 92) = (41, 93) x G3

logo, (g1,92)% € (G1 x G2)? < (g?,935) € G2 x G3. -

Grupos Ciclicos

Ressaltaremos nesta se¢ao os grupos ciclicos (Z, +) e (Z,,+), pois sao os mais relevan-
tes na Teoria dos grupos, visto que, qualquer grupo ciclico possui as mesmas propriedades
algébricas de (Z, +) ou (Z,,+) para algum n.

Inicialmente, comecaremos com a seguinte Definigao.

Defini¢ao 2.9. (Poténcias e Miiltiplos num Grupo). Seja (G,-) um grupo. Sejam

a € G e n € Z, define-se a n—ésima poténcia de a, em simbolos a”, da seguinte maneira:

e sen =0,

a"=3 avl-a sen>0,

(a=™)7!  sen<O.
Segundo a defini¢ao, dado n € N,

a=a-a---a
—_———
n fatores

a"=aqt-qt --qL.
~—_——————
n fatores

Caso (G possua operagao aditiva, usa-se a notacao de multiplo de a, ou seja, n - a, em

lugar de poténcias de a. Deste modo,

e se n =0,
n-a=4 (n-1)a+a sen>0,
(-n)(-a) se n<0.

Do mesmo modo, para n € N,



25

n-a=a+a+---+a
| ——
n fatores

-n-a=n-(-a)=(-a)+(-a)+---+(-a).

-
n parcelas

Proposicao 2.5. Seja (G,-) um grupo. Dados a € G e n,m € Z, temos:
(1) a®-a™ = a™m,

(2) (am) = am.

Prova. Provaremos a propriedade considerando dois casos:

Caso 1: n>0en+m>0. Vamos usar inducao sobre n. Se n =0,

Suponhamos que o resultado seja valido para n, ou seja, a” - a™ = a™™. Assim como

a”-a =a™-1.q ="' Agora mostrando que é valido para o caso n + 1. temos

am_an+1 = agm-q”-q H:'I a™m. q
= qgn+m+1)-1, 4

an+m+1

Portanto, é valido para n + 1.

Assim, a”-a™=a" ¥ n>0comn+m 0.
Caso 2: Consideremos que m e n sejam quaisquer inteiros. Seja um inteiro r > 0 de tal
forma que r+m >0, r+n>0er+m+n>0. Logo pelo fato que a”-a™" = e, conseguimos

usando a primeira parte da demonstragao,
am+n = gmtn . (ar . a—r) — (am+n . CLT) -a"

= qm¥n+r g

— am+(n+7") -a-"

am™-(a™r)y-a="
=qm- (an . ar) -a "
=am-a"-(a"-a™")
=a™-a".
Desse modo a™ - a™ = a™™"™ ¥ m,n € Z.
Provando a propriedade (2)). Usando indugao sobre n temos,

Paran =1,

(am)l =q™m = am-l‘
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Suponhamos que o resultado seja valido para n, ou seja,
(a™)" =a™™.
Agora mostrando que o resultado é valido para n + 1,
(ay=1 = (@)

Portanto, é valido para o caso n + 1.

Assim, (a™)" =a™" V neN. |
Definicao 2.10. Sejam G um grupo e a € GG, e o subgrupo H de GG dado por,
H={a":neZ}=a).
H ¢ intitulado subgrupo ciclico gerado por a.
Exemplo 2.12. Para o grupo aditivo Zy x Zy, se a = (Z,y) € Zo x Zso,a # (0,0)
a+a=(Z,9)+ @,y = @+T,7+7) = (27,27) = (0,0).
Dessa forma, {a) = {(0,0),a} ¥V a € Zy x Zy,a # (0,0).
Definicao 2.11. Um grupo G é dito ciclico se existir a € G tal que
G = (a).
Exemplo 2.13. O grupo G = (Z, +) é ciclico. Pois,
(I)={n-1:neZ}={n:neZ}=7.
Desta forma, Z = (1). Ainda a = -1 também é um gerador de Z.

Exemplo 2.14. Para cadan e N,n > 1 o grupo (Z,, +) é ciclico. Com efeito, dado @ € Z,,

a=1+1+--+1=1+1+---+1
—_—
a vezes

Y

isto é, @ =a-1, de maneira que a € (1). Assim, Z, c (1), e como (1) ¢ Z,, entao (1) = Z,.

Observagao 2.8. Para um grupo ciclico G = (a) existem duas possibilidades:
(a) a™ = e para algum n € N. Nesta circunstancia, G tem ordem finita. Ou,
(b) a™ # e para todo n € N. Nesta circunstancia, todas as poténcias de a sao distintas e

G tem ordem infinita.
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Definicao 2.12. Sejam GG um grupo e a € G. Se existir n € N tal que a™ = e, dizemos que
o elemento a tem ordem finita (ou é de ordem finita). Diante disso, o menor inteiro
positivo m tal que a™ = e é chamado de ordem de a, a qual indicaremos por O(a). Se
por acaso nao exista nenhum n € N atendendo tal propriedade, o elemento a ¢ dito ser de

ordem infinita.

Em um grupo G, tem-se sempre
O(a)=1 < a=e.

Exemplo 2.15. Considere o elemento
1 23456
o = € 56
1 245 36

2
, (123456 123456
o = = *e,
124536 125346

calculando a? temos
., (1 23456\(123456 123456
o’ = aa” = = =e,
1 245 3 6 1 25 3 46 1 2 3 4 5 6

dessa forma temos o3 = e. Portanto O(a) = 3.

disso temos

Definicao 2.13. Seja G' um grupo, indicamos por G’ o subgrupo de G gerado por ele-

mentos de ordem impar de G.

Observacao 2.9. Seja G um grupo e I o subconjunto de todos os elementos de ordem

impar de G e a € I, logo O(a) é impar, digamos O(a) =2r + 1,7 € Z. Dali,

a2r+1 2r+1 2r+2 2k

e at ! zaed?=0ed 0 i =0 (dF)?=q,

com k =r+1¢€Z. Logo, I € G? Como (I} = G, segue do Item da Observacao
que G! ¢ G2.

Proposicao 2.6. Seja G um grupo.
(i) Dado a€G, a # e, tem-se
O(a)=2<=a=a",

(ii) O(a) =0(a™t), Yae@.
(iii) Se O(a
(iv) Se O(a

=2 para todo a € G - {e}, entdo G é abeliano.

)
) = nm, entio O(a™) = n.
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Prova. (i) Se O(a) =2, entao a? = e. Desse modo,
ata?=a! & a=al.
Reciprocamente, se a = a~!, entao aa = aa™!, isto é, a? = e, o que acarreta em O(a) = 2,

visto que a % e.

(ii) Se a € G possui ordem finita, entao existe n € N tal que a” = e. Mas,

a"=e < a"=e & (a')"=e. (2.2)

Em razao disso, o menor m € N atendendo a™ = e é o menor que atende (a~')" = e. Logo,
O(a) = O(a!). Por outro lado, se a tem ordem infinita, entao por a ordem de a~!
também ¢ infinita.

(iii) Por hipétese, O(a) = 2 para todo a € G - {e}. Logo, pelo item [(D)]

a=atVaeG,.

Agora, dados a,b € G, temos que ab € G. Dessa forma, ab = (ab)™ =b~ta™! = ba,
o que mostra que G é abeliano.
(iv) Primeiramente,

O(a)=nm = a"=e = (a")" =e.
S6 nos resta mostrar que n é o menor inteiro positivo atendendo (a™)" =e. Se r € N e

r<n é tal que (a™)" = e, entao

am™ = e,
mr < mn.

Isto opoe-se ao fato de mn ser a ordem de a. Logo, O(a™) = n. []

Grupos Diedrais

Seja A ¢ R2. Dados z,y € A, seja d(x,y) a distancia (euclidiana) entre z,y. Uma

permutagao a € Sy € intitulada simetria de A quando

d(a(z),a(y)) =d(z,y), ¥V x,y € A.

Isto é, a é considerada uma simetria de A quando preserva distancia entre quaisquer dois
pontos de A.
Indicaremos por T4 o conjunto de todas as simetrias de A. Provaremos que T4 < S4.

Considere a, €Ty e x,y € A. Temos,
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d((a-p)(x), (a-B)(y)) = d(a(B(x)),a(B(y)))
= d(B(x),6(y)) (pois ave T}y)
= d(l‘,y), (pOiSBETA)

ou seja, a.- § € Ty. Ainda temos,
d(a!(z),a(y)) = d(a(a(z)),a(a(y))) (pois aeTy)
= d(z,y). (pois -t =idy)

Assim, a~! € Ty e, portanto, Ty < .S, chamado grupo de simetrias de A.
Temos interesse em grupos de simetria em que A é o conjunto de vértices de um

n—agono regular, ou melhor, um poligono regular P, de n lados.

Definicao 2.14. O grupo de simetrias de P, ¢ intitulado Grupo Diedral de grau n.

Iremos indicar o Grupo de Simetrias de P, por D,,

Exemplo 2.16 (O grupo Dj3). Para n = 3, temos o triangulo equildtero Ps, mostrado na

Figura 1, com os vértices 1,2,3 e alturas hq, hs, hs.

Figura 1: O poligono P;

1 2 3 1 2 3 1 2 3
041: 3 Q{QZ ) (){3: ’
1 2 3 2 31 3 1 2

Observamos que o,y € ag sao geradas pelas rotagoes de angulos 0, 2?’de e 4%rad no

Counsiderando

sentido anti-horario sobre os vértices 1,2, 3, respectivamente, da seguinte maneira: uma
rotagao de zero grau sobre P3 o deixa constante (a acao de «a; sobre P3). J4, rotacionando
P3; em um angulo de %ﬂl"ad, obtem-se o triangulo dado na Figura|l| no qual relacionamos

a simetria as. Igualmente, obtém-se a3. As simetrias restantes de P3 sao

1 2 3 12 3 12 3
51:(1 3 2)’52:(3 2 1)’ﬁ3:(2 1 3)'
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Vejamos que 1, B2 e B3 sao geradas pelas reflexdes de P; em volta das mediatrizes de
P;3 (neste caso, pelas alturas do triangulo), hy, hy e hg, respectivamente. As permutagoes
a; e B;, com i=1,2 3, sdo as unicas simetrias de Ds.

Dessa forma, D3 tem ordem 6 e D3 < S5 e é dado pelo seguinte conjunto

Ds = {ou, a0, 03, B1, P2, Bs},

logo D3 = S3. Este é o caso inico em que D,, = .5,,.

Teorema 2.4. O grupo diedral D, € um grupo cuja a ordem é 2n gerado por dois ele-

mentos a e 3, satisfazendo o™ = " = Id, em que

1 2 3 ... n—-1 n 1 2 3 ... n—-1 n
o= e = )
(2 3 4 ... n 1) (1 n n-1 ... 3 2)

Prova. A prova deste Teorema se encontra-se em [Vieira (2015, p. 210).| |

Observacao 2.10. Verifica-se também que o grupo D,, contém propriamente um subgrupo
de ordem n. De fato,
R, ={ld,a,0?,...,a" '} = {a)

em que « é como no Teorema R, é um subgrupo de D,, de ordem n, chamado de
grupo das rotagoes do poligono P,.

Além disso, D,, possui também n reflexoes, 3, Ba, Ba?, Ba?, ..., Ba™ ! estabelecidas da
seguinte forma: se n é impar, sao estabelecidas em torno das mediatrizes do poligono
de P,, agora se n é par, metade das reflexdes sao obtidas através das mediatrizes do
poligono de P,, e a outra metade através do diametro da circunferéncia que circuncreve
P, e contém os seus vértives. Indicaremos o conjunto das reflexdes de um poligono P, da

seguinte forma

R. ={B, Ba, Ba*, B, ..., fa" 1}

Observe que todos os elementos de R, possuem ordem 2, uma vez que ao refletir um

vértice por um segmento duas vezes, o vértice volta ao estado inicial.

Classes Laterais e o Teorema de Lagrange

Antes de apresentar o Teorema de Lagrange que é a base da teoria do grupos finitos
devemos falar da concepcao de classe lateral, que a partir desse o devido teorema segue
normalmente.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Sobre G, iremos considerar a relacao

“=p (mod H)” dada, para quaisquer a,b € G, por

azgb (mod H) < a'be H. (2.3)
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Quando acontece, diremos que a é congruente a b modulo H.

Proposicao 2.7. A relagio =g (mod H) acima € de equivaléncia. Além disso, a classe de

equivaléncia de um elemento a € G, referente a esta relagdo, € dada por aH = {ah:he H}.

Prova. Sejam a,b,ceG.
i) (=g é reflexiva) Como ala=e€ H, entdo a =g a (mod H), isto é, =g é reflexiva.

ii) (=g € simétrica) Se a=p b (mod H), entdo a~'b e H. Deste modo,

(a™'b)re H=> blae H=bz=g a (mod H),

de modo que =g é simétrica.

iii) (=g é transitiva) Se a =g b (mod H) e b= ¢ (mod H), entdo a™*b=h; € H e
b~lc = hy € H. Desta forma,

(a'b)(b'c) =hihye H=a"'ce H=az=g c (mod H).

Desta maneira, =g é transitiva e, em vista disso, é de equivaléncia.
Agora, dado a € GG, seja a a classe de equivaléncia de a referente a relacao =g . Por
defini¢ao, a={be G :a =g b(modH)}. Logo para b e G,

bea<az=pb(mod H) < a'be H,

isto é, a™'b = h € H, ou melhor, b = ah € aH. Isto nos diz que a@ c aH. Agora, se b € aH,
entao existe h € H tal que b = ah, ou seja, a'b = h. Por conseguinte, a =g b (mod H) e,

assim, b € a. Logo, aH c a, mostrando que a = aH. [

A classe aH de um elemento a € G de acordo a relagao = (mod H) em[2.3]é denominada
de classe lateral a esquerda de H em G determinada por a, ou simplesmente classe
lateral de a a esquerda.

De maneira andloga, mostra-se que a relacao =p (mod H) sobre G dada, para quais-

quer a,b e G, por
a=pb (mod H) < ab™' e H

¢ de equivaléncia. E ainda, para cada a € G, a classe de equivaléncia de a relativa esta
relagdo é Ha = {ha: he H}, a qual é denominada classe lateral a direita de H em G
definida por a, ou classe lateral de a a direita.

Como as classes a esquerda sao classes de equivaléncia, ocorrem duas coisas relevantes.

Primeiramente,
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G=UaH,

aeG
e em seguida observa-se também pelos resultados da teoria de Relagoes de Equivaléncia,

que, para a,b e G,
aH =bH ouaHnbH =@,

ou seja, duas classes laterais sao iguais ou disjuntas. Desta forma, indicando por Hg o

conjunto de todas as classes laterais a esquerda de H, ou seja,
Hp={aH:aeG} =G| =4{]]

e Hpg se consiste numa particao de G.
Consideracoes analogas sao validas para as classes laterais a direita. Especialmente,

se Hp é o conjunto das classes laterais a direita de H,
Hp={Hg:9¢G} =G/ =p,

portanto Hp é uma particao de G.

Observagao 2.11. Sejam G um grupo e H < G.

(i) Se G é um grupo abeliano, entao para cada a € G,
aH={ah:heH}={ha:heH}=Ha.

Logo, a classe lateral a direta de a coincide com sua classe lateral a esquerda.
(ii) O préprio subgrupo H é uma classe lateral de H tanto a esquerda quanto a direita,
visto que

eH={eh:heH}=H={he:heH}=He.

(iii) Para aeG,
aH=H<aH=eH < a=zge (mod H) < a'ec H < aeH.

Analogamente,
Ha=H < acH.

Exemplo 2.17. Consideremos G = (Zg,+) e o subgrupo H = {0,2,4}. Assim temos
0+H=2+H=4+H, pois 0,2,4¢ H.

Agora,
1+H={1,35}=3+H=5+H.

la notacdo indica o quociente de G pela relacao =g
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Dessa maneira, existem duas classes laterais a esquerda (a direita) de H, que sao H e
{1,3,5}. E ainda podemos dizer que 0,2,4 sdo congruentes médulo H entre eles. Da

mesma forma com 1,3, 5.

Teorema 2.5. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao, toda classe lateral a
esquerda (a direita) possui a mesma cardinalidade de H. Ademais, os conjuntos Hg e Hp

possuem a mesma cardinalidade.

Prova. A prova deste Teorema encontra-se em [Vieira (2015, p. 234)] [ |

Definicao 2.15. Sejam GG um grupo e H um subgrupo de G. A cardinalidade do conjunto

Hpg (a mesma de Hp) é chamada indice de H em G, o qual serd denotado por (G : H).

Teorema 2.6 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de

G. Entao, a ordem de H divide a ordem de G. Particularmente,
Gl = |H]- (G H).

Prova. Como G é finito, entao (G : H) também o é, digamos (G : H) = r. Consideremos

entdo Hp = {a1H,asH, ...,a,H}. Como Hg é uma parti¢ao de G,
G=aiHuayHU---va,H,

com, a;H na;H = @ para i # j. Desta forma, pelo fato da cardinalidade de cada classe em

Hpg ser aigual a ordem de H, tem-se

|G| = |H| +|H|+...+|H| = |H|-r,

T vezes

isto é, |G| =|H|- (G : H). n

Exemplo 2.18. Se G é um grupo de ordem impar e H é um subgrupo de G, entao H

nao pode ter indice 2, pois, pelo Teorema de Lagrange, o indice de H divide a ordem de

G.

Observagao 2.12. Segue do Teorema de Lagrange que, se G é um grupo finito de ordem
n e ae€ G, entao a” = e.

De fato, se a € G, entao (a) = {a¥;k € Z} < G. Como G é finito, segue que {a) =
{e,a,a?,...,a" '} e O(a) =r =|{a)|. Como (a) < G, do Teorema de Lagrange, n = rs, com
s € N. Assim, da Proposigao e de a” = e, temos
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Subgrupos Normais

Definicao 2.16. Seja G um grupo. Um subgrupo H de GG chama-se normal quando
ghgteH, Vge G e Yhe H,

ou equivalentemente |,
gHg'cHVgeG.

Desde que g € G é qualquer, entao a expressao ghg™' € H é equivalente a g~'hg € H.
Da mesma forma vale para as expressoes gHg ' c H e go'Hgc H.

Um subgrupo normal H de um grupo G, também dito invariante, serd indicado por
H«G.

Exemplo 2.19. Seja G um grupo, entdao G? < G. De fato, dados x = z223--22 € G? e

a € G temos

-1 = 222,02 -1
ara™' = ar{ry--T;a

= AT 1T 1ToTo - LpTpa L
= ariatar;atarsataxsatrax,a tax,at

= (aria1)?(azxsa~t)?(ax,a™1)? € G2,

Teorema 2.7. Seja H um subgrupo de um grupo G. Entao, as sequintes condigoes sao
equivalentes:

(i) H< G

(ii) gHg' = H,Vg e G.

(iii) gH = Hg,Vg e G.

Prova. (i) = (i1) Por hipétese, para cada g € G, tem-se a inclusdo gHg™' ¢ H. Agora,
dado h e H,
h=g(g7 hg)g™ e gHg™,

visto que g~'hg € H, uma vez que H < G. Isto nos mostra que H c gHg™ ! e, sendo assim,
gHg™ ' =H.
(ii) = (iit) Para g € G, seja x € gH, digamos = = gh para algum h € H. Entao, por
hipotese,

xg~ =ghgt egHg™ = H,

ou seja, xg~' = h; com h; € H. Portanto, x = h1g € Hg, de maneira que gH c Hg.
Analogamente, mostra-se que Hg c gH. Consequentemente, Hg = gH.

(iii) = (i) Sejam g € G e h € H. Como gH = Hg e gh € Hg, segue que gh = hyg para
algum hy € H, isto é, ghg™! = hy € H. Logo, H < G. [

Proposicao 2.8. Se H € um subgrupo de um grupo G tal que (G : H) =2, entao H< G.
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Prova. Pelo Teorema é preciso apenas mostrar que gH = Hg para todo g € G. Sabe-
se que o préprio H é uma classe lateral a esquerda de si préprio. Como (G : H) = 2, entao
H g possui exatamente dois elementos, sendo ele uma particao de GG, G\ H ¢é a outra classe

lateral a esquerda. Se g € H, entao gH = H = Hg. No entanto, para g ¢ H,
gH + H.

Em vista disso, gH = G ~ H. Analogamente, Hg = G N~ H. Desta forma, gH = Hg para
todo g€ G. Logo, H < G. [ ]
Grupos Quocientes

Daqui pra frente, quando H for um subgrupo normal em G, denotaremos o conjunto
Hg e Hp por G/H ou %, ou seja,

G[H ={gH : g€ G}.

Denotaremos uma classe lateral gH por g. Além do mais chamaremos as classes laterais

a esquerda (ou a direita) por apenas classes laterais.

Teorema 2.8. Sejam (G,-) um grupo e H um subgrupo normal de G. Entao,
-:G|/HxG|H - G|H
(zH,yH)  ~ (2H)-(yH)=xyH

define uma operagao sobre G[H com eqiy = H e se xH € G[H, entao (xH) ' = 271 H.

Além do mais, GJ/H € um grupo com esta operagao.

Prova. A prova deste Teorema encontra-se em [Vieira (2015, p. 249) | n

Proposicao 2.9. Sejam G um grupo e H < G.
(1) Se G ¢ abeliano, entio G[H € abeliano.
(2) Se G é ciclico, entdo G|H ¢ ciclico.

Prova. (1) Para xH,yH € G/H,
(zH)-(yH) = (zy)H = (yz)H (pois G ¢é abeliano)

isto é, G/H é abeliano.
(2) Suponhamos que G = (a) e seja xH € G/H. Como z € G, existe n € Z tal que = = a™.

Deste modo,

tH =a"H = (aH)" € (aH).
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Assim, G/H c (aH), e como (aH)c G[H, entdao G/H = (aH). m
Proposicao 2.10. Se G é um grupo finito e H < G, entao
|§| _l¢l
H| |H

Prova. De acordo com o Teorema de Lagrange,

Por defini¢ao, tem-se (G : H) = |%|, entao

B G G|_ |G|
IG1=14] |ﬁ| ~ |E| H|
|

Teorema 2.9. Seja um grupo finito G e considere que mais da metade dos elementos de

G possuam ordem impar. Entao G nao possui subgrupos de indice 2.

Prova. Sejan = |G| e suponha que existe < G, tal que (G : H) =2. Nesse caso, |[H| =%
e da Proposigao 2.8 temos H <1 G com G/H = {H,aH}, para a € G~ H. Como |G/H| =2,
da Observacao [2.12] segue que

H=(xH)*=2*H VreG

e, consequentemente, da Observacao [2.11], temos 22 € H, para todo x € G.
Daif, G* ¢ H. Mas, G' c G?, logo G! c H. Como |G!| > §, por hipétese, uma vez que
G’ contém todos os elementos de ordem fmpar de G, segue que |H| > § = |H|, o que é um

absurdo. ]

Proposicao 2.11. Sejam G um grupo e H e K subgrupos de G com K 1 G. Se K c H,
entio K < H. Ademais, H|K < G[K.

Prova. Como K < G, entao dados a € G e ke K, aka™! € K. Como K c H, segue, da
Observagao 2.7, que K < H. Como aka™! € K vale para todo a € G, em particular, vale
para h e H, ou seja hkh™'e K, Vhe H e Vke K. Donde K < H.

Para a segunda parte, como K < H, entao eyjx = K = eg/k. Ainda, dados h1 K e
hoK € HJK, pelo Teorema [2.8] temos

(M EK)(ho K)™ = (M EK)(h3'K) = (mh3') K e HIK

logo H/K < G/K. |
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Proposicao 2.12. Sejam G um grupo e H < G. Entao
K<GI/H< K=S[H, comS<G e HcS?.

Prova. Suponha K < G/H. Nesse caso, como K c G/H

K={a;H;a;eG eiel}.

Tomando S = Uy a;H, temos S < G. De fato, sejam z,y € S, temos x € a;H e y € a; H,
para algum i, 7 € I. Dali,

x:aihl € y:ath

para algum hq, ho € H. Assim,

xy~t = ahy(ajhe) ™ = a; hihy'a;' = aa; by

—_————
-1_,-1
EHaj =a; H

em que hyhy'a;! = aj'hs, pois H < G. Logo,

xy 't eaa; H = (a;H)(a;

1
T H)eK

Y

pois K < G/H. Donde, zy™' € S e S < G. Ainda, como H c K, pois H = eq/y temos
H c S e segue da construgao que K = S/H. A reciproca segue da Proposicao [2.11] [ ]
Homomofismos de Grupos

Homomorfismo é um conteido essencial para o estudo de grupos, pois é uma fungao
entre dois grupos que preserva as operagoes bindrias. Desta forma dado dois grupos G,
e Go, podemos obter informagoes algébricas de GGy, a partir de informagodes algébricas de

(G1, ou vice versa. Assim, temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.17. Sejam (G1,*) e (Ga,-) grupos quaisquer. Uma fungdo f: Gy — Gy é
denominada homomorfismo de G; em G5 quando f(a *b) = f(a)- f(b),Va,be Gy.

Observacao 2.13. Se f : Gy - G5 é um homomorfismo e aq,as,...,a, € Gy, entao por
inducao, temos.

flarag-ay) = f(ar) - f(az) -+ f(an).

Exemplo 2.20. Sejam n € Z fixo e f,, : Z — Z dada por f,(a) =n-a. Se a,b € Z, entao

fala+b)=n-(a+b)=n-a+n-b= f,(a)+ fu(b),

isto é, f,, ¢ um homomorfismo.
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Podemos generalizar da seguinte maneira: se (G,-) é um grupo abeliano e n € Z, entao

on : G = G definida por ¢, (g) = g" para todo g € G, atende, para quaisquer ¢, g2 € G,

en(9192) = (9192)"
= gvgy (pois G ¢é abeliano)

= %(91)%(92),

de forma que ¢,, ¢ um homomorfismo.

Proposicao 2.13. Seja f: Gy - G2 um homomorfismo de grupos. Entao
(1) f(e1)=eo.

(i) f(a)=f(a),V aeG.

(iii) Im(f)={f(a):ae Gy} é um subgrupo de Gy - a tmagem de f.
(iv) Ker(f)={aeGy; f(a)=e3} < Gi- 0 Nicleo de f.

Prova. (i) Como e; = e; - €1, entao
fler) = fler-e1) = fler) - fler).

Dessa forma, f(e;) é a identidade de G, isto é, f(e1) = ea.

(ii) Para todo a € Gy, a-a™! = e;. Desse modo,

fla)f(a™) = f(aa™) = f(e1) = €2,

o que acarreta dizer que f(a™') = f(a)™L
(iii) Sendo f(e1) = eq, entdao Im(f) + @. Agora, dados z,y € Im(f), existem a,b € G tais
que f(a) =z e f(b) =y. Assim,

vyt = fla)f (D)7 = f(a)f(b7T) = f(abT")

de forma que xy~t e Im(f) e Im(f) < Gs.
(iv) Do item (i), temos Ker(f) # @. Sejam a,b € Ker(f), logo f(a) =es = f(b), dai

flab™) = f(a)f(b)™" = €2,
logo ab=! € Ker(f) e Ker(f) < G. Agora, se g € G1 e a € Ker(f), entao
flgag™) = f(9)f(a)f(9)™" = fg)e2f(9)™ = f(9)f(9) " =e2

e Ker(f) < Gy. |

Definicao 2.18. Um homomorfismo de grupos, f : G; — G, bijetivo é intitulado iso-

morfismo.



39
Proposicao 2.14. Se f: G - Gy é um isomorfismo, entao f~': Gy - Gy também é um
isomorfismo.

Prova. E preciso apenas mostar que [~ : Gy > GG; é um homomofismo. Dados z,y € G,

existem a, b € G; tais que

fla)=z e fHz)=a e f(O)=y = [ (y) =0

Dessa forma,

[ xy) = [1(f(a)f(D))
= [~ f(ab)) (f ¢ homomorfismo)
= ab (ftof=1dg,)
= [N @) ),
o que demonstra que f~! é um homomorfismo. [ ]

Definicao 2.19. Dois grupos G; e G sao ditos isomorfos se existir um isomorfismo

entre eles.

Para denotar que os grupos (G; e (G5 sao isomorfos usaremos a seguinte notacao
G1 ~ Gg.

Teorema 2.10 (Teorema Fundamental). Sejam G um grupo abeliano finitamente ge-

rado. Entao:

1) G~ Zgy x Lay % ... x Lg, x Z™, onde n,m >0, d; divide d;+1, para todo i =1,....,n—1,
€ dZZZ

i) Se Zay x Ly % ... x Lg,, X L™ = Lgy X Lgy X ... X Ly, X L, com d;,q; > 2, d; divide d;q,

q; dwide gj+1 e n,m,u,v >0, entdo n=u, m=v ed; =¢q; para todoi=1,...,n

Prova. A prova deste Teorema encontra-se em [Hungerford (1980, p. 78)] u

Grupos Alternados

Definicao 2.20. Uma permutacao « € S,, chama-se ciclo de comprimento r ou r-ciclo

quando existem elementos distintos aq, as, ..., a, € I,, tais que

alar) = az, alas) =as,...,ala,-1) = a,, ala,) =a (2.4)

afi) =1, Yiel, -{ay,as,...,a.}.

em particular, um 2—ciclo chama-se transposicao.



40

De maneira geral, representa-se um r—ciclo o como em por
a=(ay az---a,).

Exemplo 2.21. Em S, o tunico 1-ciclo (o ciclo trivial) é a identidade a = Id, a qual
caracteriza-se por a = (1) ou por a = (a), com a € I,,.
Definigao 2.21. Se a € S, e i € I, diz-se que a move i quando «(i) # i; e diz-se que «
fixa ¢ quando «(i) =i.

No conjunto « = (ajas - - - a,), nad sao mostrados os inteiros i € I,, que sao fixados por
a. Nesta situagdo, obtemos que «(7) =4 para qualquer i € I, - {a;, as, ..., a,.}.
Exemplo 2.22. Em S5, a permutagdo o = (1 2 5) move os inteiros i = 1,7 = 2 e i =
5, efixai=3e1=4; aéum 3-ciclo.

Proposicao 2.15. Um r—ciclo em S,, tem ordem r.

Prova. A prova desta Proposigao encontra-se em [Vieira (2015, p. 293)| m

Exemplo 2.23. Obtemos que o 4—ciclo a= (1 2 3 6) € Sg tem ordem quatro e o 5-ciclo
B=(13578)eSy tem ordem cinco.

Definicao 2.22. Dois ciclos «, 3 € .5, digamos

oz:(al CLQ"'CLT) eﬂ:(bl bg bk),

sao chamados de ciclos disjuntos quando nenhum elemento de I,, = {1,2,...,n} é movido

por ambos. Ou seja, quando

{(11,&2, ...,ar} N {bl,bg, ,bk} = .

Uma familia de ciclos ai,ag,...,a; ¢ disjunta quando «; e «; sao disjuntos para
quaisquer 7,7 € {1,...,t}, com i # j.
Teorema 2.11. Toda a permutacdo o € S, pode ser escrita como um produto de ciclos

disjuntos aos pares. Além disso, esta fatoragao € unica, a menos da ordem dos fatores.
Prova. A prova deste Teorema encontra-se em Vieira (2015, p. 296). [ ]

Corolario 2.1. Qualquer permutagao o € S,, pode ser escrita como produto de trans-
POSICOES.

Prova. De acordo com Teorema [2.11] basta mostrar que qualquer ciclo em S, é um
produto de transposi¢oes. Deste modo, dado p = (ajas - - - a,), podemos reescrevé-lo da
forma

p= (a1 a;)(ar a,_1) - (araz).
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Definicao 2.23. Uma permutacao a € S,, é par se « é capaz de ser escrito como um
produto de um numero par de transposicoes; e a é impar se « é capaz de ser escrita

como um produto de um nimero impar de transposigoes.
Teorema 2.12. Para n >2, S, contém %’ permutacoes pares e %' permutacoes impares.
Prova. A prova deste Teorema encontra-se em Vieira (2015, p. 304). [ ]

Observagao 2.14. Indicaremos por A, o conjunto de todas as permutacoes pares de .S,,.

Em verdade, A, < S,. De fato, se a, 8 € A,,, digamos

a=(ara,) - (a1az) e B = (biby) - (b1b2),

temos

af™t = (a1a,) - (araz) (biby) - - (biby,) € A, com s,t e N.

~

2s transposicoes 2t transposigoes

Portanto A,,, pelo Teorema [2.1, é um subgrupo de .S,,.
O grupo A,, é denominado por grupo alternado de grau n ou grupo das permutagoes

pares de grau n.
Proposigao 2.16. Paran > 2, o grupo alternado A, é um subgrupo normal de S,,.

Prova. De acordo com o Teorema de Lagrange, temos |S,| = |A,|- (S, : A,). Dai e, do
Teorema [2.12] segue que

2.

52 a- 5

1Al

Em vista disso, de acordo com a Proposicao temos que A,, é um subgrupo normal de

Sy, ]

Teorema 2.13. Sen > 3, entdo A, contém todos os 3—ciclos. Além disso, todo o elemento

em A, € um produto de 3—ciclos.

Prova. A prova deste Teorema encontra-se em [Vieira (2015, p. 305)} [

2.1.2 Teoria de Anéis

Wy

Definigao 2.24. Um conjunto nao vazio A munido de duas operagoes de adicao “+”e

multiplicagao

- "chama-se anel quando as seguintes propriedades sao satisfeitas:
(a1) (A,+) é um grupo abeliano.

(a2) A multiplicagao é associativa, ou seja,

I.(y.z):(x.y).z7vx?y?'ZeA'
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(a3) A multiplicagao é distributiva sobre a adicao, isto é,
r-(y+z)=x-y+x-ze(x+y)-z=x-2+y-2,Vr,y,z € A.

Iremos indicar um anel (A,+,-) por A quando nao houver divida em relagao as
operacoes indicadas. Além disso, vamos representar o elemento neutro da adicao de

A por 04, de modo que para todo a € A,

Ainda, dados a,be A, a soma a + (=b) serd indicada por a — b,
a-b=a+(-b).

Defini¢ao 2.25. Um anel (A, +,-) é dito comutativo quando sua multiplicagao for co-

mutativa, ou seja,

ab="ba,Ya,be A.

Definigao 2.26. Um anel (A,+,-) chama-se anel com unidade quando sua multi-

plicagao possui elemento neutro, isto é, quando existe e € A tal que
ae=a=-ea,VaeA.

O elemento neutro da multiplicagao de um anel A chama-se unidade do anel A, a

qual sera representada por 14.

Definicao 2.27. Um anel K, comutativo com unidade, chama-se corpo quando todo
elemento nao nulo de K tem inverso multiplicativo. Ou seja, dado a € K, a # Ok, existe
beK tal que

a-b=1g (2.5)

Exemplo 2.24. Do estudado na Segao de Teoria de Grupos, temos (Q,+,-),(R,+,:) e
(C,+,-) sdo anéis comutativos com unidade, em que todos os elementos possuem inverso
sob a multiplicagao. Logo, sao corpos. Ainda, notemos que (Z, +,-) é um anel comutativo
com unidade, mas nao é corpo, pois os Unicos elementos inversiveis sob a multiplicacao

sao 1 e —1.

Exemplo 2.25. Dos Exemplos e , segue que (Z,, +,-), em geral, é anel comutativo
com unidade, mas nao é corpo. Ainda, (Z,,+,-) é corpo se, e somente se, n ¢ um nimero

primo.
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2.2 Toépicos em Algebra Linear

A Algebra Linear é a area da matematica que se trata do estudo de Espacos Vetorias
e Transformacoes Lineares. O nosso resultado principal necessita de conceitos de Algebra
Linear. Assim, iremos apresentar aqui resultados que servirao como pré-requisitos do
Teorema principal apresentado no Capitulo seguinte.

Nestas segao nos basearemos nas seguintes referéncias |(Coelho e Lourenco | (2007)),
Hefez | (2016)), [Louredo e Oliveira | (2015) e |Steinbruch e Winterle | (1997). Recomenda-se
essas referéncias para uma leitura mais aprofundada.

2.2.1 Espagos Vetoriais

Defini¢ao 2.28 (Espagos Vetoriais). Dizemos quer o conjunto V' # &, munido de duas

operacoes, uma de “soma”e uma “multiplicacao por escalar”:

+:VxV -V wKxVo -V
e
(u,v) +~ u+v (,v) P a-v,

é um espaco vetorial sobre um corpo K, se satisfaz as seguintes propriedades:

l.u+v=v+u VY uuveV;

2. (utv)+w=u+(v+w), Yu,veweV;
3.30eV,talque 0+v=v+0=v, YveV;

4. YveV,3-vew, tal que v+ (-v) =-v+v =0;
5. YveVeVa,feK, (af)v=a(fv);

6. Yu,veV eVaeK a(u+v)=au+au;

7. Va,feKeVYveV (a+p)v=av+fu

8. YveV 1lv=w.

Observacgao 2.15. Nas condigoes da defini¢ao acima, segue dos itens 1-4 que (V,+) é um

grupo abeliano.

Exemplo 2.26. O conjunto R”, com n € N, é um Espago Vetorial sobre R com as

operacoes de adicao e multiplicacao por escalar definidas de forma usual.

Exemplo 2.27. O conjunto Zg x Zg x -+ x Zy = 73 = {(ay, az, ..., a4, ); @; € Zs }, munido das

operacoes
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(a_laa_Qa 7a_n) + (b_lyb_%?E) = (a_l+b_17"-am+a) = (al +blaa2 +b?7"'7an +bn)

Tu =7(ar, ag, ...,ay) = (F+@1,7 - Az, ...,7 - @y ), para (ar, @z, ...,an) € (by, by, ...,b,) € Z1 e
T € Zo, ¢ um espaco vetorial sobre Zs.
Solugao. Como (Z, +) é grupo abeliano, segue dai e do Exemplo , que as propriedades
1-4 sao satisfeitas. O restante, segue do Exemplo e do fato das operacoes serem
realizadas entrada a entrada.

Como todos os axiomas de espagos vetoriais foram satisfeitos, temos que Z§ é um

espaco vetorial sobre Z,.

Definigao 2.29 (Subespaco Vetorial). Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e W
um subconjunto de V. Dizemos que W é um subespaco vetorial de V' ou simplesmente

um subespaco de V| se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(i) 0e W;
(ii) Aue W, para todo A e K e todo u e W;
(i) u+v e W, para todo u,v e W.

Exemplo 2.28. Todo o espaco vetorial V' admite pelo menos dois subespagos: o conjunto
{0}, chamado subespaco zero ou subespaco nulo, e o préprio espago vetorial V. Esses dois

sao subespagos triviais de V. Os demais sao chamados de subespagos prépios de V.

Observagao 2.16. Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo K e W um subespago de
V. Como (V,+) é um grupo, segue da definigdo de Subespaco, que (W, +) é subgrupo de
(V,+).

Definicao 2.30. Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K, e vy,...,u, € V e
ai,...,a, € K. Entao, o vetor

V=a1U1 + ... +a,Uy
¢ um elemento de V' ao qual chamamos de combinacao linear de vy, ..., v,.

Proposigao 2.17. Sejam os vetores vy,...,v, € V, o conjunto W de todos os vetores de

V., que sao combinacao linear destes, o qual € denotada por
W=1{v,..,vn] ={veV:iv=av + ...+ a,v,, a; e K, 1 <1< n}.

¢ um subespaco de Ve W € chamado de subespago gerado por vy, ..., v,.

Prova. Vamos provar que W satisfaz as trés propriedades da Definicao de Subespaco.

(i) 0 e W, pois,

0=0v; +... + Ovu,,.
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(i) Sejam v = ayvq + ... + AUy, W = byvy + ... + byv, € W. Entao, pela propriedade de

associatividade e comutatividade em V, podemos escrever:

vt w = (a1vr + ...+ apvn) + (b1vg + o+ bpvy) = (ag + b1)vr + o+ (@ + b)), € WL

(iii) Sejam a €K e v =ayvy + ... + a,v, € W. Entao,
av = alaivy + ... + a,v,) = alavr) + ...+ ala,v,) = (ca)vy + ..+ (aay )v, € W.

Portanto, de (i) — (iii) segue-se que [vy,...,v,]| é um subespaco de V.
[
Exemplo 2.29. Os vetores e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) e e3 = (0,0,1), geram o espago
vetorial R3, pois qualquer v = (z,y, z) € R3 é uma combinagao linear de ey, s, €3

(z,y,2)=2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)

ou

vV =xe; +yeg + zes,
entao [eq,eq,e3] = R3.
Definigao 2.31. Sejam V um espago vetorial e A = {v,...,v,} ¢ V. O conjunto A se diz
linearmente independente (L) ou que os vetores vy, ..., v, sao LI, caso a equacao
a1v1 + ... + a,v, =0,
admita apenas a solugao trivial, isto é,
alzagz...:an:().
Se exixtir a; # 0, para algum ¢ = 1,...,n, diz que o conjunto A é linermente dependente
(LD) ou que os vetores vy, ..., v, sao LD.

Definicao 2.32 (Base de um Espago Vetorial). Um conjunto B = {vy,...,v,} ¢ V é uma

base para o espago vetorial V se:
(i) B é LI,
(ii) B gera V.

Exemplo 2.30. Sejam
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O conjunto o = { My, My, M3, My} é base de My(R). Com efeito, para vermos que « gera

M5 (R), observemos que um vetor qualquer

em M,(IR) pode ser escrito como
M = aM1 + bM2 + CMg + dM4
Para verificarmos que « é linearmente independente, suponhamos que

M =aMy +bMy + cMs+dM, =0,

ou seja,

10 0 1 0 0 0 0 ap as 0 0
a1 + ag +as + ay = = .
0 0 00 10 0 1 as Q4 0 0

Segue-se que a; = as = az = a4 = 0 e, portanto, « é linearmente independente. A base « é

chamada de base canonica de Ms(R).

Teorema 2.14. Se B = {vy,...,v,} for uma base de um espago vetorial V', entao todo

conjunto com mais de n vetores em V serd linearmente dependente.

Prova. A prova deste Teorema encontra-se em [Louredo e Oliveira (2015, p. 23)| [ ]

Defini¢ao 2.33 (Dimensao de um Espago Vetorial). Seja V' um espago vetorial sobre
umj corpo K. Se V' possui uma base com n vetores, entao V' tem dimensao n e denota-se
dim V =n.

Quando um espago vetorial V' admite uma base finita, dizemos que V' é um espaco
vetorial de dimensao finita. Se V' tem uma base com infinitos vetores, entao a dimensao

de V ¢ infinita e denota-se dimV = oo.

Exemplo 2.31. Os conjuntos dos Exemplos e sdo bases para R? e M(R),
respectivamente. Logo, dimR3 = 3 e dimM,(R) = 4.

Proposicao 2.18 (Conjunto LI). Seja V' um espago vetorial sobre K e considere B =
{v1,...;0.} um conjunto LI, em V. Se existir veV que nao seja combinagao linear dos

elementos de B, entao {vy,...,v,,v} € linearmente independente.

Prova. Sejam ayq, ..., q,, (41 €scalares tais que

QiU + ... + U, + v = 0.
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Se ay,41 # 0, entao podemos escrever

03] (079
Uy — .. —
On4t1 On+t1

v=- U
o que é uma contradi¢ao com a hipétese de v nao ser uma combinacao linear de elementos
de B.. Entao a,,1 =0 e, portanto, a1v; + ... + @, v, = 0. Como o conjunto B é LI, segue

entdao que aj = ... = o, = 0. Portanto {vy,...,v,,v} é LI. ]

Proposigao 2.19 (Base). Seja V' um espago vetorial com dimV =n e B = {vy,...,v,} um

congunto LI em V. Entdao, B ¢ uma base para V.

Prova. Se B gerar V| entao B é uma base para V. Se B nao gera V, entao existe um
vetor v € V, tal que v ¢ [B]. Logo pela Proposicao [2.18 o conjunto A = {vy,...,v,,v} é
LI, o que contraria o Teorema pois n(A)=n+1>n=dim V. |

Defini¢ao 2.34 (Hiperplano). Seja V um espago vetorial nao nulo. Um hiperplano de V/
é um subespaco proprio W tal que se W’ for um subespaco de V' satisfazendo W c W/ c V|
entao W =W'ou W’'=V.

Proposicao 2.20. Sejam V um K-espago vetorial de dimensaon>1 e W um subespaco

proprio de V.. Entao W é um hiperplano de V' se, e somente, dim W =n —1.

Prova. A prova deste Teorema encontra-se em [Coelho e Lourengo (2007, p. 120)| n
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3 CONTANDO OS SUBGRUPOS DE INDICE 2

No Capitulo anterior trabalhamos alguns conceitos e resultados que servirao como pré-
requisitos necessarios para o entendimento deste Capitulo que trata- se de uma abordagem
didatica do texto “How Rare Are Subgroups of Index 27”7, de autoria Jean B. Nganou,
encontrado na referéncia Nganou | (2012)).

A motivacao de Nagnou vem da procura por contraexemplos da reciproca do Teorema
de Lagrange (Teorema , em particular, ele procura grupos de ordem n, com n par,
que nao possuem subgrupos de indice 2, consequentemente, que nao possuem subgrupos
cuja ordem é n/2. A ideia dele é generalizar o que acontece com o grupo alternado Ay,
cuja ordem ¢ 12, mas nao possue subgrupos de ordem 6.

Diante dessa motivacao, consideramos especialmente o papel desempenhado pelo sub-
grupos, de um grupo G, da forma G2, como no Exemplo [2.11] para determinar subgrupos
de indice 2. Usando esta abordagem, identificamos uma classe maior de grupos que nao
possuem subgrupos de indice 2, isto é, uma maior classe de contraexemplos da reciproca
do Teorema de Lagrange.

Atentamos a importancia do tema, pois os subgrupos de indice 2 sao de interesse

especial porque sao sempre normais, como visto na Proposicao [2.8|
3.1 A Contagem de Subgrupos de Indice 2

Do Exemplo grupos de ordem impar nao possuem subgrupos de indice 2, assim
apenas os grupos finitos de ordem par serao importantes aqui.
Inicialmente, vamos tentar contar quantos subgrupos de indice 2 existem num grupo

G. Para isso, considere o seguinte teorema:
Teorema 3.1. Os grupos G e G|G? tém o mesmo nimero de subgrupos de indice 2.

Prova. Seja H um subgrupo de indice 2 em G, logo H é um subgrupo normal em G, pela
Proposigao 2.8 e o quociente G/H tem ordem 2, pois G/H = {H,aH}, comaeGeat¢ H.
Como,

a’H = (aH)? = H,

para todo a € G, pelo item (iii) da Observagao [2.11] a? € H para todo a € G e assim
G? < H. Pelo Exemplo[2.19] G? ¢ normal em G, entao pela Proposigao [2.11] G2 é normal
em H.

Agora, consideramos o grupo quociente H/G? que, também pela Proposi¢ao , é
um subgrupo de G/G?. Pelo Teorema de Lagrange, |G| = |H|(G : H). Como H tem indice

2, temos

|G| =H|(G: H) = |G|/|H| = 2.
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e, ainda,

|GIG?| = |H|G*|(G|G? - H|G?).

Logo,

(GG HIG?) = |GIGA||H/G? = |GI/|H] = 2. (3.1)

Sejam S ={H <G;(G:H)=2}e S ={H|G?<G|G* (G|G*: H|G?) = 2}. Definindo
uma funcao ¢ do conjunto se subgrupos de indice 2 de G, S, para o conjunto de subgrupos
de indice 2 de G/G?, Si, definida da seguinte forma

p:S - 5
H ~ ¢(H)=H|G?
temos ¢ bem definida, pelo argumentado acima. Além disso, ¢ ¢é injetora, pois dados H;

e Hy € S temos
0(Hy) = p(H) < Hl/G2 = HQ/G2 < H, = H.

Isso mostra que a fungdo ¢ é injetiva. Dado um quociente genérico H/G? € S;, temos,
pela Proposigao [2.12, H < G. Como (G/G?: H|G?) = 2, assim por (3.1 temos

(G/G*: H|G?) = |G|/|H]| =2
dal, |G| = |H|-2, assim (G : H) =2. Como H tem indice 2, entdo H € S e
p(H)=H|G.

Isto mostra que a funcao ¢ é sobrejetora. Portanto, ¢ € bijetiva. Ainda, sobre a sua
inversa, para H/G? € Sy, temos ¢ (H|G?) = H.
Como existe uma bijecao entre os conjuntos, entao possuem a mesma cardinalidade.

Agora, vamos analisar o grupo quociente G/G?.

Se G é um grupo que satifaz a seguinte condicao x? = e para todo = € G, entdo pelo
item (iii) da Proposigao , G é um grupo abeliano. Assim, segue da Proposi¢ao acima,
que G/G? é abeliano, pois

(aG?)? = a2G? = G2

para todo a € G, uma vez que a? € G2.
Assim, se |G/G?| > 1, entdo G/G? é um grupo abeliano finito, em que todos os ele-
mentos, exceto a identidade, tém ordem 2. Dai, pelo Teorema G|G? é isomorfo a

um produto direto de grupos ciclicos, mas como todo elemento, exceto a identidade, tem
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ordem 2, entao o tnico grupo que pode aparecer na sua decomposicao direta é Zy. Ou

seja, existe um numero inteiro n > 0 tal que

G|G? ~ 73 (3.2)

Em que n = 0, significa que G/G? ~ {0} ¢ o grupo trivial, o que acontece exatamente

quando G = G?.

Observacao 3.1. Da andlise combinatoéria, um subespaco k-dimensional sobre Z,, tem 2F
elementos, logo observando-o como subgrupo (o que é possivel pela Observagao sua
ordem serd 2. Nesse contexto, considerando Z% como espago vetorial sobre Zs, Pelo
Teorema de Lagrange (Teorema , subgrupos de indice 2 de Z tem ordem 2"~1. Assim
o subgrupo é composto por n coordenadas, onde uma ¢é composta por 0, ja as demais
sao compostas por elementos pertencentes a Z, que, sem perda de generalidade, podemos

representar da seguinte forma
(@1, ..., Gpo1,Gn), G € Zy e @; =0 para algum j=1,...,n,

o que corresponde a um espago vetorial de dimensao n — 1.

Teorema 3.2. Cada espaco vetorial n—dimensional sobre Zo tem exatamente 2™ — 1 hi-

perplanos.

Prova. Sem perda de generalidade, assumimos que V' =Z% = {(ay,az, -+, a,,);0; € Za} é
um Espago Vetorial definido sobre o corpo Zs. A prova do Teorema usa argumentos de
analise combinatoéria e algebra linear.

Primeiramente, contamos os conjuntos linearmente independentes de n — 1 vetores de
Z%. Para isso, escolhemos cuidadosamente n — 1 vetores vy, vg, ..., Up-1.

Para escolher o primeiro vetor, temos que evitar o vetor nulo de Z} assim nos resta
2" — 1 possibilidades de escolhas para v;. Depois de escolher v; devemos escolher vy de tal
forma que vy ¢ [v1] = {0,v1}, e hd 2" — 2 possibilidades para a escolha do vetor.

Suponha que escolhemos de vy a v, escolhendo vgyq ¢ [v1, ..., vk], 0 mesmo nao pode
pertencer ao subespago gerado por [vy, ..., v] para permanecer a independéncia linear.

Como por andlise combinatdria, [vy,vg, ..., vx] possui ordem 2% e |V| = 27, temos 2" — 2%
possibilidades para a escolha do vetor vg,; de modo a preservar a independéncia linear.
Ou seja, por inducao, para cada subespaco de dimensao k, existem 2" — 2% possibilidades
para a escolha do préximo vetor LI com esse espaco. Assim, por analise combinatoria, o
nimero de subconjuntos de n—1 vetores LI sobre Z, é dado pelo produto do nimero das

possibidades para a escolha dos vetores vy, v, ..., v,_1, respectivamente dada por

(27 = 20)(27 = 2) - -+ (2" — 27°2) (3.3)
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Como, pela Observagao acima, cada hiperplano de ZI tem 2"! vetores, de maneira

analoga, temos

(2"t =20) (2"t = 2) e (27 - 22 (3.4)

bases distintas. Cada um desses conjuntos é a base de um hiperplano, mas por serem
subespacos, bases diferentes podem dar origem ao mesmo hiperplano. Para calcularmos
o numero de hiperplanos sob V' basta dividir o nimero de conjuntos LI de n — 1 vetores
de V' pelo nimero de conjuntos de bases dos hiperplanos. Logo, se Ny é o nimeros de

hiperplanos de Z7, entao

(2" -1)(2" -2) -+ (27 - 2772)

Vo= @) (2 2Ry

Multiplicando o numerador e denominador por 2"~2 temos

_ 2n=2(2n —1)(27 - 2) -+ (27— 2772)
T gn2(gn-l o q)(2n1 = 2) ... (201 - 2n-2)

Ny

decompondo os fatores de 2772 do denominador entre os fatores do mesmo temos

2n=2(2n —1)(27 = 2) - -+ (27 = 2772)

Ny =
0= 91 - 1)2(201 - 2) .- (201 — 202)
B 2n-2(2n —1)(2n =27 - - M
(2 =2y(2n—92) ... (2071 — 2n2)
o220 - 1)
= (271—1 _ 2n—2)
_ 2ol
(50 -1)
Assim, temos - -
NH=2n_1 :2_1 :2 _1’
2n—2 -
logo, Ny = 2" — 1 conforme determinado. -

Combinando o Teorema [3.1] com o Teorema temos série de Corolarios que nos
ajudam a determinar o nimero de subgrupos de indice 2 de um grupo finito G, objetivo

principal deste Capitulo.

Corolario 3.1. Existem exatamente 2" -1 subgrupos de indice 2 em G onde n € o nimero
inteiro de isomorfismos em[3.9,

Prova. Pelo Isomorfismo , os subgrupos de G/G? possuem o mesmo numeros de sub-

grupos de Z3. Pela Observagao , 0s subgrupos de G/G? se associam-se aos subspagos
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de Zj e, da Observagao , os subgrupos de indice 2 de G/G? associam-se aos subespacos
de Z3 de dimensdo n -1 (os hiperplanos). Pelo Teorema [3.2 Z tem 2" - 1 hiperplanos.
Logo existem 2" — 1 subgrupos de indice 2 em G/G?, e pelo Teorema , concluimos que
ha 2" — 1 subgrupos de indice 2 em G. [ ]

Corolario 3.2. Um grupo nao tem subgrupo de indice 2 se, e somente se, ele for gerado

por quadrados.

Prova. Se G nao tem subgrupos de indice 2, entdo do Corolério 3.1, n = 0 e,dai, tem-se
G = G2, assim temos que G é gerado por quadrados.
Se G é gerado por quadrados, entdao G = G?, dai temos, pelo Isomorfismo que

n =0 e, pelo Corolério |3.1], existem 0 subgrupos de indice 2 em G. [

Coroléario 3.3. Um grupo G tem um tnico subgrupo de indice 2 se, e somente se, G?

tem indice 2 em G.

Prova. Se GG tem um tnico subgrupo de indice 2, entao, pelo Corolario [3.1} n =1 assim
pelo Isomorfismo temos que G/G? ~ Z,. Como a cardinalidade de Z, é igual a 2 segue
que a ordem de G/G? também é 2, o que implica que (G : G?) = 2.

Se (G : G?) = 2, segue que a ordem de G/G? é igual a 2, dai a cardinalidade de Z%
também ¢é 2, pelo Isomorfismo , logo G/G? ~ Z,, dai pelo Corolario n =1 e assim

temos que G tem um unico subgrupo de indice 2. [

Pela Observacao 2.13] G’ € G? segue do Teorema que se mais da metade dos
elementos de G' tém ordem impar, entao G nao tem subgrupos de indice 2. Vale salientar
que esta condicao nao é necessaria para um grupo nao ter subgrupos de indice 2, pois o

grupo linear

SLQ(Zg) = {A = ( g ) € MQ(Zg), detA :T}

S|

ol

¢ um grupo de ordem 24 que nao tem subgrupos de indice 2 e tem apenas 9 elementos de

ordem fmpar que sao

10 11 71
oT)\o1)\20)
10\ (01 132
2 1) \22)\0 1)
) 10 02
Tof\T11)\1T2)

3.2 Consequéncias Importantes

Apresentamos a seguir algumas consequéncias dos resultados vistos anteriormente.
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Exemplo 3.1. Seja n um numeros inteiro com n > 2, o grupo alternado A, nao tem
subgrupos de fndice 2. De fato, pelo Coroldrio [3.2], se mostrarmos que A,, é gerado por
quadrados o resultado estara provado. Pelo Teorema 2.4 cada permutacao par é um
produto de 3-ciclos. Assim s6 precisamos mostrar que cada 3-ciclos estd em A2.
Dado um 3-ciclo a € A,, sendo « = (abc), temos a~! = (cba). Fazendo a~la
(cba)(cba) = (abc), temos o = a2 = (a~1)? € A2, assim pelo Corolério A,, nao possui

subgrupos de indice 2.

_1:

Exemplo 3.2. 5, tem um unico subgrupo de indice 2, que é A,,. Sabemos que A, tem
indice 2. Se mostrarmos que A, = S2, entao pelo Corolério o exemplo estara provado.
Vimos no exemplo anterior que A, nao possui subgrupos de indice 2, logo pelo Co-
rolario A, =A2. Como A, € S,, assim temos que A2 ¢ S2  dai temos que A, ¢ S2.
Como cada elemento de S? é uma permutagao par, pois o quadrado de toda permutacao
é par, entao temos que S2 ¢ A, daf segue que A, = S2.
Como A, tem indice 2 e A, = 52, entao pelo Corolério o resultado esta provado.

Teorema 3.3. D,, tem um unico subgrupo de indice 2 se n é impar e trés subgrupos de

de indice 2 quando n € par.

Prova. Diante da descrigao de D, temos que D2 = R2. pois pela Observacao , 08
elementos de R, sao reflexoes de ordem 2 da forma Sat, ou seja, quando sao elevados ao
quadrado nao formam nenhum elemento, exceto Id, do subgrupo D2.

Agora, da Proposigao , se a é um elemento de ordem m, ou seja, O(a) = m entdo

para cada inteiro k > 0, temos O(a*) = m/mdc(m, k). Como |R,| = O(a) = n, temos

n/2, se n é par
1= o) - {"! ’

n, se n é impar
Portanto,

2 4, se n for par
Do D2] = Do/ R2) = oo = b
| B3 2, se n for impar.

E o Isomorfismo [3.2] para o grupo D,, é dado por:

72, se n for par
D,|D2~{""?
Zs, se n for impar .
O resultado é dado a partir do Corolario |3.1|
O Teorema [2.3 nos fornece uma grande classe de contraexemplos da reciproca do

Teorema de Lagrange.
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Pelo Corolério [3.2] e do Teorema[2.3] se G5 e G2 nao tem subgrupos de indice 2, entao
(1 x Gy nao tem subgrupos de indice 2. Pelo Exemplo [3.1] para cada n > 4 e pelo Teorema
2.6 para cada m natural fmpar, o grupo A, x Z,, nao tem subgrupos de indice 2. Como
a ordem é n!m/2, entdao temos um contraexemplo da reciproca do Teorema de Lagrange.

Outros contraexemplos sao SLy(Z3) x A, com n >4 e SLy(Zs3) x Z,, com n impar.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho tem como objetivo aprender mais sobre a existéncia de subgrupos de
indice 2 em outros grupos. Possibilitando o estudo de um resultado que permite deter-
minar a quantidade de subgrupo de indice 2 sobre grupos finitos. A motivagao sobre esse
estudo se originou através da relevancia que esse estudo tem na academia, como também,
através de um aprimoramento visto no desenvolvimento da pesquisa realizada no Pro-
grama Institucional de Bolsas de Iniciagao Cientifica (PIBIC), realizado durante o curso
de Licenciatura plena em Matematica.

O estudo feito para a elaboracao deste trabalho nos possibilitou um rico estudo sobre
grupos finitos, através de ferramentas da Algebra Abstrata e da Algebra Linear vistas na
graduacao.

Espera-se colaborar com a producao de conhecimento cientifico, de forma que fornece-
mos aqui uma abordagem didatica para apresentacao de um resultado que, em geral nao
se encontra em livros didaticos de Algebra Abstrata. Contribuindo para o enriquecimento

e aprimoramento da bagagem de conhecimento ofertada ao final do curso.
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